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�����ت ا�������� و���� ا����د��ت ا�������� ا������ ا����ا�� وا��� �ا��� ا����د  ���ة ���ت ا��

��ت أو��� , ا��را��ت �� ��ف ا���������� �� ����� ��ه أ�� ا����م وا���������� و��ا �� 

�� ����د��ت ا����ع ا������� وا����د��ت ا��ا���� ا������ ����� �� ا������� � �� ��روا ا������ ا����ر

��ت �����ت و��د وو��ا��� ا����ل و���� درا�� ا����ار ا����ل  ا������ �� ا������ت وا����

���ل ����زه ��� ���� ا����ل ا�إ����ر وا����م �� ��ا ا����ق �� ���ل و�� ا�ا������ �� ا�. وا����ر��

]1-7 .[  

��� أن ����� ا����ل �� و�� ا���ض �� ����� �� ��ه ا�����ة �� ����� ��وط ����� ���� �� �

�� �� و��د ��ة ��ر� ن ا����ل ��ول أ�� ���� ��� ����� ا����ل ����� ����� ���� ا������ ا����ر

ن ��ى ا������ �� إ. ����� وا��ي ���� ز�� ا������را�� �� ������� ����� ����ب ا���� �� ز�� 

��ى أن �� ���ب ا���ى ا���ر���، إذا ��ن ��ا ��� ا���� أن , ������ ���� ا������ار �� ���ل ا���ا

ن ا������ ��� ا���ى ا���ر��� و��ى ا������ إ. ����� دا��� �����ه ا�� �� ���ا��� ����دا ����� �

�� �� ا����� �� ا��را��ت و ����   .و�� ا���� أن ���ف �� ����ق. ��� �� ��ال ���������

��� ����� و������ ��ا ا���ف ���� ������ام �����  ] 9[��ق ������ت ������ ��� ����� ����� و�� ��

 �� ��� ��� ��ر���� و��دورو�� ] 10[و��   ]. 8[و��

ر��� أ��و�� ���� ، و����� ا��� 14و��� و��� ����ي ��� ��� إ�� ����� ، و��� ا������� ا�������

  :���ل

��ت ا�ول ��ا���� ا�   .������ �� ���� ا�����ة����� وا��� ������ض ��� ا������� وا����

� ا�����ا��� ا������ ����د�� �� ا���� ا����� ���م �����د ��وط ����� ������ر ا����ل �� ���� ا����

���ا� ��� ����� , ��اج �� و��د ��ة ����� ��   ].9[و���ا ا���ض �����م ��

 مقدمة 
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 �� ���   .�� ��������ل �� ]10[�� ا���� ا����� ��رس ��� ����� ا���� ا����� ���� ������ام ��

��� ��ذة �����  �� ا���� ا��ا�� ���� ��و�� ����� �������ل ا����ل ����د�� �����ف �� ��ة ��

��� ��ر�إو����� ا�����ن  �� ���ج ا������ت �� ا���� ] 11[�� و��دورو�� و����� ����ر �� ��

��  .ا�����
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  ������ أ����� 

���ءات  ، PL ���ءاتوا������ ا������� ا��� ���  ا����دئ  ������� أ�� �� ��ا ا����،

   .���ا���ت وا����ب ا�����ي ا�،�������

����1 ب  2( , ,..., )nx x x x   ������� ����� ح  ا��������   ��n ، ����u  ��� ����� دا��  

، ������ ���� � �����  
( )

( )i

i

u x
D u x

x





  . �������ix ل  uا����� ���ا��  ������  

   : �� ا������ ��� ���� ���uن ا���رج و �������ف 

2

2

11 2

2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2

, ,..., (  و  (

( )
( ) ... ( )

n

in i

n

i i n

u u u u
u t u

x x x x

u x u u u
u x x

x x x x





    
    

    

    
      

    





 

)���� ب  )C    ��� ء ا��وال ا������ة���� ������ ����, ( ( ))mC    ��� ء ا��وال ا������ة���

  �� ����m، ( )bC  ��� ء ا��وال ا������ة وا����ودة���  ������� ا���ودة.


:  

sup ( )
x

u u x


  

��1K أ��   ،����� د�� ( )kC  ��� ء ا��والu ا������ �������قk  ة وا����� �� ا�������k 

 ��� �����.  

( )k
cC �� ء ا��وال�( )kC ا����� ���اص و� ���� ��� ���� . 

)���ف ����  )kC   �� ����� ء ا����ر���( )nkC  ��� ا��وال ��أو ���ء ( )kC ،  ����

0  �� أ�� ��  j k    �� 0 وx   ا������
0

lim ( )j
x x D u x � �����0دة و�����x ���.  

  الأول الفصل 
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0 ( )C   أو ( )D  ����� و���� ���ء دوال  ��ق ��������� ��ة ���ا�� ���ا��،���ء ا��وال ا������

  .ا������ر

   ���pLءات  1.1

  ����  �� ح����n ود�� � ����� �����dx،  ����1 ب( )L   ��� ������� ء ا��وال ا���������� 

 ������ ���� ������� ا���ود :  

1 ( )
L

u u x dx


   

 ����p  ���1 p  ،  ف ���ء ا��وال �� ا�������( )pL  ��:  

             ( ) : ;      و  
p

pL f fقابل��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ةللقیاس f x dx


 
      

 
  

  :                             �و����� ���ف �

1

( )p

p
p

L
u u x dx



 
  

 
  

f:  ���ل �� دا��     أ��� ����� إ��( )p
locL   1 إذا ��ن ( )

k

pf L    أ�� �� ���اص ��

K   .  

 ������ 1.1 

  : ��ود �����اء ا�����ا�   2Lا����ء  

2, ,  , ( )f g fgdx f g L


    

  .�� ���ء ����ت
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����� 1.1  

 ����  X  1،���ء ���خ p    و 0,T   �� ل���،  �� ���� ����� ء��� ���� X  �� و����

 ������(0, ; )pL T X  ء ا��وال��� : 0,f T X ا������ �����س وا����� ��:  

1إذا ��ن - أ p    ن�� : 

1

(0, , )
0

: p

T p
p

X L T X
f dt f

 
  

 
 

pإذا ��ن  - ب     ن�� : 0, (0, , )
sup :

t T X L T X
ess f f 

   

����1.1     

,0)ا����ء  , )pL T X  ������� ا���ود 
(0, ; )pL T X

f  ���1 p   ء ���خ��� ��.  

   ���ءات ������� 2.1

  ا����� ا����� 1.2.1

�� ��� 2.1  

 ����  �� ح����  1 و ( )locu L   ��� 1 i n  ،  ����� ����� ���� ل �� دا�� أ������

i  ��1ا����� ��  ( )LocL  1إذا و��ت دا�� ( )i Locf L    �� ����0 �� أ��C �����:  

                        ( ) ( ) ( ) ( )i iu x x dx f x x dx 
 

      

��i ��1 ا����� �� ا�����  ifو��ا ���� ��� �����ل أن   ( )Locu L  ت و�������   :�����م ا���ز

i i

i

u
u f

x


  


  

,���1ء  2.2.1 ( )pW   

 ����   ح������ n، p 1 و p  ، 1ا����ء, ( )pW   � ف���� :  
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 1, ( ) ( );   ( ),1p p p
iW u L u L i n          

  ���i � 1  ��� ا����� ا����� ( )Locu L  .  

1                     : ���ض  1,2( ) ( )H W      

, ���ءات  3.2.1 ( )m pW    

 ����  �� ح����n  ، 2m   وp ���� ����� ��1د p  ،  ف���, ( )m pW   ���

���:  

 , ( ) ( ) ; D ( ), ,m p p pW u L u L m             1

1 ... n

nD u       

 ���: n  , 1 ... n     1و

1 ... n

nD u    � 1 �ا����� ا����� ( )Locu L   م�����

���ت   .ا���ز

� ��� �3.1   

,ا����ء  ( )m pW  ������� ود��:  

                                                 , ( )
0

m p p pW L L
m

u u D u




 

    

 ������2.1                       ,2( ) ( )m mH W    

  

������3.1    

) ا����ءات  )mH � ا� ��اء���� ���ءات ����ت ا���ودة���� :            

  

2 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ; u,v H ( )m

m

H L L
m

u v u v D u D v 

 

     
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  ����� ا������ ������أة و����� ���� 4.2.1

�� ��� 4.1  

�� ��u  وv   �� 1دا���ن( )H  ، �� 1 : �� أ�� i n    

 �����:  

                               i

i i

u v
vdx udx vu ds

x x


  

 
  

     

 ���( ) cos( , )i ix x   ا�����رة ��� ا����� ا���ر�� ��� ا���ه ��� ا����م ���او ��w  ��

  .���ixر ال و����x  ا�

����� 5.1  

  ����1( )u H  2و ( )v H ، ����� و�������:  

u v
v udx u vdx v u ds

 
  

  
     

  
    

�����1.1    

 ����1 p    ،� ����� q  ا����� ل ������ p ه���� : 
1 1

1
p q

   

 ��� ا����ا���ت  3.1   

     ��   )����ر ���ا��� ( ���1.1

p  1:  ������د p    و����( ), ( )p qf L g L    .  

)1  :  إذن )fg L   

1                         و

( ) ( )
( ) p qL L

L
fg f g

 


                             
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2p   : إذا ��ن q  ا��� ���� ��ار����� ����.  

��    )��ان ��ري ���ا��� :( ���2.1

����   �� ح ���ود����n  ������ �����.  

1                  :  إذن
02 2

, ( )u u u H     

���:                        1 2
0

2

inf
u

u
B

u





   

�� ����� ��ان ��ري���ا��� (   3.1 ��� ��(  

 p  ���� 0: ��د p   ( 1, 2)n      أو 
4

( 2),0
2

n p
n

  


   

)���� ����  إذن  , )C p  ����:   1
01 2

( , ) , ( )
p

u C p u u H


      

  

 �� ���6.1  

 ����f وg  �� دا���� 1L R  ، �� ������ أ�� �� ����x R ا��ا��، :  

   y f x y g y   

  :����� �������� وا��ا�� ا������ �� 

     
nR

F x f x y g y dy   

����� إ��  1L R.  �� اء ا������ف�� ����f وg  ���� fو g .  

 ����2.1 ) ��   ):������� -�����ود -��ردي���

 ����       ( 1) ( ),0 1pp u L R    , 
1

1
p

      
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  إذن 
1

( )qu L R
x


 
  
 
 

     �� 
1 1

1
q p

     وا������
1

( )qu u L R
x


 
   
 
 

ا����ف ��  

( )pL R  ��( )qL R �����.  

1
01 2

( , ) , ( )
p

u C p u u H


     

ا����ب ا�����ي 4.1  

�� ���7.1   

  ����  ,f C a b . ا�� –���ف ����� ر���ن��� ������f    ا����� ��  ��:  

  

���( )��� و��ا �ا��ا������.  

������4.1   

إذا ����    ا��� ���� ��� ا������ ا������ ���ا��  �������� إ�� ) 1. 1: (��ن ����f.  

�� ���4.1   

 ����  ,f C a b , ن���   :� ���������–ا������ ا�����ي ��

( ) ( )
a a a
I I f x I f x   

  

  

,0: �� أ�� 0     

��n أ�� �� : ���� ����   ,�����  :
n

n

n

d
I I

dt
    

  :���� ا����د�� ا�������� ا������

1( ) ( )
( ) ( )...(1.2)

( )

x

a
a

x t f t
I f x dt g x








 

  

1

1 ( )
( ) : ...(1.1)

( ) ( )

x

at

a

f t
I f x dt

x t


 


 
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  �� ���� ���f   ����� �� ا������g .  �� ����    �� ء ا��������� ,����:  

   1 1
( ) ( )

a a
I f x I g x
  
 

  
  

                                             :و�������
 

 
 

1
1

1
( ) ( )...(1.3)

a

d
f x I g x

dt


 

 


 


 

  ).3. 1(����� ���� ��ن ���� ���� ������� )  2. 1(إذا ���� : إذن

�����8.1   

���ن   ������ �� ا����� –ا����� ا�����ي �� 0,    ا�����f ��� ��� ف���:  

 

 

  1

1

1

:
a a

d
D f I f

dt

 






 

 



  

������1.5   

��0 أ��   ,ا����� ���:  

                                                  :
a a

D f I f 
 

  

:  إذن
a

D f
  �� دة �� أ������  ,f a b  �� و ,x a b   

�� ���5.1   

0إذا ����     ,�� أ�� �� ����   ,f C a b ,�����:  

( ) ( )
a a

D I f x f x 
    

و�� أ��     1 ,f C a b  و�ذا و����:  1n   ,ن��:  

 
1 11

1
0

( )
( ) ( ) ( )

( )

k n kn
n

n ka a a
k x

x d
I D f x f x I f a

k d


  


  

   


 



 

 
  

 ����� :   13 . 12   
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  ����  1 ,f L a b ,ا������ت ا������ ����� ����:  

1-  
0

lim ( ) ( )
a
I f x f x

  
  

2- ( ) ( )
a a a

D I f x I f x   
  

  

3- ( ) ( )
a a a

D D f x D f x   
  

   

������1.6   

��  ��� أن ا����� ا�����ي �� ���� ر���ن  ������ ���� �����  -درا�� ا����د��ت ا�������� ا�����

و��ه ا������ ��� وا���� و�� ���� إ���ط , ا����� ا�����ي ���� ����� ا���وط ا�����ا���  ��ا���

��� ���� �� ������� ���� �������ن درا�� ا����د��ت ا�������� . ��� ���� ����� �����م ا������ت ا�����

�� ���وط ا���ا��� ا����د��    .ا�����

�����9.1     

 ����    1 ,f C a b  ,� ا����� ���ف ا����� ا�����ي �� ������ 0,    ا�����f ��:  

 
 

 

1
1

1
:c

a a

d
D f I f

dt


 

 


 


  

0إذا ��ن : �� ا����� ا�����  1  ,�����:  

¨

1: ...(1.4)c

a a

d
D f I f

dt
 

 

  

� � �� ���� ������ وا������ت ا������ �� �� ا���� ������ ا������ ا��� ���� ��� ا������ت ا�����

  : ������ و�� ��� ���-���� ر���ن

                 
 

  

   

 
0

( )
( ) ( ) ( )

1

k k
c

ka a
k

x a d
D f x D f x f a

k dx

   
 

 
 

  





 

   
    

:�� أ�� ��     1 ,f C a b    
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 ����� 12   إذا ��ن  1 ,f C a b  0و 1   ,ن��:  

1-  ( ) ( )c

a a
D I f x f x 

    

2- ( ) ( ) (0)c

a a
I D f x f x f 

      
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��� ����� ��� ���د�� أ��اج ��� ���� ������ ��ي �� �����.  

1.2 �����  

:�����وط ا�����ا��� ا������ ا������ ا����� ��ف ��ا ا���� درا��   

 2 2

0 1

    dans 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( )  dans                  ...   (1,2)

( , ) ( , ) 0   sur 

p

tt t

t

u u u u u u

u x u x u x u x

u
u x t x t




         


  
 
   



           

 ���   �� ح����n ���� ����� �� ،( , )u x t����� ا������ل ا����دي �� x  ز�� ��t   ���

  .��ر��

,1) ا����د�� ��� ا��� ���� إ������ ����� �� ا������� و�����ا ���د�� ا����اج ا���� ����  �� (2

  ] .15[، ]14[��ل ، أ��� وا������ار وا����ر ا����ا��� ا������ �� ا������ �� إ���ت ا����د وا��

  ���د�� ا�����  2.2 

,1)���ف ا����� �������  2) ��: 

                              
2 2 2 22

( ) ...(2.2)
2

p

tE t u u u u
p


     


  

��� �� 1.2   

 ( )E t ��� دا�� ��� ���ا��ة 0,   :و  

                                                 
2

'( ) 0E t u     

  الثاني  الفصل
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  :ا�����ن

,1)���ب ا����د�� 2)   ��tu اء ا������ ��� و���  ���: 

2 2    ...(3.2)
p

tt t t t t t tu u u u u u u u u u u
    

           

22 2 21 1 1
0

2 2 2

p

t t t

d d d
u dx u u dx u dx u dx u dx

dt dt p dt



    

        
      

         
22 2 2 21 1 1 1

0
2 2 2 2

p

t t

d d d d
u dx u dx u dx u dx u dx

dt dt dt p dt



    

       
            

2 2 2 2 22
2

2

p

t t

d
u u u u u

dt p

 
        

 
 

 ��� :  

2 2 2 22
( )

2

p

tE t u u u u
p


     


 

:و���             

2
'( ) 0tE t u     

                                                                                                   :  ���� أن

                                 

2

0 0

2

0

2

0

'( )

( ) (0)

( ) (0)

t t

t

t

t

t

t

E s ds u ds

E t E u ds

E t E u ds

  

   

  

 





                                        

    ����ة ا������ر 3.2

,1)���� إ���ت أن �� ا������  �� ��ا ا���ء، ��� ����، ������ �� و��   (2 ���ا ا���ض ������ ��

) ���ف ا��ا��  ،" �����"�ا����� � )G t ��:  
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2 2 2 2

0 0

0

( ) ( ) ( )  ...(4.2)
t

G t u u ds T t u t 
  

        
  
  

�� أ�� ��  00,t T ��� :0 0, 0T    0و ا��������أ �����ت  ����،� ����د�� ���ا� 

  .ا������

���� 1.2   

(0): إذا ��ن 0E  2pو    . ا��ا��( )G t����:  

 2
0

2
( ) ''( ) 1 '( ) 0     , 0,

4

p
G t G t G t T

 
   

 
  

  :ا�����ن

  :��� ����ة و��� t ������� ل) 4.2(������ق ا��ا�� 

2 2

0'( ) 2( , ) 2 ( )tG t u u u u t         

2

2 2

''( ) 2( , ) 2( , ) 2

          =2 2 2

t t tt

t tt

d
G t u u u u u

dt

d
u u u u

dt






    

   
  

 ��)3.2( ���:  

22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1
         =-

2

1
        = -

2

p

tt t

p

p

uu uu uu u u u

d
u u u u

dt

d
u u u u

dt



    



  



      

     

     

    

    

�� ������  ��''( )G t ���:   
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 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

''( ) 2 2 2 2 2

         =2 ...(5.2)

p

t

p

t

d d
G t u u u u u u

dt dt

u u u u









          

     

  

��)2.2( ���:  

 2 2 2 2

2 2 2 2

2
( )

2

2
         = (0)   ...(6.2)

2

p

t

t

p
u u u u E t

p
u u u E u






     

 
       

 


  

� �����)6.2 ( ��)5.2 (��� �����:                                                                               

 
2 2 2 2

0

1 2
''( ) 2 2 1 (0)

2 2 2 2 2 2

t

t t

p p p p p
G t u ds u u u E

    
             

   
  

 ���� (0)E   و���:  

2 2 2 2

0

1
''( ) 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2

t

t t

p p p p p
G t u ds u u u 

     
               

     
  

��������:  

2 2

0

1
''( ) 1

2 2

t

t

p
G t u u ds

   
      

    
  

   :�������  ������� إذا ا����� 

  

���:  

0 1'( 0 ) 2 0G u u  


 
   

 




 

17 

 

  

2 2 2

0

0

2 2

0

( ) 0

( , ) ( , ) ( )

0

t

t t

t

t t

t

t t

A u u ds t

B u u u u ds t

C u u ds

 

 



     

     

    







  

):  �� ا��ا�� أن )A G t,
''( )

2

G t
C

p



و  

'( )

2

G t
   

����� أ�� �� أ�� �� ������    2,  0وt ��� �����: 

   

 

    

2 2

22 22 2 2

0

2 22 2 2

0 0

2 2 2 22 2 2 2

0

                                  2

               2 ( , )

  2 ( , ) 2 ( )

= 2 ( , ) 2 ,

         

t

t

t t

t t t

t

t t t t

A C

u u t u u

u u t u u d s

u u u u u u u u d s

    

      

         

       

 

     

        

        



 



 

     

2 2 2

22 2

0

               ( ) 2 ( )

= ( ) 0

                               

                             

t

t t

t t

u u d x t u u d xd s

      

       
 

    

          

  

  :إذن

2( ) ''( ) 1
' ( ) 0   

2 4

G t G t
G t

p
 


  

 ����:  

 2
0

2
( ) ''( ) 1 ' ( ) 0 sur 0, ...(7.2)

4

p
G t G t G t T

 
   

 
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�� ��� 2.2    

���2pض أن   (0)و    0E ،  ا��� إذنu ������� )1.2(  ����� ���  ���� ��0 ���� ز��T .   

              :����ر �  mTا���� ا������ 
2 2

0*

0 1

2
( )

2 ( , )
m

u
T t

p u u






  
   

   

  

  :ا�����ن

  ���� ��� ������) 7.2(ا����ا���
'2

1
4 ( ) '( ) 0
p

G t G t


  
 

 
  :��������� ��� أن 

2
1

4

2 2
2 1

2 4 4

2
2

24

2
1

4

2
' ( ) 1 ( ) ( ) ''( ) 0

4

2
( ) ''( ) ( ) 1 ' ( ) 0

4

( ) '( ) (0) '(0)
p

p p

p

p

p
G t G t G t G t

P
G t G t G t G t

G t G t G G


 

 
   


 


 

 
    

 

  
    

  



  

2
1

4

2
1

4

2

4

2

4

4
(0) '(0)

2

2
(0) '(0)

4

p

p

p

p

d
G G G

p dt

d p
G G G

dt


 


 













 

  

2 2 2
1

4 4 4

2 2 2
1

4 4 4

2

4
2 2

1
4 4

4

2

2 2
1

4 4

2
1

4

2
( ) (0) (0) '(0)

4

2
( ) (0) '(0) (0)

4

1
( )

2
(0) (0) '(0)

4

1
( )

2
(0) (0) '(0)

4

4 (0)
( )

4 (0)

p p p

p p p

p

p p

p

p p

p

p
G t G G G t

p
G t G G t G

G t
p

G G G t

G t
p

G G G t

G
G t

G

  
   

  
   



 
  



 
  


 


  


  






 
 

  
  

 



4

2

( 2) '(0)

p

P G t

 
 
   
 
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                                      :���ف ��� ��� t  ا���� و�������

2 2 2
0 0 0*

0 1

2 2
0*

0 1

4 ( 0 ) 4
( ) ( )

2 '( 0 ) 2 2 ( , ) 2

2
( )

2 ( , )

u T uG
t t

p G p u u

u
t

p u u

 
 

 

 


 

    
    

    

  
  

   

  

  .و�� ز�� ا������ر
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��� ا������ة ��   .��� ���د�� أ��اج ��� ���� ������ ��ي  "��"����� ا���

  ����ة ا������ر 1.3 

  :��ف ��رس ��� ����� ا���� ا����� أي 

 2 2

0 1

    dans 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( )  dans                     (1.3)

( , ) ( , ) 0   sur 

p

tt t

t

u u u u u u

u x u x u x u x

u
u x t x t




         


  
 
   



  

��� ا������ة إ����را����ل �����ت     )1.3( �� �� ��ه ا����� ���ف دا�� ا�����،"��"�� ������ ا���

�������:  

2 2 2 2

2

1 1 1
( ) '  ...(2.3)

2 2 2

p

p
E t u u u u

p




     


  

��� �����:                        
2

0

( ) (0) ' ...(3.3)
t

E t E u    

  ����u  ��� �������)1.3(  ،ف��� :  

2 2

0

( ) :   ...(4.3)
t

H t u u dt    

����1.3    

���2pض أن   ، ����� ن���:  

                          
2 2

0

''( ) ( 4) ' 2( 2) (0) '  ...(5.3)
t

H t p u p E u ds
  

       
  

  

  الثالث  الفصل
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  :ا�����ن

  :����� ��� ������t ���) 4.3(������ق ا��ا��  

2
'( ) 2( , ')  ...(6.3)H t u u u   

  ):3.3(و) 2.3(����� ��  

2 2 2 2

0

2
''( ) ( 4) ' 2( 2) (0) ' 2( 2) ( 2) 1 ...(7.3)

2

t

H t p u p E u ds p u p u
p

    
                

    
 

               :   إذن
2 2

0

''( ) ( 4) ' 2( 2) (0) '
t

H t p u p E u ds
  

       
  

  

�� ��� 1.3     

(0)إذا ��ن   0E   0 ���� �� أ��t t  

2

0'( )H t u   

                         ���        0 1
0

( , )
max 0,

( 2) (0)

u u
t

p E

 
  

 
  

  : ا�����ن

 ��)7.3 (���                   :   ''( ) 2( 2) (0)H t p E    

)'                      :    و��� ) '(0) 2( 2) (0) ,   0H t H p E t t     

 :����� و��
2

0 0 1'( ) 2( , ) 2( 2) (0)H t u u u p E t                                

0إذن �� أ�� ��   1( , )

( 2) (0)

u u
t

p E



  �����:   
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2

0'( )H t u   

�� ��� 2.3 ]10[  

���2ض أن 
0 1 0, ( )u u H  ���� (0) 0E  2وp ، إذن ا���u  �������)1.3 ( �� �� ����� ���

 ����0mT .  

  :����ر � Tا���� ا������  ، أ��ى�� ��� 

1

0 0

1
ln ( ) ...(8.3)m

a a
T T t J t

b bb

  
           

  

0( ) min 1, ...(9.3)
a

J t
b

  
  

  
  

 ���( )J t ,a  وb   ����� ����.  

  :ا�����ن

���� :                                  
2

0( ) ( ) ( ) ,  0, ...(10.3)J t H t T t u pour t T


     
 

  

 ��� 
1

4 2

p
    0وT  ����� د���� ����.  

)������ق  )J t��� �����:  

1
1 2

0'( ) ( ) '( ) ...(11.3)J t J t H t u


    
 

  

                                         و  
2

1

''( ) ( ) ( )...(12.3)J t J t Q t


   

  ���      :    
22 2

0 0( ) ''( ) ( ) ( ) (1 ) '( )Q t H t H t T t u H t u        
 

  

 �� �����)5.3(:  



 

23 

 

2 2

0

''( ) ( 4) ' 2( 2) (0) 2( 2) '
t

H t p u p E p u ds        

                                  :���� أن

2 2

0

''( ) 2( 2) (0) ( 2) ' '
t

H t p E p u u ds
  

       
  

   

  :����� ���، �������t ل ) 4.3(������ق  ا������ 

2

0

0

'( ) 2 ( , ') ( , ')
t

H t u u u u ds u
  

      
  

  

  :�� ا��ا�� أن

1

2 2 2 2

0 0

2

0

( ) 2( 2) (0) ( ) ( 2)

       ' '

       -4(1+ ) ( , ') ( , ')

t t

t

Q t p E J t p

u u ds u u ds

u u u u ds







    

      
        

      

  
   

  

 



  

����                          :        

2 2

0

0

2 2

0

( )

( , ') ( , ')

' '

t

t

t

A u t u d s

B u u u u d s

C u u d s

  

   

  







  

��� ����� :           

 
1

2( ) 2( 2) (0) ( ) ( 2)Q t p E J t p AC B


       
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)2 ����� أ�� �� أ�� �� ������   , )  0وt : 

2 2 2 22 2 2 2 2 2

0 0 0

2 ( ) 2 ( , ') 2 ( , ') ' '
t t t

A B C u t u ds u u u u ds u u ds                     

  :أو 

   2 2 2 22 2 2 2 2 2

0

2 ( ) 2( , ') ' 2( , ') '
t

A B C u t u u u u u u u ds                       

  :��ه ا����واة ���� ������� ��� ا����

   
2 22 2

0

2 ( ) '( ) ( ) '( )
t

A B C u t u t dx u t u t dxds      
 

           

2                   :�� ا���� ا����� أن 22 0A C       

2و                                               0...(13.3)B AC      

 ��)13.3 (  ��� ����� :  

1

0( ) 2( 2) (0) ( ) , ...(14.3)Q t p E J t t t


     

    :��� ) 14.3( و ) 12.3(ذن �� إ

 
12 1

0''( ) 2 (0) ( ) , ...(15.3)
2

p
J t E J t t t

 
   

 
  

 �� )����� أ�� ��� ا���� ) 0J t   �� ��0 أ��t t ، 15.3(���ب ( ��'( )J t و��������� ��

0t  إ��t ���:  

  

  
1

2
2'( ) ( ) ...(16.3)J t a bJ t 



 
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���:                                                                                                       

      
1 12

2 22 2
0 0 0 0

1 1 1
'( ) ( 4) (0) ( ) ( ) 0...(17.3)

4 2 2

p
a H t u p E J t J t

p
 

                        
  

:                             و 2 1 1
4 (0) 0...(18.3)

2
b p E

p

 
    

 
  

 ���، �� ����T ����: lim و�� ����   ا���� ( ) 0
t T

J t
  

  :و���

1

2 2

0

lim ( ) 0
t

t T
u t u ds





  
   

  
  

                                                                                                       : ����ه

                                       
0

2 2

0

lim ( ) ...(19.3)
t

t T
u t u ds

  
    

  
  

     :���� ����T و���ا 

                          4 2

00 lim و  ...(20.3)
t T

T T u u
        

: إذا ��ن
2

lim ( )
t T

u t
  ا��ا�� أن �� ����  4 2

lim
t T

u u
    .  

  : �� ��� أ��ى إذا ��ن

2
lim ( )

t T
u t

  �� ����)19.3( ���:    

                     0

4 2 4 2

0 0

0

sup lim
t

t T t T
u u T u u ds  

          
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��  . )20.3(و������� ����� ���  )0: ���� �� ا������ ���� �� ا���� ) min 1,
a

J t
b

  
  

  
��� أن  

                                                                                    :����ر � �Tا��� ا����� �

                                   
1

0 0

1
ln ( )

a a
T t J t

b bb


 

       
  

�� و��ا �� ���� إ���ت    .   ا����
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��� ��و���    ���ي ���������� �� ��ع �����ف ��دورو�� ��� ���د�� ��� ���� –����� ��

1.4 �����:  

  : ا������ ا��������رس 

  

 
       

       

 

2
0 1 2

11

0

0 1

1
; 0,

...(1.4)

,0 ; , 0

, 0  

tt

t
p

s

t

u u t u

t s u s ds u u u

u x u x u x u x

u x t sur





 



 

    


    

 


  
  



 

   

  �� ل ���ود���nR �� ا��وال ،  ������ ���� 0u x و 1u x   ا�����ة  ، �� ا������ات

0 1, ,   وp  ���� ��1 ��ا�� ����� ���و��, 1 0p      �����1 ���ن 0   ون ا�������

����ل ا�� ���د�� ا����اج ��� ا����� ا��� ��� درا���� ���  ) 1.4(����، ا����د�� ا�����ي  ا�

0اذا ��ن ،  �د و�� و��ت ا����� �� ا������ ����� ������د و��م ا���.���ق وا��  1, 0   

  ا�� ���د�� �����ف ���� ا�����ازات  )1.4( و��ون ا����� ا�����ي ا����� ����ل ا����د��

��0(ا������ ��� ا����� ���� ��ن ، ��� درا��  11, 0    (ا�����Tatar 11 �� ��ا ا���� .  

��� ا��� ����� و��ر��  ���ى أن ا��� 12     ������� ��� �� ��� ����� �� ������ ،���� ��ه ا���

ا������ات ��  11  ه ا������� ���� ���� ، ����د ������ �����ة ���� إذا ��أ���� �� ���� ��

  .ا���� ���� ا����د  ، و��اا��ز��� 

���ط أن ا���وط ا�����ا��� ����ة ��� ���� و��ا ���� أن ز�� ����� أن ا��� ����� �� �� ���� 

�� ��� ����  ������ار ا����م ����د    .��ة ��ر��� ا����� ا�����ي ��� ��

  الرابع الفصل
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 Todorova(و��دور�� ) georgiev(���ت ��ه ا������ ����� ����� ��� ����ن ��ر��� �� أ�� إ

(]8[.  

�� ��ر�� و  ���ا������ ا����� ��� ا������ت ا��� ��ا���� ���� ا����� ا�����ي ������ام ���

�� ا����ام ��ه ا������ �� ���  ,)Hardy-Littleuood-Sobolev(��ردي �����ود ������� 

Tatar   ����� ا����اج �� ا����� ا�����ي ا������� أ��  11  .  

  أ�����ت  2.4

 �� ��� 1.4  

����� ا��ا��    1 0,lock t L   ����� �����:  

                             
0 0

0 , 0
t s

w s k s z w z d z d s t      

�� أ�� ��  0,w C    

 �� ���2.4  

ا��ا��  k t  ���� ���� ���� ، ة��� ����� �����c  ����  tt k t ce    ����� �����.  

 ������1.4  

 ���� ، �� ����� �� ��ف ) 2.4(و) 1.4(����� ��� �� ا���� ا������ر ا������  ����وط �� ا����

Nohel  وShea  11 )����  63 65 Tatar  (�� ���0 ������ ����� ����أن دا��k  

،     1 0
n nk t   �� ��0 أ��t  0,1و, 2n   ن ����� ����� ���ة،  ���� ���ن���

   

 

1
t s





 


 
�����1 ����� ����� �� أ��   0   .  

  :ا����  ا����د 3.4

  :��� ��� ) 1.4(���ف ���� ا������ 
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       
 

 2 12 2 10 1
1

1 1
, 0...(2.4)

2 2 2 1 1
p

t pE t u u u u t
p

 


 

      
 

          

 ����1.4   

 E t �  ودة ������م����  0E و:  

                    
 

 
     

1

0

1
0, 0...(3.4)

t

t t

dE t
u t s u s dsdx t

dt





 



    
      

  : ����ن ا�

  :����� ���  وا������� ���  ��tu ) 1.4(���ب ا����د�� 

                      
 

 

 
     

2 12 2 10 1
1

1

0

1 1

2 2 2 1 1

1
0

p
t p

t

t t

d
u u u u

dt p

u t s u s dsdx





 





 


 



  
     

   

  
   

       

   

  :، ���� ���  tا��  ���t ��z  �� ����� �� ،0ض 

                              
 

     
1

0 0

1
0 0...(4.4)

t z

t tE t E u z s u s dsdxdz




 



    
       

و���� ���ن  E t � ودة ������م���� 0E   

     0E t E  �� ��0 أ��t    

  :���� ا��ن 

                     
 

 2 12 10 1
1

1
...(5.4)

2 2 1 1
p
pJ t u u u

p

 


 

    
 

        

  :ذنإ

   21
...(6.4)

2
tE t u J t    
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  :���ف ��� ا����ك ��� ��� 

                          
2 10

1
/ : 0 0

2

p

p
W u I u t u u U

 



 
     

 
   

���� 2.4  

 ����u � ��� )1.4 (.0ذا ��نإu W و:  

   
 

 1 / 21

1

2
0

2 , 2 1
0 1 . . . ( 7 . 4 )

pp

p

C p p
E

p








  
  

 

   

 :ذنإ u t w   أ�� �� 0,t T. ��� ,C p   ���� ��)Sobolev-Poincare’.(  

  :ا�����ن 

  .] 14[ا��� 

  �� ���1.4  

���0uض أن  W  ا���� ) 1.4(�� ا������  ����� ، إذن) 7.4(و����� �� ����.  

  :��ن ا���

���� إ���ت  أن 
2 2'u u   �� ����� ���� ودة���t.  ��������� 4.4(و )3.4(و���(  ����

 ���:  

   

 
 

2 12 0

1

22 0

1 1
0

2 2 1

1 1

2 2 1 1

p

t p

t

E E t u u u
p

p
u u I t

p p








    



   
 

  

 ذن �����إ  0I t   ��� ����:  
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 
2 2

0 ; 0...(8.4)tu u cE t      

  .�� ���� ����  ��c ا����� أن 

  :ز�� ����� ا������ر ��  4.4

 �� ���2.4   

 ���� ,u x t  �� ��  �������)1.4 ( ��1 0    2و 1p   إذن �� أ ، �� �� ����

0T  ا��� ا�� ��وط  وا���� 0u x و 1u x ���� ��� ن  .����ة�� ,u x t  ����� ز�� �� �����*T .  

  :ا�����ن 

���� ا��ا��  H t  ��� �� ����� :  

     
2

0

0

...(9 .4)
t

H t E s ds dt l u     

 ���d وl  ا�� ���د ����� ،���م ������ق�� H t �� ��� ��  E t.   أن ����:  

     
2 2'

0 00H t E t d u E d u       

  :���� ���ن  ���dض 

   
2 '

00 0 0 ...(1 0 .4 )E d u H     

 :إذن  0H t   و  

   
 

     
1' '

0 0

1
0 0...(11 .4 )

t s

t tH H t u s z u s dzdxds




 



    
    

   

���ف ا��ا��  Q t �� :  
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     2 21

0 . . . (1 2 .4 )
2

Q t H t u u
 

    

 ��
 

1
0, 0 1

2 1

p

p
 


   


    :ذن إ .

     2 11 1
00 0 ...(1 3 .4 )Q H l u

      

  و

       ' '1 ...(14.4)tQ t H t H t u udx


 




     

  : ���� ����� ) 14.4(ا�����ع �������  ����ق����

        
2' '

0 1

0 0

1 ...(15.4)
t t

t ttQ t H t H t u u dx u ds u udxds


   


 

        

�� ����� ا����رة  ��u ) 1.4(���ب ا����د�� ا��و�� ������� ) 15.4(��� �� �� أ�� ����� ا��� ا��

ا��� �� ا����ل ����� ���  0,t,  ��� ����:  

 

 
     

2 2 1 1

0 1 1
0 0 0 0

1

0 0

. . . (1 6 . 4 )

1

t t t t
p

t t p

t z

t

u u d x d s u d s u d s u d s

u z s u s d s d x d z





 



 




 



     

 
 

    

  

    

 �� ����
 

1

1
t 




 
 ��  K t  أ�� ��t ا����ل  ����� ، ���ف ا������ات ا����� �� ���R.  

 
   

 

, 0 ,
:

0 , / 0 ,
t

W t
L W

R t

 




 
 


  

 و

  
, 0

:
0 , 0

K
L K











 


  



 

33 

 

  :���� أن 

 
       

      

1

0 0

1

1
t s

t

t t t

u s s z u z d z d s

L u s L K s z L u z d z d s







 

   



   


 

 

 

 

  

 �� ��  (Parseval)�������ل ��� 14  ����:  

      

     

1

1 *
t

t t t

t t t

L u s LK s z L u z d zd s

F L u F LK L u d



  

 



 











 



  

 ��� F f � ر�� ا������دي�� �� ��� �� ����� f  و����� أ���K �� ����� ا������ف ���

(Voir 14  )  

    1 *K t K K t       

  

  

 ��� ����:  

      

      

     

     

1

1 1
2 22 2

1 1

2 2

2 2

1 1

2 2

1

4

t t t

t t t

t t t

L u s L K s z L u z d z d s

F L u F L K d F L u F L K d

F L u F L K d F L u F L K d



 

 

 

  


   



   

   

 

   

   

 

   



      
       
         

   
    

   

 

 

 

   

0أ�� ��    �� 14[�� ا������ ا�����دة[  ���:  
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      

 
      

    

1

1

1

       

1
* . . . 1 7 .4

c o s / 2

1
           *

4

t

t

t t t

t t t t

t t

L u s L K s z L u z d z d s

L u s L K L u s d s

L u s L K L u s d s








 



   



   

 



 

 



 

 


 




 



 





   

  :����� ��� ) 17.4(و) 16.4(،) 15.4(  :�� �ر ��و������ ���� ا������ إذن

      

       

 

 
    

 
    

2' '
0 1

0

2 2 1 1

0 1 1
0 0 0

1

1

1

*
c o s / 2

*
4 c o s / 2

t

t

t

t

t t t
p

p

t t t t

t t

Q t H t H t u u d x u d s

u d s u d s u d s

L u s L K L u s d s

L u s L K L u s d s









  

    

 

 



  





 



 



  

 



  

   

    





 

  

 

 

   

 ��)11.4 ( �����:  

     
 

 
 

 

   

 
    

' ' '
0 1

2 2 2 1 1

0 1 1
0 0 0 0

1

1 0
cos / 2 cos / 2

   ... 18.4

             - *
4 cos / 2 t

t t t t
p

t p

t t

Q t H t H t H u u dx

u ds u ds u ds u ds

Lu s LK Lu s ds







 
 

 

   



 





 







 

 
     

 

     



   

 

   

  ، �������ل�Jا��ي ���� ��� �و )18.4( �����م  ������ ا����� ا����� ����ف ا����� �ا��ن 

  :�  ��� ���ار–���ا��� ����  
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    



1

1 1

2 222

1

*

*

t

t

t t

t t

J L u s L K L u s d s

L u d s L K L u d s d x





 



  

   



    



   
    

   

 

  

   

  :ا��ن ���� ���ث ����ت 

ذا ��ن إ .1
1

2
   ا���  إذن���)Hardy-Littlewood-Sobolev) ( ���� ����

2, 1q     وp r  ( ����: 

                   


1 1

22

1 *
t

r
r

t tLK L u ds C L u ds

 



 

   
   

   
    

 ��
2

1
1 2

r


 


 :����  ���� ����� ب Cو 

                     

1 1

2
2

0

2

2

0 0

. . . (1 9 . 4 )
t r

r

t

t t r
r

J C u d s L u d s d x

C u d s d x u d s d x

 

  

 

   
    

  

 
  

   
  

 

  

   

   

p,���� ��م ����� ب ��C ���� ا�����ن ����� أن   وT  ،أن ����� �� ��� ا�� آ�� ����

�����2r أن   و������� ��ن:  

                    

2
2

2 22
2 2

2

0 0 0

...(20 .4)

r r
t t tr rr

r
ru ds dx t u ds dx t u dsdx

 

  

 
         
    

 

        

�� ا������ات    :��� ) 18.4(�� ) 20.4(و) 19.4(����
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     
 

 
 

 

 

 

' ' '
0 1

2 2 2 1 1

0 1 1
0 0 0 0

2
2

0

1 0
cos / 2 cos / 2

1
4 cos / 2

t t t t
p

t p

tr

r

Q t H t H t H u u dx

u ds u ds u ds u ds

C t u ds





 
 

 

   



 





 





 
     

 

     

 
  

 



   



   

����:    cos / 2M H t


 


 ) أن �����  0H t   �� أ�� ��t  ا��ا�� ��

   
2

00H t H l u  ( ��� ����:  

           

 

 
 

' ' '
0 1

2 2 2 1 1

0 1 1
0 0 0 0

2
2

2

0

1 0

1
4 cos / 2

t t t t
p

t p

tr

r

Q t M H t H t MH t H u u dx

u ds u ds u ds u ds

C t H t u ds
M

 





   

   





 



 





      

     

 
  

 



   



  

��� ����� ا�� �����  
2

0

t

H t u ds


   

   

 
 

2 1 2 2

01
0 0 0

1 2 2

01
0 0

1

1

1

1

t t t
p

p

t t
p

p

H t u d s u d s d t l u u d s
p

u d s d t l u u d s
p



















 
    

 

  
     
    

  

 

  

  :���� ) Holder(���ا��� ����ر

 

 
 

2

0

2
1 1

1 2 11
01 1

0 0

1

1

t

pt t p
p pp

p p

H t u d s

u d s d t l u C t u d s
p









 
 

 

    
       
      



 
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� و��� �
1

1
1

p

p





   ��� ����� ،:  

                       

 
 

 
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ا���ض �� ����� �� ��ه ا�����ة �� ����� ��وط ����� ���� �� ���� أن ����� ا����ل ��     

�� �� و��د ��ة ��ر� ن ا����ل أا����ل ����� �� ���� ��� ����� و�� ����� ���� ا������ ا����ر

  . ��ول ا�� �� ������� ����� ����ب ا���� �� ز�� ����� وا��ي ���� ز�� ا������ر

��� ا���� أن ��ى أن �� ���ب ا���ى ، �������ار �� ���ل ا����ن ��ى ا������ �� ا��� ���� ا�إ    

  .�� ��� ا���ر���، إذا ��ن ��ا ا��� ����دا ����� ������ دا��� �����ه ا��

�� �� ا����� �� ا��را��ت و ن ا������ ��� ا���ى ا���ر��� و��ى ا������ ����إ     ��� �� ��ال �����

  .و�� ا���� أن ���ف �� ����ق، ����

      ����� ��� و������ ��ا ا���ف ���� ������ام ����� ��ق ������ت ������ ��� ����� ����� و�� ��

��� ��ر��� ��� ��  و��   .� و��دورو�� و��

ن ��ه ا���ق ����� وذات أ�� ������ ا������ �������� ��� ���� �� ����� ���ن ���ن �� �أ����  

  .������ �� ���ان ا����د��ت ا�������� ذات ا������ت ا������

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 �����  



 

 

  

 ا�����

 

���ل �� ز�� ا���ض �� ����� �� ��ه ا�����ة �� ����� ��وط ����� ���� �� ���� أن ����� ا�

�� �� ��� ���د��ت ا����ع ا��ا���� �� و��د ��ة ��ر��� ���� ���  ����� ���� ا������ ا����ر

����� ا����ل ����� ان ا����ل ��ول ا�� ��������� ����� ����ب ا���� �� ز�� ����� وا��ي ���� 

  .و��ا ������ام ����� ��ق ������, ز�� ا������ر

 

Résumé 

L’objet de cette mémoire de master porte essentiellement sur la détermination de 

conditions suffisantes pouvant explosé la solution en temps fini pour certains 

problèmes hyperbolique en présence d’un terme source de type polynomiale avec 

trois méthodes différents. Il s’est avéré que cette source empêche l’existence 

globale (en temps) de la solution du problème; c’est-à-dire que la solution (ou 

plus précisément l’énergie du problème) tend vers l’infini pour la norme de 

l’espace considéré quand ��s’approche d’une valeur finie ��appelée temps 

d’explosion. Pour cette raison on appelle le terme source terme d’explosion.  

 

Abstract 

 

The object of this master's thesis focuses on the determination of sufficient 

conditions that can explode the solution in finite time for certain hyperbolic 

problems in the presence of a source term of polynomial type with three 

different methods. It appears that this source prevents the global existence (in 

time) of the solution of the problem is to say that the solution (or more 

precisely the energy of the problem) tends to infinity for norm of the space 

when t approached to a finite time T.  



 

 

 


