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Abstract

In this thesis, we studied the relativistic quantum motion of
scalar bosons spin 0, first in the absence of potential, then in the

presence of a coulomb potential V = kr—q in the curved space, with

the mass depending on position S(r) = m +% where we chose

the global monopole space as an example for our study.

Expressions are obtained for bound state energies as well
as wave functions by studying and solving the DKP equation, and
the results were related to the studied space parameter.



Resume

Dans ce meémoire, nous avons étudié le mouvement
quantique relativiste des bosons scalaires spin-0, d'abord en
'absence de potentiel, puis en présence d'un potentiel

: k
coulombienV =7q dans un espace courbe avec la masse
dépendant de la position S(r) = m + % ou nous avons choisi

'espace global monopole comme un exemple pour notre
étude.

Des expressions sont obtenues pour les énergies d'état
liees ainsi que les fonctions d’'onde par étudié et résoudre
'équation DKP, et les résultats ont été liés au parametre
spatial étudie.
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Introduction Générale

Dans les systemes de mécanique quantique, nous considérons la masse de la particule comme une
constante, par exemple, la masse du probléeme de I'atome d’hydrogene, la masse de l'oscillateur
harmonique tridimensionnel et la masse d’'un probleme électrique. Ce sont des problemes clas-
siques qui fournissent des résultats qui peuvent étre approximés avec des problemes réels et avec
de grandes applications. Cependant, récemment, plusieurs études ont émergé avec la proposition
que la masse peut étre fonction de la position [1 — 6]. La justification de ce changement de masse
repose sur des systemes ou il existe plusieurs applications, par exemple des hétérostructures a
semi-conducteurs [7], des propriétés électroniques des semi-conducteurs [8], des puits quantiques,
des fils et des points [9 — 12], des liquides quantiques [13]. Il convient de noter que les systemes
quantiques ou la masse est fonction de la position est connue dans la littérature en tant que
systeme quantique de masse dépendant de la position [14, 15].

Les systémes quantiques de masse dépendant de la position ont été étudiés dans le contexte
relativiste, par exemple, 'atome pionique [16], en solution de 1’équation de Dirac [17], dans les
implications en physique atomique [18], dans l'interaction quark-antiquark [19], dans les effets
des champs externes sur une particule de Klein Gordon bidimensionnelle sous interaction d’oscil-
lateur pseudo-harmonique [20], dans '’espace non commutatif [21], dans 'espace-temps cosmique
[22, 23], dans 'espace-temps de globale monopole [24], dans 'espace-temps de la corde cosmique
en rotation [25], dans I'espace-temps avec torsion [14, 15, 26|, dans des scénarios possibles de vio-
lation de la symétrie de Lorentz [27—29], sur l'oscillateur Kelin-Gordon [30—33] , sur le fermion de
Majorana [34], dans 'espace-temps Som-Raychaudhuri [35, 36], et dans la théorie de Kaluza-Klein
37 — 38].

Certaines grandes théories unifiées ont suggéré que des défauts topologiques se forment lors de
la transition de phase dans I'univers primitif par un mécanisme de rupture de symétrie spontanée
[39,40]. Divers défauts topologiques incluent les cordes cosmiques [41,42], les murs de domaine
[40,43] et le globale monopole [44 — 47]. En physique de la matiére condensée [48 — 54], ces
défauts linéaires peuvent étre liés a des dislocations (torsion) et des désinclinaisons (courbure)
[50, 55]. Les effets du globale monopole ont été étudiés dans le cadre de systemes mécaniques
quantiques, par exemple, dans la limite non relativiste, les oscillateurs harmoniques [56], la diffu-
sion quantique de particules chargées ou massives [57 — 59], les solutions exactes de I'équation de
Klein-Gordon en présence d'un dyon, flux magnétique et potentiel scalaire [60] , Solutions exactes
des bosons scalaires et vecteurs en présence des potentiels Aharonov-Bohm et Coulomb [61 — 63]

, Champ scalaire dans 'espace-temps de wormhole de type Ellis — Bronnikov chargé [64 — 65] etc..




La dynamique quantique relativiste des particules massives chargées de spin-0 avec un champ
électromagnétique suscite actuellement I'intérét de la physique théorique. La dynamique quan-
tique relativiste du spin-0 dans le fond de I'espace-temps courbe a été étudiée par plusieurs au-
teurs, par exemple, Propriétés thermiques d’un oscillateur de DKP [66] , présence d'un champ
magnétique sous les effets d'un potentiel de type Cornell dans I'espace-temps de la corde cos-
mique [67], KG-oscillateur en présence d'un champ magnétique dans 'espace-temps de la corde
cosmique [68], KG-oscillateur dans espace-temps de corde cosmique [69], oscillateur DKP dans
I'espace-temps de corde cosmique [70], systéme de spin zéro de I'équation DKP dans I'espace-
temps de corde cosmique [71], équation DKP pour les bosons de spin zéro avec un interaction
dans l'espace-temps de la corde cosmique [72], effets de la torsion et du potentiel sur l'oscillateur
KG [73] et dynamique quantique de la particule de spin-0 [74], respectivement dans I'espace-temps
de la corde cosmique, effets non inertiels et de torsion sur Oscillateur KG soumis a un potentiel
dans I'espace-temps de la corde cosmique [75], oscillateur KG sur fond courbe utilisant la théorie
de Kaluza-Klein [76], et effets non inertiels sur 'oscillateur DKP généralisé dans I'espace-temps de
la corde cosmique [77].

Dans notre mémoire, nous étudions I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) spin-0 libre et
en présence du potentiel Coulombien dans un espace de globale monopole avec la masse dépen-
dante de la position. Ce mémoire se compose de trois chapitres comme suit : dans le premier
chapitre, nous rappelons les équations relativistes bien connues telles que I'équation de Klein-
Gordon, I'équation de Dirac, et 'équation de DKP dans un espace cartésienne. Dans le deuxieme
chapitre, nous étudions I'équation de DKP spin-0 libre , nous avons calculé les spectres des éner-
gies et les fonctions d’onde en 'absence du potentiel avec la masse dépendante de la position.
Dans le troisieme chapitre, on résout '’équation de DKP pour spin-0 avec l'interaction (poten-
tiel Coulombien) dans un espace de globale monopole avec la masse dépendante de la position.

Enfin, nous terminerons notre mémoire par une conclusion.




Chapitre 1

Formalisme sur les équations relativistes

Le but de ce chapitre est d’essayer de donner quelques concepts nécessaires en mécanique rela-
tiviste. Et c’est en rappelant des notations relativistes. On définit aussi les equations relativistes (
I’équation de Klein- Gordon spin-0, ’équation de Dirac spin-1/2 et ’équation de DKP spin-0)

1.1 Notation relativiste

Le systeme physique le plus simple est celui d’une particule libre, pour laquelle ’hamiltonien non

relativiste est )

-2 (1.1)

- 2m

le passage a la mécanique quantique est réalisé avec la transcription

H — Zh% (1.2)
p — —ihV (1.3)

ce qui conduit a I'équation de Schrodinger non relativiste

LOY (z,t)  RPV?
ih o 2m

Y (z,t) 1.9

Dans un systeme, leurs coordonnées espace-temps pourraient étre écrire par la metrique sous la

forme

ds® = Adt? — (clyc2 +dy* + sz) (1.5)



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

On utilisons des indices Grecs pour distinguer les coordonnées espace-temps x*, tel que z* =
(2°,2%) , p=10,1,2,3 et k = 1,2, 3. Spécifiquement :

20 =ct
Z : ~ ; (1.6)
23 =z
Dans I'espace-temps, un point est représenté par le quadrivecteur z* tel que :
at = (xo,:ck) = (azo,xl,xQ,x?’) = (ct,z,y,2) (1.7)
01=0,1,23 et k=123
Le lien entre le covariante de quadrivecteur et sont contravariante
= g"z, (1.8)
Dans l'espace-temp ¢ est le tenseur metrique de Minkowski, qui est considéré comme :
1 0 O
g = 3 _01 _01 o | =9 (1.9)
0 0 0 -1
pour la forme covariante, on a
x, = (2o, 1, T2, x3) = (ct, —z, —y, —2) (1.10)
Le quadrivecteur champ électromagnétique s’écrit
At = (V,A) = (V, A, Ay, As) (1.11)

Le lien entre le covariante de quadrivecteur champ électromagnétique et sont contravariante

At =g A, (1.12)
et
A, =(V,-A,;, -4, —A,) (1.13)
Lopérateur gradient s’écrit :
0 10
Oy = i (0o, O1, 0, 05) = <Ea, V) (1.14)

1.1. Notation relativiste |EJ



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

et
10

=g, = (—=, — 1.1

" = g0, (C&, V) (1.15)
avec 5 o o
Loperateur [J Dalembertien :

1 0 o? o? 02 1 0
— H = —— — R _ R — = —— — 2
H=0%, c? 0t? <8x2 T 0y? * (922) c? 0t? v (1.17)

La définition du vecteur a quatre moments est analogue,

E E
pM = (?71)) y Pu = (?a _p) (118)

E2
P’ =ptp, = 5 p> = m*c (1.19)

avec la définition

Donc hamiltonien d’une particule libre relativiste

H = \/m2c* + p2c? (1.20)

1.2 [équation de Klein-Gordon pour les particules de spin-0

Dans la mécanique quantique I'équation de Schrédinger est définie par

0 h?
iha—qf = [—%A +V (x)} Y (z,1) (1.21)

le principe de correspondance a ’énergie de particule relativiste libre est :
E? =m? + p? (1.22)

Dans le cas libre (V' (z) = 0), '’équation de Schroédinger s’écrit

1 02 0? 0? 0% m2c?
(9@‘@‘@‘@*7)“620 (1.23)

En I'absence d’interaction, 'équation de KG devient :

(p“pu - m202) Yge =0 (1.24)
Ou ) o
m-c

<[j + ) Via =0 (1.25)

1.2. L’équation de Klein-Gordon pour les particules de spin-0 E



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Les solutions libres sont de la forme :

7
Ve = exp(=5pu”) (1.26)
avec
purt = poz’ — p.x (1.27)
purt = Bt —p.x (1.28)
Alors v devient,
1
Ve = exp {ﬁ(Et - p.x)] (1.29)
Alors I'équation de KG devient sous la forme
p'p exp [%(Et — p.x)} = m?c® exp [%(Et — p.x)} (1.30)
Donc
E? = m?ct + p2c? (1.31D)

Il existe deux solutions, un solution positive £ = ++/m?c* + p2c¢? (pour le particule), et un autre

solution négative £ = —y/m?2c* + p?c? (pour l'antiparticule).

1.3 Léquation de Dirac pour les particules de spin-1/2

I'idée principale de Dirac est reformuler '’équation de Klein-Gordon avec une representation ma-

tricielle.

p’c® + m*c* = (caups + coypy + ca.p. + 5mcz)2
= (ca.p + ﬁm02)2 (1.32)
Donc
2 (pi + pz + pi) + m2ct

= [ (a2p} + a2p + a2p?) + B°mPc]

+ [Ppapy (e, + ayay) + .| + [mcPp, (0B + Bay) + ... (1.33)

ces équations donnent :
d=ai=a2=p=1 (1.34)
Q0 + Q00 = 0, i 7&] (135)

1.3. L'équation de Dirac pour les particules de spin-1/2



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

@i+ Ba; =0 (1.36)

et les relations d’anticommutation définissent une algebre pour les v ,,,,,. matrices.
Q0 -+ a0y = 25,” (137)

pour que I’'Hamiltonien H = ca.p + Smc? est hermitien, les matrices «;, 5 doivent également étre
hermitiennes;
ol =a;, Bl=5 (1.38)

Dans notre etude on utilisé les quatres matrices suivantes :

a=<0 ”), 5:(1 0) =123 (1.39)
o 0 0 I

avec o sont les matrices de Pauli 2 x 2 et I sont les matrices 2 x 2 d’'unité, Avec la forme explicite

des matrices de Pauli, nous avons, en détail,

00 01 0O 0 0 —2
0 010 0O 0 2 O
a1 = ) Oy = )
01 00 0 — 0 0
1 0 0O : 0 0 O
0 1 0 1 0 O
0 0 -1 01
oz = , (= (1.40)
1 0 O 00 —1 O
0 -1 0 00 0 -1
I’équation de Dirac prend la forme :
0 .
ih% = (ca.p + Bch) Y Dirac (1.41D)
ou s’écrit sous la forme :
(iry‘uaﬂ - m) 77bD7jrac =0 (142)
avec
=3 (1.43)
’yi = f}/oaia 1= 17 27 3 (144)
{7} = 29" (1.45)

1.3. L'équation de Dirac pour les particules de spin-1/2



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Les solutions libres sont de la forme :

) 1
1/}Dirac - ( ) exp(_ﬁpuwu)
X

I’équation de Dirac prend la forme :

A i [ mé cop ") i
m(?t ( \ ) exp( hpux ) = ( cop —me ) < v exp( hp“x )
A mc:  co.p )
% co.p —mc? %

(E — mc2) Y = co.px

En d’autre termes :

(E + ch) X = coO.pp

U Vs
= ,et y = ,
() ()

et pour p = 0, les équations (1.49) et (1.50) devient sous la forme :

Avec

E = +mc®

pour I'énergie positive E = mc?,

on trouve y = 0, et

pour I'énergie négative £ = —mc”,

on trouve ¢ = 0, et

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)
(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

1.3. L'équation de Dirac pour les particules de spin-1/2



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Donc, pour p =0

1 0 0 0
, 0 . 1 ) 0 , 0
'lp o = —imt , efzmt , efzmt , efzmt (157)
b 0 0 1 0
0 0 0 1
Pour p # 0, a partir des équations (1.49) et (1.50) on trouve que
1 O E'Ifm Ep:m
O 1 p— 2
L , P O B O B (1.58)
avec la notation,

1.4 Léquation de DKP spin-0 un espace cartésienne

Iéquation libre de Duffin-Kemmer-Petiau (DK P) est une extension du formalisme covariant de
Dirac, aux particules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1,remplagons les matrices gamma

~ par des matrices béta [3,s’écrit

(i3, — M)Upgp =0 (1.60)

avec M est la masse, dans le cas de l'interaction avec un champ électromagnétique A* ; 'équation
DK P prend la forme :
(1" (O +ieA,) — M) Wpgp =0 (1.61)

Les matrices 5" de DKP (= 0,1,2,3) sont des matrices de dimensions 5 x 5 pour le spin-0 et

10 x 10 pour le spin-1, satisfont 'algébre de Kemmer suivante :
BrBY BN + BB BN = B+ B (1.62)

ou 7" est le tenseur métrique de Minkowiski, avec

N =

(1.63)

oS o O =
|
—_

1.4. L'équation de DKP spin-0 un espace cartésienne



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Pour le spin-0 on choisit les matrices de DK P

0 . 0 o
B0 = <5U O)’ﬁz:< ) %) avec i=1,2,3 (1.64)
T —Pr

~ 000 ~ 0 0 01
0: 70: 71}: , (1.65)
0 00 0 0 10
-1 0 0 0 -1 0 0 0 —1
1 2 3
_ = PP = (1.66)
p<000>p <ooo)p (000)

et pl. représentant la matrice transposée de p'.

avec

Ce travail dans le systeme d’unité naturelle ;(h = c=1)
On définit par
G=vt[2(8°)" -1 (1.67)
d’oti
¥t =yt (1.68)

avec 1) étant 'adjoint de 1/ ; qui vérifie 'équation adjointe suivante :

i (0, —ieA,)PB" + Myp =0 (1.69)
Et sachant que :
Ppra =T (1.70)
on tire ’équation de continuité :
90" = 0 (1.71)
ou J* est défini par :
= (J°, JF) = Bt (1.72)

On utilise 'équation DK P dans les coordonnées cartésienne , A, c’est le potentiel quadratique,

sous la forme :

Ay = E le potentiel de Coulomb (1.73)
T
Al == AQ == Ag == 0 (174)
et
0
0
01 = Ersi Oy (1.76)

1.4. L'équation de DKP spin-0 un espace cartésienne



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

0
(%szﬁy
0
%= g =%

Alors, I'équation DK P (1.61) se transforme a :

(zﬂo <ao + zé) + B0 + 820y + 13305 — M) Uprp =0

la fonction d’onde totale ¥k p est donnée par :

—iEt

Uprp =c¢€

On pose (1.80) dans I'’équation, et aprés un calcul, on trouve

o O O O

0
0
0
0

On trouve le systeme suivant :

U
(e
Vs
Uy
Vs

0 (E-%) —ig, —io, —i0.

P
(&
V3
Yy
Vs

k
<E - ;) ¢2 - iaw@/}?, - i8y¢4 - i@z¢5 = M@Z)l

<E—E) ¢1:M"¢2
r

28x¢1 = M¢3
Zaydjl - M¢4
iazwl = M¢5

Utilisons les équations (1.83), (1.84), (1.85) et (1.86) dans ’équation (1.82), on trouve :

{(E — E) <E — E) —i0, (i0,) — id, (i0,) — i0, (i@z)} Y, = M*ip,

r r

(a3
(&
V3
Yy
Vs

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

1.4. L'équation de DKP spin-0 un espace cartésienne
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Apres un calcul simple,on trouve :

2
(E - é) + (0240, +02) | ¥y = MY, (1.88)
avec
(24+0:+92)=V>=A (1.89)
Par conséquent
_ 7 + 20 1 (—L?) Voir I'annexe A (1.90)
or?2  ror r? ' :
et
L2, = I(1 + 1)), (1.91)

Nous remplacgons I'équations (1.90) dans I’équations (1.88) on trouve :

2 2d E\® L2
- 4 2= E—2) — = _ p2 = 1.92
[dr2+rdr+( 7") r? ]¢1 0 (1.92)
Alors 224 (+1)— K 2%KE
L B V. ) el Yy =0 (1.93)
dr? = rdr r2 r

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :

P1(1,0,0) =Y (0, 0)R(r) (1.94)

avec Y (0, ) (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale R(r),

I’équation différentielle suivante :

<%+%%+E2—M2—l(l+ig_k2—2]‘;E> R(r) =0 (1.95)
Pour trouver la solution, introduisons la variable
p=<&r (1.96)
Et faisons les changements suivantes :
(= gﬁ = —4 (E* - M?) (1.97)
Alors p p
== fd_,o (1.98)
et P P
-3 = 2d—p2 (1.99)

1.4. L'équation de DKP spin-0 un espace cartésienne
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Les équations (1.97 )-(1.99) dans ’équation (1.95), nous obtenons :

2 2d 1 1(1+1)—k ¢
BT B R Ly . T 1 - YR S 1.100
(dp2 " pdp 4 p? p) ) ( )

La solution générale est donnée par :

R(p) =e 2p°u(p) (1.101)
Alors, on a
dR(p) o |dulp) (s 1
i =e 2p [ i + (,0 2>u(p)} (1.102)
et
*R(p) a d*u (p) 2s du (p) 1 s s(s—1)
a7 { i (?_1) d (1_5+T)u(p)] (109

Alors, (1.100) devient

d*u (p) 2(s+1) du (p) s(s+1) 1(l+1)—9* s+1+¢ B
{d/ﬂ +< p _1) dp +( ) ulp) =0
(1.104)
Avec la condition :
s(s+1)=1(1+1)— K (1.105)
Donc
2 d
+2s+1)—p)——=(s+14+)|u(p)=0 (1.106)

g2 dp
Féquation (1.106) admet alors comme solution d’une fonction hypergéométrique confluente voir
Pannexe B.
u(p) = Noorm -1F1 (s + 1+ ¢ 2(s+1)5p)

Pour I'équation (1.105), on trouve la solution suivante :

= 1:I: 1+l 2 k2 (1.107)
5 = 5 5 .
Cette condition est satisfaite seulement si
s+14+(=-—-n (1.108)

Alors
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2kE
—=—(n+1+5s)
3
28 + L +1 2 k2 (1.109)
—=—In+=-- = — .
¢ 2 2
Donc on trouve le spectre des énergies :
;1
2
72

E,==+M |1+ (1.110)

(n+§—\/[(%+l)2—k2D2

Ces résultats coincident exactement avec ceux trouvés dans mecanique quantique [78].
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Chapitre 2

Solutions libre des bosons scalaires avec la
masse dépendante de la position en

présence d’'un monopole globale

Le but de ce chapitre est ’étude des solutions de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) de spin O en I'ab-
sence du potentiel, dans un espace de global monopole. On utilise la définition de I'équation DKP
dans un espace courbe. On trouve le spectre des énergies et la fonction d’onde par la technique
de tetrade.

2.1 LDéquation DKP dans un espace courbe

2.1.1 Formalisme

Dans un espace courbe, 'équation de DK P s’écrit sous la forme [11] — [12] :

{zﬁ“ (a“ + “ga" gab _ %AH) — m} T =0 2.1)

, . ~p . P N
A, Cest le potentiel et 5 sont les matrices de DK P dans un espace courbe satisfaisant a la
relation :
o n oap
b = e(a)ﬁ (2.2)

La metrique dans un espace monopole globale s’écrit sous la forme,

ds® = dt* — dr* — o*r? (d92 + sin? 9(1902) (2.3)

19
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d'un monopole globale

Le tenseur métrique dans cet espace g,,,

1 0 0
0 —1 0
Ju =
: 0 —a?r? 0
0 0 —a?r?sin? 6
et g"¥ est I'inverse du tenseur
1 0
g = 0 —1 0
0 B a2lr2 0
0 0 B a2r2181n2 0
avec
guigw = 5;

Le cas particulier & = 1 donne I'espace de Minkowski en coordonnées sphériques.

2.1.2 Symboles de Christoffel

Les Symboles de Christoffel sécrit :

up
FZLA = 7 (gpu,)\ + 9o v — gl/)\,p)
avec gz, gprv €t gua, définies par :
_ d(9)
Gpv,x = d\
d (gpr)
I = g,
d (gl/)\
Gur,p = dp )
On peut calculer les Symboles de Christoffel I'"', comme suit :
11 1d
T3y = g? (—g221) = 2dr (—0627’2) = —a’r
11 1d
I, = 97 (—g331) = 57 (—a’r?sin® @) = —a’rsin®6
22
2 _ 9 _ 1 d 2,2\ _
Pz =5 () =~ gy (o) = 3
2 9~ 1 2,2 2
I35 = 5 (—g332) = ~ 552 7g (a?r®sin*f) = —sinf cos 6

2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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1 d 1

33
g 2,2 i2
13 2 (9s3.1) 202712 sin® 0 dr ( @S ) T ( )
33
g 1 d 9.9 . 9 cos 6
Fg _ — = - | — 0 == 2.16
23 2 (9332) 2a2r2 sin? 0 do ( s ) sin 0 ( )
On trouve six Symboles de Christoffel et les autres sont nuls.
'y = —a’r l";@ = —a?rsin®6 I‘fe = % (2.17)
Y, = —sinfcosd re, =1 Iy, = <2 '

2.2 Connections de spin

2.2.1 Methode 1

Les connexions de spin w,,, peuvent étre écrites en fonction des symboles de Christoffel Fé’u

comme suit :

o .
Wyab = e(a)legb)l—‘ju - e%b)aue(a)j (2.18)

avec e, et e(y), sont les tetrades et les inverses de tetrades. Nous avons choisis les tetrades ef,,

1 0 O 0
01 0 0
e/(‘a) = (2.19)
0 0 % 0
0 0 0 arslinG
et 'inverse e,
1 0 0 0
0 -1 0 0
e(b)u = (2.20)
0 —ar
0 0 —arsind
avec
1 0
0 -1 0
e ey = Nap = (2.21D)
()6 = Tab 00 -1 0
0O 0 0 -1

N, €t la metrique de Minkowski. On peut calculer les connexions de spin w,,, comme suit :

1
Wo12 = —6%2) bo = e (—0427’) =« (2.22)

2.2. Connections de spin
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1
Wa21 = 6(2)26%1)F$9 = —ar <;) =—w (2.23)
Alors
0O 0 00
0 0
Woap = “ (2.29)
0 —a 0 0
0O 0 00

et pour les autres connexions de spin w4 :

1

w31z = 6(1)16?3)F;@ = (—a’rsin®f) = asind (2.25)
1
Waog = 6(2)26?3)F2(P = —ar——— (—sinf cosf) = cos b (2.26)
1
W3z = 6(3)36%1)Ff¢ = —arsinf (;) = —asinf (2.27)
i 1 [cosf
w3zp = 6(3)36%2)?510 = —arsin 95 (sin@) = —cos¥ (2.28)
Donc
0 0 0 0
0 0 0 asin 6
Weab = (229)
0 0 0 cosf
0 —asinf —cosf 0

2.2.2 Methode 2

On peut aussi calculer les connexions de spin en utilisant '’équation de structure de Maurer-Cartan

dont :
de® 4+ wy N e’ =0 (2.30)
avec la définition :
e’ =dt (2.31)
el =dr (2.32)
e? = ardf (2.33)
e3 = arsin Ody (2.34)

On peut calculer les connexions de spin w,,q, :

dt Ndt =0 (2.35)

2.2. Connections de spin
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la position en présence
d'un monopole globale

dr ANdr =0
dONdI =0
dp Ndp =0

Donc, la metrique de global monopole,

1 = () = () = () - ()
On trouve,
de® = dt Ndt =0
de' =dr Ndr =0
de® = d (ardf) = adr A df + ardfd A df = adr A df
de® = d (arsinfdy) = asinOdr A dp + ar cos0df A dp

a partir 'équation (2.42), on trouve :
de? = adr A df = —adf A dr

de? + adf A dr =0
de®* +wiAel =0

Alors, par la formule de Cartan :

W=a=—-ws
et
0 0 00
0 0 «a O
Woab =
0 —a 0 O
0O 0 00

a partir 'équation (2.43), on trouve :
de® + asin0dp A dr + ar cos0dp A df = 0

de* +wine +wine? =0

Alors, par la formule de Cartan :
w? = asinf = —w}

3 _ _ 2
wy = acost = —ws

(2.36)
(2.37)
(2.38)

(2.39)

(2.40)
(2.41)
(2.42)
(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
(2.49)

2.2. Connections de spin
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et
0 0 0 0
0 0 0 « sin 6
Wepah = (2.50)
0 0 0 cosf
0 —asinf —cosf 0

2.3 Léquation DKP libre dans un espace courbe avec la masse

dépendante de la position

Maintenant étudions I'’équation de DK P spin-0 libre, 'interaction de champ électromagnétique
A* =0, '’équation de DK P (2.1) devient,

{@B" (au + %sﬂ — m} v =0 2.51)
.avec 3 sont les matrice dans un espace courbe,
B =el 8" (2.52)

Ici, la masse m dépendante de la position en introduisant un potentiel scalaire comme modifi-
cation du terme de masse de I'équation de DK P sous la forme m — m + S(r) ou S(r) est le

potentiel scalaire, on peut introduire le généralisé '’équation de DK P comme forme

Wy

{iefa)ﬁﬂ (a” = Sab> —m+ S(r)]} V=0 (2.53)

avec u = 0,1,2,3, on trouve

.0 720 Wtab qab S 1 ol Wrab qab
{Ze(a)ﬁ <a[) + 2 S ) +Z€(a)6 (87= + 2 S >
. Woab g . Woab g
ichy 8 (00 + Z58) + el (9, + LS ) —[m+ S())fw =0 (254)
On utilise,

Oy = O (2.55)

oy = O, (2.56)

Oy = Op (2.57)

03 = 0, (2.58)

Wiab = Wrab = 0 (259)
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on trouve
{ie((]a)ﬁoat + /l.e%a)ﬁlar
. Woab g : Weab cq
ity 5 (0 + =S ) +iely 8 (9, + g ) = m+ SO} =0 (2.60)
avec
e?a) — 6(()0) =1 (261)
€la) = €1y = 1 (2.62)
1
= ) = o (2:63)
1
3 3
‘o) 7 B T arsin 6 (2.64)
on trouve )
{zﬂoat 810, + (3 (9 + g5
ar 2
3 Weoab qab _ —
3 <a¢ + ey ) m + S(r)]} T =0 (2.65)
et ,
{z‘ﬁOat 810, + —p (0 + To25 4 Z2g™)
ar 2 2
v 3 Wol3d 13 | W3l o31 | We23 c23 | W32 32 _
e (0, Sy Sy Sy Semgm) iy sl =0 260
et
Sab _ [Bagﬁb} — Baﬁb . Bbﬁa — _Sba (267)
on trouve )
30 31 o2 Qo2 Xl
{25 O +i8'0, + — (9 + S5 — 28 )
5 (a0, + asin9513 B asin9531 n 0059523 B 0059532 4 Se e =0 268
arsin g 4 2 2 2 2 B '
et

{z‘ﬁ”&t B0, + (9 + 58 + S5
ar 2 2

arszinﬁﬁg (8“" + &S;naslg + —aS;DHSB + —C0280523 + —60289523) —[m+ S(r)]} T=0 (2.69)

et
{z’ﬁoat +ip'o, + —pB? (9 + ™) +
ar

l

arsin 6

5? (@w + asin#S™ + cos 0523) — [m+ S(r)]} U =0 (2.70)
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et
{iﬁoat +if'0, + éﬁ (09 + o (88> — B2B")]
+— ;neﬁ?’ [0, + asind (8'5° — 6°8") + cos 6 (53°8° — 3°5%)] — [m + S(T)]} T=0 (2.71)
avec
Bip% =B = 5?80 =0 (2.72)
on trouve ‘
{zﬂoat +iB0, + —B (95 — aB*B")
ar
or ;neﬁs (0, — asingB°8" — cos O3°4%) — [m + SW} =0 (2.73)
et
U ="y (r,0,p) (2.74)
avec
00 = [ (1,0, 0)] = —~iEe P10 (1,6, ) 2.75)
on trouve ‘
{Eﬁo HiBl0, + 7 (0 — i) +
or :in953 (0, — asin 05’ — cos 05°4%) — [m + S(T)]} U (r,6,0) =0 (2.76)

Nous choisissons les matrices 5" par :

01000 00 —-100
10000 00 0 00
BF=looooo]|, B'=[100 00
00000 00 0 00
00000 00 0 00
000 —-10 0000 —1
000 0 0 0000 O
#=1o0o00 0 0o, BB=loo0oo00 0 (2.77)
100 0 0 0000 O
000 0 O 1000 0
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On touve que

00100
00 0O00O0
B8 =100 00 0 (2.78)
0 00 0O
0 00 0O
00100
0 00 00O
BB =1000 0 0 (2.79)
000 O0O
0 00 0O
000160
0 00 0O
B =1000 0 0 (2.80)
0 00O0@O
0 00 0O
Alors I'équation
{EBO +if'0, + éﬁz (0p — aB?B") +
e (0 — asin03°6" — cos05°5?) — m+ S(rﬂ} U(rbp)=0  (281)
devient
—[m+ S(r)] E —id, — 21—y st i O
E —[m+ S(r)] 0 0 0
0y 0 —[m+5(r)] 0 0 b (r,6,0) = 0
rals 0 0 — [m+ S(r)] 0
%siar;pﬁ 0 0 0 —[m+ S(r)]
(2.82)
avec
Yy (1,6, 0)
Yy (r, 0, ¢)
U(r,0,0) = | ¢;3(r,0,0) (2.83)
Yy (r,0,)
Y5 (1,0, 0)

2.3. L'équation DKP libre dans un espace courbe avec la masse dépendante de la position
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On trouve le systeme suivant :

Buy- (0,428 v (Lot D20 vm L2 u — sl @289

ar ar sin 6 arsinf
Evy = [m+ S(r)] vy (2.85)
100, = [m + S()] v, (2.86)
0%892/11 4+ S(r)] ¢, (2.87)
aimif@ L= [+ S(r)] s (2.88)

Utilisons les équations (2.85), (2.86), (2.87) et (2.88) dans ’équation (2.84), on trouve

82
{E2+<ar+§)ar+(%+ ! COS‘)>%+ . —“"}wlz[m+5<r>12w1 (2.89)

ar arsinf ) ar  a2r?sin?0

Apres un calcul simple,on trouve :

{ 2 24d 1 <d2 cosf d 1 &2

E2 o - | — _ — =
e + rdr * a?r?2 \ dp? + sin 6 do + sin? f dp?

) } Wy = [m+ S(r)]* ¢, (2.90)

Par conséquent

220 1, ..
A= 53 + o + 3 (—L?) Voir l'annexe A. (2.91)

et
L2y = 1(1+ 1)y, (2.92)

Nous remplacons I'équations (2.91) dans I'’équations (2.90) on trouve :

2 2
{ @ 24 L 5 — [m+S(r)]2}1/11 =0 (2.93)

dr?  rdr o?r

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :
77Z)1(T7 07 30) = Y(@, ¢)R<T) (294)

avec Y (0, ) (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale R(r),

I’équation différentielle suivante

& 2d ., W+ ) -
(2w D s} iy =0 (2.95)

Nous choisissons I'expression S(r) est de la forme S(r) = %, avec v est un constant. On trouve :

? 2d I(l+1) R L B
{W‘f‘;%— 042’/‘2 —|—(E —m)—QT—ﬁ}R(T)—O (296)
> 2d I(l+1)+a*? ) ) mey
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2.3.1 Le spectre des énergies

€= kr (2.98)
d d
= = 2.
R (2.99)
d> d>
— =k 2.100
dr? de? ( )
et les changements suivantes :
4(E? —m?) = —k? (2.101)
2
n= _”IZV (2.102)

Et faisons les changements suivante :On trouve

2 2.2 2
{k2%+§k2%—k2l(l+2;a i —%—K%}R({) —0 (2.103)
a2 24 1 g M2 B
et
2 2d 1 g Dy B
{d—£2+gd—§+ <_1_5_T R(&) =0 (2.105)
La solution générale est donnée par :
R(€) = e 5¢"u(¢) (2.106)
Alors, on a
ARE) s, [du(e) (s 1
e = [T (¢3) o) 107
et
FRE) g [Pul§) 2s du () 1 s s(s—1)
o e [ (F) e (- )] eaos

Alors, (2.105) devient

Pu(€)  [2(s+1) du(€) [s(s+1) R4 ppsq1
[d&? +( ¢ _l) +< - )

Avec la condition :
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I(1+1) 9

s(s+1)=
Donc

2

d d
Sd—£2+(2(8+1)—€)d—§—(n+s+1) uw(é) =0 (2.111)

2.3.2 La fonction d’onde

Iéquation (2.111) admet alors comme solution d’une fonction hypergéométrique confluente voir

P’annexe B.
u(f) :Nnorm-lFl (77+S+1,2(S—|—1),f)

2.3.3 Le spectre des energie

Pour I’équation (2.110), on trouve la solution suivante :

I | U 20 B 2.112)
4 a?

2

Cette condition est satisfaite seulement si
n+s+1=-n (2.113)

Alors

2my 1 1 I(I+1)
T——<n+§+\/|:1+7+'72:|> (2114)

Donc on trouve le spectre des énergies est

,}/2

2
(n+§+\/[i+“%”+72D

La forme de 1’énergie obtenue dans I'expression (2.115) nous dit que I'énergie dépend du para-

E,=2m |1- (2.115)

metre « de 'espace de global monopole et le parametre + que la masse dépendant de la position,

Ce sont parmi les résultats prédits par Einstein en relativité générale.
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Solutions des bosons scalaires avec la

masse dépendante de la position en

présence du potentiel Coulombien dans un

espace de monopole globale

Le but de ce chapitre est 'étude des solutions de Duffin-Kemmer-Petiau de spin 0 avec l'intérac-

tion, dans un espace de global monopole. On utilise la définition de '’équation de DKP dans un

espace courbe. On utilise le potentiel A, dans 'équation DK P , A, c’est le potentiel quadratique,

sous la forme :

k
Ag = - le potentiel de Coulomb

et
ne a2 o,

I’équation de DK P devient,

{z'B“ (a,t + ”g“b gab _ @'AM) —m+ S(r)]} =0

31

3.1
(3.2)

3.3)

3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7)
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H .
avec # sont les matrice dans un espace courbe,

g = 8" (3.8)
{iefa)ﬁﬂ (au + “";“” Sab z’A#> ~Im+ S(T)]} U=0 (3.9)

avec u = 0,1,2,3, on trouve

(it (3 550 <) i (o4 525°)

- 2 2 Woab ~ab . 3 3 M ab) _
ik (00 + 258 + el 5 (0, + E2S™) — [m+ S()] | ¥ =0 (3.10)

2
On utilise,

Wiab = Wrab = 0 (311)
on trouve
.0 0 - -1 pl
{Z@(a)ﬁ (00 - ZAO) + Z@(a)ﬁ ar
.9 2 Whab cab .3 03 Weab qab _
+i€(y) 3 (894—75 )—l—ze(a)ﬁ (8@—% ; S )—[m—i—S(r)]}\IJ—O (3.12)
avec
6(()@) — e(()o) =1 (3.13)
eéa) — 6%1) =1 (314)
1
e%a) — 6?2) = J (315)
1
3 3
“a) 7€) T arsin 0 (3.16)
on trouve
{ip® (8, — iAo) + iB'0,+
i 2 Woab qab i 3 Woab qab) _
52 (0 + 525 ) + ——— 6" (9, + 25 [m—l—S(T)]}\If 0 (3.17)
et '
20 - 01 o2 Wo12 12 | Wo21 q21
{25 (0 — iAo) +18'0, + —p (a(,+ 21y L2 )
3 Wel3 13 | Wl ¢31 | W23 23 | Wed2 o32
P31 s i il — U = 3.1
arsin@ﬁ (a‘ﬂL 2 S 2 57+ 9 ST+ 9 S ) [m‘f’S(T)]} 0 (3.18)
et
Sab — [ﬂa’ﬂb} — ﬁaﬁb o Bbﬁa — _Sba (3.19)
on trouve

00 (o - 01 9 Qo2 Yo
{25 (9, — i4o) +i6'0, + —B (ag+2s >S )




Chapitre 3. Solutions des bosons scalaires avec la masse dépendante de la position en présence du

potentiel Coulombien dans un espace de monopole globale

3 asin® 5 asing g cost o5 cosl g\ B
arsin@ﬁ (Qa + — S — S+ 5 S —5 S m+S(r)]p =0 (3.20)
et .
30 (9, _ 3l g2 Y12 | X2
{zﬁ (9 = ido) + 80, + —p (0 + 55"+ 58 )
5 (o, + ozsin8513+ aSin0513+ COS@S%_'_ COSQS23 Cm4 S e =0 321)
arsme” \¥ T2 2 > 2 A I
et '
{z’ﬁo (0, —iAy) +iB0, + éb’? (9 + S™) +
e ;neb’?’ (0, 4+ asin0S™ + cos05%°) — [m + S(T)]} U =0 (3.22)
et '
{zﬂo (0, —iAy) +iB0, + £ﬁ2 [89 + o (ﬁ1ﬁ2 — B2B1)]
— ;ne/a?’ [0, + asind (8'5° — B°8') 4 cos0 (8°° — 5°5°)] — Im + S(r)]} =0 (3.23)
avec
82316 = B3816° = B*B76° = 0 (3.24)
on trouve
{ip° (8, —ido) +iB' 0.+
L52 ((99 — 046261) + Z, 33 (&p — asin0B3pt — cos 95352) —[m+ S(’/’)]} =0 (3.25)
ar arsin f
et
U = e Fly) (1,0, ) (3.26)
avec ;
oY = [e 1) (1,0, )] = —iEe "' (r,0, ) (3.27)
Alors I'équation
{ﬁ“ (E - E) +i80, + — 7 (9 — aB?BY) +
r ar
o szin963 (0, — asin@B’8" — cos08°8%) — [m + S(T)]} U (r,0,0)=0 (3.28)
devient
—m+SE)] (E-1) —id-2 -0 - 59E —hay
(E-%)  —[m+S(r) 0 0
i0, 0 — [m+ S(r)] 0 $=0 (3.29)
L0y 0 0 —[m+ S(r)] 0
o 0 0 0 —[m + 5(r)]
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avec

Yy (1,0, )

Yy (1,0, )

Y (r,0,0) = | ¥3(r.0,0) (3.30)
Yy (1,0, )

Y5 (1,0, 0)

On trouve le systeme suivant :

(E - _) W, — (z'ar + 2%) Wy — (ai?ﬂag + icf’”) i Py S, (3.31)

or sin 6 arsinf
(E - @) by = [+ S()] (3.32)
D, = [+ S()] (3.33)
—59%01 [m + S(r)] ¥, (3.34)
L ey =+ S()] v (335)

3.0.4 Le spectre des énergies

Utilisons les équations (3.32), (3.33), (3.34) et (3.35) dans ’équation (3.31), on trouve :

K\ 2 9 1 cosf\ 1 02
{(E——> +(&.+—)8 +( & 2= )—9+ }1/11 [m + S ¢, (3.36)
T r ar QCTSIHQ or SlIl 0

Apres un calcul simple,on trouve :

kq ? 2d 1 d?> cosf d 1 d?
E—-— — + —— — .
{( 7’> +dT2+TdT+Og2T2 (d92+Sin9d9+sin29d¢2) wl [m—|—S( )] ¢1 (3 37)

Par conséquent

L2, =11+ 1)y, (3.38)

Nous remplacons I'’équations (3.38) dans I’équations (3.37) on trouve :

2 2 2
{(E—ﬁ) —|—d——|—gi— L —[m+S(7“)]2}w1:O (3.39)

r dr?  rdr o?r?

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :

P1(r,0,0) =Y (0, 0)R(r) (3.40)
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avec Y (0, ) (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale R(r),

I’équation différentielle suivante :

2 24 E\? 1(1+1) 2
on trouve
2 2d ., 2%E [(k\® 1(l+1) )
{W + ot E? — =+ (F) ——=F [m+S(r)]” ¢ R(r) =0 (3.42)
Nous choisissons I'expression S(r) est de la forme S(r) = I, avec y est un constant. On trouve :et
2 24 2(kE +my) G k2442
_ =2 E2 _ 2\ o _ )
FRETCRUEES =0 e

Pour trouver la solution, introduisons la variable

p=~Er (3.44)
Et faisons les changements suivante :
& =—4(E>—m?) (3.45)
E
=2 zm) (3.46)
On trouve
dp = &dr (3.47)
et p J
et P P
2
-5 = e (3.49)
On trouve W
? 2d 1 ¢ =57
2 2
SR e I N 22 " | YR(r)=0 (3.50)
g{dp2 pdp (4 p p? )
et
2 2d 1 ¢ g4y
— 4+ 422 @ R(r)=0 (3.51)
{dp? pdp ( 4 p? ")
La solution générale est donnée par :
R(p) = e 2 pu(p) (3.52)




Chapitre 3. Solutions des bosons scalaires avec la masse dépendante de la position en présence du
potentiel Coulombien dans un espace de monopole globale

Alors, on a
dR(p) o fdulp) (s 1
p 7 { dp +<p Z)U(p)} (3:53)
et
*R(p) s d?u (p) 2s du (p) 1 s s(s—1)
= |l ) e (T Jee] e

Alors, (3.51) devient

2 2 1 1) D g2y N2 1
du(Qp)+< (s + )_1> du(p)+ 3(3—21— ) & 2 7 c+s+ w(p) =0
dp p dp p p p
(3.55)
Avec la condition :
5(34—1)2@—]{:2—1-72 (3.56)
(8%
Donc
d—2+(2(s+1)— )i—(+s+1) u(p) =0 (3.57)

Féquation (3.57) admet alors comme solution d’une fonction hypergéométrique confluente voir

l’annexe B.

u(p>:Nnorm-lFl<§+S—|—172(5+1);p)

Pour I’équation (3.56), on trouve la solution suivante :

1 1o+ y
s_—izl:\/h—F 2 — k2 4+~ (3.58)
Cette condition est satisfaite seulement si
c+s+1=-—n (3.59)
Alors
(kE 4+ m) 1 1 I(l+1)
o T S — k2442 3.60
¢ n+ 5 1 + e +y ( )
On trouve

2
1 1 1
(e J2 D ey sl | g2
2 4 a?
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2
1 1 I(l+1
+ 2mykE +m? 72—(n+§+\/[1+%—k2+72]> =0 (3.61)
et
A= (VK
= 2
1 1 (41
g2 = IR S A X 2
k:+<n—|—2+\/[4—|— 3 k+7D
2
1 1 I(l+1
VS PETN (R S| S o B PR (3.62)
2 4 o?
Alors
B = —myk £+ mv A (3.63)

k:2+(n+ +\/[ + 4D k2+vD2]

La forme de '’énergie obtenue dans I'expression (3.63) nous dit que '’énergie dépend du parametre
a de l'espace de global monopole et le parametre v que la masse dépendant de la position, Ce
sont parmi les résultats prédits par Einstein en relativité générale. Dans le cas de particule libre
(k = 0), on trouve

72

(n+ +\/[ + ““)+7D2

C’est le méme résultat que nous avons trouvé dans le deuxieme chapitre dans I'équation (2.115).

E,=+m|1—- (3.64)

Dans le cas de particule libre (v = 0), on trouve

=

k2
E,=+tm |1+ . (3.65)

(n+ +\/[ + WD k?])2

C’est le méme résultat que nous avons trouvé dans mecanique quantique.




Conclusion

L ’objectif principal de ce mémoire, est de résoudre 'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
correspond aux particules des spin-O (les bosons scalaires) dans un espace courbe (monopole
globale), libre et en présence du potentiel Coulombien avec la masse dépendant de la position.
La fonction d’onde ainsi que le spectre d’énergie, pour les deux cas, ont été obtenus (des solutions
analytiques et de plus exactes), la fonction d’onde est a la forme de fonction hypergéométrique,
et nous avons trouvé que le spectre d’énergie dépend du parametre o de 'espace de global mo-
nopole, parametre v que la masse dépendant de la position, et du parametre k£ du potentiel
Coulombien.

Dans le cas de particule libre (kK = 0) nous avons trouvé le méme résultat de deuxieme chapitre,
et dans le cas de particule libre (v = 0) nous avons trouvé le méme résultat dans mecanique
quantique.




Annexe A : Les moments cinétiques
On écrit la différentielle totale de ¢ (z, y, z)
o o o

d (z,y,2) = 8—Idx + 8_ydy + adz (A.1)

On éxprime les dérivées des composantes cartesiennes en utilisants les relations :

X =rsinfcosp (A.2)
Y = rsinfsing (A.3)
Z =rcosf (A4)

On remplace dz, dy, dz dans la différentielle et on trouve :

. op . . o o
dy (z,y,2) = (sm@coswax +Sm98mgpay —i—cos@az) dr

+ (TCOSQCOS@% +rcos€sing02—15 — rsin@?—f) de

+ | —rsinfsin @8_@& + rsinfsin @8_@0 de. (A.5)
ox oy
On écrit la différentielle totale de ¢ (1,6, ¢) :

0 0 0
dy (z,y,2) = a—qfdr + a—qué’ + %dgp (A.6)

En identifiant terme a terme on obtient :

I o oy dp

o = sin 6 cos Yo -+ sin f sin gpa—y + cos QE (A.7)
g—g = rcosf cos Lpg—i +rcos€singoaa—z) — rsinﬁg—f (A.8)
(‘9_¢ = —rsinfsin @a—¢ + rsin f sin @a—¢ (3.67)
Op Ox dy
En résolvant ce systéme ,on trouve les opérateurs :
0 ) 0 1 0 1lsingp 0
i stcosng + ;cos@comp% — ;sinﬁ% (3.68)
0 ... 0 1 .0 lcosp 0O
9y sin f sin 2w + . cos 6 sin Y55 + " % (3.69)
0 o 1. 0
5= cos 95 - sin 9% (3.70)




2-Le laplacien s’écrit :

0? 0? 02
AT—@Jra—?ﬂ—i—@ (3.71)
On éxprime chaque opérateur en notant que :
02 J 0
9% ~ 02 0a 3.72)

Chaque dérivée seconde conduit a une expression contenant des dérivées premiéres et secondes
de combinaisons de 7,0, p.Les opérateurs suivants x et y contiennent onzes termes alors que

I'opérateur suivant z en a cinq.On déduit le laplacien :

? 20 1[0 1 9? 0
Ar=—+-——+=|=—=+—-=— t 60— 3.73
or? +r8r+7“2 (802 +sin298902 o 89) (3.73)
3- Par définition , le moment cinétique classique s’écrit :
L=TAT (3.74)

. . - = > . .
Ou 7 est la quantité de moument de I’électron .En appelant i, j, k les vecteurs unitaires sui-
vant x, y, z,0on trouve :

— — —

- .
Le= (yp. — 2py) @ + (2pe —ap2) § + (xpy — ypa) k (3.75)

On déduit les composantes de 'opérateur de moment cinétique (régle de quantification) :

. 0 0
. 0 0
. 0 0

On exprime les coordonnées cartisiénnes en fonction de r,0, ¢ (I'étape 1), on obtient :

4 0 cosp O
L. — ino— - )
. =1h [sm Y5 + " &p} (3.79)
0 sing 0
L,=ih|— — — 3.80
y=! [ COS¢89+tan98go} ( )
0
On calcule le carré de I'opérateur de moment cinétique :
DPP=L2+L+ L2 (3.82)




On trouve :

Donc :

L2:—h2<

Ay

oo 1 e
06%  tan0 00 = sin%6 Op2

_0* 20 L?

o2 ror  h2r?

)

(3.83)

(3.84)




Annexe B :Fonction hypergéomeétrique

La fonction hypergéométrique confluente | F (a; b; ) (ou fonction de Kummer) est :

n

N

1 (a; G Z) = Z(a)n

_')
“—(c), n!

ou (a), est symbole de pochhammer.

Elle est solution de ’équation différentielle d’ordre 2 :

(3.85)

(3.86)

Les fonctions de Bessel, les fonctions gamma incompletes, les fonctions du cylindre parabolique

et les polynémes de Laguerre peuvent étre représentées a I'aide de fonctions hypergéométriques

confluentes. E. T. Whittaker a introduit des fonctions M, , (z) et W, (%) qui sont également liées

aux fonctions hypergéométriques confluentes.

Le symbole de pochhammer définie par

(3.87)
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