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ملخص

كھربائي مجال وجود في جوردون) وكلین دیراك (ھزازا النسبي التوافقي الھزاز درسنا الحالي، العمل في
الكھربائي المجال تأثیر دراسة على ركزنا الحلول، ھذه خلال من دقیقة. علیھا الحصول تم التي الحلول ثابت. خارجي
الطریقة باستخدام تمت الخصائص ھذه حساب طریقة النسبي. التوافقي للھزاز الحراریة الخصائص على الخارجي

التأثیر. ھذا لإظھار الأرقام بعض بناء تم أیضا أولیر-ماكلورین. تقریب على القائمة
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Abstract

In the present work, we have studied the relativistic harmonic oscillator (Dirac
and Klein-Gordon oscillators) in the presence of an eternal constant electric field.
The solutions obtained are exact. Through these solutions, we have focused on
the effect of the external electrical field on the thermal properties of the relativis-
tic harmonic oscillator. These properties have been calculated using the method
based on the Euler-Maclaurin method. Some figures have been constructed in
order to show this effect.
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R඲ඛඝඕ඲

Dans ce présent travail, nous avons étudié l’oscillateur harmonique relativiste
(oscillateurs Dirac et Klein-Gordon) en présence d’un éternel champ électrique
constant. Les solutions obtenues sont exactes. Grâce à ces solutions, nous nous
sommes concentrés sur l’effet du champ électrique externe sur les propriétés ther-
miques de l’oscillateur harmonique relativiste. Ces propriétés ont été calculées à
l’aide de la méthode basée sur la méthode d’Euler-Maclaurin. Certaines figures
ont été construites afin de montrer cet effet.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’oscillateur harmonique est un outil de base en physique depuis de nombreux
siècles. On dit, par exemple, que Galilée vérifiait la constance de la période des
petites oscillations d’un pendule en les comparant à son battement de cœur ; il ne
serait pas surprenant que même Archimède soit conscient de certaines proprié-
tés de ces types de mouvements. Toute l’importance de l’oscillateur harmonique
comme outil de base pour le développement de la physique théorique est proba-
blement apparu avec la naissance de la mécanique quantique. C’était le premier
exemple auquel les règles de quantification ont été appliquées, et depuis lors,
ses spectres, fonctions d’onde, symétries, etc., ont eu d’innombrables applica-
tions non seulement dans les calculs directs, mais aussi comme modèle pour
augmenter notre compréhension de problèmes plus complexes [2].

L’oscillateur de Dirac (DO) a été étudié pour la première fois étudié par Ito et
al [3]. Ces auteurs ont estimé une équation de Dirac dans lequel le moment p est
remplacé par p − imωγ0r , dont r étant le vecteur de position, m la masse de la
particule, et ω la fréquence de l’oscillateur. L’intérêt pour le problème a été revivé
par Moshinsky et Szczepaniak [4,5], qui leur donna le nom de l’oscillateur de Dirac
(DO) parce que, dans la limite non-relativiste, il devient un oscillateur harmonique
avec un terme de couplage spin-orbite très fort. Physiquement, l’interaction (DO)
est un système physique, qui peut être interprété comme l’interaction du moment
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magnétique anormal avec un champ électrique constant.
L’oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intérêt parce qu’il constitue l’un des

exemples rares qui ont des solutions exactes, et aussi en raison de ses nom-
breuses applications en physiques. En mécanique quantique relativiste, le (DO) a
été étudiée à partir de nombreux points de vue, on cite parmi-eux : (i) les études
sur les propriétés de la covariance de l’équation de Dirac en présence de l’in-
teraction de l’oscillateur de Dirac, (ii) la détermination du spectre d’énergie et
les fonctions d’onde correspondantes, (iii) l’étude des propriétés algébrique du
groupe de Lie , (iv) la supersymétrie, (v) et bien sure d’autres existant dans la
littérature [5–28].

Il est à noter que ce type d’oscillateur peut être considéré comme un para-
digme pour les systèmes relativistes exactement résolubles. Il a été bien mis en
évidence expérimentalement par Franco-Villafane et al [1] : dans leur études, les
auteurs présentent pour la première fois la réalisation expérimentale de l’oscil-
lateur de Dirac unidimensionnel. Cette expérience repose sur une relation entre
l’oscillateur de Dirac et un système de liaisons fortes. Ce système de liaison serrée
est mis en ouvre comme un système hyperfréquence par une chaîne de disques
diélectriques couplés, ou le couplage est évanescent et peut être ajusté de ma-
nière appropriée. Les résonances du système micro-ondes fini donnent le spectre
de l’oscillateur de Dirac unidimensionnel avec et sans terme de masse. La flexi-
bilité du montage expérimental permet la mise en ouvre d’autres équations uni-
dimensionnelles de type Dirac. Dans la même voix, les travaux de Fujiwara et
al [29] sont aussi concentré sur la réalisation expérimentale concernant l’oscilla-
teur Harmonique relativiste. Ces auteurs ont réalisé expérimentalement et étudié
quantitativement un oscillateur harmonique dans le régime relativiste en utilisant
des atomes de lithium ultra-froid d’un réseau optique. Bien que le mouvement har-
monique relativiste ait été étudié théoriquement pendant des décennies, celle-ci
représente la première observation expérimentale de la dynamique d’un oscilla-
teur harmonique relativiste. Tous le résultats trouvés par ces auteurs étaient sont
en bon accord quantitatif avec les prédictions relativistes.
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Notre contribution s’insère à l’étude des propriétés thermodynamiques de l’os-
cillateur de Klein-Gordon à une dimension en présence d’un champ électrique
constant : pour cela, en premier lieu, nous devons trouver la forme du spectre de
cet oscillateur. Ensuite, à travers de spectre, les propriétés thermodynamiques
de notre problème en question sont déterminées via l’approche d’Euler-Maclaurin
[6,16,30].

Ce mémoire comporte trois chapitre composés de la façon suivante : dans
le premier, on fait un rappel sur quelques généralités des équations relativistes
bien connues tels que l’équation de Klein-Gordon pour les particules scalaires et
l’équation de Dirac pour les particules fermioniques.

Le deuxième chapitre est consacré aux solutions de l’oscillateur de Klein-
Gordon dimensionnel en présence d’un champ électrique constant. Le troisième
chapitre donne les résultats concernant les propriétés thermiques de notre sys-
tème en utilisant l’approche d’Euler-Maclaurin. Enfin, nous terminons par une
conclusion globale résumant les résultats marquantes de cette étude.
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CHAPITRE 1
RAPPEL SUR LES ÉQUATIONS RELATIVISTES

1.1 L’équation de Klein-Gordon

En mécanique quantique un état stationnaire ψ d’énergie E est la solution de
l’équation de Schrödinger ci-dessous [31,32]

(1.1) Hψ = Eψ.

Le principe de correspondance permis de poser l’énergie et l’impulsion sous la
forme suivante

(1.2) E 7−→ iℏ
∂

∂t
,

(1.3) Pi 7−→ −iℏ
∂

∂xi ,

L’énergie d’une particule de la masse m est décrite par

(1.4) E =
P2

2m
+ V (x) .

5



L’équation de Klein-Gordon

On obtient alors l’équation de Schrödinger dépendant du temps suivante

(1.5) iℏ
∂

∂t
ψ (xµ) =

{
− ℏ

2

2m
4 + V (x)

}
ψ (xµ) ,

avec 4 = ∇2 est le laplacien. De la même façon, il est suggéré d’appliquer le
principe de correspondance à l’expression de l’énergie d’une particule relativiste
libre,E2 = P2c2 + m2c4, ce qui conduit à l’équation de Klein-Gordon :

(1.6)
(
ℏ2

c2
∂2

∂t2
− ℏ24 + m2c2

)
ψ (xµ) = 0.

Pour simplifier les notation nous choisirons le système d’unité naturelle (ℏ = c = 1) :
alors,l’équation (1.6) s’écrit dans une forme covariante en fonction de gµν par

(1.7)
(
gµν∂µ∂ν + m2

)
ψ (xµ) = 0.

En présence d’un champ électromagnétique, par application des substitutions sui-
vantes,

(1.8) ∂ν 7−→ ∂ν − ieAν, avec Aν = (φ, A) ,

l’équation (1.7) devient

(1.9)
{
gµν(∂ − ieA)µ (∂ − ieA)ν + m2

}
ψ (xµ) = 0.

Le complexe conjugué de l’équation ( 1.6) est donné par l’expression

(1.10)
(
1

c2
∂2t − ∇2 +

m2c2

ℏ2

)
ψ∗ (xµ) = 0.

Afin de trouver l’équation de continuité, en multiplié les équations (1.6) et (1.10)
respectivement par ψ∗ et ψ, puis en les soustrayant, on trouve

(1.11) 1

c2

(
ψ∗∂2t ψ − ψ∂2t ψ∗

)
= ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗,
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L’équation de Dirac

(1.12) 1

c2
∂t (ψ∗∂tψ − ψ∂tψ

∗) = ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) .

l’équation de continuité obtenue est la suivante

(1.13) ∂tρ + ∇J = 0,

dont

(1.14) ρ =
i

c2
(ψ∗∂tψ − ψ∂tψ

∗) ,

(1.15) J =
ℏ

2im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) .

Passons maintenant à l’équation de Dirac pour les fermions de spin -12 .

1.2 L’équation de Dirac

Selon Dirac, L’équation de Klein-Gordon peut être écrite semblablement à
l’équation de Schrödinger par

(1.16) i
∂ψ

∂t
=

(
−iα.∇ + γ0m

)
ψ (xµ) = HDψ (xµ) ,

dont

(1.17) HD = −iα.∇ + γ0m,

est l’hamiltonien de Dirac. Il est évident que les composantes de ®α ne peuvent
pas être scalaires, et si on cherche que HD soit invariant sous les trois rotations,
αi et γ0 doivent être des matrices [32–35].

Soit ψ(xµ) un vecteur à 4 composantes que l’on appelle un spineur de rang 4
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L’équation de Dirac

de la forme suivante

(1.18) ψ(xµ) = (ψ1,ψ2,ψ3,ψ4) T .

Projetons l’équation(1.18) dans (1.16), on trouve

−∂
2ψ

∂t2
= −

3∑
i=1

α2i
∂2ψ

∂x2i
−

∑
i, j

(
αiα j + α jαi

) ∂2ψ

∂xi∂x j
.

− im
3∑

i=1

(
αiγ

0 + γ0αi

) ∂ψ
∂xi
+

(
γ0

)
2m2ψ = −4 + m2.

Par conséquent, nous obtenons les relations suivantes

(1.19) α2i =
(
γ0

)
2 = I,

(1.20)
{
αi, γ

0
}
= 0,

{
αi,α j

}
= 0,avec (i , j) .

Dans la représentation de Dirac-Pauli, ces matrices prennent la forme suivante

(1.21) αi =

(
0 σi

σi 0

)
; γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, (i = 1,2,3) .

1.2.1 Les solutions pour le cas libre sans interaction

Soit

(1.22) ψ (x) = ψ exp

(
− i
ℏ

Pµxµ

)
,

dont

(1.23) Pµ = (E,P) , et xµ = (t,−x) .
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L’équation de Dirac

Dans le but de chercher les solutions d’une particule libre, on procède première-
ment à séparer ψ en deux composantes

(1.24) ψ = (θ, χ)T ,

avec θ et χ sont deux spineurs à deux composantes. Dans ce cas, l’équation de
Dirac est exprimé par

(1.25) iℏ
∂

∂t

(
θ

χ

)
exp

(
− i
ℏ

Pµxµ

)
=

(
m −iσ∇

−iσ∇ −m

) (
θ

χ

)
exp

(
− i
ℏ

Pµxµ

)
,

où

(1.26) E
(
θ

χ

)
=

(
m σP
σP −m

) (
θ

χ

)
,

soit

(1.27) (E − m) θ = σPχ, (E + m) χ = σPθ.

A partir de ces équations, on est alors mené à résoudre le système suivant

(1.28) χ =
σP

(E + m)θ,

(1.29) θ =
σP

(E − m) χ,

avec θ et χ sont

(1.30) θ =

(
θ1
θ2

)
, χ =

(
χ1
χ2

)
.

En utilisant l’identité

(σ · a) (σ · b) = a · b + iσ (a × b) ,
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L’équation de Dirac

on trouve

(1.31) (σP) (σP) = P2.

Ainsi l’équation par rapport à la composante χ devient

(1.32) χ =
P2

E2 − m2
χ,

ce qui montre qu’il faut imposer

(1.33) E2 − m2 = P2.

A partir de cette dernière équation, comme dans le cas de Klein-Gordon, il existe
deux solutions pour l’énergie

(1.34) E± = ±
√

P2 + m2.

Considérons, en premier lieu, les solutions à énergies positives E = E+, et pas-
sons au référentiel où la particule est au repos (P = 0), alors, l’énergie prend la
forme

(1.35) E = m.

Dans ce cas, l’équation (1.26) devient

(1.36) m
(
θ

χ

)
=

(
m 0

0 −m

) (
θ

χ

)
.

Comme résultat, nous avons χ = 0, par contre θ a une forme quelconque : il existe
deux solutions linéairement indépendantes correspondant aux deux possibilités
d’orientations du spin décrite par la relation suivante

(1.37) θ1 = (1,0) , θ2 = (0,1) .
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L’équation de Dirac

Considérons maintenant les deux solutions linéairement indépendantes à éner-
gies négatives E = E− : Dans les mémés considérations, nous avons

(1.38) E− = −m,

et l’équation (1.26) prend la forme

(1.39) − m
(
θ

χ

)
=

(
m 0

0 −m

) (
θ

χ

)
.

Dans ce cas θ = 0, mais χ a une forme quelconque dont on peut choisir la forme
suivante

(1.40) χ1 = (1,0) ,et χ2 = (0,1) .

En général, dans le référentiel où la particule est au repos, nous avons quatre
états distincts donnés par les expressions suivantes

(1.41) ψ(x, t) = exp (−imt)
©­­­­«
1

0

0

0

ª®®®®¬︸            ︷︷            ︸
E=+m,↑

,exp (−imt)
©­­­­«
0

1

0

0

ª®®®®¬︸            ︷︷            ︸
E=+m,↓

,exp (+imt)
©­­­­«
0

0

1

0

ª®®®®¬︸            ︷︷            ︸
E=−m,↑

,exp (+imt)
©­­­­«
0

0

0

1

ª®®®®¬︸            ︷︷            ︸
E=−m,↓

.

Les deux états d’énergie positive correspondent à deux orientations de spin posi-
tive, correspondent à deux orientations de spin possible d’une particule de spin-12
tels que l’électron. Par contre, les deux états d’énergie négative représentent les
deux orientations de spin de l’antiparticule associée, dans notre cas c’est un po-
sitron. Donc, les solutions de l’équation de Dirac contiennent non seulement des
particules, mais aussi leurs antiparticules.

A partir des équations (1.18) et (1.22), nous pouvons exprimer les quatre états
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L’équation de Dirac

distincts dans un référentiel quelconque, où la particule a une impulsion P par

(1.42) w (E,P) =
©­­­­«

1

0
Pz

E+m
P+

E+m

ª®®®®¬
©­­­­«

0

1
P−

E+m
−Pz

E+m

ª®®®®¬︸           ︷︷           ︸
E=+

√
P2+m2

,

©­­­­«
Pz

E−m
P+

E−m
1

0

ª®®®®¬
©­­­­«

P−
E−m
−Pz

E−m
0

1

ª®®®®¬︸           ︷︷           ︸
E=−

√
P2+m2

,

avec

(1.43) P± = Px ± iPy .

1.2.2 La densité de probabilité

Dans le cas de l’équation de Schrödinger, et de manière tentative, nous défi-
nissons la densité de probabilité par :

(1.44) P = ψ+ψ = ψ+1ψ1 + ψ
+
2ψ2 + ψ

+
3ψ3 + ψ

+
4ψ4 ≥ 0,

Pour chercher la densité demandée, l’équation de continuité doit être satisfaite.
Pour cela, soit le complexe conjugué de l’équation de Dirac (1.16) est

(1.45) − i
∂

∂t
ψ+ = ψ+ (iα.∇ + γm) .

En tenant compte du fait que −→α =
−→
α+ et γ+ = γ, et en multipliant cette dernière

équation à droite par ψ, et à gauche l’équation (1.16) par ψ+,on obtient

(1.46) iψ+
∂ψ

∂t
= ψ+ (−iα.∇ + γm)ψ,

(1.47) i
∂ψ+

∂t
ψ = ψ+ (−iα.∇ − γm)ψ.
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L’équation de Dirac

Additionnant ces deux équations nous trouvons l’équation de continuité

(1.48) ∂

∂t
ψ+ψ︸︷︷︸
ρ

= −div ψ+iαψ︸ ︷︷ ︸
J

.

La densité de courant de probabilité est donné par

(1.49) J = ψ+αψ,

le quadrivecteur courant sera

(1.50) Jµ = (ρ, J) =
(
ψ+ψ,ψ+αψ

)
,

ou

(1.51) Jµ = ψ+
(
γ0, γ0α

)
ψ = ψ

(
γ0,γ

)
ψ,

Alors

(1.52) Jµ = ψγµψ.

Multipliant par la charge portée par la particule nous obtenons le quadri-courant
de charge de la particule : par exemple, pour un électron, nous avons

(1.53) Jµem = (−e)
(
ψ+ψ,ψ+αψ

)
= (−e)ψγµψ.
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CHAPITRE 2
LES OSCILLATEURS RELATIVISTES EN PRÉSENCE

D’UN CHAMP ÉLECTRIQUE À 1D

2.1 La supersymétrie et l’équation de Klein-Gordon

En mécanique relativiste, la solution de L’équation de Klein-Gordon joue un
rôle très important de la physique à hautes énergies. Dans un espace plat en
présence d’un potentiel externe, cette équation s’écrit par

(2.1)
[

d2

dx2
+ (E − V)2 − m2

]
ψ (x) = 0.

Cette équation devient une équation de Schrödinger bien connue comme suit

(2.2)
[

d2

dx2
− 2EV + E2 − m2 + V2

]
ψ (x) = 0,

où

(2.3)
[

d2

dx2
+ Veff

]
ψ (x) = λψ (x) ,

avec

(2.4) λ = m2 − E2, Veff = V2 − 2EV,

14



Cas de l’oscillateur de Klein-Gordon en présence d’un champ électrique

Dans le cadre de la supersymétrie en mécanique quantique, la fonction d’onde
réduite de l’état fondamental est définie par :

(2.5) ψ0 (x) = Ne
∫

W(x)dx,

où N est une constante de normalisation et W (x) est le super-potentiel défini par :

(2.6) W2 +W′ = Veff − λ.

Cette dernière équation est une équation de Riccati non-linéaire qui donne les
fonctions d’onde du système.

2.2 Cas de l’oscillateur deKlein-Gordon en présence
d’un champ électrique

L’équation générale de l’oscillateur Klein-Gordon à une dimension s’écrit par
la relation suivante

(2.7)
[
c2 (px + imωx) (px − imωx) − E2 + m2c4

]
ψ = 0,

où m est la masse de la particule et ω est la fréquence de l’oscillateur.
En présence d’un champ électrique, (2.7) devient

(2.8)
[
c2 (px + imωx) (px − imωx) − (E − κx)2 + m2c4

]
ψ = 0,

Ici V = qζ x = κx est le potentiel associé au champ électrique ζ . Dans ce qui suit,
nous posons que m = ℏ = c = ω = 1.

Alors, Eq. (2.8) se transforme à l’équation suivante

(2.9)

p
2
x + i

©­­­«xpx − px x︸      ︷︷      ︸
[x,p]

ª®®®¬ + x2 − (E − κx)2 + 1

 ψ = 0.
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Cas de l’oscillateur de Klein-Gordon en présence d’un champ électrique

dont

(2.10) [x, px] = i.

En remplaçant (2.10) dans (2.9) on trouve

(2.11)
(
p2x + x2 − E2 + 2Eκx − κ2x2

)
ψ = 0.

En ré-organisant l’équation précédente, on obtient

(2.12)
[
p2x +

(
1 − κ2

) (
x2 + 2

Eκ
1 − κ2 x

)
− E2

]
ψ = 0,

où

(2.13)
[
p2x +

(
1 − κ2

) (
x +

Eκ
1 − κ2

)2
− E2κ2

1 − κ2 − E2

]
ψ = 0

Cette équation peut être réduite à la forme d’équation de la mécanique quantique
SUSY (

p2x +W2 + 1 + κ2
)
ψ =

[
E2

1 − κ2 +
(
1 + κ2

)]
ψ,

dont le super-potentiel est donné par

W (x) =
√
1 − κ2

(
x +

Eκ
1 − κ2

)
.

Faisons le changement de variable suivant

(2.14) y = x +
Eκ

1 − κ2 ,

avec

(2.15) x0 = − Eκ
1 − κ2 ,

est la position d’équilibre.
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac en présence d’un champ
électrique à 1D

Dans ce cas, (2.13) prend la forme suivante :

(2.16)
[

p2y
2
+
1

2

(
1 − κ2

)
y2

]
ψ (y) = Ẽψ (y) ,

avec

(2.17) Ẽ =
E2

2
(
1 − κ2

) .
L’équation (2.16) se montre comme une équation différentielle d’un oscillateur
Harmonique à une dimension dont les solutions sont bien connues. Ainsi les so-
lutions sont les suivants :Pour les valeurs propres, on a

(2.18) Ẽ =
E2

2
(
1 − κ2

) = ω′
(
n +

1

2

)
,

dont
ω′ =

√
1 − κ2.

On trouve alors

(2.19) E2

1 − κ2 =
√
1 − κ2 (2n + 1) ,

Enfin, la forme finale du spectre d’énergie est donc

(2.20) En = ±
(
1 − κ2

)3/2√
2n + 1.

L’équation (2.20) décrits le spectre d’énergie de l’oscillateur de Klein-Gordon a 1D
en présence d’un champ électrique constant. Ce spectre, en l’absence du champ
κ = 0, tends vers la forme habituelle de l’oscillateur [16].

2.3 Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac
en présence d’un champ électrique à 1D
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac en présence d’un champ
électrique à 1D

2.3.1 Les solutions propres via la méthode de SUSY-QM (Voir
Annexe B)

L’équation de l’oscillateur de Dirac à une dimension est donnée par

(2.21) (σx (px − imωxσz) + σz)ψ = Eψ.

L’opérateur de moment px = −i d
dx et σi(i = (x,y,z)) sont les matrices de Pauli dont

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
.

On peut obtenir l’oscillateur de Dirac généralisé à partir de l’oscillateur Dirac or-
dinaire à l’aide de la substitution suivante

(2.22) mωx → W (x)

Projetons (2.22) dans (2.21), on trouve

(2.23) (σx (px − iW (x)σz) + σz)ψ = (E − U (x))ψ,

où

(2.24)
[
σx px − σyW (x) + σz − (E − U (x))

]
ψ = 0.

Posons maintenant ce qui suit

(2.25) ψ =
(
σx px − σyW (x) + σz + (E − U (x))

)
ψ̄.

La substitution de (2.25) dans (2.24) ; nous trouvons la nouvelle équation par rap-
port à la fonction d’ondeψ̄ comme suit :

(2.26)
(
p2x +W2 + 1 − (E − U) 2 − σz

dW
dx
+ iσx

dU
dx

)
ψ̄ = 0,
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac en présence d’un champ
électrique à 1D

où

(2.27)
(
p2x +W2 + 1 − (E − U) 2 − σzW′ + iσxU′

)
ψ̄ = 0.

Soit

(2.28) U = κW,

alors

(2.29)
(
p2x +W2 + 1 − (E − U) 2 − σzW′ + iκσxW′

)
ψ̄ = 0,

dont κ est une constante réelle. Dans ce cas, l’équation (2.27) devient :

(2.30)
(
p2x +W2 + 1 − (E − κW) 2 + (−σz + iκσx)W′

)
ψ̄ = 0.

Il est important de noter que le spin est maintenant inclus dans un bloc (−σz + iκσx).
Posons que

(2.31) ψ̄ = χϕ (x) ,

où χ est la partie spinorielle de la fonction d’onde satisfaisant l’équation :

(2.32) (−σz + iκσx) χ = λχ,

avec des valeurs propres

(2.33) λ = σ
√
1 − κ2, avecσ = ±1.

Ici σ est l’Hélicité de la particule.
Ainsi

(2.34)
(
p2x +W2 + 1 − E2 + 2EκW − κ2W2 + σ

√
1 − κ2W′

)
χϕ(x) = 0,
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac en présence d’un champ
électrique à 1D

où

(2.35)
[
p2x + (1 − κ2)W2 + 2EκW + σ

√
1 − κ2W′

]
χϕ = (E2 − 1)χϕ.

Soit

(2.36) ϵ =
E2

1 − κ2 − 1,

(2.37) W̃ =
√
1 − κ2

(
W +

κ

1 − κ2 E
)
,

alors (2.35) se transforme à

(2.38) (p2x + W̃2 + σW̃′)ϕ = ϵϕ,

En utilisant la méthode de la Super Symmétrie (SUSY), la fonction W̃ sera traitée
comme un superpotentiel. La supersymétrie est liée au degré de liberté du spin de
l’oscillateur de Dirac, le symbole σ = +1 correspond au premier partenaire (SUSY)
de l’Hamiltonien H− et le σ = −1 correspondant au second partenaire SUSY dont
l’Hamiltonien est notée par H+.

2.3.2 Solution exacte de l’oscillateur de Dirac dans un champ
électrique

Pour résoudre l’équation (2.38), considérons W = x. Dans ce cas, le terme
d’interaction correspondant à la présence du champ électrique s’écrit par U =

κW = κx.
Ainsi, l’équation (2.38) se transforme à

(2.39)
(
p2x +

(
1 − κ2

)
(x − x0) 2 + σ

√
1 − κ2

)
ϕ = ϵϕ,

où

(2.40) x0 = − κE
1 − κ2 ,
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Discussion des résultats

est la positon d’équilibre de notre oscillateur.
L’équation (2.39) a la forme de l’équation de l’oscillateur Harmonique à 1D

dont les solutions sont bien connues. le spectre énergétique de cet oscillateur
harmonique est bien connu

(2.41) ϵ =
√(

1 + κ2
)
(2n + 1 + σ),

n = 0,1,2, ....
Enfin le spectre d’énergie de l’oscillateur de Dirac est donné par la relation

suivante

(2.42) E
±
σ = ±

√(
1 − κ2

) (√
1 − κ2 (2n + 1 + σ) + 1

)
,

En introduisant

(2.43) nσ = n + (1 + σ) /2

(2.42) devient

(2.44) E±
σ = ±

√(
1 − κ2

) (√
1 − κ22nσ + 1

)
.

où n− = 0,1,2, .. pour les états de spin σ = +1 et n+ = 1,2, ... pour les états de spin
σ = −1.

L’équation (2.44) donne le spectre d’énergie de l’oscillateur de Dirac a 1D en
présence d’un champ électrique constant. Ce spectre, en l’absence du champ
κ = 0, tends vers la forme habituelle de l’oscillateur [16].

2.4 Discussion des résultats

Les deux Figures. 2.1 et 2.2 montrent les deux spectres d’énergies des deux
oscillateurs à une dimension en présence d’un champ électrique constant. Selon
ces deux figures on aperçoit que
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Fඑඏ. 2.1 : Spectre d’énergie de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en
présence d’un champ électrique constant ζ
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Fඑඏ. 2.2 : Spectre d’énergie de l’oscillateur de Dirac à une dimension
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Fඑඏ. 2.3 : Position d’équilibre de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en
présence d’un champ électrique constant ζ

• Pour les courbes en fonction du nombre quantique n, toutes les courbes
sont au-dessous de la limite lorsque le champ est nul(κ = 0).

• Pour les courbes en fonction du champ, Il est intéressant de noter que
lorsque la valeur du champ électrique est supérieure à la valeur critique
κ = 1, les états propres bornés sont absents pour les deux spectres. Ainsi,
toutes les courbes se rencontrent au point κ = 1 et les états propres où κ > 1

sont non permis

• La diminution du gap énergétique en fonction du κ jusqu’à son annihilation
au point κ = 1

• On peut voir que les niveaux d’énergie non nuls sont dégénérés deux fois
lorsque n+ = n− = 1,2, ..... C’est le résultat de la supersymétrie.

Aussi, selon les figures. 2.3.2.4 concernant la position d’équilibre des deux oscil-
lateurs, on peut constater que cette dernière est bien quantifiée et ça à cause de
l’application du champ électrique. Ainsi,

• Les deux figures montrent le même comportement à l’exception la variation
par rapport au paramètre κ
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Fඑඏ. 2.4 : Position d’équilibre de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en
présence d’un champ électrique constant ζ

• La position d’équilibre est quantifiée : c’est l’effet du champ électrique :
chaque niveau d’énergie oscille avec sa propre position d’équilibre

• Le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon montre pour chaque niveau a un
maximum autour d’un champ κ = 0.5.

• Pour les deux cas asymptotiquesκ = 0 et κ = 1 on a que : pour κ = 0 on re-
trouve le cas d’un oscillateur relativiste en l’absence d’un champ électrique.
Ainsi, tous les niveaux ont le même point d’équilibre x = 0. Par contre, le cas
κ = 1 le spectre d’énergie s’annule (cas non physique). Pour le cas de l’os-
cillateur de Dirac au même point, pour chaque niveau subit une divergence
et on est aussi dans un cas non physique.

A ce stade, une importante remarque peut être faite : Nous savons aussi que
l’oscillateur de Dirac est sorti de son champ de recherche purement théorique
pour devenir une réalité comme il l’a été montré par Franco-Villafane et al [1].
Ces auteurs ont présenté pour la première fois la réalisation expérimentale de
l’oscillateur de Dirac unidimensionnel (Voir Figure. 2.5) qui peut être considéré
comme un paradigme pour les systèmes relativistes exactement résolubles. L’ex-
périence repose sur une relation entre l’oscillateur de Dirac et un système de
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Fඑඏ. 2.5 : Réalisation expérimentale de l’oscillateur de Dirac à une dimension (fi-
gure d’après la Ref. [1])

Fඑඏ. 2.6 : Spectre d’énergie expérimental de l’oscillateur de Dirac à 1D sans (à
gauche) et avec (à droite) masse (figure d’après la Réf. [1])

liaisons fortes. Ce système de liaison serrée est mis en ouvre comme un système
hyperfréquence par une chaîne de disques diélectriques couplés, ou le couplage
est évanescent et peut être ajusté de manière appropriée. Les résonances du
système micro-ondes fini donnent le spectre de l’oscillateur de Dirac unidimen-
sionnel avec et sans terme de masse(voir Figure. 2.6). La forme du spectre de la
dernière figure est bien similaire à la forme du spectre trouvé théoriquement dans
la littérature.
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CHAPITRE 3
LES PROPRIÉTÉS THERMODYNAMIQUES DE CES

OSCILLATEURS RELATIVISTES

3.1 Détermination de la fonction de partition de l’os-
cillateur de Klein-Gordon ZKGO

L’importance majeure de la détermination du spectre d’énergie pour les deux
types d’oscillateurs se résume dans la détermination des propriétés thermodyna-
miques de ces derniers par l’introduction de la fonction de partition.

Comme on le sait, toutes les grandeurs thermodynamiques peuvent être obte-
nues à partir de la fonction de partition Z. C’est la fonction de départ pour la dériva-
tion de tous les propriétés thermiques du système en question. Elle se définie par
la sommation directe de tous les niveaux d’énergies disponibles du système. Ain-
si, étant donné le spectre d’énergie, la fonction de partition Z à une température
finie T est obtenue à partir du facteur de Boltzmann est suit la relation suivante

(3.1) Z =
∞∑

n=0

e−βEn,

où β = 1
kBT est la température inverse et kB est la constante de Boltzmann.

L’évaluation de la somme de la fonction Z se fait pratiquement par deux mé-
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Détermination de la fonction de partition de l’oscillateur de Klein-Gordon ZKGO

thodes : celle de Poisson et de l’autre d’Euler-Maclaurin. Les deux méthodes ont
un point commun : la conversion de la somme en intégrale de telle façon la dif-
férence entre les deux tend vers zéro. Dans notre travail, nous nous concentrons
sur la méthode basée sur l’approche d’Euler-Maclaurin [30,36,37].

Partons de la sommation ci-dessous

(3.2)
∞∑

n=0

f (n) = f (0)
2
+

∫ ∞

0
f (x)dx −

∞∑
p=1

B2p

(2p)! f (2p−1) (0) + Rk,

avec

(3.3) Rk =

∫ ∞

0

Bk (1 − 2p)
2p!

f (2p)dx,

est le terme résidu tendant vers zéro pour certaines valeurs de p, B2p sont les
nombres de Bernoulli, f (2p−1) est la dérivée d’ordre (2p−1) et enfin Bk (x) sont les
polynômes de Bernoulli.

En générale, ces polynômes sont définis comme suit

(3.4) Bn (t) =
n∑

j=0

(
n
j

)
B j tn− j .

Ainsi

(3.5) B0 (x) = 1,

(3.6) B1 (x) = x − 1

2
,

(3.7) B2 (x) = x2 − x +
1

6
,

(3.8) B3 (x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x,
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Détermination de la fonction de partition de l’oscillateur de Klein-Gordon ZKGO

(3.9) B4 (x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
,

(3.10) B5 (x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x2.

En se limitant à l’ordre p = 2, la fonction de partition est donnée par :

(3.11) Z =
f (0)
2
+

∞∫
0

f (x)dx −
(
1

24
f (1)(0) − 1

720
f (3)(0)

)
.

Ici, nous avons utilisés les valeurs suivantes : p = 2, B2 =
1
6 et B4 = − 1

30 .
Dans notre cas, partons de la forme générale de notre spectre exprimé par :

(3.12) En =
√

an + b,

dont les paramètres a et b de l’oscillateur de Klein-Gordon sont

a = 2
(
1 − κ2

)3
,

b =
(
1 − κ2

)3
.

D’après l’équation (3.1), on peut écrire la fonction de partition par

(3.13) Z =
∞∑

n=0

e−β
(√

an+b−
√

b
)
.

Posons que

(3.14) f (x) = e−β
(√

ax+b−
√

b
)
,
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alors

Z =
∞∑

x=0

f (x) .

=
f (0)
2
+

∞∫
0

f (x)dx −
(
1

24
f (1)(0) − 1

720
f (3)(0)

)
.(3.15)

L’évaluation de l’intégrale figurant dan (3.15) est déterminée en cheminant les
étapes suivantes :

soit

(3.16)
∞∫

0

f (x)dx =

∞∫
0

e−β
(√

ax+b−
√

b
)
dx.

Posons que

(3.17) t =
√

ax + b ⇒ x =
1

a

(
t2 − b

)
,

alors

(3.18) dx =
2

a
tdt,

dont les nouveaux bornes de l’intégrale sont

(3.19)
{

x = 0, t =
√

b

x = +∞, t = +∞
.

Ainsi (3.16) devient

(3.20)
∞∫

0

f (x)dx =
2eβ

√
b

a

∞∫
√

b

te−βt dt .
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On peut voir que cette intégrale se transforme à

(3.21)
∞∫

0

f (x)dx =
2eβ

√
b

a

∞∫
√

b

te−βt dt = −2eβ
√

b

a
∂

∂β

∞∫
√

b

∂

∂β
e−βt dt,

où

(3.22)
∞∫

0

f (x)dx =
2

aβ2

(
β
√

b + 1
)
.

L’évaluation des dérivées figurant dans la formule d’Euler-MacLaurin au point
x = 0 donne

(3.23) f (1)(x) = −a
(

β

2
√

ax + b

)
e−β

(√
ax+b−

√
b
)
,⇒ f (1)(0) = −a

β

2
√

b
,

(3.24)

f (3)(x) = −a3

8

(
3β

(ax + b) 52
+

3β2

(ax + b)2
+

β3

(ax + b) 32

)
⇒ f (3)(0) = −a3

8

(
3β

b
5
2

+
3β2

b2
+
β3

b
3
2

)
.

Substitution tous ces équations dans (3.11), la forme finale de notre fonction de
partition est

(3.25) Z =
1

2
+

2

aβ2

(
β
√

b + 1
)
+

βa

24
√

b
− a3

720

[(
3β

8b
5
2

+
3β2

8b2
+

β3

8b
3
2

)]
,

où

ZKGO =
1

2
+

2(
2
(
1 − κ2

)3)
β2

(
β
√(

1 − κ2
)
+ 1

)
+

β
(
2
(
1 − κ2

)3)
24

(√(
1 − κ2

)3) −
©­­«
(
2
(
1 − κ2

)3)3
720

ª®®¬×
©­­­«

3β

8
( (
1 − κ2

)3) 5
2

+
3β2

8
( (
1 − κ2

)3)2 + β3

8
( (
1 − κ2

)3) 3
2

ª®®®¬ .(3.26)
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3.2 Détermination de la fonction de partition de l’os-
cillateur de Dirac ZDO

Partons de la forme du spectre suivant

(3.27) E = ±

√(
1 − κ2

) (√(
1 − κ2

)
2n + 1

)
.

Ce dernier concerne l’oscillateur de Dirac en présence d’un champ électrique trou-
vé par l’utilisation de la méthode SUSY [38].

Posons que

(3.28) a′ = 2
(
1 − κ2

) 3
2
,

(3.29) b′ = 1 − κ2,

alors la fonction de partition devient

(3.30) ZDO =
∞∑

n=0

e
−β

(√(
2(1−κ2) 32

)
n+(1−κ2)−

√
(1−κ2)

)
.

L’utilisation de l’approche d’Euler-MacLaurin donne

ZDO =
1

2
+

2(
2
(
1 − κ2

) 3
2

)
β2

(
β
√
1 − κ2 + 1

)
+
β

(
2
(
1 − κ2

) 3
2

)
24
√
1 − κ2

−

(
2
(
1 − κ2

) 3
2

)3
720

©­«
3β

8
(
1 − κ2

) 5
2

+
3β2

8
(
1 − κ2

)2 + β3

8
(
1 − κ2

) 3
2

ª®¬
 .(3.31)

3.3 Résultats et discussions

Avant de présenter les résultats pour l’oscillateur de Klein-Gordon, toutes les
propriétés thermodynamiques de l’oscillateur, comme l’énergie libre, l’entropie,
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l’énergie totale et la chaleur spécifique, sont obtenues à travers la fonction de par-
tition ZKGO. Les quantités thermodynamiques de toutes ces quantités en fonction
de ZKGO se calculent en utilisant les relations suivantes :

(3.32) F = − 1

β
ln ZKGO, U = −

d ln ZKGO
dβ

,

(3.33) S = ln ZKGO − β
d ln ZKGO

dβ
, Cv = β

2
d2 ln ZKGO

dβ2
.

Maintenant, nous sommes prêts à présenter nos calculs concernant les propriétés
thermodynamiques de ces oscillateurs. Toutes les quantités ont été calculées en
fonction de l’inverse de température β

Les deux figures. 3.1 et. 3.2 montrent touts les propriétés thermodynamiques
pour les deux types d’oscillateurs en utilisant la méthode d’Euler-Maclaurin

A partir de ces figures on peut constater que les courbes sont pratiquement
identiques. L’effet du champ électrique est clair et bien présent dans ces courbes.
Les divergences existant dans ces courbes sont dues principalement à la négli-
gence du terme restant Rk . On peut voir que l’exactitude de l’approximation de
la fonction de partition(3.2) dépend du comportement asymptotique du terme Rk

lorsque k → ∞. Les courbes de la chaleur spécifique pour ces deux oscillateurs
tendent tendent vers la même limite 2kB à hautes températures : c’est la loi de
Dulong-Petit pour un gaz idéal relativiste [6,39].

L’influence du champ électrique sur ces propriétés est bien claire pour les deux
figures : alors que les courbes de la chaleur spécifique sont bien serrées pour le
cas de l’oscillateur de Dirac, elles sont bien séparées pour l’oscillateur de Klein-
Gordon. L’intervalle du paramètre κ est bien limité pour les deux oscillateurs. Les
valeurs du champ sont des valeurs non permissent des deux spectres. Par consé-
quent, la détermination de ces quantités est impossible.

Pour la bonne compréhension de l’influence du champ électrique pour une
température donnée, nous avons tracé la variation de la chaleur spécifique en
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Fඑඏ. 3.1 : Propriétés thermodynamiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D en
présence d’un champ électrique constant
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Fඑඏ. 3.2 : Propriétés thermodynamiques de l’oscillateur de Dirac à 1D en présence
d’un champ électrique constant

AllouaniRiheme – 34 – ريهام ̊لواني



Résultats et discussions

(a) L’oscillateur de Klein-Gordon (b) L’oscillateur de Dirac

Fඑඏ. 3.3 : Chaleur spécifique Cv en fonction de 1
β et κ à trois dimensions

fonction des deux variables 1
β et κ en trois dimension .

Enfin, quelques remarques sur la précision et la convergence de nos calculs
numériques peuvent être faites ici : les divergences aperçues dans les courbes
de la chaleur spécifique peuvent être remédié si (i) on prend on considération le
terme restant dans l’approche d’Euler-Maclaurin Rk [40, 41]où, (ii) en utilisant la
méthode de la régularisation basée sur la fonction Zeta [16,42–45]
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons essayé de déduire les propriétés thermody-
namiques des deux oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac en présence d’un
champ électrique constant. Ces deux oscillateurs ont montré leurs utilités dans
différents modèles en physique moderne [5–7,9,12,14–20,23–25,27,46–51]. En
premier lieu, nous avons fait un bref rappel sur les équations relativistes pour les
particules bosoniques et les particules fermioniques. Ensuite, nous avons consi-
déré le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon uni-dimensionnel en présence d’un
champ électrique. Les solutions propres sont bien misées en évidence et la dis-
cussion sur l’influence du champ sur ce dernier a été bien établie. Cette discus-
sion a été étendue au cas du spectre de l’oscillateur de Dirac. La différence de
l’influence de ce champ sur les deux spectres est bien claire.

• Pour le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon qui présente l’objectif de ce
mémoire on peut notre le suivant : le spectre d’énergie de l’oscillateur de
Klein-Gordon à une dimension en présence d’un champ électrique constant
croit en augmentant le champ électrique ζ . Meme remarque pour le cas de
l’oscillateur de Dirac

• On peut voir que les niveaux d’énergie non nuls pour les deux oscillateurs
sont dégénérés deux fois lorsque n+ = n− = 1,2, ..... C’est le résultat de la
supersymétrie.

• Il est intéressant de noter que lorsque la valeur du champ électrique est
supérieure à la valeur critique |κ | > 1, les états propres bornés sont absents
pour les deux oscillateurs.

• Enfin, la position d’équilibre est bien quantifiée. Cette quantification diffère
d’un niveau à l’autre pour les deux oscillateurs. L’origine principale de ce
phénomène vient essentiellement de l’application du champ électrique.

Après avoir discuté le rôle du champ sur les deux spectres, nous avons utilisé
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tous les deux pour construire les courbes des fonctions thermiques via la méthode
d’Euler-Maclaurin. L’influence du champ sur ses propriétés a été aussi l’objet prin-
cipal de cette étude. L’influence du champ électrique constant est bien claire pour
les deux oscillateurs.

En concluons, notre problème en question est très intéressent aux niveaux
théorique et expérimental : au niveau théorique il sert comme un modèle realistic
pour des exemples qui ont des solutions exactes, par contre au niveau expéri-
mental, notre oscillateur a été bien conçu et réaliser par le modèle d’un système
of trapped atomic ions. L’oscillateur de Dirac, en utilisant le modèle trapped ato-
mic ions, est bien réalisable expérimentalement comme le prévoit Bermudez [10]
et Blatt [12].

Aussi, après la réalisation expérimentale de cet oscillateur à une dimension [1],
Yang et al [46]ont proposé le suivant : l’oscillateur harmonique isotrope complété
par une forte interaction spin-orbite est la pierre angulaire de la structure nucléaire
depuis sa création il y a plus de sept décennies. Les auteurs ont proposé d’intro-
duire l’oscillateur de Dirac, une base entièrement relativiste qui possède tous
les attributs souhaités de l’oscillateur harmonique ordinaire tout en incorporant
naturellement un fort couplage spin-orbite. Ce choix est dû à la puissance et la
flexibilité de la base de l’oscillateur de Dirac dans la résolution de problèmes de
structure nucléaire dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de densité co-
variante. La méthode de base des calculs auto-cohérents des énergies de liaison
et des densités d’état fondamental pour un ensemble sélectionné de noyaux dou-
blement magiques sont effectuées en utilisant la base de l’oscillateur de Dirac et
sont ensuite comparées aux résultats obtenus avec la méthode de Runge-Kutta
souvent utilisé. Les résultats obtenus à l’aide de la base de l’oscillateur de Dirac
reproduisent avec une grande précision ceux obtenus à l’aide de la méthode de
Runge-Kutta et suggèrent une voix claire pour une généralisation aux systèmes à
symétrie axiale. Enfin, les auteurs concluent que bien que l’oscillateur harmonique
avec corrections spin-orbite soit la base du modèle de couches nucléaires depuis
le début, l’oscillateur de Dirac est pratiquement inconnu de la communauté des
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physiciens nucléaires. Dans leur article, ils illustrent la puissance et la flexibilité
de l’oscillateur de Dirac et suggèrent des extensions à l’étude des systèmes sans
symétrie sphérique, comme requis dans les calculs contraints des excitations nu-
cléaires.
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ANNEXE A
L’OSCILLATEUR DE DIRAC : RAPPEL

L’équation de l’oscillateur de Dirac est donné par [2,52–56]

(A.1)
{
cα

(
p − imωγ0r

)
+ mc2γ0

}
ψ = Eψ,

avec

(A.2) α =

(
0 σ

σ 0

)
, γ0 =

(
1 0

0 −1

)
,

sont les matrices de Dirac, et σ étant les matrice de Pauli. A partir de l’équation
(A.1), l’Hamiltonien de Dirac est définie par :

(A.3) HD = cα
(
p − imωγ0r

)
+ mc2γ0,

s’écrit aussi dans une forme covariante par :

(A.4)
{
γµpµ − m +

( ge
4m

)
σµνFµν

}
ψ = 0,

dont

(A.5) Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,σ
µν =

i
2
[γµ, γν] , γµ =

(
γ0,γ

)
.
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Ici, le tenseur électromagnétique s’écrit sous la forme

(A.6) Aµ =
1

4

{
2xµ(Ux) − x2Uµ

}
où Aµest le potentiel quadri-vecteur à l’oscillateur de Dirac dont g=2m/e est le
moment magnétique anomale. L’équation(A.4) est similaire à l’équation de Dirac
pour des particules neutres ayant un moment magnétique anomale µ ce qui donne
l’équation de Dirac-Pauli suivante :

(A.7)
(
γµpµ +

( µ
2m

)
σµνFµν − m

)
ψD = 0,

où le terme µ
2γ

µνFµν s’écrit comme suit :

(A.8) µ

2
σµνFµν + iσE −

∑
B,

avec

(A.9) α = γ0γ, Σ k =
1

2
ϵ ki jσi j,

et ϵ ki j le tenseur Levi-Civita. Maintenant l’expression :

(A.10) ψD (r, t) = exp (−iEr)ΦD (r) ,

conduit à

(A.11) HD = cαp + icµγE − µcγ0
∑

B + mc2γ0.

Pour B = 0, (A.11) devient

(A.12) HD = cαp + icµγE + mc2γ0.

En comparant (A.12) avec A.3, on peu voir, que l’oscillateur de Dirac est sim-
plement un cas particulier des particules fermioniques neutres dans un champ
électrique extérieur dont µE 7−→ mωr [57,58].
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ANNEXE B
LA SUPERSYMÉTRIE DANS LA MÉCANIQUE

QUANTIQUE

B.1 Introduction

Au cours des dix dernières années, les idées de supersymétrie ont été appli-
quées à de nombreuses applications quantiques non relativistes. Les potentiels
exactement solubles peuvent être compris en termes de quelques idées de base
qui incluent les potentiels de partenaires supersymétriques, l’invariance de forme
et les transformations d’opérateurs. La famille des potentiels solubles ont tous la
propriété d’invariance de forme.

L’obtention de solutions exactes à l’équation de Schrödinger (et à son homo-
logue relativiste, l’équation de Dirac) a toujours été au centre des études de la mé-
canique quantique. Une caractéristique intéressante était la méthode de factori-
sation pour obtenir des solutions propres. Un hamiltonien peut être réécrit comme
un produit de deux facteurs, généralement appelés « opérateurs d’augmentation
et d’abaissement ». La méthode remplace la nécessité de résoudre directement
l’équation de Schrödinger, une équation différentielle du second ordre, avec la
capacité de résoudre une équation du premier ordre. Schrödinger lui-même l’a
remarqué et a fourni un moyen de factoriser l’hamiltonien pour l’atome d’hydro-
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gène et d’autres potentiels en 1941 [31]. Une décennie plus tard, Infeld et Hull [59]
ont généralisé cela à de nombreux autres systèmes (un ensemble de systèmes
maintenant connu sous le nom de "potentiels invariants de forme"). Toutes ces
observations se sont avérées être des manifestations cachées d’une symétrie
sous-jacente, expliquée par la suite par la mécanique quantique supersymétrique.

L’élan suivant est venue au début des années 1980, lorsque les physiciens des
particules élémentaires tentant de trouver une structure sous-jacente aux forces
fondamentales de la nature, ont proposé l’existence de particules partenaires "ca-
ché" aux diverses particules élémentaires connues (ou conjecturées). Ainsi, au
photon est conjecturé le photino ; au gluon liant les quarks, le gluino ; au graviton
encore inobservé, le gravitino ; et à la particule W, le wino (prononcé wee-no\).
Ces partenariats de particules et leurs interrelations constituent ce qu’on appelle
la supersymétrie.

Ainsi, la supersymétrie avec son nouvel appareil mathématique conduisit à
étudier d’autres partenariats dans d’autres domaines de la physique. L’un était
la mécanique quantique ordinaire elle-même. La supersymmètrie en mécanique
quantique (SUSY-QM), basée sur la notion de « potentiels partenaires » déri-
vables d’un « super-potentiel » sous-jacent, est née. Il s’est rapidement avéré
qu’il avait une valeur en soi, avec une application à la résolution de nombreuses
questions de mécanique quantique et à la pose de diverses nouvelles intéres-
santes [60–66].

Enfin, la supersymétrie SUSY est une symétrie supposée de la physique des
particules qui postule une relation profonde entre les particules de spin demi-
entier (les fermions) qui constituent la matière et les particules de spin entier (les
bosons) véhiculant les interactions. Dans le cadre de la SUSY, chaque fermion
est associé à un superpartenaire de spin entier, alors que chaque boson est as-
socié à un superpartenaire de spin demi-entier. Elle a été introduite dans la phy-
sique des hautes énergies dans le but d’ obtenir une description unie de toutes les
interactions fondamentales de la nature [63]. Un système supersymétrique est ca-
ractérisé par une décomposition de l’espace d’Hilbert en deux sous-espaces en
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somme directe d’un espace bosonique et un espace fermionique et un opérateur
A qui transforme les états bosoniques en états fermioniques et vice-versa.

B.2 La supersymétrie en mécanique Quantique

B.2.1 Formulation Hamiltonienne

L’Hamiltonien d’un oscillateur Harmonique est donnée par

(B.1) H = − d2

dx2
+
1

4
ω2x2.

Définissons maintenant les deux opérateurs

(B.2) A− =
d
dx
+
1

2
ωx, A+ = − d

dx
+
1

2
ωx,

qui sont les deux opérateurs d’annihilation et création respectivement. On peut
voir que

(B.3) A−A+ − A+A− ≡
[
A−, A+

]
= ω.

L’opérateur

(B.4) N =
1

ω
A+A,

est Hermite. Soit |n〉 les vecteurs propres de N. Ainsi

(B.5) N |n〉 = n |n〉

D’autres part, on a que

Nψ =
1

ω
A+A−

=
1

ω

(
− d

dx
+
1

2
ωx

) (
d
dx
+
1

2
ωx

)
=

H
ω
ψ − 1

2
ψ.(B.6)
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Par conséquent on a

(B.7) [N,H] = 0.

Les deux opérateurs on une base commune |n〉, et on abouti à l’équation suivante

(B.8) H = ω
(
N +

1

2

)
,

dont

H |n〉 = ω
(
N +

1

2

)
|n〉

= ω

(
n +

1

2

)
|n〉(B.9)

Enfin le spectre d’énergie sera alors

(B.10) En = ω

(
n +

1

2

)
.

Quelque propriétés concernant les deux opérateurs peuvent être récapituler comme
suit

(B.11)
[
N, A+

]
= A+,

(B.12) [N, A−] = −A−,

(B.13) A+ |n〉 =
√
ω (n + 1) |n + 1〉 ,

(B.14) A− |n〉 =
√
ωn |n − 1〉 .

B.2.2 Super-potentiel

Notre objectif est de résoudre l’équation de Schrödinger pour déterminer l’en-
semble complet des valeurs propres En et des fonctions propres ψn (x,a)pour un
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hamiltonien H donné :

(B.15) Hψn (x,a) ≡
[
− ℏ

2

2m
d2

dx2
+ V (x,a)

]
ψn (x,a) = Enψn (x,a) ,

Ici, le paramètre a décrit tous les quantités entrant dans notre système en ques-
tion.

Nous avons considéré l’oscillateur harmonique, utilisant un schéma basé sur
l’algèbre, plutôt que de résoudre une équation différentielle. Dans ce chapitre,
nous montrerons que la méthode algébrique utilisée pour l’oscillateur harmonique
peut être étendue à d’autres systèmes de mécanique quantique. Cependant, il
convient de noter qu’il existe un avantage souvent négligé associé à la méthode
traditionnelle. Généralement, les solutions propres des systèmes quantique sont
déterminées après des calculs assez fastidieux. Par contre, SUSY-QM adopte
une approche différente. Elle fournit une méthode plus simple pour dériver les
valeurs propres de l’énergie. Cependant, il ne détermine les fonctions propres
que récursivement.

Revenons maintenant au cas de l’oscillateur Harmonique. On peut factoriser
l’Hamiltonien

(B.16) H = − ℏ
2

2m
d2

dx2
+
1

2
mω2x2,

en produit de deux opérateurs A† et A− comme suit

(B.17) H = A+A− +
1

2
ℏω

dont

(B.18) A+ = − ℏ
√
2m

d
dx
+

√
m
2
ωx,

(B.19) A− =
ℏ

√
2m

d
dx
+

√
m
2
ωx.
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Nous allons généraliser cette méthode pour factoriser un hamiltonien avec un
potentiel arbitraire V (x,a). Pour l’oscillateur harmonique, le terme

√m
2ω généré

1
2mω2x2 pour le potentiel. D’une manière analogue, nous définissons une fonction
réelle W (x,a) donnant le potentiel V (x,a).

Ce progéniteur W (x,a) de la fonction potentielle est connu sous le nom de
super-potentiel. En fait un super-potentiel W (x,a) W(x, a) engendre deux poten-
tiels V± (x,a) qui sont appelés potentiels partenaires. Dans le cas de l’oscillateur
harmonique, nous introduisons deux opérateurs

(B.20) A+ = − ℏ
√
2m

d
dx
+W (x,a) ,

(B.21) A− =
ℏ

√
2m

d
dx
+W (x,a) .

Leur produit opérateur A+A− est équivalent à

(B.22) − ℏ
2

2m
d2

dx2
+

[
W2 (x,a) − ℏ

√
2m

dW (x,a)
dx

]
.

D’où l’équation de Schrödinger pour un système mécanique quantique décrit par
un potentiel

(B.23) V (x,a) = W2 (x,a) − ℏ
√
2m

dW (x,a)
dx

,

peut être factorisé comme(
− ℏ

2

2m
d2

dx2
+

[
W2 (x,a) − ℏ

√
2m

dW (x,a)
dx

] )
ψ (x,a)

=

(
− ℏ
√
2m

d
dx
+W (x,a)

) (
ℏ

√
2m

d
dx
+W (x,a)

)
≡ A+A−ψ (x,a).(B.24)
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Si on intervertit les opérateurs A+ et A− , on obtient

A−A+ψ (x,a) ≡
(
ℏ

√
2m

d
dx
+W (x,a)

) (
− ℏ
√
2m

d
dx
+W (x,a)

)
=

(
− ℏ

2

2m
d2

dx2
+

[
W2 (x,a) + ℏ

√
2m

dW (x,a)
dx

] )
ψ (x,a) ,(B.25)

qui est aussi une équation de Schrödinger, mais pour un potentiel différent :

(B.26) W2 (x,a) + ℏ
√
2m

dW (x,a)
dx

.

Ainsi, un super-potentiel W (x,a) nous aide à factorise,r deux hamiltoniens, que
nous noterons

(B.27) H± = − ℏ
2

2m
d2

dx2
+ V± (x,a) ,

associés à des potentiels

(B.28) V± (x,a) = W2 (x,a) ± ℏ
√
2m

dW (x,a)
dx

.

Ceux-ci sont connus sous le nom de partenaires hamiltoniens. On notera les va-
leurs propres et les fonctions propres des H± par E±

n et ψ±
n (x,a). Fixons ℏ = 2m = 1,

ce qui réduit A± à

(B.29) A± = ± 1
√
2

d
dx
+W (x,a) ,

respectivement. Nous pouvons faire ici quelques observations intéressantes.

• Supposons ψ−
0 (x,a), la solution de A−ψ−

0 (x,a) = 0 est une fonction norma-
lisable. Alors H−ψ−

0 (x,a) ≡ A+A−ψ−
0 (x,a) = 0, c’est-à-dire ψ−

0 (x,a) est un
vecteur propre de H− associé à la valeur propre E0 = 0.

• Comme A+ est un adjoint hermitique de A, alors à partit de l’équation sui-
vante

(B.30) H−ψ
−
n (x,a) ≡ A+A−ψ−

n (x,a) = E−
n ψ

−
n (x,a) ,
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nous obtenons

(B.31) E−
n =

∫
ψ−∗

n A+A−ψ−
n dx∫

ψ−∗
n ψ−

n dx
=

∫ ��A−ψ−
n

��2 dx∫
|ψ−

n |2 dx
≥ 0

• De manière analogue, si nous avions la solution A+ψ+0 (x,a) = 0, nous au-
rions obtenu H+ψ+0 (x,a) ≡ A−A+ψ+0 (x,a) = 0, ainsi, la fonction propre de
l’état fondamental à énergie nulle H+ est donnée par la relation suivante

(B.32)
(
− d

dx
+W (x,a)

)
ψ+0 (x,a) = 0,

ou

(B.33) ψ+0 (x,a) ∼ e
∫ x

x0
W(x,a)dx

=
1

ψ−
0 (x,a) .

De cette relation réciproque entre ψ+0 (x,a) et ψ−
0 (x,a), on voit qu’ils ne peuvent

pas être normalisés simultanément. Cela conduit à trois possibilités différentes :

• ψ−
0 (x,a) est normalisable et ψ+0 (x,a) ne l’est pas

• ψ+0 (x,a) est normalisable et ψ−
0 (x,a) ne l’est pas

• Ni ψ−
0 (x,a) ni ψ+0 (x,a) sont normalisable
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ANNEXE C
PROGRAMME DE CALCUL

Mathematica est un logiciel d’algèbre informatique et de calcul numérique
développé par Wolfram Research depuis 1988. Il permet essentiellement à la
fois le calcul formel (manipulation symbolique d’expressions mathématiques, par
exemple : calcul les dérivées, etc.) et le calcul numérique (évaluation numérique
d’expressions mathématiques, par exemple : calcul de la première décimale d’un
nombre Π , etc...). Mathematica combine un langage de programmation sophis-
tiqué et permet également de dessiner les graphes. C’est un logiciel largement
utilisé dans l’éducation, la recherche et l’industrie [67].

Par le biais d’un programme écrit en langage Mathematica, tous les graphes
figurant dans le mémoire ont été obtenus.
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efface

Clear"Global`*"

AA[κ_] = 1 - κ2
3

2 ;

EnDO[n_, κ_] = (1 - κ^2) * 2 (1 - κ^2) * n + 1 ;

(*Spectre d'énergie de l'oscillateur de Dirac DO*)

EnKGO[n_, κ_] = AA[κ] * 2 n + 1 ;

(*Spectre d'énergie de l'oscillateur de Klein-Gordon KGO*)

fDO[n_, κ_] =
exponentielle

Exp[- β * EnDO[n, κ]];(*Facteur de Boltzmann de l'oscillateur de Dirac*)

fKGO[n_, κ_] =
exponentielle

Exp[- β * EnKGO[n, κ]];

(*Facteur de Boltzmann de l'oscillateur de Klein-Gordon*)

RR[k_] =

intègre

Integrate
BernoulliB[k, 1 - x]

k !

*

dérivée d

D[ff[x, β, κ], {x, k}], {x, 0, ∞},

suppositions

Assumptions → β > 0;

(*Reminder term de l'approche d'Euler-Maclaurin*)

ZDO[β_, κ_] =
fDO[0, κ]

2

+

Exp- β 1 - κ2  1 + β 1 - κ2

β2 1 - κ23/2
-

Sum
BernoulliB[2 * p]

(2 * p) ! dérivée d

D[fDO[n, κ], {n, 2 * p - 1}] /. n → 0, {p, 1, 2};

(*Fonction de partition de l'oscillateur de Dirac*)

ZKGO[β_, κ_] =
fKGO[0, κ]

2

+

Exp[- β * AA[κ]] * (1 + β * AA[κ])

AA[κ]2 β2
-

somme

Sum
BernoulliB[2 * p]

(2 * p) ! dérivée d

D[fKGO[n, κ], {n, 2 * p - 1}] /. n → 0, {p, 1, 2};

(*Fonction de partition de l'oscillateur de Klein-Gordon*)

(*Propriétés thermodynamique de l'oscillateur de Dirac*)



FDO[β_, κ_] =
-1

β
*

logarithme

Log[ZDO[β, κ]];(*Energier libre*)

PFD =

tracé de courbes

Plot[{FDO[1 / β, 0], FDO[1 / β, 0.2], FDO[1 / β, 0.4], FDO[1 / β, 0.6], FDO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 30},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Energie libre, F"},

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/FDO.eps", PFD];

UDO[β_, κ_] = -

⋯

D[

logarithme

Log[ZDO[β, κ]], β]; (*Energier totale*)

PUD =

tracé de courbes

Plot[{UDO[1 / β, 0], UDO[1 / β, 0.2], UDO[1 / β, 0.4], UDO[1 / β, 0.6], UDO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 10},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Energie Totale, U"},

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/UDO.eps", PUD];

SDO[β_, κ_] =
logarithme

Log[ZDO[β, κ]] - β *

⋯

D[

logarithme

Log[ZDO[β, κ]], β]; (*Entropie*)

PSD =

tracé de courbes

Plot[{SDO[1 / β, 0], SDO[1 / β, 0.2], SDO[1 / β, 0.4], SDO[1 / β, 0.6], SDO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 10},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Entropie, S"},

légendes de tracé

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/SDO.eps", PSD];

CvDO[β_, κ_] = β2 *
⋯

D[

logarithme

Log[ZDO[β, κ]] , {β, 2}]; (*Chaleur spécifique*)

PCvD =

tracé de courbes

Plot{CvDO[1 / β, 0], CvDO[1 / β, 0.2], CvDO[1 / β, 0.4], CvDO[1 / β, 0.6], CvDO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 30},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Chaleur spécifique, Cv"},

légendes de tracé

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/CvDO.eps", PCvD];

(*Propriétés thermodynamique de l'oscillateur de Klein-Gordon*)

2 KO_exact.nb



FKGO[β_, κ_] =
-1

β
*

logarithme

Log[ZKGO[β, κ]]; (*Energier libre*)

PFK =

tracé de courbes

Plot[{FKGO[1 / β, 0], FKGO[1 / β, 0.2], FKGO[1 / β, 0.4], FKGO[1 / β, 0.6], FKGO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 30},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Energie libre, F"},

légendes de tracé

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/FKGO.eps", PFK];

UKGO[β_, κ_] = -

⋯

D[

logarithme

Log[ZKGO[β, κ]], β ]; (*Energier totale*)

PUK =

tracé de courbes

Plot[{UKGO[1 / β, 0], UKGO[1 / β, 0.2], UKGO[1 / β, 0.4], UKGO[1 / β, 0.6], UKGO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 10},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Energie Totale, U"},

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/UKGO.eps", PUK];

SKGO[β_, κ_] =
logarithme

Log[ZKGO[β, κ]] - β *

⋯

D[

logarithme

Log[ZKGO[β, κ]], β ]; (*Entropie*)

PSK =

tracé de courbes

Plot[{SKGO[1 / β, 0], SKGO[1 / β, 0.2], SKGO[1 / β, 0.4], SKGO[1 / β, 0.6], SKGO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 10},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Entropie, S"},

légendes de tracé

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above]];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/SKGO.eps", PSK]

CvKGO[β_, κ_] = β2 *
⋯

D[

logarithme

Log[ZKGO[β, κ]] , {β, 2}]; (*Chaleur spécifique*)

PCvK =

tracé de courbes

Plot{CvKGO[1 / β, 0], CvKGO[1 / β, 0.2], CvKGO[1 / β, 0.4], CvKGO[1 / β, 0.6], CvKGO[1 / β, 0.8]},

{β, 0.1, 30},

cadre

Frame →
vrai

True,

titre de cadre

FrameLabel → {"1/ β", "Chaleur spécifique, Cv"},

PlotLegends →
placé

Placed[{"κ=0", "κ=0.2", "κ=0.4", "κ=0.6", "κ=0.8"},
au-dessus

Above];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/CvKGO.eps", PCvK];

(*Propriétés thermodynamique de l'oscillateur de Klein-Gordon en 3

dérivée d

D*)

KO_exact.nb 3



dérivée d

PKG3D =

tracé de surfaces

Plot3D[CvKGO[1 / β, κ], {β, 0.1, 30}, {κ, 0, 1},

titre d'axe

AxesLabel → {"β", "κ", "Cv"}];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/Cv3DKGO.eps", PKG3D];

PD3D =

tracé de surfaces

Plot3D[CvDO[1 / β, κ], {β, 0.1, 30}, {κ, 0, 1},

titre d'axe

AxesLabel → {"β", "κ", "Cv"}];

exporte

Export["/home/abdelmalek/Bureau/Riham_thesemaster2022/Cv3DO.eps", PD3D];

4 KO_exact.nb
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