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Abstract

Abstract

Let H be a complex separable infinite dimensional Hilbert space and let B(’H) be the
algebra of all bounded linear operators on ‘H. For operators A, B € B('H), the generalized

derivation induced by A and B noted 0 4 g is defined by :
648 : B(H) — B(H)
T +— AT —-TB.

If A= B, then d4 4 = 04 is called the inner derivation induced by A.
For A € B(H), A is said to be finite operator if :

||AT —TA—I| > 1;VT € B(H). (I is the identity operator). (1)

The pair (A, B) € B(H) x B('H) is generalized finite operator if :

AD-—<IPB -l > BLYE & B{). (2)
We say that the operator A € B('H) is *finite if :
|ITA— AT" — M|| > |A\]; YA € C,VT € B(H). (3)

The sub-objective of our work is to give the properties of finite, *-finite and generalized
finite operators and to present new classes of operators satistying inequalities (1), (2),
(3).

The main objective of this thesis is to generalize the class of *-finite operators by

introducing a new class called the class of generalized *-finite operators and defined by :
GF"(H)={(A,B) € B(H) x B(H) : |TA— BT* — X|| > |\|;YA € C,VT € B(H)} (4)

and to make a topological and algebraic study of this class and present some pairs of

operators (A, B) € GF"(H).

Keywords : Inner derivation, generalized derivation, Jordan derivation, orthogona-

lity, finite operators, generalized finite operators, generalized *-finite operators.




Résumé

Résumé

Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infini et B(H) I'al-
gébre des opérateurs linéaires bornés définis et a4 valeurs dans ‘H. Pour les opérateurs

A, B € B('H), la dérivation généralisée induite par A, B notée J 4 g est définie par :

6A_\B 5 B(KH) —>B(H)

T +— AT —TB.

Pour A = B alors 04 4 = 04 est appelée la dérivation intérieure induite par A.

On dit que A € B(H) est un opérateur fini si :
|AT —TA—I|| > 1;VT € B(H). (I est I'opérateur identité). (1)
La paire (A, B) € B('H) x B('H) est un opérateur fini généralisé si :
|AT —TB — I|| > L;VT € B(H). (2)
On dit que A € B(H) est un opérateur *-fini si :

ITA — AT* — || > |A

VA € C,VT € B(H). (3)

Le sous-objectif de notre travail est de donner les propriétés des opérateurs finis, *-

finis et les opérateurs finis généralisés et de présenter des nouvelles classes d’opérateurs
vérifiant les inégalités (1), (2), (3).

L’objectif principal de cette thése est de généraliser la classe des opérateurs *-finis
en introduisant une nouvelle classe appelée la classe des opérateurs *-finis généralisés et

définie par :
GF*(H) ={(A,B) € B(H) x B(H) : |TA— BT* — \|| > |\|;VX € C,VT € B(H)} (4)

et de faire une étude topologique et algébrique de cette classe et présenter quelques paires

d’opérateurs (A, B) € GF*(H).

Mots clés : Dérivation intérieure, dérivation généralisée, dérivation de Jordan, or-

thogonalité, opérateurs finis, opérateurs finis généralisés, opérateurs *-finis généralisés.
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Notations

H : Espace de Hilbert séparable complexe de dimension infinie.
B(H) : Algebre des opérateurs linéaires bornés sur H.
Al : Norme de 'opérateur A.

(., ) : Produit scalaire.

I : Opérateur identité.

A* : Adjoint de l'opérateur A.

A1 : Inverse de I'opérateur A.

& : Somme directe.

® : Produit tensoriel.

{AY : Ensemble des commutants de A.

{A}” : Ensemble des bicommutants de A.

R(A) : Image de 'opérateur A.

ker (A) : Noyau de lopérateur A.

da : Dérivation intérieure induite par l'opérateur A.
R(04) :Image de la dérivation d 4.

Tr(A) : Trace de A.

o (A) : Spectre de A.

o, (A)  : Spectre ponctuel de A.



Notations 2
0. (A)  : Spectre approché de A.
oar (A) @ Spectre approché réduisant de A.
r(A) : Rayon spectral de A.
W (A) :Image numérique de A.
OW (A) : Frontiere de I'image numérique de A.
w(A) : Rayon numérique de A.
{z,} : Suite des vecteurs unitaires
A* : Espace dual topologique de A.
f : Etat.
JaB : *-Dérivation généralisée de Jordan .
Rap : Image de J4 5.
Mt : Complément orthogonal de M.
M : Adhérence de M.

Notations



Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infini et B(H) 1’al-

gebre des opérateurs linéaires bornés sur H.

Pour A, B € B(H), la dérivation intérieure induite par A notée d4, la dérivation
généralisée induite par les opérateurs A, B notée d4 p et la *-dérivation généralisée de

Jordan notée J4 p sont définies successivement comme suit :

54 : B(H) — B(H); 64(T) = AT — TA; VT € B(H).
Sap : B(H) = B(H); 645(T) = AT — TB; VT € B(H).
Jap 1 B(H) — B(H); Jap(T)=TA— BT*; YT € B(H).

Ces opérateurs ont plusieurs applications, on cite comme exemples :

— La mécanique quantique pour représenter des grandeurs physiques, les observables,...

— La théorie de perturbation des opérateurs linéaires.

La classe des opérateurs finis, notée F (H), est la classe des opérateurs pour laquelle
la distance de 'opérateur identité I et I'image de 'opérateur dérivation d 4 est maximale
i.e.

FH)={AeB(H):|AT —-TA-1I||>1, VT € B(H)}.

Cette classe a été introduite pour la premiére fois par J. P. Williams [45], il a étudié
le critére de finitude et a posé plusieurs questions dans le contexte, comme il a prouvé
que la classe des opérateurs finis contient les opérateurs normaux, hyponormaux et les

opérateurs satisfaisant a une équation quadratique.
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De nombreux auteurs ont étendu ces résultats aux opérateurs non normaux (voir par
exemple [11], [16], [38]).
S. Mecheri [25] a introduit une nouvelle classe appelée classe d’opérateurs finis géné-

ralisés, notée GF (H) et définie par :
GF(H)={(A,B)e B(H) x B(H): ||AT —TB —1I|| >1,VT € B(H)}.

L’auteur a aussi montré que la classe des opérateurs finis généralisés est uniformément
fermée.

S. Mecheri [27] et S. Bouzenada [§] ont présenté quelques paires d’opérateurs appar-
tenant a GF(H).

Sur la base de I’étude des opérateurs finis et de la *-dérivation intérieure de Jordan,
N. Hamada [21] a introduit une nouvelle classe appelée la classe des opérateurs *-finis,

notée F* (H) et définie par :
F*H)y={Ae€eB(H): |[TA—- AT* — \|| > |\|;VA € C,VT € B(H)}.

Dans [22], Pautrice a présenté quelques propriétés des opérateurs *-finis et a prouvé que
les opérateurs paranormaux sous certaines perturbations scalaires sont des opérateurs
*_finis.

Motivé par les travaux de recherche de J. P. Williams [45] et N. Hamada [21] sur les
opérateurs finis et *-finis, H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont introduit une nouvelle
classe d’opérateurs appelée opérateurs *-finis généralisés notée GF~ (H), qui est la classe
d’opérateurs A, B € B(H) ou la distance entre I'image de la *-dérivation généralisée de

Jordan et 'opérateur A\/; A € C, est maximale, c’est-a-dire :
GF*(H)={(A,B) e B(H) x B(H) : |[TA— BT* = X|| > |\;VT € B(H),vA € C}.

L’objectif de notre travail est : tout d’abord, I’étude des classes d’opérateurs : F (H),
GF(H), F*(H) et GF* (H) et de donner quelques propriétés algébriques de base de ces
classes d’opérateurs.

Par la suite, on se concentre sur la présentation de quelques opérateurs appartenant

aux classes cités auparavant.

Cette thése est composée d’une introduction et trois chapitres ainsi qu'une conclusion

et une liste de références bibliographiques.

Introduction
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Au premier chapitre nous évoquons une synthése bibliographique indispensables concer-
nant les opérateurs bornés et leurs propriétés et les différents types des spectres.

Nous avons aussi évoqué brievement le concept de 'image numérique d’un opérateur
qui sera utilisée plus tard. Nous présentons les propriétés principales des commutateurs,
des dérivations (interne, généralisée et de Jordan) ainsi que certains théorémes & propos

de ces notions importantes.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux classification des opérateurs finis, il comprend
deux sections. Dans la premiére section, nous étudions la classe des opérateurs finis et
nous présentons quelques propriétés fondamentales et importantes de cette classe. Nous
prouvons aussi I'appartenance de quelques classes d’opérateurs a F (H) .

Dans la deuxiéme section, nous traitons la classe des opérateurs finis généralisés et
nous présentons de nouvelles paires d’opérateurs dans GF (H) .

Nous étudions aussi 'orthogonalité de 'image au noyau de la dérivation généralisée,
et nous allons généraliser certains travaux existants.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons les opérateurs *-finis et *-finis généralisés.
Ce chapitre est divisé en deux grandes parties. Dans la premiére, on a commencé par
la définition des opérateurs *-finis et on a donné des exemples d’opérateurs non *-finis
mais sous une perturbation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-finis.

Dans la deuxieme partie, nous introduisons une nouvelle classe d’opérateurs dite la
classe des opérateurs *-fini généralisés et nous donnons un apercu sur cette classe d’opé-
rateur (définition, propriétés algébriques et topologiques).

Enfin, nous présentons quelques paires d’opérateurs *-finis généralisés.

Introduction



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons des notions préliminaires concernant les notions
d’opérateur borné dans un espace d’Hilbert, spectre, image numérique, dérivation et

d’autres définitions et résultats que nous allons utiliser dans notre travail.

1.1 Quelques notions de base
Dans tout ce qui suit, on désignera par H un espace de Hilbert complexe séparable

de dimension infinie muni d’un produit scalaire noté par (., .) .

1.1.1 Espace de Hilbert

On dit qu-un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy a

une limite dans X.

Un espace préhilbertien est la donnée d’un espace vectoriel £ com-

plexe et d’une forme sesquilinéaire (., .), i.e. linéaire en la premiére variable :
Az + N y) =Nz, y) + N {2 y); Vo, 2’ y € E; YA\, N € C,

et anti-linéaire en la seconde :

(@, By + BY) = Bw,y) + B (2.y); Vo,y,y € B; VB, € C.
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Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne : (y, z) = (x,y) et strictement positive
ie. :

(x,z) > 0et (x,z) =0 si et seulement si x = 0.

On appelle cette forme le produit scalaire sur F.

Proposition 1.1.1 [77] Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||.| : E — R

donnée par :
||| = \/{z,x), pour tout x € E,

est une norme pour F.

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet par rapport

a la norme induite par un produit scalaire.

Théoréme 1.1.1 [17] (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tous 2,y € H on a  |(w,5)] < [l 1yl

Deux vecteurs z, y dans H sont dits orthogonaux si (x,y) = 0, on

note x | y.

Soit J = {1,2,...,n} (n € N). Une famille de vecteurs {z;, i € J, z; € H}

est dite orthogonale si pour tous 4, j € J tels que i # j on a : (z;,x;) = 0.

Une famille de vecteurs {z;, i € J, x; € H} est dite orthonormée (or-
thonormale) si :
1:sii=j
<:UZ7$]> = 57’7] = ’ . L
0;sii#7
Une famille de vecteurs {x;, ¢ € J, x; € H} est dite totale (ou com-

plete) dans H si le sous-espace engendré par cette famille est dense i.e. :
{z;, i€ J, z; € H}"={0}.

[17] Une suite orthonormée totale d’un espace de Hilbert est appelée

base orthonormée (ou base Hilbertienne).

1.1. Quelques notions de base
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Théoréme 1.1.2 Un espace de Hilbert de dimension infinie est séparable si et seulement

s’il posséde une base orthonormée.

Soit M un sous-ensemble de H, le complément orthogonal de M

(noté par M=) est défini par :
Mt ={ycH; (v,y) =0, Vo € M}.
Théoréme 1.1.3 [17] Si M est un sous-espace fermé de H ; alors H est la somme

directe orthogonale de M et M=, notée par H = M & M= .

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet

pour la métrique associée a la norme .

Une algébre A sur un corps commutatif k est un k—espace vectoriel
A muni d’une opération binaire x (c’est-a-dire que le "produit" z x y de deux éléments
de A est un élément de A) bilinéaire, ce qui signifie que pour tous vecteurs z,y, z € A

et tous scalaires a, b € k, les égalités suivantes sont vraies :
1) (z+y)xz = zXz+yXz;
)z x(y+z) = zxXy+zXz;
3) (az) x (by) = (ab)(x xy).
Les deux premieres égalités traduisent la distributivité de la loi x par rapport a la loi

+.

Une algebre de Banach est une algébre complexe normée A qui est
compléte et vérifiant :

labl| 4 < |lall 4 ||b]|l , pour tout a,b € A.

Une *-algébre de Banach est une algebre de Banach complexe A

munie d’une involution antilinéaire continue * (appelé adjoint).

Pour tout a,b dans A et A dans C, on a :

(a+b)* = a* +0b*, (\a)" = \a*,

(a*)" = a, (ab)" =b"a".

1.1. Quelques notions de base
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Une C*-algebre est une *-algébre de Banach avec une condition sup-

plémentaire sur la norme :

la*all 4 = ||a||?4 pour tout a € A.

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Une application A : H — H est appelée opérateur linéaire si A

satisfait les deux propriétés suivantes :
1) A(z +y) = A(z) + A(y); Yo,y € H.
2) A(Ax) = MNA(z); Ve € H, VA € C.

Soit A un opérateur linéaire. On dit que A est borné, s’il existe un

nombre réel positif ¢, tel que :
| A2l gy < cllells Vo € H.
De plus, la norme de I'opérateur A est définie par :

|Allsry = sup { I 4@y 5 € s 1l = 1}

Notation 1.1.1 B(H) désigne 'algebre des opérateurs linéaires bornés définis et a va-

leurs dans H.
Soit A € B(H), 'image de A, notée par R (A), est définie par :
R(A)={Ax:z € H}.
Le noyau de A, noté ker (A) est 'ensemble défini par :
ker (A) ={z € H: Az =0}.
Un opérateur P € B(H) est dit projecteur si P? = P.

Soit A € B(H).
(1) Un sous-espace fermé E de H est invariant par A lorsque A(E) C E.

1.1. Quelques notions de base
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(2) Si un sous-espace fermé E de H est invariant par A et admet un supplémentaire
topologique qui est aussi invariant par A, on dit que E est réduisant pour A. Ce qui est

équivaut a 'existence d’un projecteur P sur H tel que :
R(P)=F et AP = PA.

Une suite d’opérateurs {A,} de B(H) converge uniformement (en

norme) vers un opérateur A € B(H) si :
[An — Allpay — 05 quand n — oo.

L’opérateur adjoint d’un opérateur A € B(H) est I'unique opérateur
A* € B(H) tel que :
Ve,y e H, (Ax,y) = (x, A™y).

Proposition 1.1.2 [17] Soit A € B(H). Alors :
(i) HA*HB(H) - ||AHB(H)‘

(i1) 1|4 All gy = 1AA 3y = I All g -
(iii) ker(A*) = (R(A))*.

(iv) R(A*) = (ker(A))*.

Soit F' un sous-espace fermé de H. La projection orthogonale de 'H

sur F' est I'opérateur noté Pr défini par :
Vo€ H:x=ax1+a9, 21 € Fetay€ Fr, Pp(z) =,

Proposition 1.1.3 [17] Un opérateur P € B(H) est une projection orthogonale si et

seulement si P? = P = P*.

Si F' est un sous-espace fermé de H, la compression de A sur F, notée
Ajp, est la restriction de l'opérateur PpA sur F, (ot Pp est la projection orthogonale

sur F).

1.1. Quelques notions de base



Chapitre 1. Notions préliminaires 11

1.1.3 Spectres d’un opérateur
Soit A € B(H); alors :
e Le spectre de A est défini par :
g(A) ={A € C: (A — AI) est non inversible} .
- Tout scalaire A € o(A) est dit valeur spectrale.
e Le rayon spectral de A, noté par r(A), est défini par :
r(A) = sup {|A]: A € o(A)} = lim |43,

et on a toujours: r(A) < [|Allg4y, - 57 0(A) = 0; alors, r(A) = 0.
e Un nombre A € C est une valeur propre de A, s’il existe un vecteur non nul x € H,

tel que : Ax = Ax.

Chaque vecteur non nul z € ‘H satisfaisant 1’égalité précédente s’appelle vecteur propre

de A associé a la valeur propre \.

e Le spectre ponctuel de A est ’ensemble :
o,(A) ={A € C: X valeur propre de A} ={\ € C: (A — AI) n’est pas injectif} .

- Une valeur propre de A est une valeur spectrale et on a toujours o,(A) C o(A).

On appelle espace propre associé & la valeur propre A\ € 0,(A), le sous-espace vectoriel
ker(A — A1) # {0}.
e L’ensemble résolvant de A est le complémentaire dans C du spectre de A, on le note

p(A) et il est donné par :
p(A) ={A € C: (A — \) est inversible} .
e La résolvante de A est 'application qui a tout A € p(A) associe :
Ry\(A) = (A= X)"' € B(H).
e Le spectre approché de A est ’ensemble :

0a (A) = {A € C;3{xn} CH; ||zallyy =1: lim (A— )z, = o} .

n—oo

1.1. Quelques notions de base
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e Le spectre approché réduisant de A est 'ensemble :

Oar (A) = {)\ € C:3{zn} CH:||znlly = 1;nETOO (A= X)x,=0; lim (A— M) z,= O}

n—-+o00

= {)\ €C:Ve>0, 3z e H: [lzfly = L;||Az — Az gy < € et |A*z —XxHB(H) < 8} :

e On a:

0,(A) Co,(A) et 04 (A) Co,(A).

1.2 Image numérique

1.2.1 Image numérique d’un opérateur dans un espace de Hil-

bert

Soit A un opérateur linéaire borné sur H. L’image numérique de A

est I’ensemble défini par :
W(A) = {(Az,z) 1z € H,||z|,, = 1}.

Soit A un opérateur linéaire borné sur H. Le rayon numérique de A

est le réel positif défini par :
w(A) =sup{|\[; A € W(A)} =sup {|(Az,z)| : z € H, ||z, = 1}.

Proposition 1.2.1 [20] Soient A,B € B(H). Alors pour tout opérateur unitaire U,
pour tout sous-espace fermé M de H et pour tous o, 5 € C on a :
1. W(U*AU) =W (A).
W(aA+ BI) =aW(A) + 5.
W(Am) C W(A).
W(A) ={X Xe W(A)}.
W(A+ B) Cc W(A) + W(B).
6. W(Re(A)) =ReW(A) et W(Im(A)) = Im(W(A))( ot Re(A) (Im(A)) est la partie

réelle (partie imaginaire) de A.

Théoréme 1.2.1 [37] L’image numérique d’un opérateur A € B(H) est un ensemble

non vide et borné.

1.2. Image numérique
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Preuve. 1) Soit z € H, tel que = # 0. Alors <AH"ET|H7 ”m”ﬁﬁ> € W(A), identiquement,
W(A) # 0.
2) Soit A € W(A); alors il existe x € H, |||, = 1; tel que A = (Az, x)

Al = Az, 2)| < Azl 15 < IAllseg 202, = 1A 502 -
Donc pour tout A € W(A), [A] < [[Al[g) - ®

Théoréme 1.2.2 Soit A € B(H); alors :
l.o,(A) CW(A).
2. 0(A) Cc W (A); o W (A) est la fermeture de l'image numérique de A.

Preuve. 1. Soient A € 0, (A) et x € H : ||z]|,, = 1; Az = Az; alors : (A — M)z, z) = 0.
Donc A = (Azx,x); dou A € W (A).

2. On sait que 0o(A) C 0,(A) [25] (0o(A) est la frontiere du spectre de A) et que

W (A) est convexe (voir théoréme de Toeplitz-Hausdorff [19]). Il suffit de montrer que

g.(A) C W (A).
Soient A € 0, (A) et {z,} une suite des vecteurs unitaires telles que :
(A = A2l gy — 0
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

(A= A, 20)| < (A= Al gy — O,

ainsi ;
(Azp, ) — A

D’ou;

AeW(A). m
Proposition 1.2.2 Soit A un élement de B (H); alors :
1
2 ||A||B(H) <w(A) < ||A||B(H) :
Preuve. Soient x,y € ‘H, on a :

2
[{Az, 2)| < [[Az[| g3y [12ll2 < (1Al s 125

1.2. Image numérique
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Donc;

w (A) < [ Allgy -

D’apres une des propriétés de 'image numérique on a :

[(Az,y)| < 4w (A) [lzllF, + llwl7] -

Comme ;
1Al sy = sup {[(Az, )| < ||zl = [lyll, = 1}
D’ou;
HAHB(H) < 2w (4).
]

Théoréme 1.2.3 Siw (A) = || All gy 5 alors r(A) = [|All gy -

Preuve. Si w(A4) = ||A| g4, = 1; alors il existe une suite des vecteurs unitaires {z,}
telle que :
(Azp, ) — X e W(A), [N =1,

et comme;

[(Azy, )| < [[Aznl gy < 1,

alors; on obtient : ||Az,| — 1. Donc :
1A = AD@all500) = [ AZall gy — (AT, Azn)| = (A2, Azp)| + laally, — 0,

d'ou; A € 0,(A) et doncr(A) =1. m

1.2.2 Image numérique d’un élément d’une algébre de Banach

Soit A une C*-algebre avec identité e.

Une fonctionnelle linéaire f sur A est dite positive si f(a*a) > 0;
Va € A (on note f > 0), f est dite état si f > 0 et ||f|| = 1. L’ensemble d’états de A

noté P est défini par :
P={feA:fle)=Iflla=1}.

1.2. Image numérique
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Proposition 1.2.3 Pour f € P; alors :

Lfz0=f=f"|flla=fle).
2. Poura € A:|a|| , =sup{|f(a)|: f € P}.

Pour a € A, I'ensemble;;

Wo(a) ={f(a): f € P}
est appelé image numérique de a.

Proposition 1.2.4 Pour a € A, Wy(a) est un ensemble non vide, convexe, compact et
contient le spectre de a ; o(a), ou

o(a) ={X € C: (a — Xe) est non inversible} .
Remarque 1.2.1 Si A = B(H); alors Wy(a) = W(A).

Lemme 1.2.1 Soita € A. Alors; 0 € Wy(a) si et seulement si VA € C: |\ < [la—A|.

Preuve. Supposons que 0 € Wy(a) et soit fo € P : fo(a) = 0. Alors fo(a — A) = =,
d’ot;

Al < [l follalla = All = lla = All; VA € C.

Réciproquement, si || < |la — A||; VA € C; alors si a n’est pas un opérateur scalaire, en

appliquant le théoréme de Hahn-Banach [13, p. 64], on peut choisir f, € A* tel que :

A

fala) =0, fa(1) =1et |[fal 4 = ‘

fa|Vect(a,1)

Pour a, 5 € R*, on a :

falaa + B) = B, llaa+ Bl = lal[ja— (a7 B)[| > |al|-a™'8] = |5].

Donc;
fulaa ) _
loa+ B8] =
[falla = 1= fa(1),

ie., fa ePet0= fa(a) € WQ(CL). |

1.2. Image numérique
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1.3 Commutateur et trace d’un opérateur linéaire

Soient ‘H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, {e;},.y une
base orthonormée dans H et B(H) Palgeébre des opérateurs linéaires bornés définis et a

valeurs dans H.

1.3.1 Commutateur
Un élément X € B(H) est un commutateur s’ils existent A et B de

B(H) tels que : X = AB — BA. On note AB — BA par [A, B].

Soit A € B(H).
(i) Le commutant de A, noté {A}" est défini par :

{AY ={B € B(H): AB = BA}.
ii) Le bicommutant de A, noté {AY’, est défini par :
(ii) , 1A}, p
{A}" = {C € B(H):CB=DBC, VB € {A}'}.

Lemme 1.3.1 Pour A € B(H), on a:

i) {1 = {{ayy”
ii) {A} est une sous-algebre de B(H).

iii) {A}Y" est une sous-algébre commutative de B(H).

Théoréeme 1.3.1 L’opérateur identité I n’est pas un commutateur.

Preuve. On suppose que [ est un commutateur, donc ils existent A, B € B(H), tels
que :

I = AB — BA.
Multiplions a gauche et & droite par A :

A = A’B— ABA,

A ABA — BA%.

En additionnant les deux relations on trouve :

2A = A’B — BA?,

1.3. Commutateur et trace d’un opérateur linéaire
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et en suivant la méme méthode on trouvera :
nA"' = A"B — BA". (1.1)
Supposons que est vraie pour k € N et prouvons la pour £+ 1, on a :
AR — BAFYY = A(A*B — BAF) + (AB — BA)A*

= AkAFTT 4 AP
= (k+1) A~
Donc;
Vn e N:nA" ' = A"B — BA".
114" |y < 1A"B — BA |y < 2 1Bl 14" -

Pour ||A"7Y| # 0, on aura :
n <2 HBHB(H) HA”B(H) .
Pour un entier ny, ot n1 > 2|([B||5y) [|[All gy » 01 @ [[A™ ]| 5y = 0. Par conséquent :

nq—1

4™ 5y = || A

B(H)

donc A = 0. D'ou I = AB — BA = 0, qui est une contradiction. D’otl I n’est pas un

commutateur. |

Corollaire 1.3.1 [20] L’unique commutateur sous forme d’un scalaire dans B (H) est

["opérateur nul.

1.3.2 Trace d’un opérateur linéaire
Soit A € B(H) avec S (|A|ei,e;) < oo (on |A| := (A*A)z), pour
ieN
toute base orthonormée {e;},. . On définit la trace de A par :
Tr : B(H)—C
Tr(A) = ) (Aeje).

€N

1.3. Commutateur et trace d’un opérateur linéaire



Chapitre 1. Notions préliminaires 18

On appelle opérateur & trace un opérateur A, tel que Tr(|A]) soit fini. On définit un

produit scalaire sur B (H) par :
(A,B) =Tr (B*A).
C’est le produit scalaire auquel on associe la norme de H :
1Al 50 = (A, A%).

Proposition 1.3.1 La trace définit une forme linéaire sur l’ensemble des opérateurs de

classe trace.

Preuve. Pour tous A, B € B(H) avec Tr(|A]) < oo et Tr(|B]|) < oo; Vo, 3 € C, on a :

Tr(aA+BB) = Y ((@A+BB)e;e;)

1€EN

= Z (aAe; + BBe;, e;)

1€N

= O‘Z (Ae;, ;) + BZ (Be;, €;)

€N Sh

= oTr(A)+pTr(B).

Remarque 1.3.1 Les opérateurs a trace forment un sous-espace vectoriel de B (H) , qui

est complet pour la norme de B (H) .

Proposition 1.3.2 [1{)] Pour tous opérateurs a trace A et B, on a :
o I'r(A*) =Tr(A), ouTr (A) est le conjugué de Tr (A).
o [Tr(A)] < IAllzgy-
o [Tr(AB)[ < ||A||B(H) HB“B(H)'
e Tr(AB) =Tr(BA).

En dimension infinie la trace est la somme des valeurs propres, en dimension finie
la trace d’un opérateur est la somme des coefficients diagonaux de la représentation

matricielle de cet opérateur.

1.3. Commutateur et trace d’un opérateur linéaire
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1.4 Dérivations
Soit A une algébre de Banach sur un corps commutatif k.

On appelle dérivation toute application linéaire continue d : 4 — A
satisfaisant la propriété :

d(zy) =d(x)y+xd(y);

pour tout z,y € A.

1.4.1 Dérivation intérieure induite par un opérateur

On appelle dérivation intérieure induite par a € A, Uapplication
linéaire 0, définie par:
0g : A— A
t— at — ta.

Proposition 1.4.1 Soit A un élément de B (H), lapplication :

da : B(H) — B(H)
T+— AT —TA

est une dérivation dite dérivation intérieure induite par A, linéaire et continue pour

la norme de B (H) .
Preuve. e En effet, on a :

VI,S € B(H), 6.(T+S8)=AT+S)—(T'+95)A
=AT+AS—TA—-SA
=0a(T)4+64(95).

Et;
da(al)=A(aT)— (aT)A=ads(T); VT € B(H),Va € C*.

D’ou A est linéaire.
On a:
104 (T>HB(H) = [|AT — TAHB(H) <2 HAHB(H) HTHB(H) )

1.4. Deérivations
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donc il existe M = 2 [|Al| 55, tel que [|64 (T)|gz < M || T g5 ; ainsi on a prouvé que
d 4 est bornée donc continue pour la norme de B (H) .
e Prouvons que : 04 (T'S) = 04 (T) S+ T4 (S) :
5.4(TS) = ATS —TSA
= ATS -TSA+TAS-TAS
= (AT —-TA)S+T(AS - SA)
= 04(T)S+T64(5).

Proposition 1.4.2 Une dérivation intérieure 64 sur B (H) posséde les propriétés sui-
vantes :

L. |64l = 2inf {||A ~ Mgy : A € c} .

2. 0448 =04+ 0p.

3. Soient A, B € B(H); alors 64 = dp st B= A+ BI; B € C.

Preuve. 1. Remarquons que 64 = d4_,;. En effet, on a pour tout 7" € B (H) :
Sant (T) = (A= AT —T(A— )
= AT —-TA
= 04(T).

||5A||B(H) = ||5A—AI||B(H)
= (A=AD)T =T (A=)l g
< 2|[A = AMl|gag 1T e -
D01 (|64 g0y = 2inf{||A ~ Mg : A € c} .
2. On a, pour tout 7' € B(H) :
(0a+65)(T) = AT —TA+ BT —-TB

= (A+B)T-T(A+ B)
- 6A+B (T) .

3.51 B=A+fI; alors 6p = 0a1p; = 64 (d’aprés 1). m

1.4. Deérivations
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Proposition 1.4.3 Soit B(E) [’algébre des opérateurs définis sur un espace de dimen-

ston n, muni d’un produit scalaire trace; alors on a :
o R(34) = ({A*}’)

Preuve. e Soient X,Y € B(F);on a:

(X,(04)7Y) = (04X,Y) =Tr (34 (X)Y7)
— Tr(AXY* — XAY™")
— Tr(XY*A) — Tr (XAY™)
= Tr(X(AY* —Y"A))
= (X,04- (Y)),
d’ou; (04)" = dax.
e 1l est connu que R (6,4) = (ker (64)%)" . D’aprés la premieére partie de cette propo-

sition on trouve :

R(54) = (ker (52:))" = ({47))

1.4.2 Dérivation généralisée

Une application ¢ de A dans A qui associe a tout élément ¢ de A son
image

5a,b(t) =at — tb,

ol a et b sont des éléments de A, est appelée dérivation généralisée induite par a et

b.

Remarque 1.4.1 Soient A, B € B(H).Si A= B; on note alors 4 p = d4.

1.4.3 *-Dérivation de Jordan

Soit A une *-algébre de Banach.

1.4. Deérivations
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1) Une application d : A — A est dite dérivation de Jordan si :
d(a®) = ad(a) + d(a)a; pour tout a € A.

2) Une application linéaire J : A — A est dite *-dérivation de Jordan si pour tout
a,be A:
i) J(a+b) = J(a)+ J(b), (1.2)

i) J(a?) = aJ(a) + J(a)a*, (a* est 'adjoint de a). (1.3)
3) La *-dérivation intérieure de Jordan associée & a € A est définie par :
Jo(t) = ta — at™; Vt € A.

Remarque 1.4.2 Il est clair que toute dérivation est une dérivation de Jordan, I'inverse
ne semble pas étre vrai en général. Cependant, comme résultat remarquable, il a été
démontré que toutes les dérivations de Jordan sur B(&X'), ou X est un espace de Banach

réel ou complexe, sont des dérivations [24].

Proposition 1.4.4 Soit A = B(H). Alors pour A € B(H), Uapplication :

J(T) = Ju(T):B(H) — B(H)

T—TA - AT*

est une *-dérivation intérieure de Jordan.

Preuve. En effet on a :
JIS+T)=(S4+T)A—-AS+T)"=SA+TA - AS*— AT = J(S) + J(T),
et;

J(T?) = T?A— AT*
TJ(T)+ J(T)T* = T?A—TAT* + TAT* — AT*".

1.4. Deérivations
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Remarque 1.4.3 La *-dérivation généralisée de Jordan est de la forme :
Jap(T)=TA— BT*; pour tous A, B,T € B(H),
son image notée par R4 p est définie par :
Ryp={TA—-BT*;T € B(H)}.
On note R 4 par Ra.

Théoréme 1.4.1 Soient A une *-algébre de Banach et J : A — A une application

additive. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) J est une *-dérivation de Jordan.

(i1) Pour tout a € A inversible ;
J(a) = —aJ(a )a*. (1.4)
(i7i) Pour tous a,b € A,
J(aba) = abJ(a) + aJ(b)a* + J(a)b*a". (1.5)

Preuve. (ii) = (i), donne J(1) = 0. Si @ est inversible et ||a|| < 1; alors 1 + a,
1 —a, 1 —a® sont aussi inversibles, de plus : (a —1)™' — (a* —1)7' = (a> = 1)"'a. On va

montrer que pour un tel a on a :

En effet ;

J(a)+a J(a)a*™t = Ja)—Ja ) =Ja—at)=J(a " (a*-1))

Par conséquent, 0 = a~*J(a) + J(a)a* ! —a"'J(a?)a*; dou J(a?) = aJ(a) + J(a)a*.

1.4. Deérivations
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Considérons maintenant un élément inversible a de norme supérieure a 1. Alors pour

un entier positif n, n~'a est inversible de norme inférieure & 1 et on a : a = n(n"'a).

Comme J est additive, (1.3]) reste vraie dans ce cas. Maintenant, soit a arbitraire. Choi-

sissons un entier n > ||a|| , on trouve :
J(a*) = 2nJ(a) = J((a = n)*) = (a = n)J(a) + J(a)(a” = n),

d’ou (|1.3)) est également valable pour ce a.
(1) = (4i7). En remplagant a par a + b dans (|1.3]) on trouve :

J(ab) + J(ba) = bJ(a) + aJ(b) + J(a)b* + J(b)a" (1.6)
pour tous a,b € A. Soit © = J(a(ab+ ba) + (ab+ ba)a). En utilisant ; on obtient :

r = aJ(ab+ ba)+ (ab+ ba)J(a)+ J(ab+ ba)a™ + J(a)(b*a™ + a*b")
= 2abJ(a)+ a®J(b) + aJ(a)b* + 2aJ(b)a* + baJ(a)
+bJ(a)a* + 2J(a)b*a* + J(b)a** + J(a)a*b*.

D’autre part,

v = 2J(aba) + J(a*b) + J(ba®) = 2J(aba) + bJ(a*) + a*J(b) + J(a®)b* + J(b)a**
= 2J(aba) + baJ(a)+ bJ(a)a* + a*J(b) + aJ(a)b* + J(a)a*b* + J(b)a**.

En comparant les deux expressions de x on arrive a ([L.5)).

(i71) = (i1). Prendre b = a~! en ([1.5)) pour obtenir le résultat recherché. m

Théoréme 1.4.2 [21] Soit J : B(H) — B(H) une *-dérivation de Jordan. Alors il
existe un unique opérateur A € B(H), tel que J(T) = TA — AT*; pour tout T € B(H).

Preuve. Pour 'unicité de A, supposons qu’il existe B € B(H) tel que TA — AT* =
TB — BT*; pour tout T' € B(H). Donc, T(A — B) = (A — B)T*. Si on prend T' = il;
alorson a : 2i(A— B) =0, ie. A= B.

Pour Dexistence, choisissons A = —2£J(iI). Alors; d’apres le théoreme m (7i1), on
obtient :

J(=T) = J(GIT(I)) = iTJ(GI) + J(T) — iJ(iI)T*.

1.4. Deérivations
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Donc;
J(T) = T(=5JGI)) = (=5 JGD)T",
d'ou; J(T) =TA— AT*, pour tout T € B(H). m

Corollaire 1.4.1 Toute *-dérivation de Jordan sur B(H) est continue.

Corollaire 1.4.2 Toute *-dérivation de Jordan J sur B(H) vérifie J(BC) = BJ(C) +

J(B)C* pour tous opérateurs B,C' qui commutent.
Preuve. D’apreés le théoréme [1.4.2] il existe un opérateur T € B(H) tel que; J(T) =
TA— AT*. Ainsi; si B,C € B(H) tels que BC = CB; alors :

J(BC) = (BC)A — A(BC)* = BCA — AB*C*,

et
BJ(C) + J(B)C’* = B(OA — AC*) + (BA — AB*)C* = BCA — AB*C"*.

Proposition 1.4.5 [J0] Toute *-dérivation de Jordan additive sur B(H) est réelle et

linéaire ; ot 'H est un espace de Hilbert compleze .

Preuve. Pour T un opérateur de B(H) et r un réel arbitraire, en utilisant le corollaire

[1.4.2, on obtient :
J(rT)=J((rDT)=rJ(T)+ J(rI)T*.

D’autre part ;

J(rT) = J(T(rI)) = TJ(r) + rJ(T).

Donc J(rI)T* = T J(rl); pour tout T' € B(H). En particulier; lorsque 7' = iI, on a :
J(rI) = 0; pour tout r € R. Par conséquent ; J(rT) = rJ(T); pour tout T' € B(H). m

1.4. Deérivations
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1.5 Quelques classes d’opérateurs dans B(H)

Un opérateur A € B(H) est dit :
— Compact : Si I'image par A de la boule unité de H est compacte au sens de la
topologie de la norme. Les opérateurs compacts vérifient : lim (Az,, z,) = 0; pour

n—-+o0o

toute suite orthonormée {x,} € H. La classe des opérateurs compacts est notée par
K(H).

— De rang fini : Si R (A) est de dimension finie.

— Auto-adjoint : Si A = A*; o A* est 'adjoint de A.

— Positif : Si (Az,x) > 0; pour tout = € H, on note A > 0.

Ona: |A| = (A*A)? et [A*, A] = A*A — AA* = |AP — |A*].

— Isométrique : Si A*A =1, (||Ax||B(H) = ||2]|,y; Vo € H).

— Unitaire: Si A*A = AA* =1, (||A9:||B(H) = [[A* (|5 = [|z[l5,; pour tout z € H).

Normal : Si AA* = A*A.

— Quasi normal : Si A( A*A) = (A*A)A.

— Hyponormal : Si A"A — AA* > 0 <= |[Az][g4y) 2 [| A2 gy s V2 € H.

— p-hyponormal : Si (AA*)" < (A*A)P;(0<p<1).

— log-hyponormal : Si A est inversible et vérifie : log (A*A) > log (AA*).

Il est connu que :
{opérateur p — hyponormal inversible} = {opérateur log —hyponormal} ,

mais l'inverse n’est pas vrai [44].
— (p, k)—quasihyponormal : Si A*" |A*[*? AF < A" |A] AF;onk e Net 0 < p < 1.
— Dominant : Si pour tout A € C: R(A — A) C R(A — A])* < il existe un réel
My > 1; tel que :

(A - )‘I)*ZB”B(H) < My ||[(A— A[)ZBHB(H) Ve e H.
On peut facilement vérifier que :
hyponormal C dominant

et;

normal C hyponormal C (p, k) — quasihyponormal.

1.5. Quelques classes d’opérateurs dans B(H)
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— Aest de la classe A si: [A2] — |A]* > 0.

— Posinormal : Si AA* < 2A*A; pour ¢ > 0. A est posinormal s’il existe un opéra-
teur positif P € B(H) tel que : AA* = A*PA

— (@, ) —mormal : Si a?A*A < AA* < B2A*A; tel que (0 < a <1< f).

— Totalement (o, ) —normal : Si A — X est («, ) —normal pour tout A\ € C.

— A est de la classe (),) (a > 1) 8’il existe un nombre positif & tel que :
|AA* — A*A|* < E2(A— XD)*(A - \); ¥\ € C. (*)

— Aest de la classe (V) si Y = |J V., et vérifie (ﬂ)

a>1
— Paranormal : Si ”Aw"Z(H) < HAQxHB(H) ; pour tout x € H; tel que ||z||,, = 1.

— p — +—paranormal : Si [[|[A]PU|A" 254y > [I|AP U*x||2B(H); pour tout vecteur
unitaire z € H, ou A = U |A| est la décomposition polaire de A.
1 _n_
— Quasi—x—n—paranormal : Si [|A**"z|| 57 | Az gy > | A" Azl 5y ; V1 € N,V €
H.

— Normaloide : Si [|Al|z,, = 7(A); ot 7(A) est le rayon spectral de A tel que :

r(A) = lim |A"

n—s—4oo

1 n
ﬁ(H) & [|A ||B(H) = HAHB(H)-

— Transaloide : Si (A — A) est normaloide; pour tout A € C.

— Convexoide : Si W(A) = coo(A), (coo(A) est I'enveloppe convexe de o(A)).
— Spectraloide : Si r(A) = w(A); tel que w(A) =sup{a:a e W(A)}.

Remarque 1.5.1 On a :

{ p — hyponormal} — { classe A}

/
{log —hyponormal}

et
Classe A C paranormal C normaloide C spectraloide.
Transaloide C convexoide C spectraloide.
Remarque 1.5.2 Dans le reste de cette thése, on met |[.[| 54, = ||| pour I'abréviation.

1.5. Quelques classes d’opérateurs dans B(H)



CHAPITRE 2

Classification des opérateurs finis

Le concept d’opérateur fini a été présenté par J. P. Williams [45] en 1970, il a étudié
les critéres de finitude et a posé plusieurs questions dans le contexte.

J. P. Williams a prouvé que la classe des opérateurs finis est uniformément fermée et
contient les opérateurs normaux, hyponormaux et les opérateurs dominants.

S. Mecheri [25] et H. Messaoudene [33] ont géneralisé les travaux de J. P. Williams
pour des classes d’opérateurs plus générales que les opérateurs normaux et hyponormaux,
comme les opérateurs paranormaux et normaloides.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous présentons les opérateurs pour lesquels la
distance de I & R (0 4) vaut 'unité (opérateurs finis) et les résultats les plus fondamentaux
sur la classe d’opérateurs finis.

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée a I’étude de la classe des opérateurs
finis généralisés ou la distance entre I'image de dérivation généralisée et I'opérateur iden-
tité est maximale. Cette classe a été introduite par S. Mecheri [25]. S. Mecheri [27] et S.
Bouzenada [8] ont présenté quelques paires d’opérateurs appartenant a cette classe.

Apreés avoir donné une courte définition et caractérisation des opérateurs finis généra-
lisés, nous présentons des nouvelles classes d’opérateurs finis généralisés. Nous donnons
aussi des nouveaux résultats concernant ’orthogonalité de I'image au noyau de la déri-

vation généralisée.

28
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Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie et B(H) I'al-

gebre des opérateurs linéaires bornés dans H.

2.1 Opérateurs finis

2.1.1 Définitions et propriétés

Un opérateur A € B(H) est dit opérateur fini si la distance entre
Popérateur identité et 'image de l'opérateur de dérivation induite par A vaut l'unité
ie. :

|AT = TA—I|| > 1;VT € B(H).

La classe des opérateurs finis est notée par F(H).

Théoréeme 2.1.1 [5] Soit A € B(H). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) ||AT = TA - 1I|| > 1;,¥VT € B(H).
2) 0 € W(AT —TA); pour tout T € B(H); ou W(AT —TA) est la fermeture de
W (AT — TA) .
3) Il existe un état f de B(H); tel que : f(AT —TA) =0.

Dans ce qui suit nous allons étudier les propriétés algébriques des opérateurs finis.
Remarquons tout d’abord qu’il est aisé de vérifier que l'opérateur nul et 'opérateur

identité sont des opérateurs finis.

Proposition 2.1.1 Soit A € F(H) ; alors :
1. 0A € F(H); Vo € C.
2. (A—al) € F(H); Ya € C.
3. Si A est inversible ; alors At € F(H).
. A* € F(H).
5. A" € F(H); pour tout m € N.

Preuve. 1. Soit A € F (H); alors :

|AT = TA—I|| > 1;VT € B(H).

2.1. Opérateurs finis
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Posons T'= aY; Va € C*; VY € B(H), donc :
[(@A)Y =Y (aA) — I|| > 1;VY € B(H),

dou; A € F(H).
2.0na: AT -TA=(A—aol)T —T(A—al). Donc;

(A —al)T —T(A—al)—I| = ||AT — TA - I|| > 1;VT € B(H).

3. Soit A un opérateur inversible de F (H) . Alors; ||AT —TA—-I|| > 1;VT € B(H).
Pour T = (—A7'YA™!); on trouve :

|ATY = YA — 1| > 1;VY € B(H).
4. S1iAe F(H);ona:
1 < AT —TA—1I| = |(T*A* — A*T* = I")"||
= ||T*A* — A*T* — ||
= [[A"(=T)" = (=T)" A" = I].

Donc A* € F(H).

5. Soit A € F(H); alors il existe un état f de B(H); tel que : f(AT —TA) = 0;
pour tout 7" € B(H).

On prouve la relation par réccurence :

Pour m = 0 (évidente).

Supposons qu'il existe un état f de B (H) tel que :
f(A*"T —TA*) =0; pour tout m € N.
Alors:;
f(AY" (A%7T) — (A*"'T) A*") =0 et f (4> (TA") — (TA*) A*") =0,

pour tout 7" € B(H).

Par conséquent,

f (AT"“T - TAT"“> —0;VT € B(H).

2.1. Opérateurs finis



Chapitre 2. Classification des opérateurs finis 31

Théoréme 2.1.2 [26] Soient A, B des éléments de B(H) tels que : A" =1 et B" =1,
pour un entier n, alors : ||AT —TB — S|| > ||S]|; pour tout T € B(H) et tout opérateur
S tel que AS = SB.

En utilisant le théoréme précédent, mettons A = B et S = I on trouvera :

Corollaire 2.1.1 Soit A un opérateur de B(H) tel que A™ = I; pour un entier n ; alors :

|AT —TA—1I|| > 1; pour tout T € B(H) (i. e. A est fini).

Théoréme 2.1.3 Soient A € F(H) et W un opérateur inversible de B(H) ; alors A ®
WeFHH).

Preuve. Soit A € F(H); alors :

—_
IA

|AT —TA—1I|| = |(AT —TA-1)® 1|

= |AT®I-TARI-I®I|

= |[ATeoWW ' —TAW'W - I |

= (e W) (Tow™) - (ToWw™) (AoW)-Is1|.

Pour Y =T ®@ W1 ona:
[(AW)Y - Y (AeW) —IeI| > 1.

Ce qui prouve que A ® W est un opérateur fini. m

2.1.2 Quelques classes d’opérateurs finis

Dans ce paragraphe, on va présenter quelques nouvelles classes d’opérateurs finis
contenant les classes des opérateurs normaux et hyponormaux, en les classifiant par
rapport a la classe des opérateurs normaloides, ou en prouvant leurs appartenance a la

classe R;.

Soit A un élément de B(H), la classe R, est définie par :

Ri={A€B(H); our(A) # ¢}

2.1. Opérateurs finis
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Lemme 2.1.1 [25] Soit A € B(H); alors lintersection de la frontiére de l’image nu-

mérique et le spectre de A est inclue dans le spectre approché réduisant de A, i. e. :

OW(A)No(A) C o (A).
Théoréme 2.1.4 Soit A € B(H). Si A € Ry; alors A € F(H).

Preuve. Soit A € R ; alors 0,4,.(A) # ¢. Donc, ils existent A € C et une suite {x,,} € H,
tels que : (A— M)z, > 0et (A—A)"2, —0.On a:

AT —TA—I|°? = |(A=X)T =T (A—=X)—I|J

H(A=AXNT -TA=X)—Dxn, (A=XT -T (A=) —1)x,)]

v

(T (A=) xp, xn) — (@, (A= N) Tx,) + I
> (T(A= M)z, xp) — (@n, (A=) T2, + 1)

(A=) @, T*x) — (A= M) 2, Txy) + 1.
Quand n — +o00, on obtient : |[AT —TA—-1I||>1.Don Ac F(H). =

Théoréme 2.1.5 Soit A un opérateur totalement (cv, B) —normal ; alors A est fini.

Preuve. Comme ker(A—\) = ker((A—\)*) (voir [11]) et A— X est («, ) —normal ; pour
tout A\ € C, on obtient 0,(A) = 04.(A4). Et comme 00(A) C 0,(A), on a: 0,.(A) # 0.
D’ou A est fini d’apres le théoreme 2.1.4] =

Théoréme 2.1.6 Soit A € B(H). Si A est normaloide ; alors A € R;.

Preuve. Soit A un opérateur normaloide; alors ||Al| = r (A) i.e. il existe A € o (A); tel
que ||Al| = |A|. Comme X est dans la frontiere de o(A); alors |[(A — M) z,|| — 0. Par
conséquent, |[(A — A)*z,|| — 0;dot A€ R;. m

Lemme 2.1.2 Si A est un opérateur quasi— * —n—paranormal ; alors A est normaloide.

Preuve. On peut voir & partir de la définition de 'opérateur quasi— * —n—paranormal
que :

A" 2| | Az > || A Az|"™

pour tout x € 'H.
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Remplacant x par A¥~'z; alors :

n+1

L = R

est vrai pour tout entier £ > 1, donc;

n+1

J AT AR = flam At (21)

Supposons maintenant que ||AkH = HA||k, pour certain k£ > 1 (ce qui est vrai tautologi-

quement pour k = 1).

Alors ;
A LA kA = AT A ]
> (A |
> flakar™
i
= [lAPE,
et donc:;
HAk+(n+1)H — ||A||kr+(n+1).
D’owt; par récurrence, || A 03| = || A+ pour tout j > 1. Ce qui donne une sous-

1

suite {A™} de {A"}, ot A™ = A0S tel que lim, || A |7 = lim, (||A||”j)"7 — |A]l.
Notez que {||A"[|#} est une suite convergente qui converge vers r(A), ou r(A) est le

rayon spectral de A, il s’ensuit que r(A) = ||A||. Donc A est normaloide. m

Théoréme 2.1.7 Soit A € B(H) un opérateur quasi— x —n—paranormal; alors A est
fina.
Preuve. L’hypothése implique que A est normaloide d’aprés le lemme D’ou le

résultat requis découle du théoréme [2.1.6] et du théoréeme ]

Théoréme 2.1.8 Soit A € B(H) un opérateur spectraloide ; alors A est fini.

Preuve. On a : r(A) = w(A); alors il existe A € a(A4) C W(A); tel que |\| = w(A); d'out
A€ OW(A), ie. IW(A)Na(A) # D; dou o,,.(A) # ¢ (voir Lemme . Il en résulte
que A est fini. m

2.1. Opérateurs finis
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Théoréme 2.1.9 Soit A € B(H). Si A est un opérateur p — x—paranormal ; alors A est
fini.
Preuve. Comme tout opérateur p — s—paranormal est un opérateur normaloide [29],

donc A est un opérateur spectraloide; d’out A est fini d’apres le théoréme 2.1.8 =

Corollaire 2.1.2 Les opérateurs : auto-adjoints, isométriques, unitaires, normaux, quasi-
normauz, hyponormauz, p-hyponormauz, classe (A), log-hyponormauzx, paranormaux

sont des opérateurs de la classe Rq; donc des opérateurs finis.

Lemme 2.1.3 Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors A € R.
Preuve. Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors :
I(A =AD" 2| = (A=) (A= A) @)
= (A= X)"P(A—= X))z, z)
= (VP(A- )z, VP (A= D)z
2 2

- H\/]_D(A - )\I)xH < HﬁH (A — AT ||

D’ou;
(A =AD"z < |[VP|| 114 = Ay 2]

Pour A € o, (A), on trouve que (A — AI)*z,, — 0. Donc A € 04, (A); dol AER,. ™

Corollaire 2.1.3 Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors A € F(H).

2.2 Opérateurs finis généralisés

Dans cette section on étudie la classe des opérateurs finis généralisés. C’est une classe
plus générale que la classe des opérateurs finis, elle est obtenue par 'orthogonalité de
I'image d’une dérivation généralisée et 1'opérateur identité. On présente aussi des nou-

velles paires des opérateurs appartenant & cette classe.

2.2. Opérateurs finis généralisés
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2.2.1 Définition et caractérisation des opérateurs finis généra-
lisés
La paire (A, B) € B(H) x B(H) est dite finie généralisée si :
|AT — TB —I|| > 1;VT € B(H).
On note par GF(H) la classe des opérateurs finis généralisés.

Théoréme 2.2.1 GF(H) est fermée dans B(H).

Preuve. Soit (A, By,), oy une suite dans GF(H) qui converge vers (A, B). On a pour
tout 7' € B(H) :

L <[[AT = TB, = I|| < [[AT = TB = I|| + || An = A[[T]] + [| B = BI[ T -
On a:
Ve > 0;3N;Vn > N, 1 ||A, — Al <eet ||B,— Bl <e¢,

alors; par le choix de n > N, on obtient :
1—2¢|z|| < ||AT —TB-1I|,

d’ot;
AT =TB —1I|| > 1,

i.e. (A,B) € GF(H). Donc GF(H) est fermée dans B(H). =

Théoréme 2.2.2 Pour A, B € B(H); les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0 € W(AT — TB); VT € B(H);
(ii) ||[AT —TB —I|| > 1,VT € B(H);
(iii) 1l existe un état f, tel que : f(AT) = f(TB);VT € B(H).

Preuve. [(i) = (ii)] En appliquant le lemme pour AT — TB au lieu de A on
obtient 0 € Wy(AT — T'B) si est seulement si : |AT —TB — A\|| > |\|; pour tout
A € C. Comme A, B € B(H), la remarque [1.2.1] implique que : |AT — TB — I|| > 1;VT
€ B(H).

2.2. Opérateurs finis généralisés
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[(ii) = (iii)] Soit M = {AT — TB;T € B(H)}. Il est clair que M est une variété
linéaire de B(H). D’apreés le théoréme de Hahn-Banach [13, p. 64], il existe un élément f
de P = {f € A% f(I) = If]l = 1}; el que £(1) = 1, |fll = mrrrbpsr et F(Y) = 0
pour tout Y € M, i.e. f(AT) = f(T'B); pour tout T € B(H).

[(iii) = (i)] D’apres la définition[1.2.4}, 'hypotheése implique que ; 0 € Wo(AT—TB).
Donc, d’aprés la remarque [1.2.1j on a : 0 € W(AT — TB); VT € B(H), i.e. (A, B) est

finie généralisée. m

Proposition 2.2.1 Pour (A,B) € GF(H); on a :

(1) (aA+ B,aB + ) € GF(H); pour tout o, 5 € C.

(2) Si A et B sont des opérateurs inversibles; alors (A™', B™1) € GF(H).

(3) (B*, A*) € GF(H).

(4) (A", B*") € GF(H), pour tout m € N.

(5) o(A)N o(B) £ 6.
Preuve. (1) Si (4, B) € GF(H); alors d’apres le théoréme [2.2.2], il existe un état f; tel
que : f(AT) = f(TB);VT € B(H). Comme f est linéaire on a :

Va,B € C: f((aA+ B)T) = f(T(aB+5))

pour tout T € B(H).
(2) Soit f un état de B(H); tel que : f(AT) = f(TB); pour tout T' € B(H). Alors :

fATT) = f(AT'TB)B) = f(A(AT'TB ™)) = f(TB™');VT € B(H).

(3) Soit f un état de B(H); tel que f(AT) = f(T'B); pour tout T' € B(H). Donc on

(B T) = f(B*T) = f(T*B)

~ AT - [TA
= fY(TA"),VT € B(H).
Comme Padjoint d’un état est un état aussi; on a : (B*, A*) € GF(H).

(4) Soit f un état de B(H); tel que : f(AT — TB) = 0; pour tout 7" € B(H). On a

par récurrence ;
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Pour m = 0, (42", B¥") = (A, B) € GF(H).
On suppose ; pour tout m € N, qu’il existe un état f de B(H); tel que :

f(A*"T —TB*") = 0;VT € B(H).
Alors :
fAZ"(A?"T) — (AY"T)B*") =0 et f(A*"(TB*") — (TB*")B*") =0,
d’ot;
FATT T —TB*) = 0.
(5) Supposons que, o(A)N o(B) = (. M. Rosenblum [39] a prouvé que o(da5) C

o(A) — o(B); alors 04 p est inversible. Par conséquent, il existe 7' € B(H) pour lequel

ona: |[045(T)—I| <1; contradiction. m

Lemme 2.2.1 Soient A, B,C et D quatre opérateurs différents dans B(H). Si (A, B), (C, D) €
GF(H) ; alors :

(1) (CA,DB) € GF(H).

(2) (A+C,B+ D) € GF(H).
Preuve. (1) Si (A4,B),(C,D) € GF(H); alors d’aprés le Théoréme ils existent
deux états f, g tels que f(AT —TB) =0 et g(CT —TD) = 0; pour tout 7' € B(H).
D’ou :

f(CAT —CTB)=0et g(CTB—-TDB)=0.
Donc;
(f + 9)(CAT — TDB) = 0;¥T € B(H).

(2) Soient f, g deux états sur B(H) vérifiant : f(AT —TB) =0et g(CT —TD) =0;

pour tout 7" € B(H). Soit h = f + g. Puisque f et g sont linéaires; on a :

0 = f(AT —TB)+g(CT —TD)
= (f+9)(AT+CT —TB—TD)
= h((A4+C)T —T(B+ D)); VT € B(H).
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Proposition 2.2.2 GF(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Supposons que (A, B) € GF(H) et U est un opérateur unitaire. On a :
|AT —TB —1I|| > 1; VT € B(H).

Puisque 'application T' — U*T'U est surjective ; pour tout 7' € B(H), il existe S € B(H);
tel que : T'= U*SU. Alors;

(U*AUT — T (U*BU) —I| = |(U*AU)U*SU — U*SU (U*BU) — U*U|
— ||U*(AS = SB - DU|
— ||AS - SB—1I|

> 1.

D'ou; (U*AU),(U*BU)) € GF(H). =
— Soit
SGF(H)={(A,B) € GF(H); S(A,B) CGF(H)}

ou S(A, B) est l'orbite de similitude de (A, B),

S(A,B) = {(T7'AT,T~'BT) : T € B(H) est inversible} .

Il est bien connu [45, Theorem 8] que le nilpotent N(A), défini sur B(H') par N(A) =
0 00

I 00 |;outH=HD=HaoH ®H, est fini si et seulement si A est fini.

AT 0
Dans le théoréme suivant, on montre que GF(H) € SGF(H).

Théoréme 2.2.3 Le couple d’opérateurs finis généralisés défini sur B(H') x B(H') par :

0 00 0 00
(N(0),N(0)) = I 00(,{I 00 ;
0 7 0 0 I 0

ot H'=H® = H & H &M, n'est pas dans SGF(H ).
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Preuve. 1l suffit de montrer I'existence d’un couple d’opérateurs semblable a (N (0), N(0))
qui n’est pas dans GF(H').
On sait que GF(H) # B(H). Soient A, B € B(H); tels que : (A, B) ¢ GF(H). Alors;

000 000
(N(A,NB)=||T 0oo0|.| T 0o0]]|¢dFrmH).
AT 0 B IO

On définit le couple d’opérateurs (S(A), S(B)) par :

I 00 I 0 O
(S(A),SB)=||-ATo0]|,|0 T 0
0 0 I 0 —-B I
Donc;
I 0 0- I 0 O-
(S sBI Y=o 10|, ]0 10
A0 I 0 B I
et - )
[ 0 00 [ 0 0O
([S(A)] " N(0)S(A), [S(B)] " N(0)S(B)) = I 00,1 00
_A I 0 _B I 0

= (N(A),N(B)).

Ainsi; (N(A), N(B)) est un couple d’opérateurs semblable a (N (0), N(0)) n’appar-
tenant pas & GF(H), i.e. (N(0),N(0)) ¢ SGF(H). 1l en résulte que GF(H) n’est pas

invariant par similitude. m

Théoréme 2.2.4 Soient A, B € B(H). S'il existent une suite normale {x,},., € H et

un scalaire \ tels que :
(A= A"z, || = 0 et |[(B— A)x,| — 0

alors (A, B) € GF(H).
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Preuve. Soit 7' € B(H). Alors;

AT —TB—-1I| = |[[(A=X)T-T(B—X\)— 1]
> ((A=XDT —T(B = M) — 1] xp, z,)|
= [Tz, (A= A)'z,) — (B—= X))z, T x,) — 1].

Par passage a la limite, on obtient |AT — T'B — I|| > 1; pour tout 7' € B(H). =
— Soit SA, p l'image de 4 p par la projection canonique de B(H) dans l'algebre de
Calkin S(H) = B(H)/K(H) = {A, Ae B(H)} (o0 A = {A+ K, K € K(H)} et
KC(H) est l'idéal des opérateurs compacts de B(H)), définie par :

bap(T) = AT —TB.

Théoréme 2.2.5 Soient A, B € B(H). S’il existent une suite normale (x,)n>1 € H et

un scalaire X\ tels que :
(A= A)*z,|| — 0 et |[(B—A)x,|| — 0,

alors : Hgf— TB - IH > 1; VT € B(H).

Preuve. Soit K un opérateur compact, donc Kxz,, — 0. Alors pour tout 7" € B(H) et

tout \ € C, la compacité de K entraine que :

AT —TB—-I1—-K| > [{[(A=X)T—-T(B—-X)—1—K]|z,,z,)]|
= |(Txn, (A= A)z,) — ((B—=A)zp, T x,) — 1 — (Kxy, )|

Par passage a la limite, on a :
|AT —TB—1— K| >1,
et comme K est arbitraire alors;

a7 751 21
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2.2.2 Nouvelles classes d’opérateurs dans GF(H)

La classe R? est la classe de tous les couples (A, B) € B(H) x B(H);
tels que A et B admettent un sous-espace réduisant de dimension 1, E(lA’ B) vérifiant

A‘E‘l - B

(4.5) Elam
Théoréme 2.2.6 Soient A, B € B(H). Si (A4, B) € R?; alors (A, B) € GF(H).
Preuve. Si (A, B) € ﬁ%, alors ils existent une suite orthonormale {z,} € H et \ €
oar(A, B); tels que :

lim(A — M)z, =0, im(A — A\I)*z, =0
et
lim(B — Al)z, =0, lim(B — \l)*z,, =0,
avec ||z |l;; = 1. Donc;
AT —TB-1I|| = |[[(A=X)T-T(B—-\)— 1
> (A= ATz, —T(B— X))z, — xp, xp)]|
> 1= (Txp, (A= N)"x,) + (B — A)x,, T z,)| .

Si n — oo, on obtient |[AT —TB—1I||>1. =
Proposition 2.2.3 [6] (Technique de Berberian). Soit H un espace de Hilbert complexe ;
alors ils existent un espace de Hilbert Ho O H et un isomorphisme *-isométrique ;
¢ : B(H) — B(Hy); tel que, pour tout A, B € B(H) et tout o, 3 € C,

(i) o(A*) = p(A)", o(In) = o(l,), (@A + B) = ap(A) + Bp(B), ¢(AB) =
e(A)e(B), oAl = [IAll, ¢(A) < »(B) si A< B.

(1) 0(A) = 0(p(A)), 04(A) = ga(p(A)) = o(p(A4)).
Lemme 2.2.2 Soit A une C*-algébre, et soient a,b € A. Si (a,b) € R2; alors (a,b) est
finie généralisée.
Preuve. D’apres la proposition|2.2.3] il existe un espace de Hilbert H et un isomorphisme
*-isométrique ¢ : A — B(H). Donc; pour t,a,b € A, on a :

lat —tb—el, = lplat —tb— el

= llpla)e(t) —t)e(b) - 1.
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Comme (a,b) € @; alors (¢(a), (b)) est aussi dans ﬁ; donc (p(a), p(b)) est finie
1 1

généralisée d’apres le théoréme [2.2.6] 11 en résulte que :
lat — b — el = [[p(a)p(t) — @(t)p(b) — I]| = 1,
ie. (a,b) e GF(H). m
Théoréme 2.2.7 Soit (A, B) € R2 et soit K un opérateur compact. Si R = A+ K et
S = B+ K; alors la paire (R, S) est finie généralisée.

Preuve. Comme 'algebre de Calkin B(H)/IC(H) est une C*- algebre. Si R = A+ K et
S = B+K;alors (R, S) € ﬁ% Ainsi, la propositionmontre qu’ils existent un espace
de Hilbert H et un isomorphisme *-isométrique; ¢ : B(H)/K(H)— B(H). En utilisant
le lemme [2.2.2] on obtient que (¢(R), p(S)) est finie généralisée. D’ou; (R, S) € GF(H).

Lemme 2.2.3 Si A, B € F(H) ; alors (A, B) € GF(H).

Preuve. Soient A, B € F(H). Alors d’apres le théoréme ils existent deux états f
et g sur B(H) vérifiant :

J(AT —TA) =0 et g(BT —TB) = 0; pour tout T' € B(H).
La linéarité de f et g implique que :

(f+9)(AT—=TB) = (f+9)(AT-TA+TA—-TB+ BT — BT)
= f(AT —TA)+¢g(BT —TB)— (f+g)(BT —TA)

= —(f +9)(BT ~TA).

Puisque f + ¢ est une fonctionnelle positive normalisée; alors (f + ¢g)(AT — T'B) = 0.

Ce qui termine la démonstration. m
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2.2.3 Etude de 'orthogonalité de ’image au noyau d’une déri-
vation
Orthogonalité de ’image au noyau d’une dérivation
Soit F' un espace de Banach. On dit qu’un élément a € F' est ortho-
gonal & b € F' au sens de Birkhoff, si :

la + \b|| > ||a]| ; YA € C.

On note a L b.

Dans [2], les auteurs ont montré que si A et B sont des opérateurs normaux et S

€ ker(d4,5) (noyau de d4 ) ; alors :
104.8(T) =S|l = |S]l; VT € B(H).

D’ow, I'image de 0 4 p et son noyau sont orthogonaux. En particulier; si ||04(7) — S|| >
|S||; alors R(J4) et ker(d4) sont orthogonaux au sens de Birkhoff. 11 est facile de prouver
que si R(64) L ker(d4); alors A est fini. En effet, on a S =1 € ker(d4).

Des études détaillées de ’orthogonalité de I'image au noyau de la dérivation généralisée

dap on été faites ces derniéres années (voir par exemple : [1], [3], [12] et [30]).

Orthogonalité de I’image au noyau pour une classe d’opérateur R,

Lemme 2.2.4 Soient A, S € B(H). Si A € Ry et S normal, tel que : SA = AS ; alors

pour tout X € 0,(S) ( le spectre ponctuel de S) ;
A < 1IS — (AT = TA)||; ¥ T € B(H).

Preuve. Soient A € R et S, T € B(H). Soient A une valeur propre de S et M I'espace
propre associé & A. Comme S est normal et d’aprés le théoréme de Fuglede [15], il en
résulte que : S*A = AS*. D’ott M, est réduisant pour A et pour S.
Selon la décomposition H = M, & M;-, on peut écrire S, A et T comme suit :
A0 A O Ty Ty

S = CA= ot T =
0 Tg 0 A2 T3 T4
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Comme la restriction d’un opérateur de classe R; sur un sous-espace invariant est de

classe Rq, on a :

e - |(Hon )
y < ©)-C))

Nous étudions maintenant I’orthogonalité de I'image au noyau de la dérivation interne

§ 4 induite par un opérateur A de classe R et un opérateur normal S.

Théoréme 2.2.8 Soient A, S € B(H). Si A € Ry et S est un opérateur normal tel que;
SA = AS, alors :

ISI < ||S — (AT —TA)||; pour tout T € B(H).

Preuve. Soit A € ¢(S) = 0,(5) [20]. D’apres la proposition : ¢(S) est normal,
©(A) € Ry, p(A)p(S) = p(S)p(A) et A € a,(0(S)). En utilisant le lemme on

obtient :
AL < lle(S) = (p(A)e(T) — o(T)p(A)| = |5 = (AT = TA)||; VT € B(H).
D’ou;

sup [A[ = [[e(S)[| = [IS]| < IS = (AT = TA)||; VT € B(H).

Aea(p(T))

Théoréme 2.2.9 Soient A, B € B(H). Si A est un opérateur (p, k)—quasihyponormal

injectif et B* est un opérateur dominant; alors :
IS = (AT =TB)|| = [I5]];

pour tout T € B(H) et tout S € kerd 4 p.
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Preuve. Soit S € kerdsp. Alors S € kerda- g« [4, Theorem 2.3]. Par conséquent,
ASS* = SBS* = SS*A. Comme tout opérateur (p, k)-quasihyponormal est fini d’apres
[33, Corollary 3.5], SS* est normal et A(SS*) = (55%) A, le théoréeme implique

que :

IS = ||SS*|| < [ISS* — (ATS* — T'S*A)||
= ||SS* — (ATS* — TBS*)|
< [[15*[HIS = (AT = TB)]|.

Dott; [ < [IS = (AT —TB)|. m
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CHAPITRE 3

Opérateurs *-finis et opérateurs *-finis généralisés

N. Hamada [21I] a introduit une nouvelle classe d’opérateurs appelée la classe des
opérateurs *-finis. La motivation de 1’étude des opérateurs *-finis est en raison de deux
approches, d’'une part, de nombreux auteurs se sont intéressés a ’étude de I'image de la
*-dérivation intérieure de Jordan J(T').

D’autre part, introduire le concept de I'opérateur *-fini est également motivé par
I'étude d’opérateurs finis donnés par J. P. Williams dans [45].

H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont introduit une nouvelle classe d’opérateurs
appelée opérateurs *-finis généralisés notée GF* (H), qui est la classe d’opérateurs A, B €
B (H) ou la distance entre I'image de la *-dérivation généralisée de Jordan et 'opérateur
A ; A\ € C, est maximale.

Le but de ce chapitre est d’étudier ces types d’opérateurs en donnant leurs défini-
tions et quelques propriétés algébriques et topologiques. On présente aussi des exemples

d’opérateurs *-finis et *-finis généralisés.

3.1 Opérateurs *-finis

3.1.1 Définitions

Dans ce paragraphe, nous donnons la définition de l'opérateur *-fini avec quelques

propriétés de base.

46
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Un opérateur A € B(H) est *-fini si :

0e W(TA— AT*);VT € B(H).
La classe des opérateurs *-finis est notée F*(H).
Proposition 3.1.1 [21] Soit A € B(H). Alors A est *-fini si et seulement si :
ITA— AT* — M| > |\|; VA € C,VT € B(H).

Il est claire que l'opérateur nul est un opérateur *-fini, mais l'identité
n’est pas un opérateur *-fini; par ailleurs 0 € W(T — T*); pour tout T' € B(H), en

particulier si 7' =4I, 0 € W(2il) = {2i}; c’est une contradiction.

Proposition 3.1.2 Soient A € F*(H) et A € C. Alors AA € F*(H).

Preuve. Si A = 0, ceci est évident. Dans le cas ou A € C*; soit ¢ > 0, pour tout
T € B(H), il existe x € H; tel que :

£

[(TA— AT")x,x)| < o

Par conséquent,

(T (AA) = (AA) Tz, 2)| <e,

Le. 0 e W(T (MNA) — (MNA)T*). m
Proposition 3.1.3 Soit A € B(H). Alors;
Ae F(H) <A € F*(H).

Preuve. Comme (A*)* = A, il suffit de prouver une implication. Supposons que 0 €

W(TA— AT*); pour tout T' € B(H) et que € > 0; alors il existe un vecteur unitaire x

tel que :
|[(Ax, T*z) — (T"x, A*z)| < €.

Mais,

[(A*x, T z) — (T"z, Ax)| = |(A*x, T*x) — (T*z, Ax)| = |(Az, T"x) — (T"x, A%x)|.

Donc 0 € W(T A* — A*T*) ; pour tout T € B(H). m
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Proposition 3.1.4 F*(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Soit A € F*('H) et soit U un opérateur unitaire dans B(H). On a :
|TA—AT* — XI|| > |A|; YA € C,VT € B(H).

Comme Dapplication : T —— U*TU est surjective; VI € B(H), il existe S € B(H) ; tel
que : T'=U*SU. Alors;
|\T(U*AU) — (U*AU)T* — X|| = ||(USU)(U*AU) — (U*AU)(U*S*U) — \U*U||
= ||U(SA—AS* = XU||
— ||SA— AS* — |
> |\l

D’ou; U*AU € F*(H). On en déduit que : U(F*(H)) C F*(H), ou U(F (H)) est l'orbite
unitaire de F*(H), i.e.

U(F(H)) ={U*AU; A € F*(H) et U un unitaire de B(H)} .
]

Proposition 3.1.5 F*(H) est fermé dans B(H) sous la topologie uniforme.
Preuve. Soit {A,,} une suite d’opérateurs *-finis tel que : A,, — A. Pour X\ € C; alors :
ITA, — AT = N|| — ||[TA— AT — \||.
D’ou;
inf || T4, — A" = M| — inf||TA — AT* = AI|

ie. [\ — |[|[TA— AT* — X\I||. Cela implique que : ir%f |TA— AT* — X|| = |A|, pour
tout T € B(H). Donc, ||TA — AT* — XI|| > |\| pour tout T' € B(H). Par conséquent, A
est *-fini et F*(H) est fermé dans B(H). m

Proposition 3.1.6 F*(H) n’est pas dense dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. D’aprés la proposition précédente F*(H) est fermé dans B(H); Il suffit de

prouver que F*(H) # B(H). Ceci est claire puisque I n’est pas un opérateur *-fini. m
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3.1.2 Opérateurs *-finis sous perturbation spectrale

Dans ce paragraphe on va présenter des opérateurs non *-finis mais sous une pertur-

bation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-finis.

Lemme 3.1.1 Soit A € B(H) un opérateur paranormal. Alors o..(A) # 0.

Preuve. Si A est un opérateur paranormal ; alors A est normaloide. D’ou ||Al| = r(A), ce
qui implique qu'’il existe A € 0(A) tel que; |A| = ||A||. Comme A est dans la frontiére de
o(A); alors pour tout € > 0 il existe un vecteur unitaire = € H tel que; ||Az — Az|| < e.

Alors ||A*z — Az < e car |A| = ||A]. =

Théoréme 3.1.1 Soit A € B(H) un opérateur paranormal. Alors; (A — XI) est *fini;
pour tout X € 04, (A).

Preuve. Comme A est paranormal; alors d’aprés le lemme [3.1.1} il existe A € o,,.(A).
La définition du spectre approché réduisant implique que : Ve > 0; ils existent un vecteur

unitaire © € H et un opérateur non nul 7' € B(H) tels que :

1

|Az — x| < T

DO ™

et
| 4% = Xa| |7 < 5.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ; on obtient :
[(Az, ") = (v, )] < || Az = Aa| [ 7)) < 5,

et
’(T*x,A*:@ — <T*x,Xx>| < ||A*a: —XxH T < %

Alors; en additionnant les deux derniéres inégalités ; on trouve :

HT(A—=X)— (A= A)T"z,z)| <e.

Donc, 0 € W(T(A — M) — (A — AI)T™). Par conséquent A — A est *-fini. m
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Corollaire 3.1.1 Les opérateurs suivants sous perturbation du spectre approché rédui-
sant sont des opérateurs *-finis.

1) Opérateurs hyponormaua.

2) Opérateurs p-hyponormauc.

3) Opérateurs log-hyponormauz.

Remarque 3.1.1 On a montré dans I'exemple que lopérateur identité I ( qui est
un opérateur paranormal), n’est pas un opérateur *-fini; alors que I est trivialement un

opérateur fini.

3.2 Opérateurs *-finis généralisés

Motivé par ’étude de la classe des opérateurs *-finis introduite par N. Hamada, ou
elle a fourni quelques propriétés de ces opérateurs, H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont
introduit une nouvelle classe d’opérateurs, plus large que les opérateurs *-finis, appelée la
classe des opérateurs *-finis généralisés. Le but de cette partie est d’étudier cette classe
et donner ces propriétés algébriques de base, également de présenter quelques paires

d’opérateurs appartenant a cette classe.

3.2.1 Définition et propriétés de base

Soient A, B € B(H). Le couple (A, B) est dit *-fini généralisé si :
ITA— BT* — M| > |\;¥A € C,¥T € B(H).
On note par GF*(H) la classe des opérateurs *-finis généralisés i.e :
GF*(H)={(A,B) € B(H) x B(H) : |TA— BT* = X|| > |\;YA e C,VT € B(H)}.

Théoréme 3.2.1 Soient A, B € B(H). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0 € W(TA — BT*); VT € B(H);
(it) |TA— BT* — N|| > |\|; VA € C, VT € B(H).

Preuve. Dans [45], Pauteur a montré que pour tout opérateur A, on a : 0 € W(A) si et

seulement si : [|[A — X|| > |A|; pour tout A € C. En remplacant A par TA — BT*, on
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obtient :

0 € W(TA— BT, ssi: [|TA— BT* = M||gpy > |A|;¥A € C,VT € B(H).
| |

Remarque 3.2.1 (0,]) n’est pas un couple d’opérateurs *-finis généralisés. Sinon 0 €

W (—=T%); pour tout T' € B(H). De plus, si T' = il, on obtient : 0 € W (il) = {i}; c’est

une contradiction.
Remarque 3.2.2 La condition (ii) ci-dessus signifie que : ir%f |TA— BT* — X\ = |)\|;
pour tout A € C.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques propriétés de base de la classe des opérateurs
*_finis généralisés.
Proposition 3.2.1 Soient (A,B) € GF*(H). Alors (aA,aB) € GF*(H); pour tout
a e C.

Preuve. Il est clair que la paire d’opérateurs nuls est une paire d’opérateurs *-finis

généralisés. Soit a € C*, étant donné € > 0; alors il existe x € H tel que :

[(T(2A) = (@B)T")z, x)| < |af [(TA = BT")z, z)| < |af

£
o’
pour tout 7" € B(H). Donc :

[((T(aA) = (aB)T")z, )| <e,

i.e.0e W(T(aA) — (aB)T*). m
Proposition 3.2.2 Si (B, A) € GF*(H); alors (A*, B*) € GF*(H).

Preuve. Supposons que (B, A) € GF*(H). Alors :
|TB — AT* — M| > |\|; VA € C,VT € B(H).
Puisque I'application : B(H) — B(H) : T — T™* est surjective; alors :

I(TB — AT* — AI)*|| > |\|;¥A € C,VT € B(H).
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D’ou;
|TA* — B*T* = X || > |\|;VA € C,VT € B(H),

i. e. (A*, B*) est *-fini generalis¢. m

Proposition 3.2.3 Si (A, B),(C, D) sont des paires d’opérateurs *-finis généralisés ;

alors (A+ C, B + D) est aussi *-fini généralisée.

Preuve. Soient (A, B), (C, D) € GF*(H). Pour € > 0; il existe z € H tel que :

(TA — BT")z,2)| < g et |((TC — DT*)z,z)| < g

pour tout 7" € B(H). Donc :

[(T(A+C)— (B+D)T)x,x)| < |((TA—- BT")z,x)|+ |{(TC — DT*)z,x)]

< €.
n
Proposition 3.2.4 [l existe (A, B) € GF*(H); tel que :
(A= M,B—X) & GF*(H); pour tout A € C*.

Preuve. Supposons que (A — A\, B — \I) € GF*(H). Alors;

0€ W(T(A— M) — (B - \TY);

pour tout 7" € B(H). Posons (A, B) = (0,0) et T'= I, donc 0 € W(—2\il) = {—2\i};

pour tout A\ € C*. C’est une contradiction. m

Théoréme 3.2.2 Soit H = H,®Hs et soient A, B € B(H) des opérateurs de la forme :

A 0 B 0
. 11 o B — 11
0 Ay 0 B

Si pour tout i; i = 1,2 : (Ay, Bi;) € GF*(H,); alors (A, B) € GF*(H).
Preuve. On a pour tout 7' € B(H);

Ty, T, I 0
T T} 11
Tor T 0 I

3.2. Opérateurs *-finis généralisés



Chapitre 3. Opérateurs *-finis et opérateurs *-finis généralisés 53

Alors; pour tout A € C, on a :

T11 A — BT, — M T19 A + B11T5;
To1 A1y + BT, TooAgy — BaoT5y — Moo
max || T3 Aii — BTy, — M|

i=1,2

AL

ITA— BT* — M|

v

v

Théoréme 3.2.3 GF*(H) est fermé dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. Soit {A,, By}, cy- une suite dans GF*(H); telles que : A, — A et B, — B.
Alors :

A < (T4, BT~ ]|
< |[TA— BT = M| + |An = AT + || B, — B | T

pour tout 7" € B(H) et tout A € C.

Passons a la limite quand n — +o00, on obtient :
ITA— BT — M| > |A].
D'ou; (A, B) e GF* (H). m
Proposition 3.2.5 GF*(H) n’est pas dense dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. D’aprés le théoréme et la remarque 3.2.1), GF*('H) ne peut pas étre dense

dans B(H) sous la topologie uniforme puisque GF*(H) # B(H). =
Proposition 3.2.6 La classe GF*(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Soient (A4, B) € GF*(H) et U un opérateur unitaire. Alors d’aprés le théoréme
B2ZTon a:

(A,B) € GF'(H)< 0 W(TA - BT*);VT € B(H)

& 0e W(U*(TA - BT*U);VT € B(H)

& 0 e W({U(TUUA— BUUT)U); VT € B(H)

& 0 € W(S(UAU) — (U*BU)S*); VS € B(H)
& (U*AU), (U*BU)) € GF*(H).
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3.2.2 Quelques paires d’opérateurs *-finis généralisés
Lemme 3.2.1 Soient A, B des opérateurs de rang fini ; alors (A, B) est *-fini généralisé.

Preuve. Pour tout opérateur T' € B(H), TA — BT* est aussi de rang fini. Puisque 0

appartient au spectre de chaque opérateur de rang fini, alors;

0 € o(TA— BT*) C W(TA— BT*);
pour tout 7" € B(H). Par conséquent (A, B) est *-fini généralisé. m

Théoréme 3.2.4 Soient A, B € B(H). S’ils existent une suite normée (z,),>1 C H et

un scalaire \ vérifiant :

(A= A1)z = 0 el [(B = ALYz, | =0,
alors (A — NI, B — \I) est *fini généralisé.
Preuve. On a pour tout 7 € B(H) :

IT(A=N) = (B=ANT* = X|| > [{[T(A=A)—(B=M)T* = ] z,,z,)]
= (A= ADxp, T*2,) — (T2, (B — A)*z,) — A|.

Pour n — 400, on obtient ||T'(A — X) — (B — AI)T* — X || > |\|; pour tout T' € B(H)
et tout A\ e C. m

Corollaire 3.2.1 Si A € B(H) ; alors pour tout A € 0,(A) et pour tout C € B(H),
(C(A=XI), (A= XD)*) € GF*(H).

Preuve. Soit A € o,(A). Alors il existe une suite normée {z,},., dans H vérifiant :
(A = ML), || — 0.
SiR=A— X et S=CR avec C € B(H); alors :

IR = 0)") nll = [I(A = AD)an| — 0

3.2. Opérateurs *-finis généralisés
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et
IS = 0)an|| = [[(C(A = Al)xn| — 0.
Donc;
(C(A= A, (A= AI)") = (5, R") € GF(H).

Proposition 3.2.7 Soient A, B € B(H) des opérateurs paranormaux ; alors (A—\I, B—
M) € GF*(H); pour tout A € 04-(A) N 04 (B).

Preuve. Soient A, B € B('H) des opérateurs paranormaux. Alors d’apres le lemme

ils existent \ € 04,.(A) N o4 (B) et une suite normée (x,,),>; dans H vérifiant :
(A= Az, — 0, [[(A—=A)*x,]| = 0et ||(B—A)x,|| — 0,]|(B— A)*z,|| — 0.
Par conséquent, d’apres le théoreme [3.2.4]; on obtient (A — A, B — A\I) € GF*(H). m

Corollaire 3.2.2 Pour toutes les paires (A, B) suivantes, la paire (A — N, B — \I) est
*finie généralisée pour tout A € g4-(A) N0y (B).

(i) A et B sont des opérateurs hyponormaux,

(i) A et B sont des opérateurs p-hyponormaut,

(11i) A et B sont des opérateurs de class A,

(iv) A et B sont des opérateurs log-hyponormauzx.

Proposition 3.2.8 Soient A, B € B(H). Si Ra g ne contient pas d’opérateur inversible ;
alors (A, B) € GF*(H).

Preuve. Soit C € Ry p (i.e. C =TA — BT*). Par hypothéese, C' est un opérateur non
inversible. Donc, d’apres [23, p.162] on a : ||C' — M| > |A|; VA € C. D’ou, (A4,B) €
GF*(H). m

Proposition 3.2.9 Si (A, B) € GF*(H); alors Rap (la fermeture de Ra ) ne contient

aucun opérateur scalaire non nul.

Preuve. Supposons qu’il existe A € C* : A\ € R4 p; alors on peut trouver une suite
{T..} dans B(H) vérifiant :
T, A — BT — \| — 0.
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Comme (A, B) € GF*(H),on a: |\ < ||T,A— BT* — M| — 0, c’est une contradiction.

3.2. Opérateurs *-finis généralisés



Conclusion

S. Mecheri [25] a introduit une classe plus générale que la classe des opérateurs finis

appelée classe d’opérateurs finis généralisés définie par :
GFH)={(A,B)e B(H) x B(H) : ||AT —TB—1|| > ;VT € B(H)}.

La conclusion de I’étude de la classe des opérateurs finis généralisés dans notre travail
est que GF(H) n’est pas invariante sous orbite de similitude et qu’'on peut étendre
I'orthogonalité de I'image de la dérivation généralisée et son noyau aux opérateurs non
normaux, y compris les opérateurs (p, k)-quasihyponormaux et opérateurs dominants.

Dans une autre partie, nous avons introduit une nouvelle classe d’opérateurs appelée
la classe des opérateurs *-finis généralisés. Pour A, B € B(H) x B(H), le couple (4, B)

est dit opérateur *-fini généralisé s’il est un élément de GF*(H), ou :
GF*(H)={(A,B) € B(H) x B(H) : |[TA— BT* — || > |\|;VT € B(H),\ € C}.

La classe des opérateurs *-finis généralisés est une généralisation de la classe des
opérateurs *-finis.

Nous avons donné une condition nécessaire et suffisante pour pour qu’une paire d’opé-
rateurs appartient & GF*(H), nous avons présenté quelques propriétés algébriques de
GF*(H) et nous avons prouvé que la classe des opérateurs *-finis généralisés est fermée
pour la topologie uniforme. Aussi, nous avons prouvé que GF*(H) est invariante par

équivalence unitaire.

Nous avons alloué la derniere partie pour présenter quelques couples d’opérateurs

a7
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(A, B) € GF*(H) et d’autres couples d’opérateurs non *-finis généralisés mais sous une

perturbation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-finis généralisés.

3.2. Opérateurs *-finis généralisés
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