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INTRODUCTION GENERALE

L’équation de Schrodinger, congue par le physicien autrichien Erwin Schrodinger
en 1925 est une équation fondamentale en mécanique quantique. Elle décrit
I’évolution dans le temps d’une particule massive, et remplit ainsi le méme role que
la relation fondamentale de la dynamique en mécanique classique. L’équation de
Schrodinger non linéaire (NLS) se pose fréquemment dans des problémes physiques,
par exemple dans la propagation laser en optique non-linéaire. L’équation NLS de
focalisation périodique a servi comme une équation pour décrire les phénomenes
d’onde instables. Dans [23, 24, 25], ils ont simulé numériquement une chaine
d’oscillateurs non linéaires de Schrodinger. Ils ont étudié les effets de différents
choix de parametres (amortissement, force motrice et espacement des oscillateurs)
sur la dynamique. Pour des forces motrices plus importantes, la chaine est soumise
a une évolution chaotique spatio-temporelle. Leur analyse du chaos spatio-temporel
dans la chaine homogene a révélé des résultats nouveaux et intéressants. Le chaos
est souvent lié aux orbites homoclines dans la dynamique de détermination non
linéaire [26, 27]. L’équation NLS est un Hamiltonien intégrable avec de nombreuses
familles de solutions quasi-périodiques et homoclines, voir par exemple [32]. Les
structures homoclines sont des sources de susceptibilité soumises a de petites
perturbations qui peuvent faire bifurquer les solutions. Les orbites homoclines
combinées apparaissent lorsque I'analyse linarisée admet plusieurs modes instables.
Les solutions de I’équation NLS sont décrites par le spectre des opérateurs des
paires de Lax. La présence du contenu des modes non linéaires est entierement
basée sur 'emplacement des valeurs propres périodiques. Les instabilités linéaires
et les structures homoclines peuvent étre identifiées en examinant les points doubles

complexes.

Récemment, une grande attention a été accordée a ’analyse des équations discretes

d’interaction a longue portée pilotée par des puissances fractionnaires du Laplacien



discret [13, 8, 4, 18, 5]. Par exemple, dans [5], les auteurs présentent le probléme
d’une étude assez complete des équations de diffusion discretes d’interaction a
longue portée impliquant les puissances fractionnaires. L’approche de l'orbite
homocline pour l'existence de solutions de solitons d’équations DNLS utilisée ici
[34] est précisément une généralisation du travail de [15] (interaction locale). Ils
ont prouvé I'approche d’orbite homocline en utilisant les propriétés des systemes
planaires réversible. Dans [33], 'approche de I’application de dimension 2 pour
I’obtention des solutions stationnaires dans I’équation unidimensionnelle non linéaire
discret cubique de Schrodinger (CDNLS).

Notre objectif est de présenter quelques modeles des équations de Schrodinger
non linéaire discret en utilisant la méthode des systemes réversible, la méthode
spectrale et enfin 'approche de I'application de dimension deux , cela en utilisant
la théorie des systémes dynamiques. Nous discutons ’équation de Schrodinger non
linéaire discret, en fonction des données initiales, et examiner certaines caractéristiques
d’une chaine homogene d’oscillateurs. Nous discutons 'existence des structures

homocline d’une équation de Schrodinger non linéaire discret.

Dans ce contexte, nous avons organisé notre travail en cinq chapitres:

Dans le premier chapitre, nous avons donné des définitions et résultats généraux
sur les systemes dynamiques discret ainsi que les points fixes, le flot, les orbites
périodiques, en outre les orbites homoclines, orbites hétéroclines, connexion homoclines

et héteroclines.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons donné la formulation de I’équation de
Schrodinger ainsi que I’'Hamiltonien et rappelons quelques équations de Schrodinger
non linéaires discrets avec quelques modeles. Nous avons abordé ’approche de
I’application de dimension 2. Nous avons défini la notion des paires de Lax et

Iintégrabilité de I’équation de Schrodinger non linéaire discret.

Le troisieme chapitre: Comprend une étude sur I’application de la théorie des

systemes dynamiques réversibles pour prouver l'existence des orbites homoclines



et leur relation avec une équation de Schrodinger non linéaire a court interaction.
Pour cela nous avons présenté une description mathématique plus précise de
symétrie d’inversion du temps dans le cadre des systémes dynamiques et par
suite les difféomorphismes réversibles. Une attention particuliere est accordée
aux points homoclines et hétéroclines. FEnsuite, notre objectif est d’améliorer
I’approche de I'orbite homocline en utilisant les propriétés de symétrie des applications
planaires réversibles, de sorte que nous puissions prouver rigoureusement les résultats
d’existence sans supposer une petite perturbation. Des résultats sont obtenus pour
I'existence des solitons. De plus en proposant une nouvelle DNLS a interaction
de long terme. L’approche de 'orbite homocline pour I'existence de solutions de
solitons d’équations DNLS utilisée ici est précisément une généralisation du travail
de [15] (interaction locale). Le travail de cette généralisation fait I'objet d’une
publication [34]:” Homoclinic Orbits and Localized Solutions in Discrete

Nonlinear Schrodinger Equation with Long-Range Interaction.”

Dans le quatriéme chapitre, nous discutons 'existence des structures homoclines
d’'une équation de Schrodinger non linéaire discret donnée a court interaction.
L’intégrabilité de I’équation de Schrodinger discrete DNLS est prouvée par I'utilisation
des paires de Lax. En termes du discriminant de Floquet on détermine les points
périodiques, anti périodiques, doubles et critiques. On vérifie la stabilité du
point fixe, la correspondance entre les points doubles et le nombre des modes
linéairement instable et on termine par une simulation pour un bon choix de

conditions initiales.

Dans le dernier chapitre, nous discutons ’approche de 'application de dimension
2 pour l'obtention des solutions stationnaires dans I’équation unidimensionnelle
non linéaire discret cubique de Schrodinger (CDNLS). On utilise le changement
de variable pour obtenir un systeme de dimension deux. Nous allons discuter des
différents types d’orbites qui peuvent étre générés (points fixes, états stationnaire

périodique, quasi-périodique et états stationnaires spatialement chaotiques).

Finalement, nous avons conclu cette these par une conclusion générale ou nous

avons expliqué Defficacité des résultats obtenus.



Chapitre 1

Généralités sur les systemes

dynamiques discrets



1.1 Introduction

Le but de la théorie des systemes dynamiques est de modéliser des processus
qui évoluent dans le temps et d’étudier leur comportement. Cette étude doit
permettre de prédire le comportement du systeme et de le réguler afin d’obtenir
les résultats souhaités. Pour développer un modele, il faut d’abord définir les
valeurs qui évoluent dans le temps, les états du systeme. Ensuite, il faut trouver
des équations mathématiques qui décrivent leur évolution. Généralement, ce sont
des équations différentielles (si le temps est considéré comme continu) ou aux
différences finies (si le temps du modele est discret). Les parametres du modele
sont les coefficients de ces équations et les conditions initiales. Dans ce chapitre

nous allons étudier essentiellement les systémes dynamiques en temps discret.

1.2 Définition du systeme dynamique

Un systeme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, environnemental
ou de tout autre domaine dont I’état (ensemble de grandeurs suffisant a qualifier

le systeme) évolue en fonction du temps.

1. Cas continu:
Dans le cas général un systeme dynamique en temps continu peut étre

représenté par une équation différentielle de la forme:

dx
— == &€, 7(“-7 )

7 f(z.t.q)

ouz € U C R" est le vecteur d’état, ¢ € R? est un parametre réel, p et

n € N.

2. Cas discret:
Dans le cas général un systéeme dynamique discret est décrit par un systeme
d’équations aux différences finies, autrement dit, par une récurrence sous la

forme:

Tk+1 = f($k7 Q)v



ou xp € U C R” est le vecteur d’état, ¢ € RP est un parametre réel, p et
neN k=12..

Et c’est le cas qui nous concerne.

1.3 Echantillonnage: passage de temps continu

a temps discret

Il existe plusieurs techniques de discrétisation (échantillonnage) des systemes.
Voici un exemple simple, souvent utilisé: la méthode d’Euler.

Soit une équation différentielle d’ordre 1:
&= f(z).

Nous voulons étudier la trajectoire de cette équation seulement & des instants
choisis, équidistants ¢, — t,,1 = At. Si la période d’échantillonnage, At est

choisie assez petite, on peut approcher la dérivée de x(t) par la différence:

2(tn) = 2(tn1))
At '

o~

Alors, le systéme dynamique & temps continu peut étre approché par le systeme

dynamique a temps discret suivant:

z(n+1) =z(n) + At.f(z(n)).

1.4 Définition d’un systéme dynamique discret

d’ordre 1 de dimension m

Dans le cas général, un systéme dynamique discret est décrit par un systeme
d’équations aux différences finies, autrement dit, par une récurrence. Il existe,

comme dans le cas continu, plusieurs types de systemes.



Soit D € R™ un ensemble et f : D — D une fonction continue et dérivable. On

appelle 7"SDD” d’ordre 1 en dimension m la récurrente suivante :
z(0)=x0€ D, xz(n+1)=f(z(n)), n>0. (1.1)

On utilisera souvent la notation (f, D) pour désigner le systéeme dynamique défini

par une fonction f sur I’ensemble D.

Quand le systeme a plusieurs variables d’états nous pouvons le représenter sous

forme vectorielle:
z1(n)

T2(M
Soit: 7 = ( ) le vecteur des états du systeme.

L’espace formé par ces états s’appelle espace de phases du systeme.

Soit ? : R™— R™ une application continue et dérivable.

A7)
Jn().
Alors le systeme (f, D) s’écrit sous la forme:

70)=ToeD, T+l = f(Z(®), n>0.

Orbite d’un systéme dynamique discret:
Soit un SDD d’ordre 1 défini par I'itération d'une fonction f(x):

z(0) =x9, xz(n+1)= f(z(n)), n=>0. (1.2)

Définition 1.4.1. Etant donné le point initial o, on appelle orbite du systeme
(1.2) la suite:

O(w0) = {2(0) = w0, 2(1) = f(2(0)),--- ,x(n + 1) = f(z(n)),---}.



1.5 Points fixes et orbites périodiques:

Nous allons considérer des systemes dynamiques discrets d’ordre 1 de dimension

m définis par (1.1).

Définition 1.5.1. On appelle "point fize” d’un systéme dynamique tout point x
tel que 3 = F(zy).
Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.

Une orbite O(xg) s’appelle périodique s’il existe un p > 0 t.q.
z(n +p) = z(n),Vn. (1.3)

Définition 1.5.2. Une orbite est dite éventuellement périodique s’il existe un
p >0 et un N >0 tels que I'égalité (1.3) est vérifiée pour tout n > N.
Une orbite périodique O(xq) est toujours une suite de points périodique. Tous ces

points s’appellent point périodique de période p.

1.6 Flot

D’apres le théoreme d’existence et unicité de Cauchy-Lipschitz, si f est de classe
C! alors il existe une solution maximale unique x(t) au systéme (1.1) telle que
x(0) = xo.

La correspondance ¢; : xo — z(t) qui associe & une donnée initiale xq la valeur de
la solution maximale z(t) au temps ¢, qui correspond a cette donnée initiale, est
appelée le flot au temps ¢ du champ de vecteurs f.

Le flot du champ de vecteurs est I'application qui associe a (¢,z) la solution

maximale z(¢) au temps ¢ qui correspond a la donnée initiale z:

(tv J]) = gb(t,:t) = th(x) = Jf(t)

Le flot est dit complet lorsque cette correspondance est définie pour toute valeur
de t €] — o0, +0o0

Remarque 1.6.1. On a trois remarques:



1. (Régularité du flot)

Si f est de classe C* le flot est lui-méme de classe C*.

2. (Transitivité du flot)
Le flot vérifie, pour toust et s € RT,

¢t © (bs = ¢s+t-

3. Pour un systéme linéaire & = Az, le flot est donné par

oy (x) = e

Un ensemble S C U est dit invariant par le flot ¢, sur U (ou bien par le systéme
& = f(x) correspondant) si pour tout = € S et tout t € R on a ¢(z) € S.
Si S vérifie la propriété que ¢,(x) € S pour tout z € S et tout ¢t > 0 alors on dit

que S est positivement invariant.

1.7 Stabilité des points fixes et des orbites périodiques

1.7.1 Stabilité des points fixes

La notion de stabilité est trés importante pour 1'’étude du comportement des

systemes autour de leurs points fixes.

* Un point fixe x, s’appelle stable si: Ve > 0 il existe un § > 0 tel que si

|zg — x5] < & alors pour tout n > 0 | f™"(z0) — x5 <e.

Autrement dit, toutes les orbites qui commencent pres du point x, restent
dans un voisinage de ce point:
si xg € Us(xg) alors pour tout n > 0 (o) € Ue(xs)

* Un point fixe s’appelle instable s’il existe un € > 0 tel que Vo > 0 il existe

un zg € Us(x,) et il existe un n € N tels que

/" (o) — ] > €.



Cela signifie que pour tout voisinage du point fixe z, il existe une orbite qui,

en commencant dans ce voisinage s’éloigne du point x.

1.7.2 Stabilité des orbites périodiques

x, est périodique de période 7 si:
fT(xs) = Ts
*

I'orbite périodique s’appelle stable si chacun de ces points est un point fixe

stable de 'application f”.

* Torbite périodique s’appelle instable si chacun de ces points est un point fixe

instable de 'application f".

1.8 Critére de stabilité

Nous savons que la dynamique d’un systeme dépend des propriétés de la fonction
f(z) qui le définit. Notamment on peut dans beaucoup de cas établir I'existence
des points fixes en étudiant la dérivée de la fonction f. Pour un nombre positif

o > 0 nous notons par U,(z) le o-voisinage du point x :

Us(z) ={y:|ly—z| <o}

Soit f : I — I une fonction continue sur I ayant un point fixe * € I ou I = [a, ]
un intervalle. S’il existe un voisinage U, (z*) C I tel que la fonction f est dérivable

sur ce voisinage et que

L p@) < 1.0 € Un(a).

T

alors le point x* est stable .
Un point est instable si la derniere condition n’est pas vérifiée dans tout voisinage

de z*.

10



Stabilité locale d’un point fixe:

Soit I’équation en temps discret admettant un point fixe x* vérifiant :

Nous définissons une variable locale u,, = x,—x* . Nous procédons a la linéarisation
de ’équation au voisinage du point fixe de maniere similaire au cas d’une équation
différentielle ordinaire, ¢’est-a-dire en réalisant le développement limité de la fonction

f au voisinage du point fixe x*. Le modele linéaire local s’écrit :

Upt1 = Aly.

df
avec A = —(a").
e )
Ce modele linéaire n’est valable qu’au voisinage du point fixe, qui est 'origine
pour le systeme linéarisé.
La stabilité locale du point fixe dépend de la valeur de la constante A. En effet,

la solution du systeme linéarisé s’écrit :
Uy, = N uyg.

ou ug est la condition initiale.

Plusieurs cas peuvent se présenter :

1. A < —1: Dans ce cas la solution s’écrit : u, = (—1)"|A\|"ug. La solution du
systeme linéarisé prend alternativement des valeurs positives et négatives et
son module augmente avec n. Dans ce cas, la solution s’éloigne du point fixe

qui est donc instable.

2. A = —1: Il s’agit d’'un cas particulier et la solution s’écrit : u, = (—1)"uy.
La solution du systeme linéarisé prend alternativement des valeurs positives

up et négatives —uy.

3. =1 < A < 0: Dans ce cas la solution s’écrit: u,, = (—1)"|A|"uy. La solution
du systeme linéarisé prend alternativement des valeurs positives et négatives
et son module diminue avecn. Dans ce cas, la solution s’approche et tend
vers le point fixe lorsque n — oo, et ce point fixe est donc localement

asymptotiquement stable.
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4. A = 0: Il ’agit d’un cas particulier. Des la premiere itération on va au point
fixe 0.

5.0 < A < 1: Dans ce cas la solution s’écrit : u,, = A"ug. La solution du
systeme linéarisé est du signe de la condition initiale et son module diminue
avec n. Dans ce cas, la solution s’approche du point fixe qui est localement

asymptotiquement stable.

6. A = 1: Ici, la solution est u, = ug. L’équation linéarisée est confondue avec

la premiere bissectrice. Toute condition initiale est point fixe de ’équation.

7. A > 1: Dans ce cas la solution s’écrit u, = A\"ug et s’éloigne du point fixe

qui est instable.

En résumé, il y stabilité asymptotique de 'origine lorsque —1 < A < 1, c¢’est-a-dire
lorsque :

-1< i(m*) <1, encore |j—f(x*)| < 1.

dz, T
Soit

f(z) =2 — 22
Le point fixe est z3 = 0 et
d
— =1-2z.
@) =12
On remarque que si 0 < f(z) < 1 et que si 0 <z < 1 alors

d

%f(:c)\ <1

Ainsi toute trajectoire qui commence dans U'intervalle [0, 1] tend vers le point fixe.

Or pour z < 0 la dérivée est supérieure a 1:

d

et f(z) <O0.
On en déduit que les trajectoires avec xy < 0 tendent vers —oo. On voit que le

point fixe zs = 0 n’est pas stable.
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Figure 1.1: Etude graphique du systéme f(z) = z — 2.

1.9 Points attracteurs et sources

1.9.1 Nature des points fixes

S’est résumé dans le tableau suivant:

flzy) M) | f"(x,) | Caractéristique du point fixe
f(z)| > 1| Indifférent | Indifférent Point source
f(z)| <1 | Indifférent | Indifférent Point attractif
flz) =1 f"(zs) <0 | Indifférent |  Semi-stable  droite
flz)I=1] f'(zy) >0 | Indifférent |  Semi-stable a gauche
flz)|=1] f'zg) =0 f(z,) <0 Attracteur faible
f(z) =1 fzg) =0 f"(z,) >0 Source faible

Figure 1.2: La nature de point fixe.
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1.9.2 Orbites périodiques

Soit f : R — R une application définissant un SDD d’ordre 1.

Soit O(zg) = x(0) = xg,z(1),x(2),--- ,z(r — 1) une orbite périodique de période r
de ce systéeme. On dit que cette orbite est attractive ( ou répulsive) si chacun
de ses points est un point fixe attractif ( respectivement un point répulsif ) de

I’application f".

1.10 Attracteurs

Définition 1.10.1. Dans la littérature on trouve plusieurs définitions d’attracteur.
En général, un attracteur est défini comme une sous partie fermée de [’espace des

phases qui “attire” toutes les autres orbites vers lui.

Il existe deux type d’attracteurs: les attracteurs réguliers et les attracteurs

étranges ou chaotiques.

1. Attracteurs régulieres : les attracteurs régulieres caractérisent 1’évolution

de systeme non chaotique et peuvent étre de trois sortes :

a. Point fixe : c’est 'attracteur le plus simple, et c¢’est un point de
I'espace de phase vers lequel tendent les trajectoires, c¢’est donc une

solution stationnaire constante, satisfait f(z) = .

b. Attracteur périodique: c’est une trajectoire fermé dans ’espace des
phases vers laquelle tendent les trajectoires. C’est donc une solution

périodique du systeme.

c. Attracteur quasi périodique (tore): représente les mouvements
résultant de deux ou plusieurs oscillations indépendantes que 1’on appelle

parfois "mouvements quasi périodiques”.
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2. chaotiques (ou étrange):
En mathématiques, la théorie du chaos étudie le comportement des systémes
dynamiques qui sont tres sensibles aux conditions initiales.
Définition d’un systéme chaotique
Un systeéme dynamique est dit chaotique si une portion significative de son

espace des phases présente simultanément les deux caractéristiques suivantes:

(a) le phénomene de sensibilité aux conditions initiales,

(b) une forte récurrence.

La présence de ces deux propriétés entraine un comportement extrémement

désordonné qualifié a juste titre de chaotique.

l T4 \m

| i'\ l.'b"

L4 o
(e) fd)

Figure 1.3: Attracteurs chaotiques de Zeraoulia-Sprott voir [44]

15



1.11 Orbites homoclines et hétéroclines

Définition 1.11.1. On considere un systéme différentiel linéaire
z=Ax,x € K

défini par la matrice A € M, (K).

Notons \; = a; +1ib;, j € {1,---,n} les valeurs propres de A et w; = u; +
w; des vecteurs propres associés. 1l est possible d’ordonner ces valeurs propres
et ces vecteurs propres pour que les k premiéres valeurs propres de A soient
réelles (et donc les k premiers vecteurs propres également) et que les vecteurs
(Ug, ) Uk, Ups1, Uk, " " *  Um, U ) forment une base de R™ avec n = 2m — k.

On désigne alors par (W?), (W™), (W€) les sous-espaces stable, instable et centre

sont définis respectivement par:

* W#, Uespace stable engendré par les vecteurs uj,vj tels que a; <0,
* W, Uespace instable engendré par les vecteurs uj,vj tels que a; > 0,

* We, Uespace central engendré par les vecteurs uj,vj tels que a; = 0.

1.11.1 Orbites homoclines

Concentrons notre attention sur les orbites homoclines émanant de I'origine. Une
orbite homocline correspond a une orbite qui relie, en avant et en arriere du temps,
un point fixe avec lui-méme. Ceci correspond a une solution d’état stationnaire
non triviale qui décroit au point fixe pour n — +oo. Il s’agit de la solution soliton
dite brillante. Une condition suffisante pour l'existence d’une orbite homocline
pour une application de dimension 2 est que les variétés stables (W?) et instables
(W*) du point fixe se croisent.

Ainsi, une condition nécessaire a l’existence de ces variétés est que le point fixe
doit étre un selle. Cette derniere condition, se traduit par un besoin (mais pas
suffisante) condition sur les parametres du systeme. Il est important de souligner
que l'existence d’un selle ne garantit pas I’existence d’'une homocline puisque les

variétés stables et instables ne pourraient pas se croiser.
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Figure 1.4: Orbite homocline
1.11.2 Orbites hétéroclines

Au lieu d’envisager des variétés impliquant un seul point fixe, considérons la variété
stable W*(z7) émanant du point fixe 7 et la variété instable W*(z3) émanant du
point fixe x5 avec (x] # x3). Si ces variétés se croisent alors il est possible de
déduire une orbite qui relie, en temps avant =] avec temps arriere z3. Il s’agit
d’une orbite dite hétérocline et correspond a un état stationnaire qui se relie a des

états stationnaire homogenes distincts (27 et z7) a savoir un soliton sombre.

Figure 1.5: Orbite hétérocline
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1.11.3 Connexion homocline et hétérocline
1.11.3.1 Connexion homocline

Soit f : M — M étre une application définie sur une variété M, avec un point
fixe p.

Soit W*(f,p) et W"(f,p) sont la variété stable et la variété instable du point fixe
p respectivement.

Soit V' une variété invariante connectée telle que
VS We(f.p) "W (f,p).

Alors V s’appelle une connexion homocline.

1.11.3.2 Connexion hétérocline

C’est une notion similaire, mais elle se réfere a deux points fixes p et ¢ . La

condition satisfaite par V' est remplacée par:
VS WE(f,p) "W (f.q).

Cette notion n’est pas symétrique par rapport a p et ¢

1.11.3.3 Intersections homoclines et hétéroclines

Lorsque les variétés invariantes W*(f,p) et W*(f, q), éventuellement avec p = g,
se croisent mais il n’y a pas de connexion homocline/hétérocline, une structure
différente est formée par les deux variétés, parfois appelées I’enchevétrement homocline

/hétérocline.

1.12 Théorie des Bifurcations

L’aspect fondamental de I’étude des systemes dynamiques est la notion de bifurcation.

Un terme qui a été introduit par Henri Poincaré au début du X X°¢ siécle dans
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Figure 1.6: Connexion et intersection homocline/hétérocline

ces travaux sur les systemes différentiels. Pour certaines valeurs critiques des
parametres de controle du systeme, la solution de I’équation différentielle change
qualitativement: on dit qu’il ya bifurcation. Une premiere approche pour 1’étude
des systémes dynamiques consiste a rechercher les points d’équilibre, c¢’est-a-dire
les solutions stationnaires ne présentant pas I’évolution temporelle. L’étape suivante
consiste a faire varier les paramétres de controle du systéme. On regarde alors que
deviennent les points d’équilibre, en particulier ceux qui étaient stables avant de
modifier les parametres du systeme et les bifurcations qui apparaissent. Pour les
valeurs des parametres auxquelles de tels changements qualitatifs apparaissent,
valeurs dites de bifurcation, la construction du portrait de phase nécessite des

outils adoptés.

1.12.1 Définition de bifurcation

Soit le systéme dynamique non linéaire de dimension n :

dx

EZf(I,i,M), (14)

tel que p est un parametre de controle, et x la solution de ce systeme.

Définition 1.12.1. Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x
du systeme (1.4) lorsqu’on modifie u, et d’une maniere plus précise la disparition

ou le changement de stabilité et l’apparition de nouvelles solutions.
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1.12.2 Diagramme de bifurcation

Dans les systemes dynamiques, un diagramme de bifurcation montre les comportements

possibles d’un systéme, a long terme, en fonction des parametres de bifurcation.

Définition 1.12.2. Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des

parametres sur laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.

1.12.3 Type des bifurcations
1.12.3.1 Bifurcations locales

La codimension est la plus petite dimension de ’espace des parameétres permettant
d’aboutir a cette bifurcation. On parle ici seulement de la bifurcation de codimension
un et il existe quatre types de bifurcations de codimension un ( noeud-col, transcritique,

fourche, hopf), qui correspondent tous ¢a des comportements genériques.

1.12.3.2 Bifurcations globales

Ces types de bifurcations correspondent a des collisions de deux variétés et elles
ne font pas forcément intervenir le voisinage de la solution. Ici, les linéarisations
locales autour de la solution ne seront donc d’aucunes d’aide. C’est pour cela que
ces bifurcations sont appelées "globales”, et deux types sont: orbites hétéroclines

et orbites homoclines.
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Chapitre 2

Equation de Schrédinger non

linéaire discret
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Introduction

L’équation de Schrodinger est I’équation la plus essentielle de la physique quantique,
comme l’est la loi de Newton en physique classique. Elle est appliquée a une grande
variété de problemes, tels que l'optique quantique (propagation des faisceaux
laser), la physique atomique (supraconductivité, condensation de Bose-Einstein),
’électronique (semi-conducteurs, transistors, mémoires), la physique des plasmas,
I’astrophysique, la microscopie électronique, la neutronique, la chimie ou la biologie...
Nous introduisons dans ce chapitre la définition et la formulation de I’équation de
schrodinger [45, 6], la méthode de I'application en dimension 2 pour divers modeles

de cette équation [33], 'équation DNLS, les paires de systémes de Lax.

2.1 Conception

Une particule quantique, peu importe ce qu’elle est, par exemple un électron dans
I’atome, est toujours représentée par une fonction d’onde. En principe, celle-ci
dépend de l’espace et du temps,

_>

(7, 0).
La densité de probabilité de la présence de la particule a I’emplacement T A

I'instant ¢ est la suivante

P(?’t) = |7v/}(?>7t)|2

La densité de probabilité ne dépendant pas du temps, on dit que le systéme est
dans un état stationnaire. Supposons une particule de masse m libre de se déplacer
sur 'axe x et subit une force dérivée d'un potentiel V' (z). La fonction d’onde de
la particule vérifie I’équation aux dérivées partielles suivante :

,haw(x, t)  —h?0%Y(x,t)

i

5~ om  apr TV @v(@t), (2.1)

ou 0/0t et 0/0x représentent les dérivées partielles par rapport a t et x respectivement
et h la constante de Planck. L’équation est dite équation de Schrodinger (2.1). A
partir de la condition initiale ¢ (z,0) et du potentiel V(z), on obtient le calcul de

(x,t).
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L’opérateur différentiel qui figure a droite de I’équation de Schr’odinger est nommé

le Hamiltonien et désigné par H.

. h? &2
H=——+V(x)
2m Ox? (z)
Considérons H comme 'espace des fonctions d’onde du systeme. L’opérateur est

une application linéaire de H dans H.

H correspond physiquement a 1’énergie cinétique et potentielle de la particule. En

fonction de 'opérateur H, 1’équation de Schrodinger a la forme compacte

L O0Y(x,t) .
th = Hy(x,t). (2.2)

Fonctions propres de H et les état stationnaires

Nous cherchons les solutions stationnaires de I’équation de Schrodinger. Pour
cela, il faut d’abord calculer les ” fonctions propres ” de l'opérateur H. 1l s’agit

de fonctions tels que
Hyp(z) = Ep(z), (2.3)

avec F/ un nombre réel. C’est a partir des fonctions propres de H que ’on construit
les solutions stationnaires de équation de Schrodinger. Considérons en effet une

fonction d’onde de la forme

Y@, 1) = o(t)p(r),
ou () vérifie I'équation (2.4), et nous l'injectons dans 1'équation de Schrodinger
(2.2). Nous obtenons

n 2o = Bote(s) —  olt) =, (2.4)

on a une solution de I’équation de Schrodinger

(z,t) = p(z)e i Pt (2.5)
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La densité de probabilité pour la particule a ’endroit x a 'instant t,

P(z,t) = [(z, )" = ()], (2.6)

)

ne dépend pas du temps. L’état ¢ décrit dans (2.5) est un état "stationnaire’
dont les propriétés ne varient pas dans le temps.

E dans (2.4) est I’énergie de la particule.

2.2 Méthode d’application bidimensionnelle pour

les structures non linéaires a unidimensionnelle

L’approche d’application bidimensionnelle que nous exposons peut étre utilisée
en général pour toute structure non linéaire unidimensionnelle, a condition que
le couplage soit de courte durée. La formule la plus courante d'un tel schéma
de couplage est le laplacien discret Ay, = ¥, 1 — 2, + ¥, 411. Pour décrire
I’approche en dimension 2 sous sa forme la plus générale, prenons en considération

une structure non linéaire générique de la forme :

wn = G(wnfla wnu ¢n+1) + F<wn) (27)

ou G est la fonction de couplage a court terme et F' correspond a la non-linéarité.
Le cas du DNLS avec la non-linéarité cubique standard est obtenu en choisissant
G = (¢/i)A (A sera utilisé pour désigner le Laplacien discret) et F(v)) = (b/)| |9,
ou ¢ > 0 est la constante de couplage et b = +1 correspond a la défocalisation
et la focalisation des non-linéarités, respectivement. Pour que cette approche soit
directement applicable, nous avons besoin de réécrire la solution stationnaire de
I'équation (2.7) comme une relation de récurrence. L’approche de I'application de
dimension 2 exige dans le cas général du systeme (2.7) que la fonction de couplage
soit inversible par rapport & 1,1 tel que G(¢,_1,¥n, ¥ni1) = Gy est peut étre
explicitement réécrit comme 1 = G~ (¥,_1,%n, Go). En particulier, c’est le
cas pour la fonction de couplage définie comme une combinaison linéaire a court
terme (ce qui est le cas du Laplacien discret).

Commencons par une équation DNLS de dimension 1, et on cherchons les états

stationnaires. Dans des dimensions supérieures, pour des solutions telles que des
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tourbillons discrets, il est nécessaire de considérer une amplitude d’état stationnaire
complexe u,,. Néanmoins, il est crucial de souligner que I’approche de I’application
de dimension 2 n’est applicable qu’aux équations de dimension 1.

L’équation d’état stationnaire peut étre réécrit comme la relation récurrente
U1 = Ry, Up_1). (2.8)

qui peut étre exprimé comme 'application de dimension 2

Unt1 = R(up,v,)
(“"“):M(“"), M (2.9)
Un+1 (%% _

Un+1 = Up

ou la deuxieme équation définit la variable intermédiaire v,, = u,,_1.

C’est important de souligner que, par construction, chaque orbite de ’application
de dimension 2 correspond a une solution stationnaire du DNLS. En particulier,
toute condition initiale Py = (uo, v9)T car 'application de dimension 2 va génére
l'orbite décrit par la suite doublement infinie des points (..., P_o, P_1, Py, P, Ps, ...)
ou P,y = M(P,). Cette orbite correspond & son tour a l’état stationnaire
(i, U9, V-1, 00,01, V2, ...), OU v, = [M"(F)], est la coordonnée y (projection)
de la nieéme itération de Fy par M. Alternativement, on pourrait aussi obtenir

I’état stationnaire comme {u} ~ ou u, = [M"(R)], est la coordonnée

oo
x (projection) du (n + 1) éme itération de Fy. Il est également important de
mentionner que l'approche de I'appliaction 2D, bien qu’elle est outille pour décrire/trouver
des solutions stationnaires du structure non linéaire associées, ne donne aucune
information sur la stabilité des états stationnaires eux-mémes. Ceci est une
conséquence de la séparation du temps de I’état stationnaires ou ’on perd toute

I'information temporelle (y compris les propriétés de stabilité).

2.3 Equation de Schrédinger non linéaire discréte

L’équation de Schréodinger non linéaire discrete permet de décrire un modele de

structure particulierement simple pour un oscillateur anharmonique couplé. Dans
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une dimension d’espace, la forme générale de 1’équation est :

iy,
“at

= G(qu)n—‘rl? 1/)n, 1/)71—1) + F(wn)v (210)

ou, F'(1,) représente le terme non linéaire d’équation de Schrodinger, G(¢n 11, ¥n, ¥Yn—1)

est la fonction de couplement a court terme.

Equation de Schrédinger semi-linéaire

L’équation de Schrodinger semi-linéaire est une équation comportant un terme

linéaire de type équation de Schrodinger et un terme de réaction non-autonome:

dn
dt

L’équation de Schrodinger semi-linéaire intervient dans de nombreux domaines de

1

+ AP, + f(n,10,) = 0.

la physique: propagation d’ondes, optique non-linéaire, modeles de lasers, modeles

de plasma, - - - etc.

Equation de Schrédinger cubique focalisante et défocalisante

Ay,

2 _

L’équation de Schrodinger cubique défocalisante est de la forme

iy,

An_ n2n:0-
1= A = [YalY

La solution stationnaire de ’equation de Schrodinger est sous la forme :
Py = Une™, (2.11)

avec k € R, et u, répond au probleme indépendant du temps, les solutions sont

aussi appelées "états stables”.

26



2.4 Des modeles pour des équations de Schrodinger

non linéaires

Du point de vue historique, ’équation cubique DNLS a été obtenue pour la
premiere fois par Holstein en 1959 pour représenter le mouvement dun électron
auto-pierrant (polaron) dans un réseau cristallin unidimensionnel. L’équation
est réapparue en 1972 lorsque Davydov a examiné le transfert d’énergie dans les
biomolécules. La méme équation a été également utilisée par D. N. Christodoulides
et R. I. Joseph en 1988 pour modéliser la dynamique d'un champ optique dans
un réseau de guides d’ondes non linéaires couplés. En revanche, dans les années
1990, I'équation DNLS a également été étudiée en tant que modele de systemes
d’oscillateurs anharmoniques couplés qui admettent les modes localisés ou discrets
dits intrinseques. Tres récemment, A Trombettoni et A Smerzi ont également
utilisé cette équation en 2001 pour la description d’un condensat de Bose-Einstein
(BEC) piégé dans un potentiel périodique. L’équation DNLS cubique est la forme
simple la plus étudiée de 1’équation de Schrédinger non linéaire a 1’équation
de Schrodinger linéaire, on peut dire que cette équation est ”standard” ou une
structure simple. ou une structure simple. L’équation DNLS cubique est définie

par :

Ay,

i— = —cAYy, + bl 2, (2.12)

ou 1, = ¥, (t) représente une fonction complexe du temps ¢ au site n, wn indique
la dérivé par rapport au temps et ¢ la constante du couplage entre deux sites
adjacents, Ay, = V,11 — 2, + ¥, 1 est le Laplacien discret de dimension 1 et b
le parametre de la non-linéarité.

La valeur de b peut étre négative ou positive, ce qui indique la non-linéarisation

de la focalisation ou de la défocalisation, respectivement.

2.4.0.1 Equation DNLS de Ablowitz-Ladik (AL)
Un autre type d’équations DNLS, s’appelle 1’équation d’Ablowitz-Ladik (AL).

Cette équation a été formulée a l'origine par Ablowitz et Ladik en 1976 [41].

Cette équation obtenue en remplacant la non linéarité diagonale dans I’équation
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cubique avec une non linéarité hors-diagonale, résultant :

Z.d;/;n = —cAyy, + b|¢n|2(¢n+1 + n-1). (2.13)

2.4.0.2 Equation DNLS de Salerno

En 1992 [42], Salerno a proposé un modele intéressant de 1’équation DNLS de la

forme:

Zw = —CAwn + 2(1 - b)an\ziﬂn + b’¢n’2(wn+1 + wnfl)' (214)

qui représente le DNLS cubique a b = 0 et le systéme AL (2.13) a b = 1. En
raison de sa propriété d’incorporer les structures cubiques et AL de 1’équation de
Schrodinger, 1’équation de Salerne devient un modele général idéal pour étudier,

par exemple l'interaction entre les non-linéarités sur place et entre sites.

2.4.0.3 Equation saturable DNLS

Une autre variante des équations DNLS qui est trés pertinente a discuter est une
structure DNLS présentant la non-linéarité dite saturable. Cette équation est

écrite comme
by
L+ [ |?

qui représente une version discrete de 1’équation de Vinetskii-Kukhtarev. Plus

W) = —cAip, + (2.15)

récemment, la version continue de I’équation dans le cas de défocalisation c’est
également produit dans un cristal liquide hématique dopé par un colorant azoique,
comme rapporté par Piccardi comme dans le cas cubique, le terme de non-linéarité
dans I’équation DNLS saturable peut étre soit la focalisation soit la dé focalisation,

indiqué par b > 0 ou b < 0, respectivement.

2.5 Paires de Lax

En mathématique, dans la théorie des systemes intégrable une paire de Lax est une
paire de matrices dépendant du temps ou d’opérateurs qui satisfont une équation

différentielle correspondante, appelée I’équation Lax.
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Définition 2.5.1. Une paire de Lax est une paire de matrices ou d’opérateurs L(t),
P(t) dépendant du temps et agissant sur un espace de Hilbert fize, et satisfaisant

[’équation de Lax :

dL
— = |P, L
dt [P L]

ot [P,L] = PL — LP est le commutateur. Souvent, P dépend de L d’une maniére

prescrite, il s’agit donc d’une équation non linéaire pour L en fonction de t.

Propriété isospectrale

On peut alors montrer que les valeurs propres et plus généralement le spectre de
L sont indépendants de t. On dit que les matrices/opérateurs L sont isospectraux

lorsque t varie.

L’observation principale est que les matrices L(t) sont toutes similaires en vertu

de la regle suivante:

L(t) =U(t,s)L(s)U(t,s)""

ou U(t, s) est la solution du probleme de Cauchy

U(t,s) = P(t)U(t,s), U(s,s) =1,

ou I désigne la matrice d’identité. Notez que si P(t) est auto adjoint, U(t, s) sera

unitaire.

En d’autres termes, pour résoudre le probleme des valeurs propres Ly = A
au temps t, il est possible de résoudre le méme probleme au temps 0 ou L est

généralement mieux connu, et de propager la solution avec les formules suivantes:

A(t) = A(0)
oY
= = Py.

Lien avec la méthode de diffusion inverse
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La propriété ci-dessus est a la base de la méthode de diffusion inverse. Dans
cette méthode, L et P agissent sur un espace fonctionnel (donc ¥ = 9 (t,x)), et
dépendent d’une fonction inconnue wu(t, z) qui doit étre déterminée. On suppose
généralement que u(0,z) est connue, et que P ne dépend pas de u dans la région

de diffusion ou ||z|| — oo . La méthode prend alors la forme suivante:

Calculer le spectre de L(0), en donnant A et ¢(0,x). Dans la région de diffusion
ou P est connu, propager 1) dans le temps en utilisant %—f(t, x) = PY(t,x) avec la
condition initiale ¥ (0, z), Connaissant ¢ dans la région de diffusion, calculer L(t)
et/ou u(t, x).

Equation de Schrédinger non linéaire discret intégrable

En général, toute discrétisation donnée d’'une PDE intégrable est plus susceptible
d’étre non intégrable. Méme si la PDE intégrable est la condition de compatibilité
d’une paire d’opérateurs linéaires, il n’y a pas en général de paire d’équations
linéaires correspondant a une discrétisation générique. De plus, compte tenu
d’une discrétisation semble étre intégrable. Il n’y a pas de méthode algorithmique
pour construire la paire linéaire associé a partir du systeme discret. Cependant,
I'IDNLS,

d 1
i—n = 75 (1 = 200 + @n-1) £ @]’ (@ni1, Gn), (2.16)

dt h
est une simple discrétisation de I’équation Schrodinger non linéaire, pour laquelle
il existe des paires d’opérateurs associée (voir les équations (2.20), (2.21)). Avec
cette paire d’opérateurs, le probleme de valeur initiale pour 'IDNLS peut étre
résolu via la transformée de diffusion inverse. Nous formulons I'IST, sur le réseau

doublement infini (c’est-a-dire, —oco < n < +00), pour le systéme un peu plus

général:
. d
Z%Qn - Qn—H - 2@71 + Qn—l - Qan(Qn—i-la Qn—l)- (2]—7)
d
_Z%Rn - Rn+1 - 2Rn + Rn—l - Qan<Rn+17 Rn—l)- (2]—8)

et inclure 'IDNLS (2.16) dans un cas particulier.

L’IDNLS a une infinité de quantités conservées et une structure hamiltonienne.
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Comme dans la cas du NLS, les quantités conservées sont dérivées de la méthode
IST.

Transformée de diffusion inverse pour IDNLS
Paire d’opérateurs

Une approche de la construction d’équations d’évolution non linéaire semi-discretes
intégrables consiste a calculer la condition de compatibilité d’un probleme de
diffusion spatialement discret et d’une équation de dépendance temporelle.

En particulier, pour construire une discrétisation spatiale intégrable d’'une PDE
intégrable, on peut d’abord discrétiser le probleme de diffusion associé a I’'PDE.
Ensuite, en développant de maniere appropriée la matrice de dépendance temporelle
dans les puissances du parametre de diffusion, on peut dériver des systemes compatibles
d’ODE:s.

Cette méthode a été utilisée avec succes dans pour construire la discrétisation
intégrable DNLS, c’est-a-dire, 'IDNLS (2.16).

Une discrétisation naturelle du probleme de diffusion (2.16) est:

Tn 7

Un+1 — Un —ik g 2
—_— = h 2.1
- ( k>%+0<x (2.19)

olt v, = v(nh) = (v},v2)T,

n’-n

gn = q(nh) et r, =r(nh).

Nous réécrivons cette différence finie comme:

Q.
UM4=<anl)uu (2:20)

ot Q, = hgn, Ry = hr,,, z=e %" =1—ihk+ O(h?),

2l =e* =1+ ikh + O(R?).

Puis supprimez les termes O(h?) et plus.
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Le probleme de diffusion (2.20) est parfois appelé probleme de diffusion Ablowitz-
Ladik. Compte tenu du probléme de diffusion (2.20) et de I’équation de dépendance

temporelle :

d iQan—l - %(2 - 2_1)2 _i(ZQn - Z_lQn—1>
L, = | e (221)
dr i(27'R, — 2R, 1) —iR, Q1+ 2(z —271)?

La condition de compatibilité discrete

d d
Evn—i-l = (Evm)mzn—ﬁ—l

est équivalent aux équations d’évolution (2.17),(2.19).
Afin d’obtenir 'IDNLS (2.16) du systeme (2.17),(2.19), nous changeons les variables
comme suit:

Qn — hqn, Ry, — hrn,, 7 — h7%t. (2.22)

Ensuite, le systeme (2.17),(2.19) devient

d 1

Iy n = ﬁ(qnﬂ = 2¢n + Gn—-1) = @Tn(Gnt1 + Gn-1). (2.23)
4 —1( 2r, + ) ( + ) (2.24)
Zdtrn - h2 Tn+1 T'n Tn—1 AnTn\Tn+1 Tn—1)- .

Ce qui correspond a 'IDNLS (2.16) sous la réduction r, = Fq¢.
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Chapitre 3

Orbites homoclines et solutions
localisées pour un systeme de

Schrodinger non linéaire discret
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3.1 Introduction

Ce chapitre comprend une étude sur 'application de la théorie des systémes
dynamiques réversible pour prouver l'existence des orbites homoclines et leur
relation avec une équation de Schrodinger non linéaire a court interaction. Pour
cela nous avons présenté une description mathématique plus précise de symétrie
d’inversion du temps dans le cadre des systemes dynamiques et par suite les
difféomorphismes réversibles. Une attention particuliere est accordée aux points
homoclines et hétéroclines. Ensuite, Notre objectif est d’améliorer ’approche de
I’orbite homocline en utilisant les propriétés de symétrie des applications planaires
réversibles, de sorte que nous puissions prouver rigoureusement les résultats d’existence
sans supposer une petite perturbation. Des résultats sont obtenus pour I'existence
des solitons. De plus en proposant une nouvelle DNLS & interaction de longue
terme. L’approche de 'orbite homocline pour I'existence de solutions de solitons
d’équations DNLS utilisée ici est précisément une généralisation du travail de [15]

(interaction locale).

3.2 Symétrie par inversion du temps dans les

systemes dynamiques

La symétrie par inversion du temps est 1'un des fondements de symétries discutées
en sciences naturelles. Par conséquent, il est posé dans de nombreux systemes
dynamiques en physique, en particulier dans la mécanique quantique.

Nous considérons les équations différentielles ordinaires et les difféomorphismes

possédant une inversion symétrique.

La notion conventionnelle de symétrie par inversion du temps concerne 1’observation
des phénomenes physiques. Nous prenons ’exemple de la dynamique d’un pendule

idéal classique, on a pas de perte d’énergie due au frottement.

Nous proposons maintenant I’expérience suivante: nous laissons le pendule balancer,
le filmer et le regarder a l'aide d’un projecteur qui joue le film en arriere (dans le
sens inverse).

Nous voyons donc que le mouvement du pendule est dans le sens inverse du
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temps, si nous ne connaissons pas le film original, alors il serait impossible de
dire que le film a été joué en sens inverse. Puisque le mouvement dans le film
inverse est correspond également a un mouvement possible du méme pendule, et
le mouvement inverse satisfait les mémes lois du mouvement que le mouvement
dans le film original. La seule différence entre le mouvement dans les deux décrit
versions avant et arriere du film est la position initiale et la vitesse du pendule au
moment ol nous commencons a jouer le film. Si on ne peut pas décider si un film
d’un systéme mécanique est joué en avant ou en arriere, on dit que ce systéme a

une inversion symétrique du temps.

Quand nous considérons une situation physique plus réaliste d'un pendule oscillant
en présence du frottement, nous pouvons faire la différence entre un film original
d’un pendule et son inverse. Parce que, dans le film original (en avant) nous voyons
que le pendule en train de perdre son amplitude jusqu’a I’arrét. Cependant, dans le
film en sens inverse nous voyons que ’amplitude ce pendule oscillant augmente avec
le temps. Le film dans le sens inverse est clairement non physique car il ne satisfait
pas les lois naturelles du mouvement (supposant qu’il n’y a pas une source d’énergie
cachée alimentant le pendule). La présence de frottement brise la symétrie par
inverse du temps du pendule idéal. La symétrie d’inversion du temps décrite dans
cet exemple se pose tres fréquemment en mécanique classique. Bien que dans la
nature, nous rencontrons rarement les systemes mécaniques symétriques parfaits
dans le temps. Un pendule véritablement isolé présente une symétrie par inversion
du temps. Le frottement et le transfert d’énergie sont simplement dus au couplage

du pendule avec son environnement.

3.2.1 Formulation hamiltonienne

Dans la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, nous décrivons le
systéme avec des variables (g,p), ou ¢ est un vecteur décrivant la position du
systéeme et p un vecteur décrivant son élan (momentum). Dans sa forme la
plus simple, ’hamiltonien H(q,p) est une fonction qui génere les équations du

mouvement via:

dg 0H  dp  9H

- =_——. 1
. 0op = dt dq (3.1)
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La notion classique de symétrie par inversion du temps telle que discutée ci-dessus

est directement liée a une propriété de symétrie de ’hamiltonien:

H(q,p) = H(q,—p). (3.2)

Si ’hamiltonien satisfait (3.1), alors les équations de mouvement (3.2) sont invariantes

sous la transformation:

RO : (Q>p7 t) = H(Q? —bp; _t)' (33)

Cela implique que lorsque (q(t),p(t)) est une trajectoire dans l'espace de phase
décrivant un mouvement possible du systéme avec une position initiale et un élan
(momentum) (qo, po), alors il en est de méme (q(—t), —p(—t)) avec une condition
initial (go, —po). En configuration (position), cela signifie que si nous avons une
trajectoire ¢(t), alors nous avons aussi une trajectoire g(—t). C’est précisément ce
que nous voyons quand nous jouons un film d’un systeme réversible dans le temps

en sens inverse.

3.2.2 Description mathématique dans le cadre des systéemes

dynamiques

Nous allons maintenant donner une description mathématique plus précise de
symétrie d’inversion du temps dans le cadre des systémes dynamiques (voir [11]).
Nous considérons deux types de systemes dynamiques, avec temps continu (¢ € R)
et temps discret (¢ € Z) sur un espace de phase ). Les systémes a temps continu
sont considérés comme des flots de champs de vecteurs. Les systémes dynamiques
en temps discret sont supposés étre générés par une application inversible f. Dans
la plupart des applications d’intérét 2 = R"™. Dans le temps continue, nous

considérons les équations différentielles ordinaires autonomes de la forme:

dx
5= = F(z) (ze€Q), (3.4)
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ou F: Q+— T(Q) est une application (simple, continu).

La dynamique de (3.4) est donnée par un opérateur d’évolution d’un seul parametre:
Vol Q — Q,

i a(1) = pi(2(7)) = (1 + 1),

tel que,
Dt O Pty = Pty 1, pour i, t2 € R.

Nous disons maintenant qu’une application inversible (simple) R :  ——  est

une symétrie inverse de (3.4) quand:

dR(x)
dt

— _F(R(x)). (3.5)

En termes d’opérateur d’évolution ¢, , (3.5) implique:

Royp,=¢ t0oR=¢;'oR. (3.6)

Dans le contexte de la mécanique classique, ou les équations différentielles ordinaires
sont dérivées par un Hamiltonien H(q,p), la symétrie d’inversion classique est

donnée par:
R(q,p) = (¢, —p). (3.7)

Notez que dans ce cas particulier, R est une involution (c’est-a-dire R? = id).
Par analogie avec la définition (3.6) dans le cas des flots, nous appelons une
application inversible R :  —— () une inversion symétrique d’une application
inversible f : Q — € a chaque fois:

Rof=f"1oR. (3.8)

La notion d’inversion de symétrie pour les flots autonome s’étend naturellement

aux flots non autonome,

= = F(,1). (3.9)

A savoir, nous appelons R, : (x,t) — (R(x), —t + a) une inversion symétrique de

(3.9) chaque fois que (3.9) est invariant sous la transformation R, (pour certains
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a € R), c’est-a-dire:
dR(x)
dt

Nous introduisons une nouvelle variable 7 = ¢ — g, I'équation différentielle étendue:

= —F(R(x),—t+ a). (3.10)

d(w, 7)/dt = (F'(2,7),1)
(avec : (F'(2,7),1) = F(z,7 + a/2)) est autonome et a une symétrie inverse:

Ry : (z,7) — (R(x), —7).

La présence et I'importance de la symétrie par inversion du temps a été reconnu
dans les premiers jours des systémes dynamiques de Birkhoff [43]. Tl I'utilisa
dans son étude des problemes restreint a trois corps en mécanique classique. En
particulier, il a noté qu'une application f avec une symétrie inverse R toujours

doit étre écrit comme la composition de deux involutions:
f=RoT (3.11)
ou R? =T?%=1id.

Notons que R n’est pas une involution, on vérifie facilement que la propriété de

décomposition (3.11) se généralise par:
f=RoT (3.12)
ou R2oT? =id.

Dans les flots des champs des vecteurs non autonomes (3.9) lorsque F'(x,t) est
périodique dans le temps, c’est-a-dire F(x,t) = F(xz,t + 1), puis de maniére
naturelle 'application d’inverse en temps de chaque flot est autonome. De plus,
il est facile de vérifier que lorsque les systéme non autonome est invariant sous
R,, alors I'application inverse en temps est retourné par rapport a la surface de

t = a/2 a l'inversion symétrique R.

Un résultat similaire s’applique également aux applications d’inverse locales pour

les orbites périodiques de flot autonomes a symétrie inverse R.
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Définition 3.2.1. (Systéeme dynamique réversible)
Un systeme dynamique est appelé réversible quand il posséde une inversion symétrique
R satisfaisant (3.5), (3.8) ou (3.10), pour des flots autonomes, des applications ou

des flots non autonomes, respectivement [11].

3.3 Difféomorphismes réversibles

Dans cette section, pour simplifier, nous ne considérons que les difféomorphismes
de R?".

Soit R un difféomorphisme régulier satisfaisant:

e Ro R = identité.

« La dimension de I’ensemble du point fixe de R, Fiiz(R), est n.

R est appelé une involution inversée. Un difféomorphisme F' de R?" est appelé
R-réversible si:
RoF=F"'oR.

La motivation de cette terminologie vient de la mécanique.

Certains points périodiques de difféomorphismes réversibles sont faciles a déterminer;

ce sont les points périodiques symétriques décrits par la proposition suivante:

Proposition 3.3.1. Soit p € Fix(R) et supposons F*(p) € Fix(R), alors F?*(p) =
p.

preuve 3.3.1. On a F¥(p) = RF¥(p) = F*R(p) = F~*(p) par conséquent
F?*(p) = p.

Par conséquent, des points périodiques symétriques peuvent étre trouvés géométriquement,
nous cherchons que les auto-intersections de I’ensemble de points fixes de R sous
I'itération de F.

On retrouve également certains points homoclines de difféomorphismes R-réversibles

géométriquement, comme illustré par ce qui suit.
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Proposition 3.3.2. Soit p € Fiz(R) un point five symétrique pour F et soit W*(p)
et W*(p) désignent la variété stable et instable de p, ensuite R(W"(p)) = W*(p)
et ROW=(p)) = W"(p). En particulier, si ¢ € W*"(p) N Fiz(R), alors q est un point
homocline.

preuve 3.3.2. Soit x € W¥(p) de sorte que lim F~"(z) = p. Ainsi nous:

n—aoo

p=R lim (F"(z)) = lim F"(R(x))
n—maoo n—aoo
de sorte que R(xz) € W*(p), d’ou RW*¥(p) C W*(p).
On a de méme RW*(p) C W*(p), de sorte que RW*"(p) = W*(p)
Siq € W*(p)N Fiz(R), alors ¢ = R(q) € W*(p) N Fiz(R) aussi, de sorte que q

est un point homocline. [22]

Par conséquent, pour avoir des points homoclines pour les difféomorphismes réversibles,
il suffit de trouver les intersections de W*(p) avec Fiz(R). Comme nous le
montrons ci-dessous, c’est souvent facile a faire. Nous remarquons que les deux
propositions ci-dessus sont vraies ou bien plus générales.

Les points homoclines qui se trouvent également dans Fix(R) sont classés comme

des points symétriques homoclines. Un tel point est appelé un point homocline
régulier si la variété instable (et donc aussi la variété stable) rencontre Fiz(R)
transversalement au point homocline. Nous soulignons que les points symétrique
réguliere homoclines n’ont pas besoin d’étre non dégénérés (c’est-a-dire, les variétés

stables et instables n’ont pas besoin de se croiser transversalement a un tel point).

C’est un exercice facile pour prouver que les points homocline symétrique non
dégénérée doivent étre réguliers.

Par conséquent, la notion de régularité est plus faible que la non-dégénérescence.
Dans les applications, il est souvent plus facile de vérifier la régularité, et plus un

rappel important, la régularité donne lieu a une infinité de points a proximité.

Proposition 3.3.3.
Soit p un point fixe symétrique et soit q un point régulier homocline symétrique
dans W"(p). Soit V' n’importe quel voisinage de p dans Fiz(R). Alors il existe une

infinité de points périodiques symétriques dans V' [11].
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Tous les points périodiques d'un difféomorphisme réversible ne sont pas symétriques.
Cependant, les points périodiques non symétriques doivent apparaitre par paires.
En effet, si p est un point fixe pour F*, alors R(p) est également fixe par F*
par réversibilité. Arguments comme ci-dessus s’étendent facilement au cas non

symétrique.
Proposition 3.3.4. Soit p un point périodique non symétrique. Supposons q €

W(p) N Fixz(R). Alors g € W"(p) N W*(R(p)).

Ainsi certains points hétéroclines peuvent étre trouvés géométriquement tout comme
les points homoclines symétriques. Les points hétéroclines symétriques réguliers

sont définis comme des points homoclines réguliers.

La proposition suivante est vérifiée d’'une maniere similaire a ce qui précede.

Proposition 3.3.5. Soit F' un difféomorphisme R-réversible du plan et supposons
que p soit un point selle non symétrique pour F'. Supposons une branche de W"(p)
et une branche de W*(p) rencontrent Fixz(R) transversalement. Alors il existe une
infinité d’orbites périodiques symétriques qui entrent dans n'importe quel voisinage

de p et R(p).[6]

3.4 Orbites homoclines et solutions localisées pour

un systéeme de Schrodinger non linéaire

3.4.1 Points homoclines et hétéroclines

Dans certaines conditions les variétés stable et instable d'un point singulier x,
peuvent avoir des points d’intersection distincts de x,. De méme , deux variétés

instables de deux points singuliers distincts x,; et 2 peuvent se croiser.

Définition 3.4.1.
On appelle point homocline toute intersection W#(x,) N W*(z,) distincte de x,.

On appelle point hétérocline toute intersection W*(x,) N W (zp2) (0t W*(xp) N

W*(xp2)) xp1 et xpe étant deux points singulier distincts.
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3.4.2 Orbites homoclines d’un systeme planaire réversible

Les difféomorphismes R-réversibles ont certaines propriétés spéciales de symétrie
que nous avons besoin pour étudier 'existence des solutions localisées dans les

milieux non linéaire de Schrodinger.

Proposition 3.4.1. [11] Soit p un point fize non symétrique.
Supposons que ¢ € W"(p) N Fix(R). Alors, ¢ € W"(p) N W*(R(p)).

Une classe des applications planaires réversibles classiques est dérivée d’équations

de différences symétriques de la forme:

Tpi1 + Tno1 = g() (3.13)

qui apparaissent dans la discussion des états stationnaires d’oscillateurs couplés
dans des réseaux unidimensionnels [11], ou des solutions de solitons d’une chaine

de Schrodinger non linéaire discrets.

Le systéme (3.13) peut étre écrit comme une application plan, notée 7', de la

forme:

Tpt1 = Zn;  Zptl = —Tp + Q(Zn), i.e T(SE, Z) = (Z, —T+ g(Z))
Il est facile de vérifier que T est inversible et T7(x,2) = (—z + g(x), ).

De plus, T est un Difféomorphisme de classe C' si g est de classe C'. Nous

supposons toujours que g est de classe C! et une fonction impaire.

On peut vérifier que T est R; -réversible par rapport a l'involution Ry(z,z) =
(z,z), et Ry -réversible par rapport a 'involution Ry(x,z) = (—z, —z) puisque g
est une fonction impaire.
Notez que les ensembles de points fixes Fiz(R1) et Fix(Rs) sont donnés par les
lignes z = x et z = —x, notés Sy et Sy, respectivement.
Soit:

F(2) = gz) — 22

Proposition 3.4.2. [11] Soit p € Fix(R) un point fixre symétrique de T. Soit
W (p) et W¥(p) désignent les variétés stables et instables (respectivement) de p,
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alors R(W"(p) = W*(p)) et R(W*(p) = W"(p)).
En particulier: si g € W"(p) N Fixz(R) alors q est un point homocline.

Théoréme 3.4.1. [15] Supposons que:

(i) f(z) est une fonction C' et impaire, admet trois zéros réels, —zy,0 et zy(z9 > 0)
avec f'(0) > 0,

(i7) sup.>» {f(2)} <0, pour certains z' > z,

Alors, lapplication planaire T a une orbite homocline.

Théoreme 3.4.2. Suppose que

(i) f(z) est une fonction C' et impaire, et f(z) + 4z n’a que des trois zéros réels,
—20,0 et zp (20 > 0) avec f'(0) < —4,

(ii) inf.>. ({f(2) +4z}) > 0, pour certains 2’ > z.

Alors, Uapplication planaire T a une orbite homocline.

Preuve Notons d’abord que nous avons la symétrie suivante:

si x,, est une solution de I’équation aux différences:
f(@n) = Tn-1 + Tnt1 — 2, (3.14)

alors {y, = (—1)"x,} est une solution de I’équation aux différences.

On a g(x,) = x,_1 + Tpy1, alors si n est pair on aura :

Yn = (_1)n$n
Ynt1 = (_1) +1$n+1
Yn—1 = (_1)n71$n—1
donc
Yn = Tn
Yn+1 = —Tp41
Yn—1 = —Tp-1
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on remplace dans (3.14) on trouve:

o~

fWn) = —Ynt1— Yn-1—2Yn
= —9(yn) — 2yn
= —f(Yn) = 2yn — 2y
= —f(yn) — dyn

Dout(z) = — f(z) —4z et vice versa. Les hypotheses (i) et (ii) du théoreme (3.4.1)
sont satisfaites pour 1(z).
Il s’ensuit que l'application planaire T induite a partir de (3.4.2) a une orbite

homocline, impliquant ’existence d’une orbite homocline pour ’application planaire

T.

Théoréme 3.4.3. [15] Suppose que f(z2) est une fonction C' et impaire, et admet
trois zéros réels,—zy,0 et zo(zo > 0)avecf’'(z9) > 0 Donc, l'application planaire T

a une orbite hétérocline.

Théoréme 3.4.4. [15] Suppose que f(z) est une fonction C* et impaire, et f(z)+
4z n’a que des trois zéros réels, —zp,0 et zo(zo > 0) avec f'(z9) < —4, Donc,

lapplication planaire T a une orbite hétérocline.

3.5 Orbites homoclines et solutions localisées pour
les équations de Schrodinger non linéaires

discretes avec interaction a longue portée.

Récemment, beaucoup d’attention a été accordée a I’analyse des équations discretes
avec interaction a longue portée pilotée par des puissances fractionnaires [13,8,4,18,5].
Par exemple, dans [5], les auteurs présentent le probléme d’une étude assez compleéte
des équations discretes de diffusion avec interaction a longue portée impliquant des
puissances fractionnaires. Dans [16], une chaine unidimensionnelle d’oscillateurs
linéaires et non linéaires avec interaction a longue portée définie par un terme

proportionnel de 1/(n — m)'™*®, (n # m) a été considérée. Dans [18], un cadre
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variationnel pour une équation aux différences fractionnelle sur Z pilotée par le
Laplacien discret fractionnel a été introduit. En particulier, dans [13], une version
fractionnaire de I’équation de Schrodinger non linéaire discrete, dans laquelle le
Laplacien discret régulier est changé a un Laplacien discret fractionnaire a été

étudiée.

Nous mettons 'accent sur le fait que 'existence des solitons brillants pour divers
cas est discutée par la méthode de Melnikov en supposant une perturbation petite
et ainsi par la méthode d’anti-intégrabilité [12, 7], certaines solutions localisées
persistent pour les cas de petits couplages. Dans [14], Papproche variationnelle
peut également étre utilisée, mais la région de fréquence permise ne peut étre

déterminée par la méthode variationnelle de manieére explicite.

Nous examinons I’existence de solutions périodiques dans le temps et spatialement

localisées dans lesquelles une équation algébrique d’amplitude complexe est obtenue.

Nous limitons notre attention aux amplitudes réelles et au cas ou correspond a

des solitons brillants et sombres, par exemple [2, 9, 10].

L’approche de I’orbite homocline pour I'existence de solutions de solitons d’équations
DNLS utilisée ici est précisément une généralisation du travail de [15] (interaction

locale).

Orbites homoclines des applications planaires réversibles

Dans cette section nous ne considérerons que les difféomorphismes de R?". Soit R

un difféomorphisme lissé satisfaisant :

e R o R = identité.

« La dimension de I'ensemble des points fixes de R, Fiz(R), est de n.

Un difféomorphisme T' de R?" est appelé R-réversible si RoT =T"! o R.
Une classe des applications planaires réversibles classiques est dérivée des équations

de différence symétriques de la forme [11, 15]:

Tpy1 + Tpo1 = g<xn)7 (315)
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Nous traitons le cas le plus général :

vo|z

—1
Tpl + Tn—y
—+ll+a = g(z,), (3.16)

=1

apparaissent souvent dans la discussion des états stationnaires des interactions a
longue portée ou [ est la distance entre les oscillateurs et o une valeur fractionnaire.
Le systéme (3.16) peut étre exprimé comme une application planaire, notée T'.

Nous calculons I'application T" pour les états stationnaires des oscillateurs. Nous

dérivons l'application T" pour 'ordre M tel que M = % — 1.

Soit:
.
Tin+1 = L2n
T2n+1 = T3n
TMn+1 =T n
Mn+1 M+1, (317)
TM+1n+1 = TM42,n
ToM—-1,n+1 = T2M,n
[ T2Mn+1 = ¢n+M
tel que:
fm +x
1+« M+1)—In M+1)+l,n 1+a
Tartis =~ — (M) (Y “HEIE O - (M) g0
=1
On met:
M—1
T lia T(M+1)—1 T T(M+1)+1
(.Tl,SCQ,...,l'QM) = (.Z'Q,l'g,...,.?}gM,—.l’l—M (Z Jl+a )
=1
+ M g(zr11)))-
Calculons T~
Nous fixons:
b+t
H(t1,ta, ooy tang 1) = —MT(Y %) + Mg (tar).

=1

46



En utilisant le changement de variable :

tl = Ty,

t2 = I3,

lov—1 = Tan,
donc:
T(l'l, Ta, ...,fEQM) = (tl,tg, ...,tQMfl, —T1 + H(tl,tg, ...,tQMfl)),
et:

T oT(x1, @2, .yxons) = T (b1, toy s tonr—1, —x1 + H(t1, ta, ..., tani—1))
1+ H(ti, ta, .. tonr—1) — H(t1, ta, . tap—1), b, to, ooy tonr—1)

xy, T2, "'7‘7:2M)7

(
(
donc

T_l(tl, tg, ceey tQM_l, y) = (—y + H(tl, t27 ceey tQM_l), tl, tg, caey tQM_1>,

et

T Ny, 2o,y .o 2ons) = (—onr + H(t1, te, .oy tons—1), T1, T, ooy Tonr—1)
M—1

a TM—1+ v
= (—zon — (M) (Z T+)
=1

+ (M)1+a 9(zn), x1, 22, .oy Tanr—1),

De plus, T est un difféomorphisme de classe C! si (M )HO‘ g = H est CL.
Nous supposons que H est toujours de classe C! est une fonction impaire.

Nous vérifions que 71" est R-réversible en respectant 1'involution :

31(901,332, <oy TM 5y TM+15 ---,sz) = (372M7x2M717 ---,1'1)7

et Ry-réversible par rapport a 'involution :
Ro(z1, 2, ooy T, Tag g1, s Tan) = (—Tan, —T2nr—1, -0y —T1),
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comme si H était une fonction impaire. Notons que I’ensemble des points fixes

Fix(Ry) et Fiz(R,) sont déterminés respectivement par les droites Sy et Sy. Soit

M
1
fxmi) = 9(var) — 2000 Z Jita’ (3.18)

=1

Théoreme 3.5.1. Supposons que:

(i) f(2) est de C* et une fonction impaire, et n’a que trois zéros réels, —zy,0, et
20(20 > 0) avec f(0) > 0;

(i) sup,.. (f(2) + 22 M =) < 0 pour certain 2’ > z.

Donc lapplication planaire T a un orbite homocline.

Preuve

Comme f est une fonction impaire et possede trois zéros réels distincts, on peut
supposer que ses zéros réels sont —zg,0 et zy avec zy > 0. La fonction est donc

une fonction a trois zéros réels distincts.

Pendant ce temps, I'appliaction planaire T a trois points fixes P(—zy, ..., —2p), O(0, ...

et Q(zo, ..., 20) , qui sont tous symétriques par rapport a l'involution Ry. L’origine
O est hyperbolique si f/(0) > 0.

De plus, le collecteur instable W*(O) et le collecteur stable W*(O) sont tangents
aux espaces propres stables et instables Fg(0) et E,(0) de la matrice jacobienne
de T" a l'origine.

Nous montrons tout d’abord que l'intersection de W*(O) avec l'intérieur du segment
EQ est non vide, ou E(0, ..., 0, 2, ..., z0) Nous pouvons facilement vérifier qu'une
branche de W*(O) péneétre initialement a l'intérieur du triangle AOEQ), noté
int(AOEQ).

L’intersection de W*(O) avec l'intérieur du segment EQ est non vide.

Pour chaque point A(zq, xs, ..., x2pr) dans int(AOEQ) , on a:

!
0 < x1 <2Vt <z,

0 < Ty < Tpr42 < 2o,

0 < xpm <xom < 2
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et les coordonnées du point image 7'(A) sont:

M—-1

T(Jfl,.TQ, ceuy IQM) = (1’2, T3y .oy Lopg, —T1 — M1+a<z
=1

T(M+1)—-1 T ZU(MH)H)
ll—l—oz

+ MHag(ﬂ?(Mﬂ)))

De plus, puisque f(z(ar41)n) est positif pour za11)n € (0,20), la distance du
point T'(A) a la droite S; est supérieure a la distance de A a S;. Par conséquent,
le manifold instable W*(O) a I'intérieur du AOFEQ ne coupe pas les segments OF
et OQ.

Dans ce qui suit, nous prouvons par contradiction que W*(O) rencontre le segment
EQ. Positionnons que la branche de W*(O) dans le premier quadrant se trouve
toujours a l'intérieur de AOEQ.

Prenons un point B € W*(O) N int(AOEQ) . Alors tous les points images
T"(B) € int(AOEQ) pour n = 1,2, --. Par ailleurs, les suites de z1-coordonnées,
xo-coordonnées,... , xapr -coordonnées de T™(B) sont toutes deux strictement
croissantes et bornées au-dessus, donc convergentes vers (zq)*, (z2)*, ..., (Tan)*,
respectivement. En conséquence, la suite de points {T™(B)} est convergente vers
N((z1)*, (x2)*, ..., (x2pr)*), qui est un point fixe de T" .

D’apres les faits (z1)* > 0, (z2)* > 0, ..., (z2pr)* > 0, il s’ensuit que N = Q.
D’autre part, la suite de la distance entre T"(B) et S; est aussi strictement
croissante, ce qui implique que N # (), une contradiction.

Par conséquent, le collecteur instable W*(O) perce le segment EQ).
Deuxiémement, nous montrons que W*(0O) dans le premier quadrant rencontre la
droite S7 en un point quelconque.

On note par:

Ho(21,0, 2,05 -+ 21,05 205 -+, 20)
le point d’intersection de W*(O) avec le segment EQ).

Soit
H,.1= T(Hn),n =0,1,---

Les coordonnées de H,, sont

('I]_,’n,) T2ny s TMns TM+1,ns -+ xZM,n-)
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Il s’ensuit que Tar41., > 20
Puisque
M-1

1
f@rms1n) + 220410 Z e <0 for Tpmsin > Tm410
=1

on déduit de 'hypothese (i7) que:

M-1

1
sup  (f(@arsin) + 2Tarp10 Y i) <0
TM41ZTM41,M =1
On note:
M-1 1
sup (f(xM-l-l,n) + 2IM+1,7L Z l1+06) = —Qa (a > O)
TMA12EM+1,M =1

Supposons que W*(O) dans le premier quadrant ne croise pas la droite S;. Alors
W*(O) se trouve entre 'axe z et la droite Sj, et donc les points H,, se trouvent

au-dessus de la droite Sy.

M-1
1
f(@ariin) + 270410 Z e <70 for n=1,2,---.
=1
Soit d,, la distance de H,, a la droite S;.
Alors

2
dy, =

|

M
Z(xMﬂ:" —Zjn), n=0,1,.. (3.19)
j=1
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Par conséquent, on a pour n = 0,1, ...:

M
n+1 E IM+j,n+1 - xj,n—&—l)

oS wl%

[(ZL‘M+2,n - SUz,n) + ($M+3,n - x3,n) + ...+ (LCQM,n - iCM,n)

o T(M+1)=l;n T T(M+1)+1n o
(= MUY TR 4 Mg (@ arsn) — O
=1

[(Tpr41n — T1in) + (@ar42n — Ton) + (Tagsn — Tan) + oo+ (Tanrn — Tarn)

1
o T(M+1)~l,n T T(M+1)+in o
- M1+ (Z ll+a ) ) + M1+ g($(M+1),n> - 21’]\/[4_17”]

E

-1

o T(M+1)—l;n T T(M+1)+in o
5 (M e l1+a( R 9(Tr1)0) = 2TM410)

=1

<

o T(M+1)~l,n T T(M+1)+n o
(=M Jita WEEDHR ) gt (f(Zas41)m)
=1

1
+ 2T 41, Z m) — 2Zn41,0)
=1

cy\/§ MﬁlxM-}—l—ln_’_IM 1)+Iln
= dy + (M) S5 (= (Y =P ) o f (w00 4)0)

M-1

+ QxMJan Z m)
=1

Il en résulte:

( dy :do—i-MH_a\/?i(—( l]‘il_l x(M+1)—z,loliz<M+1)+l,0)+f( (a11), )+2IM+1OZZ ll+a)

_ i+ _
dy = d; +M1+a\/7§(_( ;\111 T(M41) z,lll+z(M+1)+l,1) +f( (M41), )+233M+1,1 Zl]\ill llia)

a e ntx n —
oy = dy + M2 (— (SO SN RO ) £ (1) )+ 281 Yo )
(3.20)
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et par conséquent:

0 S \/Edn—i-l
- = T+ T
. 1+a M41)—l,i M+41)+l,i

M-1 1

+ f(@@r41),0) + 28041 Z m)
=1

<V2dy—nb—na, b>0 et a>0.

En admettant n — oo, on obtient une contradiction.

Par conséquent, l'intersection de W*(O) avec la droite S est non vide.

Enfin, de la proposition 3.4.2 il résulte que W*(O) et W*¥(O)se croisent en un

point ¢ sur Sy, ce qui implique 'existence d’une orbite homocline. []

Théoréme 3.5.2. Supposons que f(z) soit une fonction C' et impaire, et qu’elle
ait seulement trois zéros réels, —zy, 0 et zo (z0 > 0) avec f'(z9) > 0. Donc

Uapplication planaire T a une orbite hétérocline.

preuve 3.5.1. L’application réversible T a trois points fizes, dont deuz,
P(—20,—20, ..., —29, —20) et Q(—z0,—20, ..., —20, —20),

sont hyperboliques si f'(zg) > 0.
De maniére similaire d la prewve du théoréme précédent, on peut vérifier que W*(Q)

coupe l'aze x1,xq,...,xp en H(x1,xe,...,27,0,0,...,0) avec :
0 < 21 < 2,
0 < x9 < 2,
0 < x2m <2z

Des calculs simples montrent que T(H) et H sont symétriques par rapport d
Sy. Alors lintersection de W"(Q) avec Sy est non vide. Par conséquent, de la
proposition 3.4.2 il s’ensuit que ['intersection de W*(Q) avec W*(P) est non vide,

et donc lapplication planaire T a une orbite hétérocline.
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3.6 Solutions localisées dans les milieux de Schrodinger

non linéaires.

A partir d’équations discretes non-locales pilotées par des puissances fractionnaires

du Laplacien discret, cette équation est valable pour tout n :

;On
"ot

+h(| Pn )hn +J Z st = fﬁ’; Tty (3.21)

=1

ol h est une fonction C! .
Une grande attention a été accordée aux solutions localisées de la forme v, =
dne™t ol ¢, sont indépendants du temps. Ces solutions sont périodiques dans le

temps et localisées dans 1’espace.

Notre objectif est de prouver 'approche de 'orbite homocline en exploitant les
propriétés des systemes planaires réversibles.

L’équation (3.21) devient:

N _
\ n 2 n + n—
] i gt S Pt Aot ont _g
=1
donc
an = 2¢n + an—l
_h<|¢n n—JZ + Jita
ou:
Ny
QSTL 1+ ¢n l
—h(] ¢n o Z +l1+a — Z ITra (3.22)
=1
donc
ot o 1 27!
Z nHlHa == j(w¢" = W[ 6n )9n) + 20n Z 11+a (3.23)
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on pose:

N

9(on) = f(dn) + 20n Z lH_a

N
Nous allons calculer ’application 1" d’ordre M telle que M = 5

En utilisant une nouvelle variable :

Tin = On-M
Topn = ¢n—(M—1)
TMn = ¢n—1
TM4+1n = an
TM+2n = ¢n+1

donc:
(
Tin+1 = ¢n7(M71) = Ton
Tont+1 = ¢n—(M—2) = TI3n
TMuntl = Pn = TM41n
TM+1n+1 = ¢n+1 = TM+2,n
ToM—-1n+1 = Onyo = ToMn
L ToMn+1 = ¢n+M
On a:

Z ¢n+lllta¢n [ g(cbn)

o4

— 1.

(3.24)
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g(¢n) est écrit comme:

1 1
9(Pn) = (pn-1 + dnt1) + BYER (Pn—2 + Pni2) + 3ta (Pn—3 + Pn+3)

W (bn-n1 + Pnynr)

¢n+M _ 1+a Z ¢n lll—_tofbn—i—l anfM _|_( >1+a <¢n)

donc
1
f(wargr) = (j(UWMH — h(|zar 1)) ar41)

ot f(2) = ((wz — h(|])2)

Définire ho, = lim, ;o h(r) si les limites existent. En revanche h., = oco.

Théoreme 3.6.1. 1-Supposons que h est strictement croissant dans [0 +oo[
Alors il existe un Solitons brillant de la forme ¢,e™" avec h(0) + 2 Z
w < heo pour le systéme (3.21) avec J > 0.

l1+a

2-Assumons que h est strictement décroissant dans [O +oo[. Alors il eziste un
Solitons brillant de la forme ¢ne™* avec ho + 2310 llia < w < h(0) pour le
systéeme (3.21) avec J < 0.

preuve 3.6.1. Supposons que h soit stm’ctement croissant et J > 0. Il s’ensuit que
f(2) w’a que trois zéros si h(0)+2 S M s <w < heo et f'(0) = (w—h(0))/J <0
pour J > 0. Par conséquent, le systéme (3.21) admet des solutions de solitons

brillants par le théoréme 3.5.1. De méme les autres cas peuvent étre prouvés par
le théoréme 3.5.1.

Théoréme 3.6.2. Supposons que h'(r) > 0 (< 0) pour r € [0 +oo[ Alors il
existe un Solitons sombre de la forme ¢n,e™* avec h(0) + 231 e < w < hog
(heo + 221 . i < w < h(0)) pour le systéme (3.21) avec J < 0 (> 0).

preuve 3.6.2. La preuve est évidente par le théoreme 3.5.2.
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3.7 Discussion

L’existence de solutions de solitons brillants a été étudiée par cette méthode pour
une équation de Schrodinger discréte avec interaction a court terme dans [15] et
aussi par la méthode variationnelle dans [17]. La fréquence w associée a la suite ¢,
dans laquelle est un minimiseur pour un certain probléme variationnel. Ainsi, on
doit d’abord résoudre un probléme variationnel pour obtenir un minimiseur, puis
dériver la fréquence correspondante. On ne peut pas déterminer explicitement
la région autorisée de la fréquence w par la méthode variationnelle. Cependant,
notre approche donne la fréquence w et la suite correspondante ¢,, simultanément,
et ainsi on peut obtenir 'intervalle d’existence de la fréquence w. Un autre outil
efficace pour trouver des solutions de soliton est la méthode d’anti-intégrabilité
[1, 7]. D’un autre c6té, si nous appliquons la méthode d’anti-intégrabilité, nous
avons besoin que la force de couplage soit petite afin d’appliquer le théoreme de
la fonction implicite. D’autre part, dans notre résultat, 1’existence de solitons

brillants implique que la force de couplage pourrait étre grande.
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Chapitre 4

Structures homoclines pour un
systeme NLSD
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Dans ce chapitre, Nous discutons 'existence des structures homocline d’une équation

de Schrodinger non linéaire discret.

L’équation de focalisation périodique de NLS a été considérée comme une équation
permettant de décrire des modeles d’ondes instables. L’équation NLS est un
Hamiltonien intégrable avec de nombreuses familles de solutions quasi-périodiques
et homoclines, voir par exemple [32]. Les structures homoclines sont des sources
de susceptibilité soumises a de petites perturbations qui peuvent faire bifurquer

les solutions.

Dans [23, 24, 25], ils ont simulé numériquement une chaine d’oscillateurs non
linéaires de Schrodinger. Ils ont étudié les effets de différents choix de parametres
(amortissement, force motrice et espacement des oscillateurs) sur la dynamique.
Pour des forces motrices plus importantes, la chaine est soumise a une évolution
chaotique spatio-temporelle. Leur analyse du chaos spatio-temporel dans la chaine

homogene a révélé des résultats nouveaux et intéressants.

Le but est d’examiner certaines caractéristiques d'une chaine homogene d’oscillateurs
NLS, constituée d’une chaine de pendules réduite a une chaine de Schrodinger non
linéaire. Le chaos est souvent lié aux orbites homoclines dans la dynamique de
détermination non linéaire [26, 27]. Nous donnons les résultats de 1’analyse d'une
étude de stabilité linéaire de la solution de I’équation NLS. Les orbites homoclines
combinées apparaissent lorsque I'analyse linarisée admet plusieurs modes instables.
Les solutions de I’équation NLS sont décrites par le spectre des opérateurs des
paires de Lax. La présence du contenu des modes non linéaires est entierement
basée sur 'emplacement des valeurs propres périodiques. Les instabilités linéaires
et les structures homoclines peuvent étre identifiées en examinant le spectre pour
trouver les points doubles complexes. Le nombre de points doubles complexes est

exactement le méme que le nombre de modes linéairement instables.

Dans les références [28, 29|, ils ont montré que la dynamique d’'une chaine de
Schrodinger non linéaire avec un potentiel électrique peut étre intégrée. Le systeme
a une évolution périodique dans un champ électrique statique. En général, ce
systeme n’est pas intégrable, et lorsque le terme de potentiel est dépendant du
temps, le systéme n’est plus conservatif. Dans [30], ils ont analysé le systéme
avec un potentiel de la forme V,, = E(t)n, ou E(t) est une fonction quelconque

du temps. Ce potentiel correspond a un champ électrique dépendant du temps
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et spatialement uniforme le long de la direction de la chaine. Lorsque V = 0 est
le potentiel est de cette formule, on constate que cette équation est parfaitement

intégrable.

4.1 Modele:

Dans [21] ils ont montré que I'équation de chaine NLS peut étre dérivée d'une
chaine de pendule. Nous considérons une chaine Frenkel-kontovie de N pendules
ie: chaque pendule dans la chaine réagis seulement avec les deux proche pendules.
Nous dérivons I’équation d’amplitude pour la chaine de pendule.
Pour n = 0 (Poscillateur centrale) nous avons:

dvp

i R = 200+ o) = o + 2Py = 0.

Cette équation peut étre combinée a cette équation valide pour tout n:

d
Z’% + B (Ynr1 = 200 + Y1) — Un + 20nlPn = 0. (4.1)

Nous introduisons la variable spatiale z donc:

Uy =U(x,) et zp =z, + Ax,

ou
2_ 1

=3

Le développement de Taylor ¢(x,) nous donne:

(Az)

Yt = Y £ WD) + (B’ + 9" (Aa) + .

donc:
Un1 + Yno1 = 20y + 9" (Az)* 4 - -

négligeons (Az)? et les autres terme, nous aurons:

% = (d’n—&-l — 2ty + ¢n—1>/(Ax)2 = k2(1/)n+1 — 2, + 7vbn—l)'
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On peut écrire I’équation (4.1) comme

S >y
i~ +——w+2|¢| Y =0.

Nous considérons 1'équation:

d
2%7% = _kQ(wn+1 + wnfl - 27%) - 21%\1%\2 + 2ﬂna (42)

ou i = +/—1, 9, sont des variables complexe, n € Z; sous conditions frontieres

périodiques, ¥, N = V.

4.2 Théorie spectrale

L’intégrabilité de I’équation de Schrodinger discrete DNLS est prouvé par 1'utilisation

des paires de Lax :

Pni1 =L b, (4.3)
ol
L) — z Yn
et , , .
B(z) _ Z.(qu)n—lrn—l + %(2’2 + Ziz) - %T—H) i2k2¢n — i%wn—l
) it ik i+ 5 (24 ) = 25H)

tq: r, = UF et z = e et qui vérifie la représentation de Lax:
Ln = Bn+1Ln - Lan

de la fonction de Schrodinger discrete DNLS.
On a:
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D’autre part:

Bn+1Ln - Lan - 2“/}%7% + ik2(¢n+1 + ¢n—1 - 21/%) - “Z)n

alors: p
Edjn = 2“/}7217071 + ik2<¢n+1 + ¢n—1 - 2¢n) - an
. d 2 2
15% = _2¢nrn —k (wn-i-l + Y1 — 2¢n) + Uy,

et comme r, = ¥y

d
ZEwn = _k2<wn+1 + ¢n71 - an) - 27%!7%’2 + wn

La compatibilité du systeme surdéterminé donne la représentation lax:
Ln - Bn+1Ln - Lana

de I’équation discrete NLS.

Le discriminant de Floquet est définie par:
A(z,9) =trM(N, z, 1),

ou M (N, z,) est la matrice fondamentale de (4.3) voir [31].

En termes du discriminant de Floquet A, on définit le spectre:
o(L)={2€C/—-2D < A(z,¢) <2D}.
1. Les points périodique : z*° sont définis par
A(z% ) =2D
et les points anti périodique sont définis par:

A(2%¢) = =2D
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2. Un point critique z¢ est défini par la condition

dA d*A

E(ZCJ/J) =0, @(zcﬂﬂ) #0

La multiplicité algébrique de 2™ est 'ordre du zéro de A(z,1)+2. Habituellement,

il est 2, mais il peut dépasser 2. Quand il est égale a 2, nous appelons le point

périodique et antipériodique: un point double, et nous le désignons par z%.

4.2.1 Exemple du spectre de Floquet

Considérons la solution:
Un = Vq, V0 : Y, = aexp(—i2(a® — 1))

et considérons

z=(\/p)cos B+ /pcos?B—1, p=1+a’

Le discriminant de Floquet est donné par:
A = 2D cos(N(p))

ot D = pNV/2,

Les points périodiques et antipériodiques sont donnés par:
2D cos(NB) = +£2D

si

cos(NB) =1

alors
NpB =mm

=

2y = /P COS %H#— \/,00032 %H— 1
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Voir [36] pour savoir comment développer z.

1. Si N est impaire, tous les points périodiques et anti-périodiques sont sur

I'axe reél pour un suffisant large |1, .

2. Si N est paire, sauf les points z = 41, tous les points périodiques et anti-

périodiques sont sur 'axe reél pour un suffisant large [i,|.

X' Les points périodiques et antiperiodiques
O Les points critigues

0 Les points doubles

[+ o]
x
<

fa¥a) anx

)]

Les points critiques:

La dérivation du discriminant de floquet par rapport a z est donnée par:

% =2NDsin(NG)|z ,Osinﬁ]fl\//mﬁ_1

657% = —2ND[sin®(NB)] '[N cos(NB) sin B(pcos’ § — 1) (4.5)

+ (1 — p) cos Bsin(NB) + y/psin(NB) sin® B/ pcos? B — 1].

pour
dA d*A

@ 0a el
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Les points critiques sont donnés par:

m

B = Nﬂ- 6 7é (077T>7
ol
cos’f = 1
p

Les points doubles sont des points périodiques critiques.

4.2.2 Instabilité linéaire

II convient d’étudier le modele (4.2) et le point de départ pour développer la
structure homocline est de trouver un point fixe approprié, dans ce cas le point

fixe est donné par:
Yo(n, 1) = ae” 21! (4.6)

ou a une constante complexe.
Nous vérifions la stabilité du point fixe en considérons une petite perturbation de

la forme:

b(n,t) = o(n, 1)(1+ en(t)) (4.7)

ou0< gl <1,
On substituons (4.7) dans (4.2) et prenant seulement les termes linéaire pour &, (t):
en(t) = K (ent1(t) + en1(t) — 2, (1)) + 2i|a®|(en@y + €5 (1)) —nlt).  (4.8)
On onsidérons e,(t) sous la forme
en(t) = up + ivy,.
On trouve:

i (U + 10,) = ik ((Ung1 + 1)+ (Un_1 + 10, 1)+2 (w, + 10,))+2i] %] (2u) — (w,, + ivy,) -
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Nous séparons 1’équation en une partie imaginaire et une partie réelle:

'LL/n = k2(0n+1 + Up—1 + 2Un) — Un,
—U; = k2(“’n+1 + Up—1 + QUn) + 4|a2|un = Unp.

Nous considérons la modulation sous la forme suivante:

( Z: ) = ( g ) exp(iQn + Qt), (4.9)

ou () est le nombre d’onde et € est la fréquence de la perturbation respectivement.

On obtient:

{ af) = Blk*(2cos(Q) — 2) — 1],
—BQ = alk?(2cos(Q) — 2) + 4|a?| — 1].

Nous réécrivons ce systeme d’équations sous forme de matrice:

( Q k2(2c08(Q) — 2)) — 1 ) ( a > 0
k?(2c0s(Q) — 2) + 4|a?| — 1 -0 5 ’

d’oit
Q% = [k*(2c0s(Q) — 2)) — 1] [k*(2c0s(Q) — 2) + 4|a®| — 1],
donc
Q= £V/£[k2(2cos(Q) — 2)) — 1 [F*(2cos(Q) — 2) + 4fa?| - 1]
On pose
A= —k(4sin*(Q/2))) — 1, B =4|a,
donc:

Q=+\/A(A+ B)
L’instabilité de la modulation apparait donc lorsque :

4la)® > k*(4sin*(Q/2))) + 1, avec cos(Q) >0
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Supposons:

| | ok
e(n,t) = £(t)e' %™ + &(t)e ™, Qk:% et E(t)=£(0)e™  (4.10)

ou ) est le taux de croissance.

Le point fixe est hyperbolique lorsqu’on examine ). En fonction de 2 on vérifie

si le point fixe est hyperbolique et le nombre de modes instables.
On pose: &, = £¢(1Q% — ) donc :
Y(nt) = ac” V14 g(n, 1))

= ae” L 4 g (iQF — Q)( N 4 e U )p(n, 0)
_ ae—Qi(aQ—l)t(l + 50@@% _ Q)(eian + efian»

On obtient ainsi une condition initiale:
¥(n,0) = a+ &o(Qf + i) sin(Qxn). (4.11)

Lorsque (4.1) admet la symétrie (n,t) — (n+ny, t), il est suffisant de considérer

une condition initiale :

Y(n,0) = a+ eo(QF +iQ) cos(Qpn) (4.12)

4.3 Résultats numériques

Les solutions DNLS sont caractérisées en termes de spectre de Lgf). Il existe une
correspondance entre le nombre de points doubles complexes, le nombre de modes
instables de I’équation NLS linéarisée. Pour la solution de 1'onde plane ¥ (n,t),

calculée a t = 0, le systeme est résolu facilement.

Dans cette section sont présentés les résultats numériques obtenus a partir des
solutions des équations du mouvement (4.1). Pour tous les ensembles de parametres,
nous intégrons les équations du mouvement (4.1) jusqu’a l'instant 7" = 40. Le

nombre d’oscillateurs est de N = 64 dans toutes les simulations.
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Pour illustrer la solution numérique, nous tracons la surface |[¢(x, t)[* et le

"portrait de phase” de l'oscillateur central (n = 0, z, = 0) composé des variables:
A(t) = [¢(0,8)]> — 0.25 et A; = dA/dt.

Tous les graphes montreront les propriétés suivantes des oscillateurs : le plan
(dA/dt, A) montre la projection de la trajectoire de l'oscillateur central dans
2

'espace des phases et les surfaces |1, (¢)|* en fonction de t et n.

On considere la condition initiale
P(n,0) = a+ ecos(@n),

1
oﬁQzQW/L,azﬁetL:%r\/ﬁ.
Nous considérons trois possibilités pour ce type de données initiales, qui sont

illustrées par:
1
¥(n,0) = = + (1 +4)10 cosQn,

¥(n,0) = = 4+ i0.1cosQn,

5 + 0.1cos@n.

=

S

=
I

Dans les portraits de phase que nous considérons, I’espace de phase est formé par
les deux variables suivantes: A(t) et A; ou A(t) représente la déviation de la norme
d’amplitude par rapport a 1’équilibre et (dA/dt, A) présente un comportement

presque périodique.

La figure (4.1a) montre la surface de I'orbite homocline associée a un point double
complexe. L’orbite homocline est décrit par un mode unique qui est centré au
milieu et la décroissance asymptotique de ’orbite d’homocline par rapport a ’'onde
plane est clairement visible.

La figure (4.1b) est le portrait de phase du lobe droit d'un séparateur.

Nous considérons les deux cas Figure (4.2) et Figure (4.3) comme "a U'intérieur”

et "a l'extérieur” de 'orbite homocline.
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dA/dt

0.1

0.08 | S 1

0.04

0.02 F . -
0021 / -

-0.04

-0.08

0.1

0.1 -0.05 0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 03

14— ‘.j\
1.2+ J/ \ /
R
4 / \
W/ A

Ve

. WWWWWWM /////)%/// 7

40

20

(b)

Figure 4.1: Solution homocline pour le modele (4.1) pour 0 < ¢ <
1
40 avec la condition initiale : ¢(n,0) = 5 +(141)107%(cos Qn), a)
la surface 1(n,t). b) portrait de phase.
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dA/dt

D_1 T T T T T T T T T

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

_0-1 i i i i i i i i i
-0.05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045

A (a)

I'.; M/[ W

:7:/;¢/,///// i NN
WW@ 7/;/ 7 \

_-‘ ‘{//

(b)

Figure 4.2: La solution pour 0 < ¢t < 40 avec la condition initiale
1
P(n,0) = 5 + (7)0.1(cos Qn), a) le portrait de phase, b) la surface.
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dA/dt

D.DE T T T T T T T

003 [
0021

001

001
002

-0.03

—D .ﬂﬁ i i i i i i i
0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18

()

.

(b)

Figure 4.3: La solution pour 0 < ¢ < 40 avec la condition initiale

1
Y(n,0) = 5 + 0.1(cos Qn), a) le portrait de phase, b) la surface.
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(b)

Figure 4.4: L’orbite homocline combinée, a) ¢; = e3 = 0,001, b)
e1 = 0,001, e3 = 0,0001

71

(a)



(b)

Figure 4.5: L’orbite homocline combinée, a) N =90, b) N = 60.
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Une bonne condition initiale pour le calcul de l'orbite homocline combinée est
obtenue. La figure 4.4 montre 1'orbite homocline combinée sous forme numérique.

Nous résolvons 4.1 numériquement en utilisant:
P(n,0) = a(l + 4ie;singy exp igrcos(pin) + diegsings exp ipscos(psn))

en tant que condition initiale avec L = 2v/2m, a = 1/2, p3 = 2p; = 27/L, et la
valeur de ¢; donnée par p; = 2asin(g;).

Dans la figure (4.4a), nous prenons €¢; = e3 = 0,001, et pour la figure (4.4b), nous
prenons €; = 0,001, e3 = 0,0001.

On remarque ici que le changement des conditions initiales modifie la hauteur

entre les modes.

Dans la figure 4.5(a) ot nous utilisons les mémes valeurs de parametres que dans
la figure 4.4(a), mais en résolvant le probleme 4.1 avec N = 90. Si le niveau
de discrétisation est raffiné a N = 60, toute irrégularité disparait sur 'intervalle
de temps en question (jusqu’a 80), comme le montre la figure 4.5(b). En fait,

lirrégularité disparait assez brusquement lorsque N passe de 60 a 90.
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Chapitre 5

Equation de Schrédinger non
linéaire discret cubique CDNLS
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Dans ce chapitre, nous discutons I’approche de ’application de la dimension deux
pour obtenir des solutions stationnaires de 1’équation de Schrodinger cubique
non linéaire discrete unidimensionnelle (CDNLS). Nous utilisons le changement
de variable pour obtenir un systeme de dimension deux. Nous discuterons des
différents types d’orbites qui peuvent étre générées (points fixes, états stationnaires

périodiques, quasi-périodiques et spatialement chaotiques).

5.1 Approche de 'application de dimension 2

Dans ce chapitre, nous étudions les solutions stationnaires dans le contexte d'une
équation de Schrodinger non linéaire discrete (DNLS). Nous discutons ’approche
de 'application en dimension 2 qui est établie pour les solutions stationnaires de
I’équation de Schrodinger non linéaire discréte de dimension 1. La méthode repose
sur la résolution du probleme stationnaire résultant sous la forme d’une relation
de récurrence qui peut étre transformée en une application bidimensionnelle (2D).
Dans cette description, toute orbite pour cette application bidimensionnelle correspond
a une solution stationnaire de I’équation DNLS originale. L’approche par application
est extrémement utile pour trouver des solutions localisées telles que les solitons
brillants et sombres. Comme nous le verrons dans ce qui suit, cette méthode
permet une compréhension globale des types de solutions présentes dans le systeme
et de leurs bifurcations respectives. Notre étude se déroule dans un espace a une

et deux dimensions.

5.1.1 Propriétés d’orbites

Maintenant que nous avons établi I’équivalence entre un état stationnaire DNLS
et les orbites de I'application de dimension 2, nous allons discuter des différents
types d’orbites qui peuvent étre générées en utilisant I’approche de I'application

de dimension 2, de leurs bifurcations et de certaines de leurs propriétés de base.
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5.1.2 Propriétés des états stationnaires

Toutes les symétries et propriétés inhérentes a l'application de la dimension 2
génerent des symétries et propriétés pour les solutions stationnaires de la DNLS.
Par exemple: en particulier, pour la DNLS cubique (voir équation 5.1, nous avons

les symétries et propriétés suivantes :

1. L’application inverse M~ : M~ (u,,v,)T = (up_1,v,-1)" est identique &
M apres ’échange de u <+ v. Par conséquent, toute orbite directe de
I’application de dimension 2 aura une orbite symétrique arriere qui est

symétrique par rapport a la ligne d’identité.

2. L’application de dimension 2 est une zone de préservation et par conséquent,

les solutions stationnaires de DNLS ont les propriétés suivantes :

(a) Les centres linéaires de 'application de dimension 2 sont également des
centres non linéaires et il y aura donc des orbites périodiques et quasi-
périodiques autour de points fixes neutres (linéairement) stables. Ces
orbites de I'application en dimension 2 correspondent, respectivement,

a des solutions stationnaires spatialement périodiques et quasi-périodiques
de la DNLS.

(b) Les points fixes selle de ’application bidimensionnelle auront une variété
stable et instable avec les mémes vitesses de convergence exponentielle.
Alinsi, les solutions localisées de 1’état stationnaire de la DNLS auront

des queues symétriques lorsque n — £o0.

5.1.3 Etats stationnaires homogénes, périodiques, modulés

et spatialement chaotiques

Dans cette section, nous nous concentrons sur la description des états stationnaires
spatialement étendus (c’est-a~dire non localisés dans 'espace). Celles-ci correspondent
aux points stationnaires, orbites périodiques, orbites quasi-périodiques et orbites

chaotiques de 'application de dimension 2 de M.
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Etats stationnaires homogeénes

L’orbite la plus simple qui peut étre décrite par 'approche de 'application de
dimension 2 est un point fixe. Supposons que P* = (u*,v*)T est un point fixe
de M, a savoir M(P*) = P*. Cette orbite triviale génere la solution stationnaire
homogene u,, = u*. Notons que, par construction, tous les points fixes de M
doivent satisfaire u* = v*. Dans le cas d’un point fixe de I’application de dimension

2 correspond a une solution homogene spatiale

Y (t) = u*e™.

Etats stationnaires périodiques

Considérons maintenant une orbite périodique de I'application 2D. Supposons que
{Py, P, ..., P,_1} est une orbite de période p de M (c’est-a-dire, M (P,_1) = Fp).
Cette orbite périodique pour M génere une solution spatiale périodique en état
stationnaire pour le DNLS. En général, une orbite p-période de I'application de
dimension 2 génére un état stationnaire spatialement périodique avec une longueur

d’onde spatiale (période) de p.

Etats stationnaires quasi-périodiques

Une solution stationnaire intéressante est générée lorsqu’on considere les solutions
quasi-périodiques de I'application de dimension 2. Cette application présente une
famille infinie de solutions quasi périodiques tournant autour de l'origine. Ces
orbites de 'application de dimension 2 correspondent a des ondes modulées a
I'état stationnaire autour du point fixe (dans ce cas l'origine) pour le DNLS. La
périodicité spatiale de ces ondes modulées est approximativement déterminée par

I’argument des valeurs propres du jacobien au point fixe.

Etats stationnaires spatialement chaotiques

Comme dernier exemple d’état stationnaire non localisé, considérons le niveau

de complexité suivant pour une orbite 2D: une orbite chaotique. Les orbites
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chaotiques seront fréquentes dans les applications non linéaires. Pour le cas
considéré, l'application de dimension 2 induite par le DNLS devient chaotique
proche de la séparatrice entre des orbites périodiques supérieures. Une telle orbite
chaotique génere naturellement une solution stationnaire. Il est important de
mentionner que, typiquement, ces orbites chaotiques présentent une "adhérence” a
proximité de la séparatrice et restent donc proches d’une orbite périodique pendant
un certain temps. Cependant, I'orbite chaotique est finalement expulsée (a la fois

en avant et en arriere temps) donc I’état stationnaire devient illimité a n — £o0.

5.2 Equation cubique CDNLS

5.2.1 Approche de lapplication de dimension deux pour
I’équation cubique CDNLS

Nous choisissons ’équation cubique de DNLS de dimension un sous la forme :

an = _(wn+1 - 2% + %—1) + 1/3’wn|2wn (51)

On peut montrer que toute solution stationnaire de ’équation (5.1) doit étre
obtenu en séparant ’espace et le temps comme v, = exp(ikt)u, ou k est la

fréquence de la solution, qui donne une équation pour les amplitudes réelles w,,:
Kty = Up_1 — 2Up + Upy1 — 1/3u>. (5.2)

L’équation d’état stationnaire décrite peut étre réécrit comme la relation récurrente
suivant:
Upi1 = R(tn, tUp_1) = (k + 2)up — up_1 + 1/3u>.

On pose v,11 = u,, donc le nouveau systeme est:

{un+1 = R(umvn) (5.3)

Un+1 = Up

qui est & son tour peut étre exprimé comme une application 2D.
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5.2.2 Points fixes

L’orbite la plus simple qui peut étre décrite par ’approche de I’application 2D est

un point fixe. Il suffit de résoudre le systeme suivant:

{unﬂ = R(up,vn, k) (5.4)

Un4+1 = Up

L’équation ponctuelle de I’application 2D posseéde trois points fixes u* = {0, +/ —3/’{:}7

qui correspondent a leur tour aux deux solutions homogenes v, () = 0 et ¢, (t) =

V/—3kelkt)

On fait la remarque que la stabilité des solutions d’équation pour les amplitudes
réelles u,, ne donne aucune information sur la stabilité des solutions stationnaires

du CDNLS.

5.2.3 Etats stationnaires quasi-périodiques

L’origine est un centre non linéaire (c’est a dire instable par rapport espace)
pour —4 < k < 0 . Autour de ce point central, I'application 2D présente une
famille infinie de solutions quasi périodiques tournant autour de l'origine. Ces
orbites correspondent a des ondes modulées a 1’état stationnaire autour du point
fixe (dans ce cas 'origine) pour le CDNLS. La périodicité spatiale de ces ondes
modulées est approximativement déterminée par 'argument des valeurs propres

du jacobien au point fixe.
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Figure 5.1: Diagrame de bifurcation de 1’équation DNLS pour
parametre k € [—4, —0.5]

Figure 5.2: Diagrame de bifurcation de 1’équation DNLS pour
parameétre k € [—2.5, —2]
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Figure 5.3: Pour k=-2.29, orbites périodiques dans un stade de
billard (stadium billard) est présentée.

5.2.4 Etats stationnaires spatialement chaotiques
Les orbites chaotiques seront fréquentes dans 'application non linéaire. Pour le
cas considéré, I'application 2D induite par le CDNLS devient chaotique pres du

séparateur entre les orbites périodiques supérieures. Dans la figure (5.2) nous

représentons une telle région chaotique (k € [—2.32, —2.28]).

5.3 Solutions spatialements localisées

Les orbites homoclines et hétéroclines de I'application 2D correspondent respectivement,

aux solitons brillants et sombres du DNLS.

Orbites homoclines
En général, I'approche de I'application 2D établit non seulement l’existence de

solutions soliton brillantes (ainsi que des solutions solitons sombres), mais détermine

aussi leur taux de décroissance. Plus précisément, les valeurs propres Ay (A <
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1 < Ay) pour le point fixe selle supportant 1'orbite homocline (I’origine dans le cas
considéré) déterminent la décroissance exponentielle Al = )\jnl pour n — Foo

ou A\_ = )\jrl. Dans notre cas, les valeurs propres a l'origine sont donné par

20 =k+2F VE(k+4).
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette these, on a présenté quelques modeles des équations de Schrodinger
non linéaire discret et examiner certaines caracteristiques des chaines homogene
d’oscillateurs. L’existence de solutions de solitons brillants a été étudiée pour une
équation de Schrodinger discrete avec interaction a court terme par 'approche
des systemes reversible et non pas par la méthode variationnelle ou la méthode
anti-integrabilité. De plus on considere une chaine d’oscillateurs non linéaire a
interaction a longue portée pilotée par des puissances fractionnaire qui est une
généralisation du dernier DNLS grace a la methode des systémes reversibles de

sorte que nous avons pu prouver les résultats sans supposer des petites perturbations.

Notre but est d’examiner certaines caractéristiques d’'une chaine homogene d’oscillateurs
NLS, constituée d'une chaine de pendules réduite a une chaine de Schrodinger
non linéaire. Le chaos est souvent lié aux orbites homoclines dans la dynamique
de détermination non linéaire. Nous donnons les résultats de l'analyse d’une
étude de stabilité linéaire de la solution de I’équation NLS. Les orbites homoclines
combinées apparaissent lorsque I'analyse linarisée admet plusieurs modes instables.
Les solutions de I’équation NLS sont décrites par le spectre des opérateurs des
paires de Lax. La présence du contenu des modes non linéaires est entierement
basée sur 'emplacement des valeurs propres périodiques. Les instabilités linéaires
et les structures homoclines peuvent étre identifiées en examinant le spectre pour
trouver les points doubles complexes. Le nombre de points doubles complexes est

exactement le méme que le nombre de modes linéairement instables.

Nous discutons 'approche de I'application de dimension 2 pour l'obtention des
solutions stationnaires dans I’équation unidimensionnelle non linéaire discret cubique
de Schrodinger (CDNLS). On utilise le changement de variable pour obtenir un
systeme de dimension deux. Nous allons discuter des différents types d’orbites qui
peuvent étre générés (points fixes, états stationnaire périodique, quasi-périodique

et états stationnaire spatialement chaotiques).
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PERSPECTIVES

Récemment, les équations DNLS a coefficients périodiques ont été abordées dans
la littérature physique. De plus, des résultats sur la simulation numérique de
solitons discrets a trous dans une équation DNLS périodique particuliere sont
obtenus. Ils font appel a une technique d’approximation périodique et a une
approche généralisée du type manifold de Nehari pour l'existence de solitons
dans des équations de Schiodinger non linéaires périodiques discretes avec une
non-linéarité cubique. Pour des travaux futurs on va aborder l'existence des
solutions homoclines pour une classe d’équations aux différences périodiques avec
non linéarité saturable. Elle donne lieu a un opérateur de Helmholtz et plus
générale a un opérateur de Jacobi, cela en utilisant la méthode des systemes

réversibles.
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Résumé:

L’objectif de cette these est de présenter quelques modeles des équations de Schrodinger
non linéaire discret en utilisant la méthode des systemes réversible, la méthode
spectrale et enfin 'approche de I'application de dimension deux , cela en utilisant
la théorie des systemes dynamiques. Nous discutons I’équation de Schrodinger non
linéaire discret, en fonction des données initiales, et examiner certaines caractéristiques
d’une chaine homogene d’oscillateurs. Nous discutons l’existence des structures

homocline d’une équation de Schrodinger non linéaire discret.

Mots clés: Equation de Schrédinger non linéaire discret, systeme réversible,

orbite Homocline, orbite Hétérocline, interaction a longue terme.
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Absract:

The objective of this thesis is to present some models of the discrete nonlinear
Schrodinger equations using the method of reversible systems, the spectral method
and finally the approach of the application of dimension two, this using the theory
of dynamical systems. We discuss the discrete nonlinear Schrodinger equation,
depending on the initial data, and examine some characteristics of a homogeneous
chain of oscillators. We discuss the existence of homoclinic structures of a discrete

nonlinear Schrédinger equation.

Key words: Discrete nonlinear Schrodinger equation, reversible system, Homoclinic

orbit, Heteroclinic orbit, long range interaction.
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