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Résumé

Dans ce travail, nous considérons un modele d'alcoolisme dans lequel les
individus alcooliques ont une structure d'age. Nous formulons le modéle
d'épidémie sous la forme d'un probleme de Cauchy non homogene, puis nous
étudions l'existence, l'unicité et la positivité des solutions du probléme obtenu.
Ensuite, nous cherchons les conditions d'existence des différents points d'équilibre
du modeéle proposeé (le point d'équilibre trivial, et le point d'équilibre positif).
Apres, par la linéarisation du modele, nous étudions la stabilité locale par le
théoréme de Routh-Hurwitz. Finalement, en utilisant le théoreme de bifurcation,
nous prouvons que la bifurcation de Hopf se produit lorsque le paramétre de

bifurcation traverse certaines valeurs critiques.
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Abstract

In this work, we investigate a new alcoholism model in which alcoholics have
have age structure. We rewite the model as an abstract non densely defined
Cauchy problem and obtain the condition which guarantees the existence of the
unique positive steady state. By linearizing the model at steady state and
analyzing the associated characteristic transcendental equations, we study the
local asymptotic stability of the steady state. Furthemore, by using Hopf
bifurcation theorem , we show that Hopf bifurcation occurs at the positive steady

state when bifurcating parameter crosses some critical values.
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Introduction

A Déchelle mondiale, la consommation d’alcool entraine environ 3,3 millions de déces chaque
année (5,9% de tous les déces),c’est plus que, par exemple, la proportion de déces dus a VIH /
sida (2,8%), violence (0,9% ) ou tuberculose (1,7% ) [15]. La consommation d’alcool a été iden-
tifiée comme 1'une des causes principales de plus de 200 maladies, blessures et autres problemes
de santé, comme décrit dans la Classification statistique internationale des maladies et problemes
de santé connexes (CIM) 10e révision (OMS, 1992), plus de 30 incluent 1'alcool dans leur nom
ou leur définition. Cela indique que ces conditions pathologiques n’existent pas du tout en 1’ab-
sence de consommation d’alcool. Une forte association existe entre la consommation d’alcool et
I'infection & VIH, les maladies sexuellement transmissibles [16]. La consommation d’alcool peut
causer des dommages a d’autres personnes, comme des voies de fait, un homicide (intentionnel)
ou un accident de la route, un accident de travail (non intentionnel). De plus, la consommation
d’alcool entraine une charge économique importante pour la société dans son ensemble. 5,1% de la
charge mondiale de morbidité et de traumatisme sont imputables a I’alcool [15]. Comme discuté
ci-dessus, la consommation d’alcool a un effet grave sur la santé et le bien-étre des individus et
des populations.

Récemment, on s’est rendu compte que les modeles mathématiques sont importants pour com-
prendre le processus de consommation d’alcool. Mulone et coll. [I7] ont étudié un modele en
deux étapes pour les jeunes problemes d’alcoolisme graves et leur traitement. Les jeunes ayant
des problemes d’alcool ont été divisés en deux composantes, a savoir ceux qui ont admis avoir
le probleme et ceux qui ne l'ont pas admis. La stabilité de deux états stationnaires a été ana-

lysée. Xiang et coll. [18] ont développé un modele de consommation d’alcool avec des campagnes
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d’éducation en santé publique. Des analyses mathématiques ont établi que la stabilité asymp-
totique globale des équilibres était déterminée par le numéro de reproduction de base Ry. Si
Ry < 1, I'équilibre sans alcool était globalement asymptotiquement stable, et si Ry > 1, ’équilibre
présent d’alcool était globalement asymptotiquemen stable, et ils ont conclu que les campagnes
d’éducation en santé publique des consommateurs d’alcool pourraient ralentir la dynamique de la
consommation d’alcool. Huo et coll. [19] a introduit un nouveau modele d’alcoolisme qui impli-
quait I'impact de Twitter. La stabilité de tous les équilibres a été obtenue en termes du nombre
de reproduction de base Ry. La bifurcation en arriére et en avant, la bifurcation de Hopf ont
également été analysées. Pour d’autres modeles d’alcoolisme ou d’épidémoc, nous nous sommes
référés a [20],[21],[22],[23],[24],[25],]26],[27]. En 1990, Thieme [28] a observé que les modeles struc-
turés par age pouvaient étre considérés comme des problemes de Cauchy non densément définis,
par la suite, Magal et Ruan [29], Liu et al. [30] ont développé la théorie des variétés centrales et
le théoreme de bifurcation de Hopf pour les ont défini les problemes de Cauchy, respectivement.
En utilisant la théorie et le théoreme ci-dessus, Liu et al. [31] ont montré que le modele structuré
par age du mutualisme consommateur-ressources présentait Hopf bifurcation a 1’équilibre positif
dans certaines conditions. Wang et Liu [I1] ont considéré un modele compartimental ravageur-
pathogene structuré par age. Leurs résultats ont montré que la bifurcation de Hopf s’est produite
a un état d’équilibre positif lorsque le parametre de bifurcation passait des valeurs. Tang et Liu
[32] ont étudié un nouveau modele prédateur-proie avec une structure par age et ont montré
une bifurcation de Hopf a un état d’équilibre positif. Motivé par les travaux ci-dessus, le but de
cet article est d’étudier 'existence de la bifurcation de Hopf pour un modele d’alcoolisme avec
structure par age. Notre modele se compose de trois variables : les buveurs sensibles au temps
t sont désignés par S(t), qui ne boivent pas ou ne boivent que modérément ; les alcooliques au
temps ¢ avec un age d’alcoolisme a sont désignés par A(t,a), qui désirent fortement consommer
de I'alcool, ayant des difficultés a controler son usage, persistant dans son utilisation malgré les
conséquences néfastes ; et les personnes qui se remettent de 1’alcoolisme apres le traitement sont
désignées parR(t). L’alcoolisme en tant que maladie épidémique sociale de longue date, il est dif-

ficile de I’éliminer pendant une courte période. Alors on met le probleme de I'alcoolisme dans la
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population modele de croissance a étudier. Nous supposons donc que les nouvelles recrues entrent
dans la population & un taux r(S(t) + foﬁo A(t,a)da + R(t)).

Ce mémoire est composé par trois chapitres organisés comme suit :

e Le premier chapitre concerne des rappels sur la théorie des semi-groupe et quelques notions et
concepts de stabilité et de bifurcation de Hopf.

e Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude de 'existence et 'unicité des solution du modele
épidémique formulé, ainsi la positivité et la bornétude des solutions .

e Le troisieme chapitre traite la stabilité et la bifurcation de Hopf des différents points d’équilibres

du systeme proposé.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Définitions élémentaires

Définition 1.1. [1] Soient X un espace de Banach et F: D(F) C X — X un opérateur. On dit

que F' est locallement Lipschitzienne si et seulement si pour tout C > 0 il existe K(C) > 0 telle que

I1F(2) = F(y)llx < K(O)llx — yllx,

pour tout x,y € D(F) N Bc(0) tel que Bo(0) = {x € D(F), ||z|| < C}.

Définition 1.2. [1] Supposant que V' et W sont deux espaces vectoriels topologiques localement
convezes (par exemple deux espaces de Banach), et soit U C V un ouvert dans V et
f:V — W . La dirivé de Gateauz Df(U;v) de f pour tout x € U dans la direction ¢ € V

définie par

flx+ 1Y) — f(x)

Df(w;¢) = lim -
d
= Ef(l' + 1Y)

7=0

Définition 1.3. (Homémophisme) En topologie, un homéomorphisme est une application bi-
jective continue, d’un espace topologique dans un autre, dont la bijection réciproque est continue.

Dans ce cas, les deux espaces topologiques sont dits homéomorphes.
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Définition 1.4. (Opérateur compact)[Z] Soient X,Y deuz espaces de Banach etT : X — Y

un opérateur linéaire bornée. On dit que T est compact si ['image par T de la boule-unité Bx de

X est relativement compact dans Y et d’une autre maniére T(Bx) est compact dans Y .

Théoreme 1.1. (Kolmogorov)[1] Soit B un ensemble borné dans L*(R™) alors le sous ensemble

B est relativement compact si et seulement si les propriétés suivantes sont satisfait
+oo
i) lim f(a)da = 0 unifoemement dans B.

i1) limpo || f(a + h) — f(a)|| = 0 uniformement dans B.

1.2 Généralités sur la théorie spectrale des opérateurs

Définition 1.5. [3] Soit X un espace de banach sur le corps des nombres complezes C . On note
par L(X) des opérateurs linéaires bornés dans X et par I 'identité de L(X). Pour un opérateur

linéaire A : D(A) C X — X on note par

p(A) = {\ € C; \I — A est inversible dans X},

l’ensemble résolvant de A.

Définition 1.6. [3] Soit A € L(X) on applle spectre de A l’ensemble

o(A) ={\ € C; (A — A) non inversible},
Toute scalaire A € o(A) est dit valeur spectrale et on a 0(A) = C\ p(A).

Définition 1.7. [3] On appelle valeur propre de A tout A € C tel que \I — A nest pas injectif.
On appelle spectre ponctuelle de A l’ensemble
o,(A) = {\ € C; X valeur propre de A},

et on a toujours o,(A) C o(A).

Proposition 1.1. [3] Soient A, B € L(X), alors Ao B € L(X) et :||Ao B| < ||All||B|l-
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1.3 Généralités sur la théorie de semi-groupe

Définition 1.8. [4] On appelle Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X une famille
{T(t) }+>0 C L(x) vériviantes les propriétés suivantes

i)T(0)=1.

i) T(t+s)=T(t)T(s); Vt,s > 0.

i1 ) limy_o T'(t)x = x ; Vo € X.
Définition 1.9. [4] On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T(t)}+>0, un opérateur
A définie sur l’ensemble

T(t)r —

. x .
D(A) ={r e X; 115)1(1) eziste},

par

T(t)x —

x
Az = lim , pour tout v € X.

t—0

Définition 1.10. [ Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur
linéaire. Sil existe Ma,wa € R tels que pour tout X > wa, on a (A — A)~! € L(X) et pour tout

neN

My

00 =471 < 7=

on dit que A est un opérateur de Hille-Yosida.

Définition 1.11. [5] Soit Xo = D(A) on défine Ay la partie de A dans Xy par

Aoz = Az,Vz € D(Ay) = {z € D(A); Az € X,}.

Lemme 1.1. [1] On suppose que A € L(X) est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe

{T(t)}1>0 sur lespace de Banach (X, ||.||) alors A est un opérateur de Hille-Yosida avec
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[(A = A)Hox) < R tout A > wy.

N —
Théoréeme 1.2. [1] Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire est le générateur infi-
nitésimal d’un Cy-semigroupe {T'(t)}1>o si et seulement si A est un opérateur de Hille- Yosida, et

en plus

I1T(t)| < Mae“r; t > 0.
Le lemme suivante découle directement du théoréme de Hille- Yosida.

Lemme 1.2. [1] Soit A un opérateur linéaire sur l'espace de Banach X . La partie Ay de A est
le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe {Ta,(t) >0 sur Xo si et seulement si les condition
suivantes sont satisfait

i) Pour tout v € X;limy oo (AM — A)" 'z = 0.

i1) Il existe deux constantes positif wa et Ma tel que pour tout X > w4 etn>1 on a

M,

AN —A)™" <
It ) ek < O —wa)

1.4 Probleme de Cauchy Homogene

Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X, étant donné Uy € X le probleme
de Cauchy pour A avec données initiales Uy consiste a la détermination d'une solution U(t) au

probleme a valeur initiale

dt - (1.1)

Ou par solution on veut dire une fonction U(t) a valeur dans X tel que U(t) est continue pour

t > 0 continuement différentiables et U(t) € D(A) pour ¢ > 0 et |1.1] est satisfait.
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Théoreme 1.3. [f|] Soit {T'(t)}i>0 un Co-semigroupe dans X d’un générateur infinitésimal A.Alors
pour chacun x € D(A) le systéme a une solution unique U(t) dans C*([0;+oc[; D(A)) N
C([0; +o0[; D(A)) et U(t) = T(t)x; pour toutt > 0.

Ou C([0;4o00[; D(A)) désigne l'espace des fonction continue de [0;+o0o[ dans D(A) .

C'([0; +00[; D(A)) désigne l’espaces des fonctions de classe C' de ([0;+oo[; D(A)) dans D(A).

1.5 Equation d’évolution non linéaire

Considérons le probleme de Cauchy suivantes

au(t) _
— = =AU + F(tU(1),t >0, (1.2)
U(0) = Uy

Ou A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semigroupe {7T'(t)}+>0 sur un espace de Banach X

et FF:RT x X — X est continue.

Définition 1.12. [J]] On dit que U est un solution(Solution classique) du probléme si et
seulement st

i)U e CRT, X),U(t) e D(A),t > 0.

ii) U satisfait a U'équation [1.9

Théoreme 1.4. [J] si U est une solution du probléme alors

U(t) = T(E)Uy + /tm —$)F(s, U(s))ds, t > 0. (1.3)

Remarque 1.1. [fJ] Si U satisfait alors U n’est pas nécessairement une solution du probleme
22

Théoréeme 1.5. [/ Supposons que F : RT x X — X est localement Lipschitzienne par rapport

a la seconde variable alors pour tout Uy € X le probleme admet un solution unique sur R*.
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Définition 1.13. [5] Soit L : D(L) C X — X est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe

{TL(t)}i>0 sur Uespace de Banach X ;on définie la croissance liée wo(L) € (—o0, +00) de L par

_ (T @) ex)

WO(L) ; s

et la croissance essentielle liée wy ess(L) € (—00, +00)de L par

_ ([T () )ess
t

wO,ess(L>
Ou || TL(t)||)ess est la norme essentielle de Ty (t) défini par | TL(t)|)ess = w(TL(t)Bx(0,1)) tel
que Bx(0,1) = {z € X;|z|| < 1} et pour tout ensemble bornée B C X, k(B) = inf{e >

0; B peut étre couvret pour un nombre fini des boules de rayon < €} est la mesure de Kuratovsky

de la non compacité.

1.6 Généralités sur la stabilité

Considérons un systeme continue autonome décrit par une équation différentielle de premier

ordre

du(t) _
o = AU@® + FU®),t >0, (1.4)
U(0) = Uy

Définition 1.14. [6] U* est appele point d’équilibre pour le probléme sl vérifier l’équation
sutvante

AU* = 0.

Définition 1.15. [6] Le point d’équilibre U* est stable si pour tout € > 0 il existe p(e) > 0 tel

que

[UQ0) = U™l < p= IU(t) = U7 <,
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stnon il est instable.

cela signifie que ,quel que soit le rayon € d'une boule centrée sur 1’équilibre, il est possible de
trouver une sous-boule de rayon p(e) telle que la trajectoire issue de n’importe quelle condition

initiale dans cette sous-boule de rayon p ne quitterra pas jamais la boule de rayon ¢.

FIGURE 1.1 — Illustration de la stabilité asymptotique.

Définition 1.16. [6] Le pont d’équilibre U* est asymptotiquement stable s’il est stable et il existe

v > 0 tel que pour tout solution U(t) de[l.] on a

[U(©) = 0" < = Jim_[U(t) = U] =0,

Linéairisation de systeme

Soit Jp(U*) = %(U*) la matrice jacobienne de F' évalue au point U*, considérons le systéme
linéaire suivante
au (t)

—o =AUQ®),

ot A = Jp(U*) s’appelle le linéarisé ou 'approximation linéaire du probleme non linéaire en
U* ’étude de la stabilité de ['origine pous le linéairisé permet dans certains cas de caractériser la

stabilité de [’équilibre U* du probleme plus précisement on a
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Théoreme 1.6. [6] Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement
négative alors l’équilibre U* du probleme est stable.

S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie reélle strictement positive alors
U* est instable.

Lorsque’un équilibre U* est stable mais pas asymptotiquement stable on dit que la stabilité est
neutre c’ést-a-dire les trajectoire qui commencent au voisinage de U* restent au voisinage de cette

équilibre lorsque t — +o00,dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de U*.

Le critere de Routh-Hurwitz

Le critere de Routh-Hurwitz est un méthode pour montrer la stabilité du systeme en prenont

les coefficients de I’équation caractéristique d’un systeme linéaire sans compter les racines.

Définition 1.17. [7] (Polynéme de Hurwitz)
Un polynome de Hurwitz est un polynome d’une variable a coefficients reéls dont les racines sont

tout a partie reélle strictement négative.

Théoreme 1.7. (Le critére de Routh-Hurwitz)[7] Soit p(A) = a,\" + @  A"7F + -+ + aq,
est un polynome a coefficient reélle, donc p est un polynome de Hurwitz si et seulement si les n
ai a 0 .- 0
as ay @y

mineur principeur A; = | a5 ay az - : ,(i=1,...,n) sont tous strictement positif.
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1.7 Résumé historique et mathématique de la théorie de
bifurcation de Hopf

La théorie de la bifurcation et la théorie de la singularité ne sont devenues populaires que
par la théorie des catastrophes, la théorie du chaos ou la synergie. Notez que le nom de point de
retournement est également utilisé pour un phénomene complétement différent de la théorie des

perturbation.

Bifurcation de Hopf

[8] Les points de bifurcation que nous avons traités jusqu’a présent ont une caractéristique
commune. Toutes les branches ont représenté des équilibres c’est-a-dire que les deux branches se
croisant en un point de bifurcation ont consiste en des solutions de I’équation soit f : Q@ — R"
définie par (¢, \) — f(t, \).

Considérons le probleme suivante
—— = [f(y(),A) =0,t >0, (1.5)

ol A\ est le paramétre de bifurcation. Le terme équilibre caractérise une situation physique.

Mathématiquement parlant nous disous que les solutions sur la branche émanant restent dans le
meéme espaces a savoir dans 1’espace des vesteurs a n-dimension et dans ’espace des vecteurs a
n-dimension, nous avons appelé une bifurcation qui se caractérise par des branches croisées de

points d’équilibre bifurcation stationnaire.

Définitions et théoremes de base

Définition 1.18. (Solution maximale)[153] Soit ©(t,\) la solution mazimale de condition ini-

tiale ¢y € E, alors elle vérifie
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i) 0(0,A) = A,
#1926, = F(o(t. )

Définition 1.19. (Orbite)[13] On définie l'orbite compléte issue de la paramétre de Bifurcation

A par

T(\) = {o(t,\), t € RT}.

Définition 1.20. (Solution périodique)[13] Une solution ¢ du systéme[1.] est dite périodique
de période T, ou T périodique si elle est définie, et s’il existe un nombre T > 0 tel que, pour tout

t>0, ot +T) = p(t).

Définition 1.21. (Courbe de Jordan)[13] Une courbe de Jordan dans un plan affine réelle, est
une courbe férmée simple. Autrement dit une courbe de Jordan est l’image par une application W

continue et injectitve, d’un cercle vers un plan ou encore une bijection du cercle dans son image.

Définition 1.22. [13] On dit qu’une orbite est fermée si elle est une courbe de Jordan (c-a-d

homéomorphe a une cercle).

Cycles limites

Définition 1.23. [13] On dit qu’une trajectoire I' est périodique, de période T > 0, si pour tout

point p dans ', on a

»(T'p) = p.
Ou ¢ est une solution mazimale du probléme[1.5

Définition 1.24. [13] Un cycle limite est une solution périodique non constante isolée, représentée
dans le plan des phases par une trajectoire fermée et isolée. Elle refiéte la périodicité du mouve-
ment. L’intérét du cycle limite, en tant qu’orbite périodique isolée, apparait souvent dans plusieurs
branches des sciences et technologies. Le fait qu’un systéme admette cycle limite implique [’exis-
tence d’une solution périodique isolée. Le probleme général de trouver le nombre de cycles limites

pour les systemes dynamiques est un probleme compliqué qui a quelques raccordements au 16éme
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FIGURE 1.2 — Cycles limites

probleme de Hilbert non encore résolu. L’étude intensive de [’existence de cycles limites pour
les systemes dynamiques est bien justfiée puisque l’existence et les propriétés des cycles limites
pour un systeme dynamique donnent des informations importantes et introduisent des propriétés

intéressantes des solutions du systeme dynamique étudié.

[v] |
y=20
=0
1y :E] P T '
§=0
A
F1GURE 1.3 — Bifurcation stationnaire
dy(t dy(t
L’analyse pour Zil(t ) = 0, est bien plus simple que 'analyse de la situation avec y(t) # 0.
dy(t dy(t
L’hypothése que % = 0 (quand en réalité % = ed pour un vecteur d et petit ¢).

Les véhicules mathématiques qui décrivent ce type de vie sont les fonction y(t). Les espaces fonc-
tionnels correspondantes incluent les équilibre en tant que solution constantes des cas spéciaux.

Le type de bifurcation qui relié les équilibres au mouvement périodiques est la bifurcation de Hopf
est la porte qui s’ouver de la petite salle des équilibres a la grande salle des solution périodique,

qui a son tous n’est qu’une petite partie du domaine des fonctions.
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Hopf

7 # 0 periodic

FIGURE 1.4 — Transition de la solution stationnaire a la solution périodique

Théoreme 1.8. (Poincaré-Andronov-Hopf)[14|] Supposons que le probléme a un point d’équilibre

0
al’origin T = 0, et que l’associé Jacobiene A = 8_f a une paire des valeurs propres purement
T | p=2=0
imaginaires (w(\) et w*(A\)). Si
dR(w(A
L),
d\ A=Xo

Définition 1.25. [8] Une bifurcation d’une branche d’équilibres a une branche des oscillations

périodiques sont appelées bifurcation de Hopf.

Théoréme 1.9. (De Hopf) [§] Supposans que f € C*(Q,R") et
Z)f(y()a )\0) = 0.
i1)fy (Y0, Ao) @ une simple paire de valeurs propres purement imaginaires j1(Ao) = £if et aucune

autre valeur propre avec zéro partie réelle et

m‘)% £0.

Ensuite,il y a une naissance de cycles limites a (yo, o) et La période initiale (du oscillation

d’amplitude nulle) est
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Chapitre 2

Analyse mathématiques du modele

d’alcoolisme

2.1 Formulation du modele d’alcoolisme

Les modeles d’épidémies structures en age est un outil efficace de modélisation et prédiction de
la propagations des maladies épidémiologiques dans la populationnhumaine. Selon 'OMS (orga-

nisation mondiale de la santé). Ici dans ce travail nous considérons le modele d’alcoolisme suivant.

' %@ - /;OO At a)da + R(t)) — S(#) O+°O B(a)A(t, a)da — (1 + ) S(1),
8Agt’ . ! afﬁ(z - = —(p+ a1 +6)A(t,a), (2.1)
d};_it) =9 A(t,a)da — (p+ as + p)R(1),

avec la condition aux bord
A(t,0) = S(t) / B(a)A(t, a)da + pR(t) + aS(1),
a—t
et les conditions initiales suivantes

A(0,a) = Ag(a) € LY ((0,400),R), S(0) = so > 0, R(0) =1y > 0,
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aS(t)
6[A(t, a)]
r(S +[A]+R) / .\ »
| s J| aca)) R(t)
[BA(t, a)]S(t) pR(t)
1S (t) (1 + ay)A(t,a) (u+ az)R(t)

FIGURE 2.1 — Schéma du modeéle d’alcoolisme 2.1 .

ou les parameétres r,u,a,a1,a2,0,0 sont des quantités positives telles que

r, représente le taux de natalité,

1, représente le taux de mortalité naturelle,

a1, as, représentent les taux de mortalité liés a la consommation excessive d’alcool,

0, est le taux de transfert des alcooliques aux individus rétablis,

p, c’est le taux de rechute des individus rétablis aux alcooliques,

a représente le coefficient de fraction de buveurs sensibles,

et S(t), les individus susceptible d’étre alcoolique au cours du temps ¢, ils ne consomment pas
du tout d’alcool ou bien boivent modérément.

A(t,a), les individus alcooliques en temps ¢, avec une période d’alcoolisme a (age d’alcoolisme).
Ils s’agit d’individus qui boivent de I’alcool avec exces, et qui ont des difficultés de controler leurs
consommations,

R(t), ils sont les individus rétablis de I’alcoolisme gra ce aux traitements en temps t.

et supposons que les nouvelles recrues entrent dans la population a un rythme r(S(t)+ f(foo A(t,a)da+

R(t)).



Chapitre 2.Analyse mathématiques du modele d’alcoolisme 21

e Le taux d’incidence en temps ¢, et avec une période d’alcoolisme a, est définie par S(t)5(a)A(t, a),
ou fB(a) est le taux de transmission a cause de la pression des alcooliques avec une période d’al-

coolisme a.

Remarque 2.1.
e La fonction B(a) est définie par
55 a>rT,

0 sinon.

Et Ky = 0+°° Bla)e~Frartdada alors on peut écrire B* = (u+ ay + 6) KoeW+ra+dT oq

e 7 est le temps pendant lequel un alcoolique débutant devient un invitant qui invite les individus
sains a augmenter leurs consommation.

e K, représente le nombre total d’alcooliques secondaires produits par un seul individu alcoolique.
e 3* : est le taux au quel un alcoolique avec une période d’alcoolisme a (a > T) infectera avec

succes un buveur sensible.

2.2 Equation de transport

Soit I'équation de transport suivante

0A(t,a) N 0A(t,a)

oy P —aiA(t, a), (2.2)

qui donne le systeme différentielle associé

dA(t,a)

dt = dg = — 22500
“ a1 A(t,a)’
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les deux pemiers rapport donnent l'intégrale premiére

= u(t> a, A<t7 &)) =a—1,

et les deux derniers rapports donnent l'intégrale premiere

o(t,a, A(t,a)) = A(t, a)ela— o1,

Il est aisé de controler les que u et v donnéés respictivement par [2.2] et [2.3] sont indépendantes,
on écrit alors la solution générales de I’équation considérons sous la forme ¢, = g(c;)

Alt, a)eif;t ondt g(a — 1), g fonction arbitraire .

A(t,a) = gla — t)e‘fc?—taldt.

Alors on a

Ag(a —t)e o si g —t >0,
A(t,a) = .
Agla —t)e Jarard gi g > ¢

Et on a la condition aux bords

( /ﬁ A(t,a)da + pR(t) + aS(t),
A(t,0) = Ag(—t)eJionit /5 A(t,a)da + pR(t) + aS(t),
Ao(—t) =€ Ja- 14t G (1) / Ba)A(t,a)da + pR(t) + aS(1).

\

Donc

A(t,a) = et (s(t — a) /“t B(a)A(t — a,a)da) + pR(t — a)

+aS(t—a), si a<t.
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Finalement, la solution s’écrit comme suit

Apla —t)e” ff—taldt, sia >t
A(t,a) = . +oo
elae 1l (g(t — ) B(a)A(t — a,a)da) + pR(t — a) + aS(t — a)), sia < t.

’ (2.4)

2.3 Probleme de Cauchy associé

Posant

Alors on a

+o00
S(t+ h) — S(t) = / s(t+ h,a) — s(t, a)da.

En divisant par h on obtient

S(t+h)—S(t) T s(t + hya) — s(t, a)
)

On peut écrire quand h — 0

_ +0o0 _
lim S(t+h) — S(t) ~ lim s(t+ h,a) — s(t,a)
h—0 h h—0 Jo h

da.

Soit T I'age maximal qui peut étre fini ou infini (0 < 7" < 4+00) , on a donc

dS(t) /T lim s(t+ h,a) — s(t, a)da
h
0

h—0

_ /OT (asgst, Q) . 85((975(;@) da)

T 9s(t, a)
=s(t,T —|—/ " da.
(¢, T) . ot
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En utilisant la premiere équation du systeme [2.1} on obtient

T t 400 400
S(t,T)+ / 9s(t, a) da =r / s(t,a)da + / A(t,a)da + R(t)
0 ot 0 0 (2 5)
+oo +o0o T ’
— / s(t,a)da Bla)A(t,a)da — (pu + a)/ s(t,a)da.
0 0 0
Si T =0, on trouve
“+oo +oo
s(t,0) =r (S(t) + A(t,a)da + R(t)> —S(t) B(a)A(t,a)da.
0 0
En dérivant 'expression [2.5) par rapport a 7', on obtient
os(t,T)  0s(t,T)
5 T ar — —(pu+ a)s(t,T).
On procéde de la méme maniére que dans la premiere équation, on trouve
ou(t, T) ovt,T)
5% T aT = —(n+ax+pv(t,T).
Maintenent, on peut écrire le systeéme [2.1] sous la forme suivante
Ox(t,a) =~ Ox(t,a)
5 + 9 —Dx(t,a),

z(0,a) = zg € L1 ((0, +00),R?),

ou
x(t,a) = (s(t,a), A(t,a),v(t,a)),
D = diag(mq, ms, m3),

m1=u+a,m2:u+a1+(5,m3=,u+a2+p,



Chapitre 2.Analyse mathématiques du modele d’alcoolisme 25

et B(z(t,-)) est donée par

s(t,0)
B(z(t,)) = | A(0)
(z,0)

<

( /0 m s(t,a)da + A(t,a) + v(t, a)) — [ s(t,a)da [," B(a)A(t, a)da
= - s(t,a)da 0+OO B(a)A(t, a)da + p/0+<>o v(t,a)da + « /0+oo s(t,a)da

0 .
5/ s(t,a)da
0

Considérons 'espace de Banach (X, || - )

X = R x LL((0,+00), R?),

avec

= |lallrs + ||90|’L;((0,+m),ua3)-

2
b's
Définissant l'opérateur linéaire
L:D(L)— X
par
0 —»(0
. _ ©(0) |
© —¢'(0) — Dy
avec

D(L) = {0}gs x W"((0, +00), R?).

Comme D(L) = {0} x L*((0,4+00),R?) # X alors L est défini sur domaine non dense dans X.

Définissons 'opérateur non linéaire F': D(L) — X par
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0

x (t7 )
Ensuite , on peut écrire le systeme [2.6| sous la forme de probleme de Cauchy suivant

Posons w(t) =

dlg_p = Lu(t) + F(w(t)),
N (2.7)

2.4 L’existence et ’unicité de la solution

Considérons le probleme de Cauchy suivant

dw(t)

= Lw(t) + F(w(t)),
0 .

w(0) = ¢ DL

En intégrant 1'équation sur I'intervalle (0,¢), on trouve

w(t) =w(0) + /Ot Lw(s)ds + /Ot Fuw(s)ds,

et comme L est un opérateur linéaire, on peut écrire

w(t) = w(0) + L/O w(s)ds +/0 Fuw(s)ds. (2.8)

Pour montrer 'existence et 1'unicité de 1’équation on montre que
i) L est un opérateur de Hille-Yosida.

i1) Fest localement Lipschtizienne.
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L est un opérateur de Hille-Yosida

Soit ( € X et U € D(L) deux vecteurs définis par

§o &1 &2
C - ) ) )
Co G G
et
0 0 0
U = ) Y
(7)) aq (6]
Considérons 1'équation
(M —L)U = ¢,
avec
A€ p(A).
Ensuite, on a
0 0 0
AU = , ,

)\Oéo )\061 )\a2

(2.9)
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et

Oéo(O)
- aq (0)
O[2(0)

ag (1 + a)ag

LU =

| o || ta+om

al (1 + as + p)az
—a(0)

—ap(0) — (p+a)ag
—on(0)

—a) — (p+ a1+ 90)oy
—a(0)

—ay — (4 as + p)as

OZ()(O)

ag+ A+ p+a)ag
a1(0)

Donc on a (M — L)U = . Comme (A — L)U = ¢ alors

af+ AN+ p+a+0)oy

Oég(O)

ay+ A+ p+ay+po

U=\ —L)'¢

, et
ap(0) + A+ p+a)ag = Go,
040(0) = &o.
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o)+ A+ p+a +6)a; =,
041(0> 251-

ah + A+ p+as+ p)as = (o,
a2(0) :fz-

La prémiere équation est un probleme de Cauchy associé a EDO du prémiere ordre, La méthode

de variation de constante implique que la solution de cette équation s’écrit sous la forme

ap = 506—(>\+u+a)a + / CO(S)e)\u+a)(s—a)da7
0
par conséquence on peut déduire que U peut se donner sous la forme

0
&]ef()\ﬂwa)a + /a CO(S)e(Mr,qua)(sfa)dS
0
0

S O
0

0
Eoe~Wtntazto)a 4 /“ CQ(S)B(H““”p)(S_“)ds
0

La norme de U dans 'espace X défini par

Ul = Hf e~ (tnutala / Cols P Futa)(s—a) g ol 4 & 6—(A+u+a1+6)a”

‘ + ‘ 626—(/\+u+a2+p)a+/ CQ(S)B(A+u+a2+p)(S—a)d5
0

‘( )‘He (Ap+a)a H_{_‘/ C /\+u+a s— adS

e tutartd)(s—a) gl | 52]“6(”“”2*’3)“” +

)\+,u+a1+6)(s a)dS

+ ’5 ’”6 (Ap+ai+6) aH

eAtutaztp)(s—a) g
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D’autre part

Jr
Hef()dr,uqta)a” _ / - 67(/\+u+a)ada
0

6—()\+u+a)a

Atp+a
pour A > —(u + «), on obtien
||6 )x-HH-Oé)aH = ;
A p+ o
par la méme calcul, on obteint
|’e—(>\+u+a2+5)a” = m, pour\ > —(M +az + 5)7
||ef(,\+u+a2+p)a|| = m, pourA > —(u + as + p).
Il résult que
“UH < |£0| + |§1| + |§2 ’ / C )\+M+C¥)(37(l)d8
Apu+a A+p+a +96 >\+u+a2+/?

JeOrbrtarta)(s—a) g oOtitas+p)(s-a) g

S

Y

avec

)\+u+a s—a) ds €(A+u+a)(sfa)ds

da

+oo
=)
400 a
< / / |CO(S) |6()\+,u+oz)(s—a)dsda
0 0

+o00 a
_ / ef()\+u+a)a / |C0(3) ‘€(A+u+a)sd8da,
0

0
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0<a<+o0 s<a<+o00
comme alors
0<s<a 0<s< @
c-a-d
a —+o00 —+oo
' / <0(8)e()\+,u+a) ds|| < / |<0(5) |e(>\+u+a)s / e~ A tutala g, e
0 0 s

1 oo
= m/ 1Co(5)|ds
G-

A+u+a

Dongc, on en déduit que

(Sl + G, I8l Gl 18]+ [IG(s)l]

Ul < i
H ||_ )\+M+Oé )\+M+6L1+5 >\+M+a2+p

Posons € = min(«, a; + 6, as + p), on peut écrire

1
U] < ﬁ(lfol G+ 1€+ NS ()] + (€] + ()
- 2l
Alors
M —L)!

107 = )¢l < 3l
ce qui implique  [[(A\ — L)7I¢|| < )\ﬂlﬁga
et d’apres la proposition (1.1} il réseult

I = L)) € ——

T (A+pte)n

D’ou L est un opérateur de Hille-Yosida
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F' est Lipschtizienne

0 0 -
Soit et € D(L). Alors on a
© )
0 0 B(y) — B(®
o), [ B - B@)
® d 0

wo(t,0) — Dy(t,0)

©1(t,0) — D4(t,0)

©a(t,0) — Dy(t, 0)
0

= |90(t70) - q)()(tv())’ + ’()01<t70> - (I)l(tao)l + ‘902@70) - (I)2(t70)‘

< |r/ (oot a) + or(ta) + oot a)) — (@olt, a) + u(t, a) + o(t, a))dal

+o0

+o0 +o00
+ 2|/ o(t,a)da i Ba)er(t,a)da — Dy(t, a)da B(a)®(t,a)da)l

0

+ p/o lpa(t, a) — Po(t,a)|da + (§ + 04)/0 h lpo(t, a) — Po(t,a)|da.

Et comme B(a) € L>((0,+00), R)(il existe M > 0;sup, g+ |5(a)| < M),
on en déduit que

| Jo7> o(t, a)da [ Bla)prda — [, ®o(t,a)da [, B(a)®:(t,a)dal
< M|24[llpo = Poll + Mlgollller — @1l

Par conséquence

0
F —F < r(llp — ) + max{2M |1 [ o + 6} 0o — o
(0]

+ 2M ||poll|ler — Pu|| + pllp2 — P2

< R+ 3max{2max{2M||®;, a + 3}, 2M |||, p} | — ®||-
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Alors

0
F —F < 2max{r,c'}|¢ — P,

ou

¢ = 3max{2max{2M ||®4||, o + §},2M ||po ]|, p}-

Finalement, il résulte que

0 0 -
F — F < 2max{r, '} (o= 2) :

© o 0

pour K(C') = 2max{r, '}, on trouve que F est Lipschtizienne.
D’ou ’existence et 'unicité du probléeme de Cauchy associé a la modele structuré en

age.

2.5 La positivité de la solution

Théoreme 2.1. [9] Si le probléeme de Cauchy associé au systéme [2.1] admet une unique solution
et les condition suivantes sont satisfaites
i) (M — L) 'X, C X, pour tout A > w.

i1) Pour tout ¢ >0 et T >0, on a
F(t,z) + wz +v(c,T)x € Xy; Vo € B(0,C) N Xoy, Vt € [0,T],

alors le probleme de Cauchy admet une unique solution positive.

Démonstration.

D’apres la Théoreme on en déduit facilement que la condition (i) est satisfaite.
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0
Soit r un nombre réel strictement positif et soit € B(0,7) N Xy, et soit ¢ > 0, on a
w
0 0 By 0
2 2 0 cp
By
cp
0
Il est claire que cp > 0 pour tout € B(0,7) N Xo.
®

D’autre part on a

Bo=r (/:OO s(t,a)da + /0+oo A(t,a)da + /O+oo v(t, a)da)

+oo +oo
- / s(t,a)da Bla)A(t,a)da,
0 0

donc By > 0 équivalent a fOJroo(T(s(t, a) + A(t,a) +v(t,a)) — s(t,a) 0+°O B(a)A(t,a)da)da > 0,

alors (r — f0+°° Ba)A(t,a)da)s(t,a) + r(A(t,a) + v(t,a)) > 0, par conséquent pour assurer la

positivité de la solution il suffit de choisir

r> /0+00 B(a)A(t,a)da.

Proposition 2.1. La solution du probléme de Cauchy[2.7 est bornée dans X.
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Stabilité et bifurcation de Hopf des

points d’équilibres du systeme

ce qui équivalent a

(3.1)

—7'(a) — DT(a) = 0,
—z(0) + B(z(:)) = 0.

La premiere équation du systeme [3.1] devient —z(0) + B(Z(-)) = 0.

Identiquement
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ou

. ( /0 " Sa)da + /0 " Ala)da + /0 o E(a)da) - /0 ™ Sa)da /0 ™ By A(a)da
#(0) = /0 " Sa)da ;OO B(a)A(a)da + p /0 T S(@)da+ o /O " Sa)da

5 /0 " Ala)da

Par la définition de la fonction $ on a

" Ba)A(a)da = / " 5 A(a)da,

0

pour tout a > 7, avec

et  [B* = moKpe™m.

Alors, il s’ensuit que

400 +o0
/ B(a)A(a)da = / maKoe™ Ala — 7)e” " da,
0 T+OO B
= KomgA(a — T)da,

r
—+00

= Koma A(a)da.
0

Par conséquent, on obtient

7’(? -+ X + V) — KomgA_S

=]

(0) = K()mgA_S + pV + Oég )
SA

. +oo_ . +o00 o +oo
oun A= / A(a)da et S = / S(a)da et V = / v(a)da.
0 0 0

D’apres [3.1] on peut écrire
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(a) = e ™4 (S + A+ V) — KymyAS,

vl

|

(a) = e7™2(KymyAS + pV + aS),
v(a) = e ™5 A,

Ce qui implique

mlg = ’I"(g —I— Z —|— V) — KgmgA_S,

mgz = (KomgA_S + pv + Oég),

m3V = J0A.
Lemme 3.1. [5] Le systeme est admet toujours Er(a) = (0,051((0.+00),8), 0)", comme point
d’équilibre trivial .

Si la condition (Hy) satisfait alors il existe une unique point d’équilibre positive du systéme

my S
E(a)=e""| mpA'

msV'
Démonstration.

Soit E£*(a) un point d’équilibre non trivial, donc on peut écrire

mlg* = T(g* + E* + V*> — Komgz*g*,
mQZ* = (KOmQX*E* + pV* + Ckg*),
Alorson a V' = migz* et
—x —% —% 5 —% — %k —%
m15 :T’(S +A +—A ) —KOmQS A s
msg
mQZ* = Komgg*z* + pmiaz* +aS".

Ensuite
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meA —r (1 + i) A" — piz* = (r—my +a)sS,
ms ms
c-a~d
) 5\ = -
[(mQ—p—> —7’(1—1——)] A =(r—psS,
3 ms
donc
o (r—p)S

ce qui implique

(r — ) Koms

si (Hy) r>m; et mz—pmig>ra<1+mig>

alors le systeme admet un unique point d’équilibre positif

5*(a) my S (a)
Ta(a) = | A'(a) | = 7| mod'(a)

v*(a) msV (a)

3.1 Linéarisation

Pour étudier la stabilité des pointes d’équilibre nous cherchons le systeme linéairisé équivalent
au systeme par un changement de variable et par le dévelopement de Taylor d’ordre 1. Soit
le changement de variable suivan y(t) = w(t) — w(a), alors on obtient

d(y(t) + w(a))
dt

= L(y(t) + w(a)) + F(y(t) + w(a)),

0
y(O) = =Y € X().

xo — T(a)
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Et par la linéairisation de l'opérateur L on obtient
dy(t _ _
W _ L) + F((ylt) + (@) + Liin(a)),
D’autre part par la définition de 'opérateur L
0
L(w(a)) = L
z(a)
—Z(a)
—7'(a) — Dx(a)
D’apres le systeme |3.1f on peut écrire
_ —(Bz(-))
L(w(a)) =
0
0
=-—F
z(a)
= —F(w(a))
Par conséquent, le probleme est équivalent au systeme suivant
dy(t _ _
WD _ Ly(e) + Ply(e) + () ~ F(i(a),
0 (3.2)
y(0) = = yo € Xo.
zo — T(a)

Soit 7(a) un point d’équilibre du systeme donc

Donc tout point d’équilibre du systeme est transféré a un point d’équilibre nul du systeme

2.2
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L’opérateur F' est localement Lipschtizienne pour K (C') = 2max{r, ¢} alors il est uniformement
continue sur Xy N B.(0), par conséquent, il est admet un dévelepment de Taylor d’ordre 1.
Soit G(a,y(t)) = F(y(t) + w(a)) — F(w) alors

G(a,0) =0,

et

0,G(a,y(t)) = 0,F (y(t) + w(a)) implique : 9,G(a,0) = 9, F (w(a)),

Notons 9, = D on obtient

== = Ay(t), yo € Xo, pour tout t > 0,

et G(a,y(t)) ~ G(a,0) + G'(a, 0)y(2),
ou A= L+ DF(w). Le systeme [3.2| s’écrit comme suit
——= = Ay(t) + H(y(t)), yo € Xo, pour tout t >0, (3.3)

tel que H(y(t)) = F(y(t) + w(a)) — F(w(a)) — DF(w)y(t) vérifiant H(0) =0, et DH(0) =0
Notons

¢ = min{my,ma,m3} et Q={Ae€C: Re(\) > —¢}.

Lemme 3.2. [3] Soit A € Q, X € p(L), alors on a la formule suivante

o 0
(A= L) = ,
(G ®
ot
«Q 0
€ X, € D(L),
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et

QO(CL) _ e—(AI—i—D)aa n /“ e—()\I+D)(a_S)1/J<S)dS.
0

11 est facile de vérifier

1

, pour tout Re(\) > —¢£.

Alors L est un opérateur de Hille-Yosida et

|AL—L)™"| < —, pour tout Re(\) > —¢&.

1
(Re(A) +¢€)

Définissons la partie de L dans D(L) par Ly, comme suit
Lo: D(Ly) C X — X,

avec

Loz = Lz, pour tout z € D(Ly) = {x € D(L) : Lz € D(L)},
ou

0
D(Ly) = € {ORB}Xle((o,Jroo),R?’) 1p(0) =0
2

Il s’ensuit que Ly est le génerateur infinitesimal de Cy-semigroupe {77, (¢) };>0 dans D(L), et pour

tout ¢ > 0 'opérateur linéaire 77, (t) est défini par

TLO (t> - )

ou
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. e Plola—t), si a<t
Twy(t)(p)(a) =
0, sinon

Maintenent, on peut estime la croissance essentiel bornée de Cy-semigroupe généré par Ay . La

partie de A dans D(A).

0
On a pour tout € D(L),ona

¥

pr() 0| _ [ PB@NY |

par utiliser la formule de B(T)g on va trouver la formule de DB(T)p.

$1
Soit o = | ¢, | € WH((0,+00),R?) alors pour 7 > 0 on peut écrire

3

. - o o +o00 . +o0
r(S+A+V4+1o1+702+703) — S B(a)A(a)da — 791 (a)p2da
0 0
+oo +oo
BT +71p) = S B(a)A(a)da + pV + aS + 757 / B(a)pada + 783 + apr
0 0
SA + 750

telle que

+00 +o0 +o00
@:/ %@m,@:/ w@m,@:/ os(a)da,
0 0 0

Donc la différentiabilité de Gateaux de B(T)y ou ¢ est la direction est définie par

DB(z) = lim 2E+79) = BE@)

T—0 T

Ensuite I'expression de B(Z 4+ 7¢) — B(Z) est donné par
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+oo oo .
Tr(P1+ P2 +¥s) — 71 fla)pz(a)da — 75 pa)Ala)da
. 0 o 0
B(@+71p) - B(@) = 7S B(a)A(a)da + 757 B(a)pz(a)da + Tpps + Tapr )
0 0
TOO,
par conséquent
+oo [t .
r(@r+ P2+ @3) — o1 pla)@z(a)da — 75 pla)A(a)da

. B(@+T1p)— B(7) _ [0 _ ’ +oo ‘

112% - = TS B(a)A(a)da + 771 B(a)pa(a)da + Tpps + TaPy ;
0 0
TODs

et comme f0+°° B(a)A(a)da = KymaA en déduire que

r—KomsA 1 7 01
0 0 0 ©3

D’ou

r— KomaA r r

—+00
0

0 5 0
0 =S 0
— +<X)
+10 S 0 B(a)p(a)da
0
0 0 0

Proposition 3.1. [3] L'opérateur linéaire DF(w) : D(L) C X — X est un opérateur compact.

Démonstration.
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On montre la compacité de 'opérateur DF (w) par I'utilisation du théoreme de Kolmogorov. Alors

on montre que

—+00

i) lim DF(w) (a)da = 0 uniformemeent dans X.
A—+oo | 4
¥
0 0
i1) limy_¢ ||DF () — DF(w) = 0 uniformement dans X.
p+h 2
+o00 0 +0o0
im0 DF(w) (a)da|| = ||limA— 100 DB(Z)(p)(a)dal|,
A A
¥

et comme DB(T)(p) ne dépend pas a a on peut écrire

+00 0 +oo
: _ < _ : _
ALHEOO A DF(w) (a)da|| < || DF(Z)p|| HAET@/A da 0.
4
Donc la condition i) est vérifiée.
0 0

lim || DF(w) — DF(w) = || lim DB(Z)(¢ + h) — DB(Z)(p)||
h—0 0+ 0 © h—0

r— KomeA r r

“+oo
:}llirr(l) ] KomeA4+a 0 p / (v + h)(a)da
- 0
0 6 0

0 —S 0

+10 S 0 B(a)(¢ + h)da
0
0O 0 O

r—KomsA r 7
400

| KomaAta 0 p | [ @@
0

0 o 0

0
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et par la continuité de la norme en déduire facilement que

0 0
lim [|DF(w) — DF (w) = 0.
h—0 o+ h ©
D’ou la compacité de l'opérateur DF(w). O
a
Pour A € Q, )\ € p(L), et € X,ona
P
0% a
lim (A — L)™* ‘ = lim ||e_(’\I+D)“a+/ e~ MDY@ (5)ds|
A—~+00 d A——+00 0

lim e—()\I-&—D)aa/_'_ /(1 e—()\l-i-D)(a—s)(I)(S)ds
A—~00 0

:07

donc on obtient I'inégalité suivante

1T, (1) < e, pour tout ¢ > 0.

Proposition 3.2. [10] Soit L : D(L) C X — X est le génerateur infinitesimal de Cy-semigroupe

{TL(t) }+>0 dans Uespace de Banach X, alors on a
Wo,ess(Lo) < wo(Lo).
Démonstration.

Pour montre que wp ess(Lo) < wo(Lyo) , il suffait de prouver que

[ T2o(8)lless < 1T, (D)]]-

Soit : Bx(0,1) ={z € X;||z|| < 1}.

Alors on peut écrire
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Ty (8)Bx(0,1) = {Tu(t)w € X; |la]| < 1}.

D’autre part, pour 2’ € Bx(0,1) et Ty (t)z" € T1,(t)Bx(0,1) on a

1T ()| < 11T, ()11
< Tz, D],

ce qui équivalente a

|17, (t)]] € {e > 0;TL,(t)Bx(0, 1)peut étre couvret par un nombre finiedes boules de rayon < €},

et par la définition de (7%, (t)Bx(0,1))on déduire que

1 TLo(8)lless < 1T, (D)]],

D’ou

Wo,ess(Lo) < wo(Lo).

A partir de la dérniére proposition on obtient le résultat suivante

wO,ess(LO) S wO(LO) S —f < 0.

Théoreme 3.1. [10] Soit Ly le génerateur infinitesimale d’un Cy-semigroupe et soit C' un opérateur

linéaire bornée compact telle que

C:D(L)Cc X — X,

alors on a le résultat suivante
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wO,ess((L + C)O) S wO,ess((-L + O)O)

A partir de la dérniére théorme on déduire que

wO,ess(AO) S _5 < 07

Sachant que A =L + DF(w).

Théoreme 3.2. [11] Soit A un opérateur de Hille-Yosida sur l'espace de Banach X et soit

B e L(D(A), X) alors A+ B est un opérateur de Hille-Yosida.

Proposition 3.3. [T1] L’opérateur linéaire A est un opérateur de Hille-Yosida.

Posant C' = DF(w) et soit A € Q, comme (A — L) est inversible, alors A\l — (L + C') est
inversible par suite
M — (L + C) inversible, est équivalente a (A — L) — C  est inversible
donc (I —C(A — L)) (A — L) est inversible
par conséquent (I — C' (A — L)™') est inversible

Donc on a

M- (L+0) ' =(I-CN-C) (AT —-L))™
=M - L) {I—C\ - L)),

Considérons 1’équation

joN

r—cor—oy | = ,

alors on trouve
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«Q o &
C(AN - L) = ,
© ® %
donc on peut ecrire
« 0 o]
- C -
© e —(AI+D)a 4 f —(M[+D)(a— S)\I/(s)ds @

Aprés, on obtient le systeme suivante

o — DB(T)(e-MFPlag 4 [+ e~ MHDN =)y (5)ds) = &
p(a) = ¢(a).

ce systeme est équivalent a

o — DB(T)(e"M*P)q) = 4 + DB(T) (/ e_(’\HD)(a_S)ga(s)ds) :
0

Y=

En utilisant la formule de DB(T) , on obtient

o — DB(T)(e"MPq) = M(\)a,

ou

0 0

-3

S

+oo
5(@)6_(>\I+D)ada.

r— KomoA 1 r
—+00

KomaA+a 0 p / e~ WD) gq
0

0

0

0

0

o o O

0
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Notons

S\ ) = DB(E)( /O " e TED)E5) o 5)ds),

Alors
MN)a=a+ S\ ).

Lorsque M (\) est inversible, on a

a =M@+ S\ ).

Lemme 3.3. [12] Les résultats suivants sont valables
(i) o(L+C)NQ=0,(L+C)NQ={AeQ :det(M(N)) = 0};

(it) Si A€ p(L+C)NKQ, nous avons la formule suivante pour le résolvant

joN
@)

w-@rop =] ]

>
AS)

o

ola) = e DM (A + S\, 9)) + / e~ s,
0

et M(N),S(\, @) définis par S(\, ¢) = DB(@)( [ e”M PN~ p(s)ds) et

o 0

—+00

0
S 0 6(a)e_(’\I+D)“da.
0

r— KomoA 1 1
+oo
KomaA+a 0 p / e~ WD) gq
0
0
0
0

Démonstration.

On suppose que M () est inversible, alors detM () # 0.
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On a

a—@ront | =or-nra—cor-n oy
¥ @
o
(0
Soit (I— (M —L)y )| © | = a
® ®

De ce qui précede, on obtient

Q@
donc (I—C(M —L)=1)~1 , il exsite alors (Al — (L+C))~! est inversible c-a-d A € p(L+C)
¥
par conséquent en déduire que

[\ € Q detM((\) £ 0} € p(L +O),

donc on obtient o(L + C) C {\ € Q :det(M(N)) = 0},
alors o(L 4+ C)NQ C {\ € Q :det(M(N)) = 0}.

Inversement,supposons que A € Q et det(M(\)) =0,

maintenant cherchons € D(L) /10y, vérifier
(G
0 0
(L+C) =\ , (3.4)
(& (&

En fait, définissant
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0 Q
(M — L) = ,
(4 @
0 a
ce qui implique = -L)! , d’autre part
(& @
0 0
(L+0C) — ) ,
(8 (G
0
la déniere équation devient(AI — (L + (') =0,
(G
0
c-a-d (I — C(A = L)y H)(\ - L) =0,
(8
!
cela donne I'équation (I — C' (A — L)1) =0,
2
a
Ainsi nous pouvons trouver une solution de I’équation [3.4]si et seulement si trouver €
2
X /g0y satisfait
. !
(I—-—CW\—-L)) =0.
2

Cela suffit donc pour trouver une solution au systeme suivant

Ce qui signifie que nous pouvons trouver une solution de I’équation si et seulement si nous
pouvons trouver a # 0 vérifier M(A)a = 0 ce qui implique detM (A)=0 pour trouver « qui est

un vecteur propre associé a la valeur propre A telle que M (M) = 0, alors nous pouvons trouver
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0
€ D(L) g0y satisfait I'équation |3.4| et ainsi A € o,(L + C).
(&
D’ou
{AeQ: det(M(N) =0} Co,(L+C),
[

si A€ p(L+C)NQalors AI — (L + C) est inversible et det(M (X)) # 0.
ona(M—(L+C) =N —-L)'(I-C\ —-L)™H™

alors
a a
M —(L+0)! =N -L)'I-C\-L) !
@ ¢
= (M -L)™!
@

0

@

telle que

w(a) _ 6—()\I+D)aa + /a 6_(>\I+D)(Q_S)¢7(8)d8,
0

et comme det(M (X)) # 0 alors

a=MMN) @+ S\ ¢),

D’ou
o(a) = e_(’\HD)“M()\)_l(d + S\, @)+ / e_(’\”D)(“_S)@(s)ds.
0

donc la preuve de (i) est terminé. ci-dessous nous étudierons la stabilité de le point d’équilibre
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par étudier les valeurs propre associé a M ().

3.2 Stabilité du point d’équilibre triviale

Maintenant, on obtient la stabilité du point d’équilibre trivial £ (0, 0£1((0,400),r); 0)

Soit
T r r
+o0
MV =I—-|a 0, / ¢~ (I+Dla g,
0
06 0

3.3 L’équation caractéristique de M()\)

On a
—(A+mi)a 0 0
—(/\I—i—D)a = 0 —()\—I—mg)a 0 )
0 0 —<)\ + mg)a
alors
e~ (mja 0 0
e~ WMHDag, — 0 e~ (Atm2)a 0 ,
0 0 67()\+m3)a
donc, on obtient
1
. pu— 0 0
—(AI+D)a _ 1
/0 e da = 0 o
0 0 :

A+ms3
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Il s’ensuite que

roror —A+1m1 0 0

1

060 0 0 i
(A+mq)—r —r —r

A+m1 Amg  A+m3

g —« 1 -p
At+ma A+m3
=)
0 s 1
Il résulte donc que
(Ama)—r —r —r

A+mq A+mo A+mo

M) =1 =0 1 o
0 A-Ir(snz 1
(A Amy) = ((A+m2)(>\—|—m3 — 5,0)) _«a (T(A—irmg) —|—r5()\—|—m2))
T A+m (A + mga) (A + mg) A+ my (A +ma) (A +m3) .

Par simplification, on obtient ’équation caractéristique suivante

) folY) _
det(M(\)) = A+ m) A+ ma) (N +ms) 0
ou
FoN) = X a0 b + o
et

ap = (m1+m2+m3—r).
by = (mq — r)(ma + m3) + (mams — pd) — ra.
co = (mq — r)(mamg — pd) — (mg + 0)ra.

Il est claire d’observer que

(A eQ: det(MN) =0} = {\ e Q:fo(\) = 0}.
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Soit A € €, fo(N) = 0, alors

A+ agA? 4+ Do + ¢o = 0,

la dérniere équation est équivalente & A2 + agA\? + bpA = —co,
donc A(A? + ag\ + by) = —co
et si g < 0 alors fo(\) admet au moins un racine réel positive alors le point équilibre E; est

unstable.

Remarque 3.1. Tout polynome de degrée impair 0 coeificient réel admet au moins un racine

réelle.

Si ¢y > 0 alors on a (my — r)(mams — pd) — (ms + d)ra > 0,
ce qui implique que (my — r)(mams — pd) > (m3 + §)ra,
On rappelle que le systeme admet E1(0,071((0,400),r), 0) comme point d’équilibre trivial si la

condition (H1) satisfait, donc en déduire que

ag=my+mg+mg—1 >0,
bo = (my — r)(mg + m3) + (mamg — pd) — ra.
En utilisant moms — pd > 0, on trouve

donc

bo > (my —r)(mg +ms) — ra

= ro (M(mg +mg3) — ra) ;

ra

et comme ¢y > 0 on a

(mq—1) (m3 +9)
ra (mamg — pd)’

alors on obtient I'inégalité suivante
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bo > (my1 —7)(ma +m3) — ra

> ro <(m3+6)(m2+m3) — 1) > 0.

moms — po

De plus on a

aobo — co = (M1 +mag +my — r)((m1 — 1) (ma +ma) + (mams — pd) — ra)
— (my — 7)(mamg — pd) + (m3z + ) ra
> (my +my +mg —r)(mams — pd) — (my — r)(mams — pd) + (m3 + 0)ra
= (m1 —r)(mams — pd) + (my + ms)(mams — pd) — (my — r)(mams — pd)
+ (mg + 0)ra

= (mg + mg)(mamg — pd) + (mg + d)ra > 0.

D’apres le critere de Routh-Hurwitz fo(A) admet un racine a partie réelle négative.

D’ou le pointe d’équilibre E;(a) est stable.

Théoreme 3.3. Si cg > 0, alors le point d’équilibreE (a)est asymptotiquement stable pour tout
7> 0.

Si cog < 0, alors F1(a) est unstable pour tout T > 0.

Remarque 3.2. ¢ > 0 signifie r < u+ o — (%i’&z;aé)

st a assez petit alors le taux de natalité
r peut étre inférieur au taur de mortalité p et toute la population est facilement etrinte, donc en

réalité donc Ey(a) est plus susceptible d’étre instable.

3.4 Stabilité du point d’équilibre positif F;(a)

On va calculer 'équation caractéristique associeé a Ef(a) du systeme 3.3/ ou (H1) est satisfait

on a
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r— KomeA r r

+o0o
M()\) =] — K(]mgz—l- a 0 p /0 6_(>\I+D)ada

0 0 0
0 -S 0
—_ Foo _ D
-10 S 0|, (a)eMFDagq,
0
0O 0 O
Il s’ensuite que
r—KomoA KomoSe 7™ r
1 - )\+Om12 . 27 r _/\+m3
— (KomaA+a) KomaSe= T
M<>\) _% 1 o 0)\—52-7712 _>\+€n3
9
0 E ww 1
r—KomoA KomaSe ™ T
L— /\-1-0m12 ‘ 2— r T Fmg
— (KomaA+a) _ KgmaSe™ ™
alors det(M (X)) —Seresty) 1 uag e i
5
0 —Fm 1
— KomaSe A —r r
(Kom2A + a) EprT T Xrma
A+ my 6 1
Atmo
_ (4 (r — KompA) a Komgge*”) op
B A my A+ my (A +my) (A +m3)
(KOmQZ + Oé) ( = ) ro )
4+ ——— | (KgmaSe™ " — 1) — )
A +my (Foms ) (A + ma) (A + mg)

Pour simplifier nous trouvons

N AN F DA+t (e+ fA+gA)e ™ f(A) 0

(A 4+ m1)(A 4+ ma) (A + mg3) s(\)

det(M (M)
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ou

a:m1+m2+m3—r+K0mQZ*,
b= —pd + mimg + mymsz + moms — KomaA™ — r(my +mg) + kOmQZ*(mg +mg3) — ra,
c=—pdmy + (r — Komgz*)pé - KOsz*T(S + mimoms — KOmQZ*Tng — rmoms
+ KomaA maoms — réa — rams
= —(r —mq)(mamsz — pd) + KOsz*((QO;; —pd) —r(0 +m3)) —ra(d + ms)
= —(r — my)(mams — pd) + KogmaS ms(r — p) — ra(d + ms)
=0,
e = —KomyS (my —r — a)ms,
= K0m2§*(r — p)yms > 0,
f=—KomyS (mi+ms—r—a),

qg= —Komgg*.
Avec

(r —mi)(mz — p) +ra(l+ )

K0m2§* = )
r—p
— — 1) KogmsS”
KomsA = (r (;u) o2 5
(m2 —pp) —r(1+45-)

Remarquer que les coefficients a,b,c,e, f ,g sont indépendant der. Il est facile de voir que

(ANeQ: det(M(\) =0} ={AeQ: f(\) =0}.

Si 7 =0, alors on a

FN =X+ (a+ 9N+ b+ Hr+e.
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On a
a+g:m1+m2+m3—r+Kgm2fl*—Komgg*
r(A* + V) J
>(mi+me+mg)—r+ (r+ ——=——=—m1 | —(me—p—
S* ms
AV )
cm AV 0,
S* ms
et

b+ f = —pd +mims + mims + mams — KomaoA*r — r(my + ms) + KomaoA*(my + ms)
—ra — KgmaS*(my +ms —r — @)

= (mgms — pd) +my(my +ms3) — KgmaoA*r — r(mgy + ms)

A* ‘7* 3
+ (T+%—m1) (m2 +mg3) — ra+ KomaS(r — p—ms)
_ AV J
> —KomoA'r + (mams — pd) + %(mg +mg) —ra+ (r—my) (mz — pm—>
3
() e (mer)
+ra({l+— ) —mg|(ms—p—
ms ms
_ A* 4V ) )
= —KomoA™r + u(mg +mg) + (r —my) (m2 — p—) +ra—
S* ms ms
1 . o 5
3
+rai > 0.
msg

e>0.
En appliquant le critere de Routh-Hurwitz (pour 7 = 0), alors les racines de f(\) admettent un

partie réelle négative si et seulement si

(H2) (a+9)(b+f) > e
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Si T # 0, soit A = iw(w > 0) une racine purement imaginaire de f(A). Alors on a

a —iw® — aw?® + ibw + ee T 4 i fwe T — gwle T =0

3 — aw? 4 ibw + e cos(wT) — esin(wr) + ifw cos(wr) — i fw cos(wT)

cela résulte —iw
— gw® cos(wT) + gw’ sin(wr) = 0.

En séparent la partie réelle et la partie imaginaire dans la dérniere équation, on obtient le systeme

suivante

—w® 4 bw = (e — gw?)sin(wT) — fwcos(wr),

o (35
—aw?® = (gw? — e) cos(wT) — fwsin(wrT).
Ainsi, en déduite que
(—w® + bw)? + (—aw?)? = (e — gu?)’ + (fw)?, (3.6)
et
WO+ (a? = 2b — Pt + (1 — 2 + 2ge)w? — ® = 0. (3.7)

Posant z = w?, alors |3.7| dévient

2 (a® = 20— g?) 22+ (b — f2+2ge)z — 2 = 0. (3.8)
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Soit 21,22 et z3 les trois racines de I’équation [3.8 On a

a? —2b— g* = (my + my +mg — 1+ KgmaoA*)? — 2(—pé + myms + myms + mams — KoymaA*r
—r(my +ms) + KomaA*(my +ms) — ra) — (—KymaS*)?
= (r —my)* +m3+mi +2p5 + (KomaA*)? + 2KgmoA*m,
+ 2K gmoA*m,

+ 2ra — (KogmyS*)?
_ _ 5\ 2
> (r—my)? +m3+mj + 2p6 + (KomaA*)? + 2KgmoA*my + 2ra — (m2 — ,05)
3

> (r—mq)? +m3 +m3 + 2p8 + (KgmaoA*)? + 2KgmaoA*my + 2ra — mj > 0,

et

a?—20—¢*>0, —e* <0,

alors

21+ 20+ 23 = —(a* —2b— g*) < Oet 212923 = € > 0.

Il s’ensuite que ’équation [3.8] admet un seul racine réelle positif z*. Alors 1’équation admet

un unique racine réelle positif wg = v/ 2*.

Proposition 3.4. Soit

g(z) = 2° + (a® — 2b — ¢*)2° + (b* — f* + 2ge)z — €°.

Alors. on a

g,(z)‘zzz* > 0

Démonstration.

L’équation |3.7| admet un racine réelle positif wy,donc on a
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9(z) = (z—wo)(z* +pz+q) pet, ¢ ER,

et

g'(2) =22+ pz+ g+ (z — wo) (22 + p),

ce qui implique

92, = () +p" +¢>0.

Par conséquent, on a

> 0.

z=z*

32% + (2a% — 4b — 2g%)z + (b* — f? + 2eg)

Il résulte que

3wt + (2a% — 4b — 2¢*)w? 4+ (b — f + 2ge)

> 0. (3.9)

w=wp

D’apres systeme I'équation f(A) = 0 avec 7 = 7, admet une paire de racines purement

imaginaires +wy telle que

i(arccos (f = aguy + (ac = bf)wg) + 2km;n >0
S I frwd + (5w3 —er o (3.10)
- -y
— (— arccos / Oag)wo + (e f)wo) + 2(k + 1) ; sinon.
" Foui + (g — o
Pour k =0,1,2,... et n = (gw2)(wd — bwy) + afw?.
[l

Lemme 3.4. Supposons que la condition (H1) satisfait, alors

df (A)
AN 7
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De plus, A\ = iwqy est une racine simple de f(\) = 0.

Démonstration.

La défférenciation de I’équation f(\) = 0 par rapport a A\ donne

df (A)

_ 2 —TA 2 —TA
oy e (3A% + 2a\ + b) + (29\ + f)e TGN + fA+e)e ™| s
ce qui donne ey = 0. En séparant la partie réelle et la partie imaginaire dans 1’équation
dA A=iwo

ci-dessus, on trouve

—3w? + b = —2gwp sin(wyT) — fcos(onk) + 7i(e — gw?) cos(woTi) + kacwo sin(woTk ),
2awy = —2gwy cos(woTy) + fsin(work) — 1p(e — gwd) sin(woTi) + kawo cos(woTg ).
On définit

alors, G(wp) = 0.
Et
G (w) = 2(w?® — bw)(3w? — b) + 2(e — gw?)2gw + 4a’w® — 2f%w

. D’apres le systeme [3.9] On sait

—wl + bwy = (e — gwd) sin(wery) — f cos(wors), (3.11)

—awg = (gwg —e) cos(woTg) — fwo sin(woTk)-

Nous en déduisons que G’(wp) = 0. D’autre part comme G(w) = g(w?) alors G’ (wy) = 2wog’ (wd) >
0.
Donc G'(wp) = 0 et G'(wp) > 0 c’est contraduction.

D’ou

df (A)
AN 7
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[]

Lemme 3.5. Supposons que la condition (H1) est satisfait, soit \(T) = a(7) +iw(T) la racine de

f(N) satisfait amy,) = 0, w(my) = wo , o 74 est définie dans[3.10,

Alors
d\
o' (1) = Re (—) > 0.
dr

T=T},
Démonstration.
comme A(7) = «(7) + iw(7) est un racine de f(\) alors f(A(7)) = 0 et comme la fonction f est

dépend a 7 alors on peut écrire

[T, A(7)) = 0. (3.12)

Maintenant, en dérive A par rapport a 7 dans I’équation [3.12, on obtient

df dx _df

T

Donc

: . X O
[(3)\2 +2a\ +b) + 29\ + fle ™ —7(e + fA+ g)\Q)e_AT] . e+ fA+ g e =0,

et

: d\ ' d\
(302 + 2a\ + b)@ +(29A + fle ™ == — (e + fA+ g)\)e ™V (1== + ) = 0.
dr dr dr

D’apres

A+ aX +bA+c+ (e+ fA+gr2)e ™ =0,
ona(e+ fA+ g\)e ™ = —(\° + aX> + bA + ).

Il implique que

d —1
dr AN+ aX2+DA)  (gA2 4+ fa+e)d A

En utilisant I’équation 3.6 on trouve

_ (_ (3A\2 + 2a\ + b) (29X + f) _Z)

T=T
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3wj + (202 — 4b — 2¢%)w + (b* — 12+ 2ge)
(fo)? + (e — gwd)?

d\\ *
Re <E)

Ici d’apres I'inégalité |3.9, on obtient

T=Tk

3w + (202 — 4b — 2¢P)w? + (b? — f% + 2ge) > 0,

il est facile de voir que

par conséquent, on a

. d\
sign <Re (E)

, d\\
T:Tk> = sign (Re (E)

T=Tk>

D’ou

Théoréeme 3.4. Supposons que les conditions (H1),(H2) sont satisfaites.

(i)Si T € [0, 7o[ alors le point d’équilibre positif du systeme est asymptotiquement stable.

(i1 )Si T > T19,le pointe d’équilibre positif E*(a) du systéme est instable.

Théoreme 3.5. Si la condition (H1) est satisfait alors il existe 7, > 0,k = 0,1,2,... telle que

7, est définie dans tel que le modéle structuré en dge subit une bifurcation de Hopf a

léquilibre positif E*(a).En particulier lorsque T = Ty, une solution périodique non triviale bifurque

de léquilibre E*(a).



Conclusion

Dans cet article, la bifurcation de Hopf d’un modele d’alcoolisme structuré par age est étudiée.
Réel Les données épidémiques indiquent des fluctuations périodiques régulieres de I'incidence de
la maladie [33][34][35], mais la plupart Les modeles pour les maladies épidémiques prédisent la
convergence vers un équilibre endémique stable unique, il est donc important d’examiner dans
quelles conditions les fluctuations périodiques de la maladie I'incidence peut se produire. Parce
qu’il y a des gens qui alcoolisent pour leurs propres raisons, l'alcoolisme, en tant que maladie
épidémique sociale, est quelque peu différent de I’épidémie commune maladies. Cependant, dans
notre analyse, nous avons constaté que des fluctuations périodiques régulieres peuvent encore
surgir. En choisissant comme parametre de bifurcation et en analysant 1’équation caractéristique
correspondante, nous pouvons conclure que la stabilité asymptotique locale du trivial 1’équilibre
EX(a) est déterminé par c¢g. Si ¢y < 0, alors I'équilibre trivial Ef(a) est instable pour tout 7 > 0. Si
co > 0 Iéquilibre trivial Ef(a) est local asymptotiquement stable pour tout 7 > 0. Pour I’équilibre
positif, si la condition (H1) est vérifié, nous établissons des conditions pour assurer la stabilité
locale. Le parametre 7 n’affecte pas la stabilité de ’équilibre trivial, mais peut modifier la stabilité
de I’équilibre positif. En utilisant la théorie de la variété centrale [29] et le théoreme de bifurcation
de Hopf [30], qui s’est développé pour Cauchy non densément défini problemes, I’existence d’une
bifurcation de Hopf a I’équilibre positif est obtenue. Dans en particulier, une solution périodique
non triviale bifurque de I’équilibre positif lorsque le parametre de bifurcation 7 passe par les
valeurs critiques 7;; £k = 0,1,2,---. Nos résultats analytiques indiquent que l'introduction du
parametre 7 peut affecter le comportement dynamique du systeme De plus, I'alcoolisme est

souvent associé a certaines des raisons propres aux alcooliques, telles que les pertes de revenus, le
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chomage ou les problemes familiaux. En ce sens, comme tant que la population n’est pas éteinte,

les alcooliques existeront toujours.
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