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Résumé

L’objet de ce mémoire est 1’étude de 'existence de trois solutions pour des problémes ellip-
tiques de Dirichlet.
On applique le théoréme de trois points critiques de Bonanno qui permet d’établir la multi-

plicité des solutions pour les problémes non linéaires.

Mots clés
Points critiques, trois solutions, probléme de Dirichlet, méthodes variationnells, résultat de

multiplicité.



Abstract

The object of this memory is the study of the existence of three solutions for elliptics problems
of Dirichlet.
We apply Bonanno’s three critical point theorem which allows us to establish the multiplicity

of solutions for nonlinear problems.

Keywords

Critical points, three solutions, Dirichlet problem, variational methods, multiplicity result.
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Introduction

Récemment, de nombreuses publications sont apparues sur le théoréme de trois points cri-
tiques qui a été utilisés pour prouver des résultats de multiplicité des solutions pour des équations
différentielles ordinaires voir D. Averna and G. Bonanno [2] temps que partielles, avec des diffé-
rentes versions d’épandent d’hypothéses imposées et du probleme associer.

Dans ce mémoire nous présentons des travaux qui s’intéresse a ’application de ce théoréeme
pour prouver 'existence de trois solution du probléme elliptique non linéaire avec condition de
Dirichlet au bord. La version de théoreme appliquée est celle de Bonanno qui est basée sur les
traveaux de B.Ricceri.

Le premier travail est celui de G.A .Afrouzi, T.N .Ghara, intitulé "L’existence de trois solu-

tions faibles d’un probléme elliptique de Dirichlet " [1], le probléme étudier est le suivant

—Au=\f (z,u) —a(x)u ,x €
u=0,x € IN.

Sous certaines conditions posées sur : la non linéarité de f, a, A et des hypothéses qui doit la
fonctionnelle d’énergie les satisfais, ils établirent le résultat de multiplicité des solutions.

Et nous avons choisi le deuxiéme travail, "Solutions multiples pour un systéme elliptique de
Dirichlet quasi- linéaire intervenant I'operateur de p, ¢g-Laplace", de Gabriele Bonanno, Shapour
Heidarkhanib, et Donal O’Rgan [5], qui nous semble étre une généralisation des résultats du
premier travail avec des résultats supplémentaires.

Ce travail est organisé comme suit

Chapitre 1 expose un rappel sur les espaces fondamentaux en analyse fonctionnelle, qui
contient quelques notions essentielles qui concernent les espaces LP, les espaces de Hilbert, de
Sobolev et les injections et quelques notions sur les fonctions et les opérateurs, et finalement nous
annoncons le théoréeme de trois points critiques.

Dans le deuxiéme chapitre nous exposons les résultats de multiplicité des solutions pour un
probléme elliptique qui intervient le Laplace, et nous terminons par les résultats du systéme de

p, g-Laplacien, dans le troisiéme chapitre.



Chapitre 1

Préliminaires

1-Les espaces fonctionnelles.
2-Rappels d’analyses fonctionnellesrappels.
3-Dérivation au sens de Gateaux .

4-Théoréme de trois points critiques.




Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Les espaces fonctionnelles

soit  un ouvert de RY

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 [8] Soit Q un ouvert de RN pour 1 < p < +oo on définit
LP(Q) = {f : Q — RY; mesurable et / |f ()P de < —i—oo} :
Q
c’est un espace de Banach sur RN, on le muni de la norme :

uﬂmwnz([]fuwﬂm)?

pour p =2, L*(Q) c’est un Hilbert, muni de produit scalaire
ey = [ £ @)ata) da
Pour p = 400, on définit
L>*(Q) = {f : Q — RY; mesurable et Ic > Otelle que |f (z)| < c.p.p sur Q} ,
on le muni de la norme :

[ £l oo () = inf {c > Otel que |f ()] < c.p.p sur Q}.

Proposition 1.1 soit 1 < p < 0o, lespace LP est réflexif et séparable ,son dual est L*'
Sip =1, lespace L' est non réflexif et séparable, son dual est L™

Si p = oo, lespace L™ est non réflexif et non séparable, son dual est contient strictement L'

1.1.2 Espaces de Sobolev

soit 2 un ouvert de RY (N > 1) et soient m € N et p € [1, +o0]

8



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2 [8]On définit le espace de Sobolev WP (Q) par :

WmP(Q) ={ue LP () et D*u € LP () ,V|a] <m},

avec

a= (a1, 0y,...,ay) € NV,

et
D* o 3 D®
= Zar  aan ¥ = ) oD,
agf...a;é‘;:" | ;

Sont les dérivées au sens de distributions, c-a-d. :
(D*u, ) = (1) (u, D*¢) ,Vp € D ().

L’espace WP (€2) muni de la norme suivante pour p € [1,400]

LAY

HuHWmvP(Q) = (HUHIZP(Q) + H D" HZL)P(Q)) ’

Définition 1.3 On définit le espace de Sobolev WP () par :
WP (Q) = {u € LP (Q), tel que Ou € [P (Q),1 <i<n}

ou 0; est la i-éme dérivée faible de u € L}, (), avec la norme

i / IVl + fuf)dz | |

Q

alors WP (Q) est un espace de Banach .
Cas particulier pour (p = 2)

W2 (Q) (noté aussi H' (Q)) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u,v) uvLQQ)—I—Z “u; D0) 12(qy

|| <m

9



Chapitre 1. Préliminaires

tel que

<U7U>H1(Q) = HUHzl(Q) ,ue H' (Q).

Théoréme 1.1 (Inégalité de Poincaré) On suppose que ) est un ouvert borné alors il existe une

constante C' (dépendant de ) et P) telle que :
[ull o) < ClIvullpoq » Yu € Wo (), 1 <p < oo,

en particulier Uexpression ||yull,, est une norme sur Wy™ (Q) qui est équivalent & la norme

||u||W1¢P(Q)'

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder ) Soit f € LPet g € L” avec 1 < p < co. Alors f.g € L'et

1 1
S5l <1l Nl 2 =1

1.1.3 Les injections des espaces

Injections continues

Théoréme 1.3 [8]On suppose p > 1 et m € N. Alors :

Np

(N—mp)? 0N @ la propriété :

(1) Si N > m,p, pour tout q tel que p < q <
WP (RV) — L4 (RV).
L’inégalité d’injection continue peut étre précisée comme suit. Il existe une constante C' telle que :

Vo € W (RY) Jloll, < Cllellwmsgn) -

(2) Pourp=1, on a :
W (RY) — G, (RY).

10



Chapitre 1. Préliminaires

3) St N =mp et p> 1, alors, pour tout q tel que p < q < 00, on a la propriété
p etp p q quep >~ q prop

wm? (RV) — L4 (RY).

(4) Sip> N, alors :

0<)\§1—%=>W1’p(RN)<—>C£’A(RN).

(5) Si mp>Nlorsque%§éN et si j est tel que (j —1)p < N < jp alors :
. N m N m—j N
0<A<j—— =W (RY) < "7 (RY).
p

Si% eN ethj:%—kl alors W™ (RY) — O (RY) pour tout A < 1.

Corollaire 1.1 Soit1 <p<oo. Ona
Sil<p< N, alors W'?(Q) C LP(Q) ou 5z =
Sip= N, alors WP (Q) C L?(Q) Vq € [p, +o0].
Sip> N, alors W' (Q) C L™ (Q).

1_ 1
D N

Injections compacts

Théoréme 1.4 [11](Rellich-Kondrachov) Soit Q@ un ouvert borné de R"™ et p > 1.
-Sip < N, alors pour tout ¢ > 1 tel que q < p*, W' (Q) — L1 (Q).
-Sip= N, alors pour tout ¢ < co WH¥ () — L1(Q).
-Sip>N, et 0<a <1 alors W (Q) — C% (Q) .

De plus on a

Théoréme 1.5 [8] L’espace W (Q) s’injecte continument dans L™ () (WP (Q) — L>*(Q))

pour tout 1 < p < 400, i.e qu’il existe un constant C' (dépendant seulement de € ) tel que

lull e < Clltillyr,, Yu € WHP ().

11



Chapitre 1. Préliminaires

De plus, si ) est borné on a

WP (Q) — C(Q) avec injection compacte, 1 < p < +o0,

Whl(Q) — L2(Q) avec injection compacte, 1 < q < +00.

Théoréme 1.6 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesque)
soit (f,) une suite de fonctions de L' . On suppose que
“fr (@) = f(2) p.p. sur €2,
-1l existe une fonction g € L', telle que pour chaque n ,|f, ()] < g(x) p.p. sur Q alors

feLll () et|fo—flip — 0.

1.2 Rappels d’analyses fonctionnelles

1.2.1 Semi-continuité inférieure (supérieure)

Définition 1.4 Une fonction f : X — R définie sur un espace topologique X est dite semi-
continue inférieurement (s.c.i.) en vg € X si :

Pour tout réel v < f(xo) il existe un voisinage V dexy tel que r < f(x) pour tout x € V, la
fonction [ est dite semi-continue inférieurement sur une partie C' de X si f est semi-continue
inférieurement en tout point de C' .Une fonction f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) en
xo st f est s.c.i. en xg.

Et elle est dite continue en xq si elle est s.c.i. et s.c.s. en xg.

Définition 1.5 Soit f: X — R une fonctionnelle, on dit que
(1) f est faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (resp f.s.s.c.s) pour tout

suite (), oy C X vérifiant u, — u, lorsque n — oo, alors

fu) < Lm f(un), (resp. f(u) > lhm f(u,)

n——+o0 n—+00

(17) f est faiblement séquentiellement semi-continue supérieurement, si —f est faiblement

séquentiellement semi-continue inférieurement.

12



Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.1 1] est clair que si f(xg) = —o0, la fonction est s.c.i.en xqg : Si f(x) = 400, la

semi-continuité inférieure de f permet de dire que

Vr > 0,3V e v(x),Yr eV : f(z) >

Autrement dit, les valeurs de f peuvent étre aussi grandes que 'on veut dans un certain
voisinage (assez petit) de x :

Maintenant, lorsque f (zo) € R i.e. lorsque f(xg) est fini, la définition ci-dessus de semi-
continuité inférieure de f enxg est équivalente & la définition usuelle a savoir, pour tout € > 0 il

existe un voisinage V' de xy de sorte que f (V) C [f (x0) — €, +00] ou encore

Ve > 0,3V € v (xg),Vr eV : f(z) > f(x0) — € (s.c.i).

De méme pour la définition de semi-continuité supérieure, on aura

Ve > 0,3V € v (xg),Vr € V: f(x) < f(xg) — € (s.c.9).

Théoréme 1.7 [10] Toute fonction f : X — R, semi-continue inférieurement (resp.supérieurement)
sur un espace topologique X atteint son minimum
(resp. maximum) sur tout sous-ensemble compact non vide C de X telle que C' NDy # @.
Lorsque l’espace X est de dimension finie, la condition de compacité peut-étre remplacée par
une hypothése de fermeture du domaine des contraintes ainsi que la condition de coercivité qui
impose que f(xr) — +oo quant ||z|| — 400 ou de fagon équivalente que pour tout réel r le

sous-ensemble f~! (]—oo,r]) soit borné.

1.2.2 Les fonctions convexes

On rappelle ci-dessous quelques propriétés bien connues des ensembles et des fonctions convexes.

Définition 1.6 [10]Soit X un espace vectoriel. On dit qu’une partie K de X est conveze si :

Ve,y e K,¥0 € [0,1],0x+(1—-0)ye K

13



Chapitre 1. Préliminaires

Lorsque K est convexe et j : K — R, est une fonction , on dit que j est convexe i :

Proposition 1.2 Quelques propriétés élémentaires des fonctions convexes :

(a) Si j est une fonction convexe, alors épi j est un ensemble convexe dans E x R, et réci-
proquement, (épi j = {(z,a) € X xR :j(z) < a}).

(b) Si j est une fonction convexe, alors pour tout A € R l'ensemble [j < M| est convexe ; mais
la réciproque n’est pas vraie.

(c) St jret jo sont des fonctions convezes, alors jy + jo est convere.

(d) Si(Ji);e; est une famille des fonctions convexes, alors lenveloppe supérieure des (j;) est

CONVETE.

Théoréme 1.8 (Théoréme des accroissements finis sur R)
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], & valeurs dans R , dérivable sur]a,b].

Alors, il existe 0 € ]a,b] tel que

Ou il existe § € 10, 1[tel que

f)=f(a)=f (a+0(b—a)(b—a).

Définition 1.7 Une fonction f: Q) x R™ — R est dite de Carathéodory ou bien une C-fonction

st elle vérifie

p.p. en x € Q, la fonction u — f(x,u)est continue par rapport & u.

Yu € R™, la fonction u — f(x,u)est mesurable sur 2, pour tout u de R™.

Définition 1.8 Soit Q un ouvert de RY, etu:Q — R et f € C (ﬁ X R) . Uopérateur Ny définie
par

Nyu(z) = f(z,u(z)),

14



Chapitre 1. Préliminaires

est appelé opérateur de Nemytskii relatif o f.

1.2.3 Les opérateurs compactes

Soit F et I’ deux espaces de Banach

Définition 1.9 On dit que lopérateur T € L(E,F) est compact si T (Bg) est relativement

compact pour la topologie forte, tel que Bg est la boule unité dans E. c’est a dire T (Bg) est

compact dans F.

Dire que T' € L (E, F') est compact revient exactement a dire ceci : pour toute suite bornée
(x,) dans F, la suite image (T'z,) admet une sous-suite convergente dans F'.

(Si Xy est un sous-espace vectoriel fermé de E et si T € L (E, F') est compact, sa restriction
Tix, est un opérateur compact de X, dans F', puisque I'image de la boule unité de X est continue
dans I'image de la boule de I’espace entier. Si T est un endomorphisme compact de E dans F’,

est un endomorphisme compact de F).

1.2.4 Les opérateurs monotones

Soit H un espace préhilbertien dont le produit scalaire est noté (.,.) et la norme associée ||.|| .

Définition 1.10 [15|Soit T : H — H , et G (T') le graphe de T,

on dit que T" est un opérateur monotone si

V(a.y), (@) €G(T) (y-y.x—a’) 20,

. . ., o, . . ’
-T' strictement monotone si l'inégalité ci-dessus est stricte lorsque T # x .

-T' est uniformément monotone s’il existe ¢ > 0,a > 1,

ke

r—XT

V(z,y),(x,y) G (T), <y—y/,:r—:c'> > c

-T' est hémicontinue si pour tous x,x’ € H, application t — (T(x + tz'),z’) est continue de

R dans R.

15



Chapitre 1. Préliminaires

Théoréme 1.9 (voir [15.de A. 37])

Si Uopérateur T est uniformément monotone, coercif et hémicontinu sur un espace de Banach

réel réflexif X, alors T admet un inverse continu sur X*.

1.3 Dérivations au sens de Gateaux

Soit X un espace de Banach et w un ouvert non vide de X . On note X’ le dual topologique
de X c’est a dire I’espace des formes linéaires continues sur X . Nous noterons par (., .) le produit

dans le dualité entre X’ et X .

Définition 1.11 [10]Soient w une partie d’un espace de Banach X et J:w — R. Siu € w, on
dit que F' est dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en u, s’il
existe | € X' tel que dans chaque direction z € X ot J(u + tz) existe pour t > 0 assez petit, la
dérivée directionnelle J, (u) existe et on a :
J tz) —J
T ek 2 Bt C)

t—0t t

On pose J'(u) = .

Autrement, on dit qu'une fonctionnelle J : 2 — R est différentiable au sens de Gateaux en

u € ) de dérivée g (u) € X' si, pour tout h € X.

lm s [ (u -+ th) — J (u) — (g (u) , th)] = 0.

t—0 ¢

Proposition 1.3 (voir [15]) Soit f : M C X — R une fonctionnelle définie sur un sous-
ensemble convexe fermé M de X. Si f est G-différentiable sur M et sa dérivée au sens de

Gateaux f' est monotone alors f est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement.

Exemple 1.1 Soit Q@ C RN n >3, un ouvert ,pour p € (1,+00) on définit une fonctionnelle

16



Chapitre 1. Préliminaires

J WP (Q) - R (1.1)
J(w) — /|Vu|pdx, (1.2)
Q

alors J est différentiable dans Wy (Q) et

p—2
J (u) (v) = p/ |Vu|  Vu.Vudz, Yo € WP (Q).
0

On considére la fonction ¢ : RN — R, définit par : ¢ (z) = |z|°, c’est une fonction de classe C*,
et Vo =plz[’?z.

en effet,
i P&+ 1Y) — o (2)

_ p—2 N
lim p =ple/" " zy, Yo,y €R

comime conséquence

g V2) + 490 @) = [V ()

t—0 t

=p|Vu (2)|"* Vu (z) Vo (z),

par le théoréme des accroissement finis, pour presque tout x € ) et pour t > 0, il existe une

fonction 0 & valeur dans |0, 1] telle que 'on puisse écrire :

\Vu () 4 tVo (@) — |Vu ()P — tp |V (2)|P Vu (z) Vo (z)
= tp|Vu (x) + 6 (t,2) tVo (2)["* (Vu (z) + 0 (t, z) tVv (z)) . Vo (2)
—tp |Vu (2)|P > Vu (z) . Vo (). (*)

)
)

En divisant par t, on obtient pour presque tout x :

1im‘v (u+tv) ()P — |[Vu (z)]” — tp |Vu ()] Vu (z) Vo (z)

t—0 t

=0

17



Chapitre 1. Préliminaires

D’autre par, on peut majorer le deuxiéme membre de l’égalité () divisée part par
-1
h(z) =2[Vo (2)] ([Vu (2)| + Vo (2)])"
En utilisant en suite [inégalité de Holder, on a :

/ I ()] dz < ¢||Vol|, (||Vu||1;*1 + ||W||§’1> :
Q

On peut dent appliquer le théoréme de convergence dominée et conclure a :

/

J (u) (v) =p / \VulP 2 Vu.Vodz, Yo € Wy (Q).
Q

Alors J, est Gateaux différentiable.

Exemple 1.2 Soit f: 2 x R — R une fonction de Carathéodory, on pose
F(z,s) = /Osf(x,a)da.

On définit une fonctionnelle V' par
V(u) = /QF(x,u(:c))d:C

Nous allons préciser dans quelles conditions u — V (u) est continue ou de classe C.

on va montrer que V est G-dérivable et que la G-dérivée est continue de LP () dans L¥ ()

En posant
ot 7) = F(z,u(z) + tv(f)) — F(z,u(x) F(u))ol),
Viu+t tvt) —Viw) _ /f(x,u(m))v(m)dac = /¢(t, x)d.

18



Chapitre 1. Préliminaires

Or, il existe 0(t, z) €0, 1] tel que
|0(t, )] = [f (2, u(z) + 0(t, 2)tv(x) — [z, ulx))] ()]
Ainsi, d’un part on a 0(t,z) — 0 lorsque t — 0, p.p. en x € Q) et d’autre part, on a la majoration
[@(t,2)] < 2(ao(x) + bo([ulz)] + (@) )P~ + bo [u(2) ") o()]

Comme le second membre de l'inégalité ci-dessus est dans L (Q), le théoréme de la conver-

gence dominée de Lebesgue permet de dire que

t—0t t t—0t

. V(u+tv) —V(u) .
lim — [ f(z,u(z))v(z)dx | = [ lim ¢(¢,x)dz = 0.
{ /

Q

Ainsi la G-dérivée V'(u) existe et on a pour tout v € LP (Q)
V() = [ fu(e)olz)da,
Q

Si de plus on a condition de croissance sur f lopérateur u — f(.,u) est contenu de LP ()

dans LP' (Q) ce qui implique que V est de classe C* sur LP () .

19



Chapitre 1. Préliminaires

1.4 Théoréme de trois points critiques

Théoréme 1.10 [6] Soit X un espace de Banach réel réflexif, ¢ : X — R est coercive, continue
G-différentiable et faiblement séquentiellement semi-continus inférieurs dont leur dérivée auz sens
de Gdteauzr admet un inverse continue sur X* , 1 : X — R continuellement G-différentiable dont
leur G-dérivée est compacte telle que ¢ (0) = 1) (0) = 0 .Supposons qu’il exister >0 et T € X,

avec r < ¢ (T), tels que

(a1)

(az)
¢ (x) r
U (7)) supyyr ¥ (2) |

la fonctionnelle ¢ — M\ est coercitive. Ensuite, pour chaque X € A, la fonctionnelle Jy = ¢ — A\

pour toute A € A\, =

a au moins trois points critiques distincts dans X.
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Chapitre 2. Multiplicité de solution pour un probléme elliptique de Dirichlet

2.1 Introduction

Nous présentons ici des résultats publiées dans [1], qui concerne un probléme elliptique avec

condition de Dirichlet suivant

—Au=\f (z,u) —a(x)u,z € Q
u=0,x € 0N,

(2.1)

ou  est un ouvert borné non vide de R, N > 3, avec frontiére de classe C', A un paramétre
réel positif, f: Q x R — R, et a la fonction de poids positive de C(£2).

Notre outil principal est le théoréme de trois points critiques 1.10.

2.2 Notations et hypothéses

Soit
f:OxR—-R,

une fonction Carathéodory, telle que

(h1) 11 existe deux constantes non négatives aj, as et g € ]1, % [ tel que
|f(z,t)] < ay+ay |z€]q_1 V(z,t) € Q x R. (2.2)

Soit X = H} () la fermeture de C5°(Q2) dans P'espace de Sobolev H'(2), par rapport a la

el = (/Qwu(x)mx)%,

norme

et nous définissons

2

lulle = ([ (9a @l + @@l de )

alors il existe des constantes positives appropriées cy, c5 tel que
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cllull < Julla < eoful].

Définition 2.1 Une fonction u : @ — R est dite une solution faible de (2.1) siu € Hj () et

/Vu(x)Vv(:c)d:z:—)\/f(x,u(x))v(x)d:z:: —/a(x)u(x)v(af)d:t,VU € Hy ().

Q

Et soient les fonctionnelles ¢, 1) : H} (2) — R définies comme suite

o) = 11
2 Y
et
Y (u) = / F(z,u(z))dr;Yu € H) (Q),
Q
ou
£
&)= [ F@0d e e axr
0
et

In(u) = ¢ (u) = M (u),
un point critique de Jy est un v € H} () tel que

I

(3 (), 0) = ¢ (u) (v) = M (u) (v) = 0,Y0 € Hy (), (2.3)

donc un point critique de Jy est une solution faible du probleme (2.1).

Soit 2* = % et désignons, comme d’habitude, par I' la fonction Gamma définie par
+00
L(t)= / 27 te ™ dz, Yt > 0.
0
A partir du théoréme d’injection de Sobolev, il existe ¢ € RT tel que

lull oy < cllull,u € Hy (Q). (2.4)
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La meilleure constante qui apparait dans (2.4) est

1 N! v (25)
c= , .
NN —-2)z \2I'(1+ %)
Pour ¢ € [1,2*[ fixé, et par les injections de Sobolev, il existe une constante positive ¢, telle que
lull oy < cq llull,u € Hy (), (2.6)

et, en particulier, I'injection H} () < L7 (Q) est compact.

En raison de (2.5), comme simple conséquence de 1'inégalité de Holder, il s’ensuit que

2*—q 1

Ve NI N

¢ < meas (£2) _ 7 27)
NN =2)x \2U' (1+5)

ot meas(Q2) désigne la mesure de Lebesgue de ’ensemble 2.
De plus, soit
D = sup dist (z, 052) . (2.8)

e
Soit B (xg, D) C 2, une boule de centre x( et de rayon D.

Enfin, nous définissons

“ 2v/2¢; (2V — 1) 2%5" ¢ (2N — 1)
_svea s — _ %
ky = 2 k= T (2.10)
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Chapitre 2. Multiplicité de solution pour un probléme elliptique de Dirichlet

2.3 Résultat principale

Théoréme 2.1 [1]Soit f : QxR — R est une fonction carathéodory telle que (hy) est satisfaite.

On suppose que.
(he) F (2,£) > 0 pour tout (x,&) € Q x RT,

(hs) il existe deux constants positives b et s < 2 tel que
F(z,6) <b(1+¢]),

pour presque tout x € §) et pour tout £ € R,

(hy) il existe deux constant positives y et §, avec § > vk telles que

ingf)F (z,9) )
xre —2
——— > a1— + askyy? 7,
oI 1 7 2R27Y
ou ay,as sont donnés dans (hy) et ki, ks sont donnés par (2.9) et (2.10).

Alors pour chaque paramétre X\ appartenant a

212 -1) &E 202V -1) 1
D?  infF(x,5)  D? a1% + agkyyi—2

zEQ

le probléeme (2.1) posséde au moins trois solutions faibles dans Hy ().

Preuve Sous les hypothéses (h1), (h2), (hs) et (hys) et par application du théoréme 1.10, le

probléme (2.1) admet trois points critiques,

soit X = HJ (), nous commengons par remplir les premicres conditions de la théoréme 1.10

en ce qui concerne ¢ et .

Il claire que (par définition)

¢(0) =1 (0)=0
Et la coercivité de
lulla
Cb (u> - 2 )
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est évidente, et on a démontré dans 'exemple 1.1 que la fonctionnelle ¢ est continument

G-différentiable de dérivée

& () (v) = / (Vau (2) Vo (&) + a (2) u (2) v (2)) do,

et par (proposition 25.20 [15]) on déduit qu’elle est faiblement séquentiellement semi-continue
inférieure, on va démontrer que leur G-dérivée admet un inverse continu sur X*,

on a ¢ : X — X* définit précédemment pour tout u,v € X, alors

(¢ (u1) — @' (ua), (w1 —up)) = £Vu1 (@) (V (ur —u2)) + a () uy (z) (ur — uz) da
—éVug (). (V(ug —ug)) + a(z)us (z) (ug — ug) da
= £(|V (ur — u2)|* + a (@) Jus — uo|*)da

> luy — us?,

donc ¢’ est uniformément monotone, et hémicontinue dans X, d’aprés [15] , et par 'application
de théoréme 26.A4, on obtient que ¢’ admet un inverse continu sur X*.

De plus, et comme dans ’exemple 1.2,

W (u) = /F (2,0 (2)) d, Yu € H ().

Q

Est continument différenciable au sens de Gateaux, de dérivée
V) (o) = [ f @) d
Q

et on prouve que cette dérivée est compacte. (voir[8]).
Soit (un),cy une suite bornée de X = Hy (Q2), elle admet une sous suite notée aussi (uy),, oy
telle que u,, — wu dans X, alors u, — w dansC (ﬁ) .
n—+00 n—+00

Puisque F(z,") est de class C' dans R pour tout z € €, elle est donc continu dans R pour

tout x € Q, et nous obtenons que F'(x,u,) = F(z,u).
n—-r+oo
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Par 'injection compacte dans C| et les critéres de convergence de Lebesgue on a

V' (uy) o Y (u) est fortement, ce qui signifie que v’ est fortement continue, alors c’est un
opérateur compact.

Maintenant nous vérifiant les conditions (a;) et (ag) de théoréme 1.10.

D’apreés (h), on a

F(z,8) <ay|&]+ agﬁ,V(x,f') €eQx R (2.11)

q

Soit r €]0, 400] et considérons la fonction

Supu -1 —00,T ¢(U)
X(T) — € (}T 1) ’

tenant compte de (2.11), il s’ensuit que

a2
P (u)= | F(z;u(@)de < allull gy + — llull7eqy -
Q q

Alors, pour tout u € X : ¢ (u) < r , en raison de (2.6), on obtient

25¢4q q
Y (u) < (@Q%‘i‘ ! 27“2)-

q

D’ou

23 cla
sup Y (u) < (\/ 2rciay + — 27°3> : (2.12)
q

u€p ™! (]—oo,r])

A partir de (2.12), on a

q
22 cgaz

x(r) < (@clal + rg_1> ,Vr > 0. (2.13)
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Ensuite, définissons

0, siz € Q— B(zxo, D)

us (x) = ¢ (D — |z —x0|), siz € B(wy, D) — B (20,2) (2.14)

0, si:vEB(xo,%).

Clairement us € X .

nous avons

25)?2 25)?2 2
(Dg dx + fB(mO?D),B(mg) a(z) (Dg 1D — [z — x| dz)

¢ (us) =3 (Jo (IVus (@) + a () |us ()[) dx)

2)
+% fB(IO pya (z) 8dx

N
T2

2 N
+ Dg SquEQa(x) maXzGB(Io,D)*B(Io,%) ’D - |J; o xOH F(l-ﬁ-%) (DN B (%) )

D’ou

¢ (us) < g@ - (fj oy <DN - <§) ) . (2.15)

En tenant compte que ¢ > ~k, il s’ensuit que

v < ¢ (us) .
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Et on a

VY (ug) = /QF(x,u(; (x)) dx 2/ F(x,0)dx > ian(:E,é)F(—

B<m0’§) €N

Par conséquent, et par (2.15) , (2.16) on a

v

V¥ (us) D?  infeeq F (2,0)
P 2(2N — 1) §*E ’

gcqa — —
< (\/5%&1 + mquwq 2) = 2(2%—2,1) (allfy—l + agkay? 2)

D2 infyeq F(x;0) P(us
< D PE S blus

)
)

Par conséquent, 'hypothése (a;) du théoréme 1.10 est satisfaite.

De plus, si s < 2, pour tout u € X, |ul* € L? () et I'inégalité de Holder donne
s s 2-s
/Q|u(a7)| dz < [[ull72(q)meas (2) 2 ,Vu € X.
Ensuite, par (2.6), on a
2-s
/ lu (2)]” de < ¢ ||ul|” meas () 2 ,Vu € X.
Q
A partir de (2.18) et de la condition (hs), il s’ensuit que

2
Iy (u) > lull; Abmeas (Q)L? |ul|> = Nbmeas () ,Vu € X.

- 2

(2.16)

(2.17)

(2.18)

29



Chapitre 2. Multiplicité de solution pour un probléme elliptique de Dirichlet

Par conséquent, J) est coercive pour chaque parameétre positif, en particulier pour tout

¢ (us) ¥
A€ Ny C ,
OO =10 (us)” sup o ()
d(u)<y?

Ensuite, sous la condition (ay), et puisque toutes les hypothéses du théoreme 1.10 sont satisfait
pour toute A € A _ ;. la fonctionnelle J\ admet au moins trois points critiques distincts qui sont

des solutions faibles du probléeme (2.1). m
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3.1 Introduction

Dans cette partie nous traitons un systéme elliptique intervenant p, ¢g-Lapalace avec la condi-

tion de Dirichlet homogéne suivant

—Ayu+ a(z)|ulP~?u = \F,(z,u,v) dans Q
—Ayv + b(z)|v|? %0 = AF, (2, u,v) dans Q (3.1)

u = v =0 sur 012,

tel que © un ouvert borné de frontiére réguliere de RYN (N > 1), p, ¢ > N, Au = div(|Vu|*72Vu),
est 'opérateur s-laplacien, a,b € L>® (£2) avec essinfqa > 0 et essinfob > 0, et A est un pa-
ramétre positif, F' : Q x R? — R est une fonction telle que F(-,%,t,) est continue en Q pour
tout (t1,t2) € R? et F(z,,) est de class C* dans R? pour chaque = € 2, et F, désigne la dérivée
partielle de F' par rapport a s.

Nous souhaitons établir I'existence d’au moins trois solutions faibles pour ce systéme, on
appliquant le théoréme 1.10 (basé sur le théoréme de trois points critique tres récent dit & Bonanno

et Marano [6]).

3.2 Notations et hypothéses

Dans la suite, X désignera le produit d’espaces Sobolev W, ?(Q) x W, () équipé de la norme
[Cw, )| = [l + o]l

ou

S

full = | [Ivurds) .
Q

et

1
q

Joll = / Vo (@)de |

Q
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on définit 1
= | [Ivu@p +a@urdr | .
Q
et
1
q
lolly = /|w ()2 4 b (z) |v (2)|* dx
Q
On note
max [u ()[" max |v ()]
k = max sup xeﬂ—p’ sup e
wewir@ngoy el vewraongoy  vllg

Puisque p,q > N, on a k < +o00. De plus, a partir de [14], on a

i A NYTF (P17 -
sup < [F (1 + —)] ( ) [meas (Q)|¥ "7 |
wewir@ngoy Il VT 2 p—N
et
masx o (z) .
el i

=1 1 1—1
N« N\ |~ —1 a
sup < [F <1 + —ﬂ (q_) [meas (£2)]
vewgr@noy 1l VT 2 ¢-N

Ou meas(£2) est la mesure de Lebesgue de ’ensemble (2 .
Clairement, on a

lull < lull, < (1 + llall, meas () k)» [|ull,

et

[oll < flvlly < (14 [[bllog meas (2) k)= o] -

Par conséquent, la norme dans W, (Q)x Wy%(Q) est

(s 0)lly = lully + vl -

(3.3)
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Est équivalent & ’habituel. Pour tout ¢ > 0 on note I’ensemble

K1(0> {(tl,tg) S RQ ’tzljp % S C} . (34)

Définition 3.1 Une solution faible du probléme (3.1) est un couple (u,v) € X tel que

/ (IVu (2)]P7* Vu (2) Vi (2) + a (2) [u (2)]P> u (z) ha () do
+/ (Vv (z)|" >V (z) Vhy (2) + b (z) v ()| % v (x) hy (z)) dx
Q
—)\/ w(,u(x),v(z))h () + F, (x,u(z),v () he (x)) de = 0,Y (hy, hy) € X.

3.3 Reésultat principale
Nous annoncons la théoréeme suivant

Théoréme 3.1 [5]Soit F : Q x R? — R une fonction telle que F(-,t1,t;) est continue en Q pour
tout (t1,ts) € R?, F(x,-)est de classe C'dans R? et F(x,0,0) = 0 pour tout x € Q.
Supposons qu’il existe une constante positive r et une fonction w = (wy,ws) € X telle que

(1)

s [

(az)
sup  F(z,ti,t2)dz [F(z,w;(z),ws (z))dz
Q(tl,tg)ekl(kr) (9]

<
r lwillf | llw2ll3 ’
p ' + q .
ot
_ 2. Jtaf” !t2|
Kl(k?’l“)—{(tl,tg)ER : p < kr }

(voir (3.4)) et k est donné par (3.2),
(as)

[ sup  F(x,t1,t2)dx
F(JI tl,tg) < Q(t1,t2)€ky (kr)

Itllp + \tz\" meas (§2) kr ’

lim sup
|t1 |—>+OO \t2|—>+oo
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uniformément par rapport a x € Q.

Alors, pour chaque

[lwa [ + lwal|3 ”
A E A1 = P el ,
JF (w1 () ,ws (x))dz’ [ sup  F(x,t1,ts)da
Q Q(t1,t2)61€1(k‘7‘)

le probléme (3.1) admet au moins trois solutions faibles distinctes dans X .
Nous avons besoin de la proposition suivante dans la preuve du théoréme (3.1).

Proposition 3.1 [5|Soit T : X — X* lopérateur définit par

T(u,v)(ha, hy) Z/(IVU(JJ)IPQ) Vu(z)Vh(x) + a(@)|u(z) [P~ *u(z)h (z))d

+/ |Vo(z)]|972) Vo(z)Vhe(z) + b(z)|v(x) | 20(z)he(z))dz, Y (u, v), (h, he) € X.
Q
Alors T' admet un inverse continu sur X*.

Preuve Tenant compte de (2.2) de [13] pour tout x,y € RY il existe une constante positive

¢, telle que

(a7 — |y Py, z —y) > cplz —yf

ol (.,.) désigne le produit interne habituel de RY. Ainsi, il est facile de voir que
(T(ur,v1) = T(ua, v2))(ur — uz, v1 — v2) = min{cy, cg} (lur — ually — [lor — v2[3)

pour tout (u1,v1), (ug,v2) € X, ce qui signifie que T' est uniformément monotone.
Par conséquent, puisque T est coercitif et hémicontinue dans X, en appliquant le théoréme
26.A. de [15], nous avons que 7" admet un inverse continu sur X*. m

Maintenant nous démontrerons notre résultat principal
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Preuve Pour appliquer le théoréme 1.10, nous commencons par prendre
X =Wy"(Q) x Wy"(),
muni de la norme ||(u,v)]|,. De plus, définissons

1 1
o(u,v) = » lully + p lvll2 (3.5)

et

U(u,v) = /F(a:,u(x),v(x))dx; (3.6)

Q

pour tout (u,v) € X. Puisque p,q > N, X s’ injecte de maniére compacte dans

O (ﬁ) x (9 (ﬁ) et il est bien connu que ¢ et 1 sont bien définis et continuellement
G-différentiable dont leurs dérivées de Gateaux au point (u,v) € X sont les fonctionnelles

¢, € X*, donné par
&' (u,v) (hy, ho) / |Vu(2)|P2Vu(2)Vhy(2) + a(z)|u(z) [P~ 2u(z)h (2))dr

—i—/ (Vu(z) |7 2Vo(x)Vhy(x) + b(z)|v(2)|9 v (x)hy(x))d,

et
V' (u,v) (hy, he) = /Fu(x,u(x),v(x))hl(m)dm + /Fv(a:,u(x),v(x))h2(a:)da:).
Q Q

Pour tout (hy, he) € X, respectivement.

la. proposition 3.1 confirme que ¢ admet un inverse continu sur X*, et puisque ¢’ est mo-
notone, alors ¢ est séquentiellement faiblement semi continue inférieur (voir [15, proposition
25.20]).

De plus v est séquentiellement faiblement semi-continue supérieur voir [11] .et ¢’ : X —
X*est un opérateur compact. En effet, pour (u,v) € X fixé, supposons (u,,v,) n:oo (u,v)

est faiblement dans X , alors (uy,, vy,) = (u,v) est fortement en C(Q). Puisque F(z,-,-) est

de classe C''dans R? pour tout = € €, il est donc continue dans R? pour tout z € , et nous
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obtenons que F(z,u,,v,) = F(z,u,v).
n—-roo

A cause d’injection compacte et les critéres de convergence, ¥ (u,,v,) — ¢'(u,v) est forte-

ment, ce qui signifie que 1’ est fortement continue, alors c’est un opérateur compact.

Choisissons (ug, vg) = (0,0) et (uy,v1) =
0 <r < o(ug,vr), et a partir de (3.6) nous avons 1 (ug, V)

requises dans le théoréme 1.10. De plus, depuis

(wl,wg), de (Oél) ct
= (0,0), qui sont des hypothéses

(3.5) nous obtenons

sup|u(z)[” < k|lull”,Vu € Wy (),
e

et
suplv(z)|? < k [|v[|*, Vo € Wy(Q),
e
suplu(z)|? < k ||ull} ,Vu € Wy (),
e
et
suplv(z)[? < k[Jv]|3, Vo € Wy?(€),
xef)
d’ou
P q p q
. (|u<x>| | o) ) < (HuH P > V(uw) € W) x W@
zeQ b q b q

En utilisant (3.5) et (3.7), on obtient

o (] —o0,r]) = {(u,v) € X, p(u,v) <r}
_ Hqu

a {( vyeX, q
||U||p

- {(u,v)ex

(3.7)

q
g )

v ‘|2</<; Y GQ}
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et il s’ensuit que

sup P(u,v) = sup /F(x,u(az),v(m))dm

(uw)€¢ ™ (]=00,r]) (uw)€d ™ (]—o0,r]) 0

< sup /F(x,tl,tg)d.r.

(tl,tg)EKl (k’T‘) ~

Donc, a partir de (3.6), en raison de (as), on a
swp o) = swp [ Fea@)@)ds
u€p ™ (]—oo,r]) (uv)€p™ " (J—o00,r]) ~

/ sup  F(x,ty,ty)dx
(

t1,t2)EK1 (k)
0 JEK(

IA

¢<w17w1>7

a savoir, ’hypothése (a;) du théoréme 1.10 est remplie. En plus de (a3) il existe deux

constantes v, 7 € R avec
sup  F(x,ty,ts)dx
O < "}/ < Q(tl,tz)EKl(kT) ’
r

tel que

" [l
kmeas (@) F(e, t, 1) < 7 (20 120) 4 o
p q

pour tout z € 2 et pour tout (¢,%,) € R
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Fixons (u,v) € X. Puis

$u,v) = Mp(u,v) = 3 flullf + 5 [loll; — AgF(% u(x), v(z))de

Py T
> Ljulfe + 1 folld — mey (;,g P ds+3f |v<a:>\qu> e

v

k Q k Q
Lall? + Lol — gy (A fuff 4 bmees(@ y)g) — 2

= 3 ull? + 5 llollg = 5 ull? + 2 lloll — 3¢

1 T
2 P (1 B fyf sup fF(z,tl,tz)dJ:> Huuzl)

Q(t1,t9)EK (kr)Q

1 T AT
+a (1 - ’yf sup fF(x,tl,tg)dx> ||ng R

Q(t1,t2)EK(kr)Q

Et ainsi

lim  (¢(u,v) — Mp(u,v)) = +o0,

[[u,v]|—+00
ce qui signifie que la fonctionnelle ¢ —\) est coercive. Donc, ’hypothése (as) du le théoreme
1.10 est satisfaite. Maintenant, nous pouvons appliquer le théoréme 1.10. Par conséquent, en
tenant compte du fait que les solutions faibles de (3.1) sont exactement les solutions de 1’équation

@' (u,v) — A\’ (u,v) = 0, le probléme (3.1) admet au moins trois solutions faibles . m

3.3.1 Reésultats suplémentaires

Fixons xq € ) et choisissons 71,7 avec 0 < r; < ry tel que

S(l’o,rl) C S(.Z’U,TQ) Q Q.
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Soit .
(N _ Ny TS 1 1
Qo= 0 = s e .
_ (N _ N T { 1 1 }
Qmax (T2 1 )F<1 4+ %) max (7“2_ . Tl)p’ (7”2. . Tl)q ) (39)

R =14 meas(Q)kmaz{|lal , |6l },

L et | = kQuin-

1
 kRQumax

Donnons ici une conséquence du théoréeme 3.1 pour une fonction de test fixe w.

Corollaire 3.1 [5|Soit F': @ xR? — R une fonction telle que F(-,t1,t3) soit continue en ) pour

tout (t1,t2) € R?, F(z,,-)est C* d

ans R? et F(z,0,0) = Opour tout z € .

Supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 et un vecteur d = (dy,ds) € R?, dy,dy > 0,avec

c< l(% + %g), tel que

(B1)F (x,t1,ta) > 0 pour chaque (x,t1,t2) € (Q\S(2°,71)) x [0,d1] x [0, da],

(82)
sup fF<1’7 t1, tg)dx f F(.CC, d17 dg)dl’
Q(t1,t2) €K1 (kr)Q < LS(xoﬂ“l)dp -
c 4 4 b
P T3
(85) .
ti1,t
limsup MF(I‘, t1,t2) <0,
al? | Jt2]?
[t1|—400,|t2| —=+00 P q

uniformément par rapport a x € 2,

ol

Ki(c)

et l, L sont donnés par (3.9).

Alors, pour chaque

>\ e RQmax

tq
+ﬁ§c

q

Y

t p
= {(tl,tQ) c Rz, u
p

dy | dj
p+q ¢

J

S(z0,r1)

1
F(x,dy,dy)dz’ Ef sup  [F(x,t1,t2)dx |’
Q(t1,t2)eK1(kr)Q
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Chapitre 3. Multiplicité des solutions pour un systéme elliptique de Dirichlet

0l Qmaxest donné par (3.8), le probléme (3.1) admet au moins trois solutions faibles distinctes
dans X.

Preuve Nous affirmons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites en choisis-
sant

w(z) = (w1(x),ws(x)) avec

OwEQ\Sx T2)

r2— 7'1

\/Z 20 ] Jz € S(a°, )\ S (2%, 1) (3.10)

dl,:v € S(2% ry),

pour i = 1,2 et = {. D’aprés le résultat de (3.10) tel que (w;,ws) € X et

N P
= d
ol = () — )2 ( 1 ),

F(l—l—%) o —T1
et
N q
T d
woll? = TN—TN 2 2 '
ool = o = sy (5=

Par conséquent,

/4 q p q /4 q
Qmin <ﬁ + @) S le“ + HWZH S Qmax (ﬁ + %) .
p q p q

Dec<l<%+%> on a

dy | dj
kr < kQmin " + ” < k¢ (wr,wa),

. P q
c’est-a-dire : r < —Hw;” - _Hw;H )

a savoir (aq) est vérifie. De plus, puisque 0 < w;(x) < d;, i = 1,2,V = € Q, la condition (53,)
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assure que

/ F(z,wi (x),wy (x))de + / F(xz,w (x),ws(x))dx > 0.
Q\S(29,r2) S(z9,r2)\S(20,r1)

De plus, a partir de (5,) on a

sup  Fl(x,ty,ta)dx
k Q(tl,tz)Ekl (c)

/ sup  Fl(x,ty,ty)de =
(

0 t1,t2)Ek1 (kr) C
f F(C(],dl,dg)dl'
S(z0,r1)
< kL 7 N @
2 q
f F(‘T,dl,d2>d$
o 1 S(z9,r1)
B R max f f
< >+
f F(l‘,dl,dg)dﬁ
S(z0,r1)
<
B P (w1, ws)
JF (@01 () ws (2)) do
< 0
- lwall” | [lwall ’
P T q
donc (o) est satisfait. Enfin (3;) implique ().
Tenant compte du fait que
ar | dl
G4 % c
R max - - 9 C A 9
¢ [ F(z,dy,do)dx’ k[ sup F(x,ty,te)de | ~ !
S(xO,Tl) Q(tl,tg)ekl(c)

le théoreme 3.1 assure le résultat. m

Nous signalons maintenant les cas particuliers suivants du corollaire 3.1 lorsque F' ne dé-
pendent de x € €.

Soit

rlnaX: (TéV—TiV)maX{( ! ! }7

T _Tl)p’ (7“2 —7“1)q
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Chapitre 3. Multiplicité des solutions pour un systéme elliptique de Dirichlet

et
Ll — T{V 1
m (1) KRQj,ax

Corollaire 3.2 Soit F : R*> — R une fonction de classe C', telle que F(0,0) = 0. Supposons

qu’il existe une constante ¢ > Oet un vecteur d(dy,ds) € R?, dy,dy > 0, avec ¢ < | (ﬁ + ?), tel

P
que
(81) F(t1,t2) > 0 pour chaque (t1,t2) € [0,d1] x [0, do],
(85) Fltat)
sup 1,02
(t1,t2)€K1(c) < Ll F(dl, d2)
C ﬁ + ﬁ ’
P q
(85) Fio )
. tla t2
1 — 2 (.
|t1|—>+0<1>ﬂ122|—>+oo Sup % % o
Alors
&b dl
RQuax » T4 1 c

VA e

iV F(dy,dy) kmeas ()  sup  F(w,t1,ts)dx |’

(t1,t2)€k1(c)
le probleme
—Ayu+ a(z)|ulP~2u = AF,(u,v) dans Q
—Ayv+ b(z)|v]7 %0 = N\, F(u,v) dans Q (3.11)

u=uv =0 sur oS,

admet au moins trois solutions faibles distinctes dans X.

Preuve Puisque Quax =

N N
2 QL. et m(S(z° r)) = T’{VF({—jN), corollaire 3.1 assure le
2

m max

résultat. m

Théoréme 3.2 [5] Soit Q C R? un ensemble ouvert borné non vide avec une frontiére de classe
Ct. Soit f,g: R? — R deux fonctions continues telles que le différentiel
1-la forme w = f(&,n)dé + g(&,n)dn est intégrable et soit F' une primitive de w telle que
F(0,0) =0, F(dy,ds) > 0 pour certains dy,dy > 0 et F(&,n) > 0 dans [0,d;] x [0, ds].
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Chapitre 3. Multiplicité des solutions pour un systéme elliptique de Dirichlet

Soit p,q > 2 et supposons que

F
lim inf M lim sup (5 77) _
(€m)—(0.0) |5|” T ‘”‘q €] —+o00, | —-+o0 \EI” n |77|q

Ensuite, il y a \* > 0 tel que pour tout X > \* le probléme

—Apyu = Af(u,v), x €
—Ayu = Ag(u,v), x €Q
u=v=0,z € 0.

Admet au moins trois solutions faibles.

Enfin, nous prouvons le théoréme 3.2

Preuve Fixons .
d
RQmax q

A> )\ = :
’I“{V F(dl,dg)

En tenant compte du fait que

lim inf 5|p(€ 7)q =
(¢;m)—(0,0) + 1

ily a{cy}nen CJ0,+o0[ tel que lim ¢, =0 et

n—-+o0o

sup ~ F(§,n)
1- (fv”i)eKI(Cn)
1m

n—-+4o0o Cp,

=0.

En effet, on a

sup  F(&n) €cpn [P | Imcp 19
lim @il gy FCeme) o Tt
N—-F00 Cn n [Mey, 19 Cn )
q

ou F(§, ,n,,)= sup F(&n).
(EmEK (en)
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Par conséquent, il y a ¢ > 0 tel que

sup  F'(&,m)
(§m€eK1(C) < mi I F(dl, dg) km (Q)
- min @ N R ,
p q
et ¢ <l (% + ?). Du corollaire 3.2, les résultats suivront.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons utilisée la théorie de point critique pour étudier la multiplicité des
solution faibles de certains problémes elliptiques avec condition de Dirichlet homogéne ce
résultat est généralisé sur les systémes elliptiques non linaires intervenant p, ¢-Laplacien.

Ce théoreme peut etre appliqué sur les problémrs fractionnaires.
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