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Résumé
L’objet de ce mémoire est l’étude de l’existence de trois solutions pour des problèmes ellip-

tiques de Dirichlet.

On applique le théorème de trois points critiques de Bonanno qui permet d’établir la multi-

plicité des solutions pour les problèmes non linéaires.

Mots clés

Points critiques, trois solutions, problème de Dirichlet, méthodes variationnells, résultat de

multiplicité.



Abstract
The object of this memory is the study of the existence of three solutions for elliptics problems

of Dirichlet.

We apply Bonanno’s three critical point theorem which allows us to establish the multiplicity

of solutions for nonlinear problems.

Keywords

Critical points, three solutions, Dirichlet problem, variational methods, multiplicity result.
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Introduction
Récemment, de nombreuses publications sont apparues sur le théorème de trois points cri-

tiques qui a été utilisés pour prouver des résultats de multiplicité des solutions pour des équations

différentielles ordinaires voir D. Averna and G. Bonanno [2] temps que partielles, avec des diffé-

rentes versions d’épandent d’hypothèses imposées et du problème associer.

Dans ce mémoire nous présentons des travaux qui s’intéresse à l’application de ce théorème

pour prouver l’existence de trois solution du problème elliptique non linéaire avec condition de

Dirichlet au bord. La version de théorème appliquée est celle de Bonanno qui est basée sur les

traveaux de B.Ricceri.

Le premier travail est celui de G.A .Afrouzi, T.N .Ghara, intitulé "L’existence de trois solu-

tions faibles d’un problème elliptique de Dirichlet " [1], le problème étudier est le suivant −∆u = λf (x, u)− a (x)u ,x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Sous certaines conditions posées sur : la non linéarité de f , a, λ et des hypothèses qui doit la

fonctionnelle d’énergie les satisfais, ils établirent le résultat de multiplicité des solutions.

Et nous avons choisi le deuxième travail, "Solutions multiples pour un système elliptique de

Dirichlet quasi- linéaire intervenant l’operateur de p, q-Laplace", de Gabriele Bonanno, Shapour

Heidarkhanib, et Donal O’Rgan [5], qui nous semble être une généralisation des résultats du

premier travail avec des résultats supplémentaires.

Ce travail est organisé comme suit

Chapitre 1 expose un rappel sur les espaces fondamentaux en analyse fonctionnelle, qui

contient quelques notions essentielles qui concernent les espaces Lp, les espaces de Hilbert, de

Sobolev et les injections et quelques notions sur les fonctions et les opérateurs, et finalement nous

annonçons le théorème de trois points critiques.

Dans le deuxième chapitre nous exposons les résultats de multiplicité des solutions pour un

problème elliptique qui intervient le Laplace, et nous terminons par les résultats du système de

p, q-Laplacien, dans le troisième chapitre.



Chapitre 1

Préliminaires

––––––––––––––––––––––––––––––––––

1-Les espaces fonctionnelles.

2-Rappels d’analyses fonctionnellesrappels.

3-Dérivation au sens de Gâteaux .

4-Théorème de trois points critiques.

––––––––––––––––––––––––––––––––––
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Les espaces fonctionnelles

soit Ω un ouvert de RN

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 [8] Soit Ω un ouvert de RN pour 1 ≤ p < +∞ on définit

Lp (Ω) =

{
f : Ω→ RN ;mesurable et

∫
Ω

|f (x)|p dx < +∞
}
,

c’est un espace de Banach sur RN , on le muni de la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f (x)|p dx
) 1

p

,

pour p = 2, L2 (Ω) c’est un Hilbert, muni de produit scalaire

〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω

f (x) g (x) dx.

Pour p = +∞, on définit

L∞ (Ω) =
{
f : Ω→ RN ;mesurable et ∃c > 0telle que |f (x)| ≤ c.p.p sur Ω

}
,

on le muni de la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf {c > 0tel que |f (x)| ≤ c.p.p sur Ω} .

Proposition 1.1 soit 1 < p <∞, l’espace Lp est réflexif et séparable ,son dual est LP ′

Si p = 1, l’espace L1 est non réflexif et séparable, son dual est L∞

Si p =∞, l’espace L∞ est non réflexif et non séparable, son dual est contient strictement L1

1.1.2 Espaces de Sobolev

soit Ω un ouvert de RN (N > 1) et soient m ∈ N et p ∈ [1,+∞]

8



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2 [8]On définit le espace de Sobolev Wm,p (Ω) par :

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) et Dαu ∈ Lp (Ω) ,∀ |α| ≤ m} ,

avec

α = (α1, α2, . . . , αN) ∈ NN ,

et

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂

αN
xN

, |α| =
N∑
i=1

αiD
α,

Sont les dérivées au sens de distributions, c-à-d. :

〈Dαu, ϕ〉 = (−1)|α| 〈u,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

L’espace Wm,p (Ω) muni de la norme suivante pour p ∈ [1,+∞[

‖u‖Wm,p(Ω) =
(
‖u‖p

Lp(Ω)
+ ‖Dαu‖p

Lp(Ω)

) 1
p
,

Définition 1.3 On définit le espace de Sobolev W 1,p (Ω) par :

W 1,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) , tel que ∂iu ∈ Lp (Ω) , 1 ≤ i ≤ n}

ou ∂i est la i-éme dérivée faible de u ∈ L1
loc (Ω) , avec la norme

‖u‖W 1,p(Ω) =

∫ (|∇u|p + |u|p)
Ω

dx

 ,

alors W 1,p (Ω) est un espace de Banach .

Cas particulier pour (p = 2)

W 1,2 (Ω) (noté aussi H1 (Ω)) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉L2(Ω) +
N∑
|α|≤m

〈Dαu;Dαv〉L2(Ω) ,

9



Chapitre 1. Préliminaires

tel que

〈u, u〉H1(Ω) = ‖u‖2
H1(Ω) , u ∈ H1 (Ω) .

Théorème 1.1 (Inégalité de Poincaré) On suppose que Ω est un ouvert borné alors il existe une

constante C (dépendant de Ω et P ) telle que :

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖5u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) , 1 ≤ p <∞,

en particulier l’expression ‖5u‖Lp est une norme sur W
1,p
0 (Ω) qui est équivalent à la norme

‖u‖W 1,p(Ω).

Théorème 1.2 (Inégalité de Holder ) Soit f ∈ Lpet g ∈ Lp′avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors f.g ∈ L1et

∫
|fg| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′ ,

1

p
+

1

p′
= 1.

1.1.3 Les injections des espaces

Injections continues

Théorème 1.3 [8]On suppose p ≥ 1 et m ∈ N. Alors :

(1) Si N > m, p, pour tout q tel que p ≤ q ≤ Np
(N−mp) , on a la propriété :

Wm,p
(
RN
)
↪→ Lq

(
RN
)
.

L’inégalité d’injection continue peut être précisée comme suit. Il existe une constante C telle que :

∀ϕ ∈ Wm,p
(
RN
)
. ‖ϕ‖q ≤ C ‖ϕ‖Wm,p(RN ) .

(2) Pour p = 1, on a :

WN,1
(
RN
)
↪→ Cb

(
RN
)
.

10



Chapitre 1. Préliminaires

(3) Si N = mp et p > 1, alors, pour tout q tel que p ≤ q <∞, on a la propriété

Wm,p
(
RN
)
↪→ Lq

(
RN
)
.

(4) Si p > N , alors :

0 < λ ≤ 1− N

p
⇒ W 1,p

(
RN
)
↪→ C0,λ

b

(
RN
)
.

(5) Si mp > N lorsque N
p
/∈ N et si j est tel que (j − 1)p < N < jp alors :

0 < λ ≤ j − N

p
⇒ Wm,p

(
RN
)
↪→ Cm−j

b

(
RN
)
.

Si N
p
∈ N et m ≥ j = N

p
+ 1 alors Wm,p

(
RN
)
↪→ Cm−j,λ

b

(
RN
)
pour tout λ < 1.

Corollaire 1.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞ . On a

Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p (Ω) ⊂ Lp∗ (Ω) ou 1
p∗ = 1

p
− 1

N
.

Si p = N , alors W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [p,+∞[ .

Si p > N , alors W 1,p (Ω) ⊂ L∞ (Ω) .

Injections compacts

Théorème 1.4 [11](Rellich-Kondrachov) Soit Ω un ouvert borné de Rn et p ≥ 1.

-Si p < N , alors pour tout q ≥ 1 tel que q < p∗,W 1,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) .

-Si p = N , alors pour tout q <∞ W 1,N (Ω) ↪→ Lq (Ω) .

-Si p > N, et 0 < α < 1 alors W 1,p (Ω) ↪→ C0,α
(
Ω
)
.

De plus on a

Théorème 1.5 [8] L’espace W 1,p (Ω) s’injecte continument dans L∞ (Ω) (W 1,p (Ω) ↪→ L∞ (Ω))

pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, i.e qu’il existe un constant C (dépendant seulement de Ω ) tel que

‖u‖L∞ ≤ C ‖u‖W 1,p , ∀u ∈ W 1,p (Ω) .
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Chapitre 1. Préliminaires

De plus, si Ω est borné on a

W 1,p (Ω) ↪→ C (Ω) avec injection compacte, 1 < p ≤ +∞,

W 1,1 (Ω) ↪→ Lq (Ω) avec injection compacte, 1 ≤ q < +∞.

Théorème 1.6 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

soit (fn) une suite de fonctions de L1 . On suppose que

-fn (x)→ f (x) p.p. sur Ω ,

-il existe une fonction g ∈ L1, telle que pour chaque n ,|fn (x)| ≤ g (x) p.p. sur Ω alors

f ∈ L1 (Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0.

1.2 Rappels d’analyses fonctionnelles

1.2.1 Semi-continuité inférieure (supérieure)

Définition 1.4 Une fonction f : X → R définie sur un espace topologique X est dite semi-

continue inférieurement (s.c.i.) en x0 ∈ X si :

Pour tout réel r < f(x0) il existe un voisinage V dex0 tel que r < f(x) pour tout x ∈ V , la

fonction f est dite semi-continue inférieurement sur une partie C de X si f est semi-continue

inférieurement en tout point de C .Une fonction f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) en

x0 si f est s.c.i. en x0.

Et elle est dite continue en x0 si elle est s.c.i. et s.c.s. en x0.

Définition 1.5 Soit f : X → R une fonctionnelle, on dit que

(i) f est faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (resp f.s.s.c.s) pour tout

suite (un)n∈N ⊂ X vérifiant un ⇀ u, lorsque n→∞, alors

f (u) ≤ lim
n→+∞

f (un) , (resp. f (u) ≥ lim
n→+∞

f (un)

(ii) f est faiblement séquentiellement semi-continue supérieurement, si −f est faiblement

séquentiellement semi-continue inférieurement.

12



Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.1 Il est clair que si f(x0) = −∞, la fonction est s.c.i.en x0 : Si f(x0) = +∞, la

semi-continuité inférieure de f permet de dire que

∀r > 0, ∃V ∈ υ (x0) , ∀x ∈ V : f(x) > r.

Autrement dit, les valeurs de f peuvent être aussi grandes que l’on veut dans un certain

voisinage (assez petit) de x0 :

Maintenant, lorsque f (x0) ∈ R i.e. lorsque f (x0) est fini, la définition ci-dessus de semi-

continuité inférieure de f enx0 est équivalente à la définition usuelle à savoir, pour tout ε > 0 il

existe un voisinage V de x0 de sorte que f (V ) ⊂ [f (x0)− ε,+∞] ou encore

∀ε > 0,∃V ∈ υ (x0) ,∀x ∈ V : f(x) ≥ f (x0)− ε (s.c.i).

De même pour la définition de semi-continuité supérieure, on aura

∀ε > 0,∃V ∈ υ (x0) ,∀x ∈ V : f(x) ≤ f (x0)− ε (s.c.s).

Théorème 1.7 [10]Toute fonction f : X → R, semi-continue inférieurement (resp.supérieurement)

sur un espace topologique X atteint son minimum

(resp. maximum) sur tout sous-ensemble compact non vide C de X telle que C ∩Df 6= ∅.

Lorsque l’espace X est de dimension finie, la condition de compacité peut-être remplacée par

une hypothèse de fermeture du domaine des contraintes ainsi que la condition de coercivité qui

impose que f (x) → +∞ quant ‖x‖ → +∞ ou de façon équivalente que pour tout réel r le

sous-ensemble f−1 (]−∞, r]) soit borné.

1.2.2 Les fonctions convexes

On rappelle ci-dessous quelques propriétés bien connues des ensembles et des fonctions convexes.

Définition 1.6 [10]Soit X un espace vectoriel. On dit qu’une partie K de X est convexe si :

∀x, y ∈ K, ∀θ ∈ [0, 1] , θx+ (1− θ) y ∈ K

13



Chapitre 1. Préliminaires

Lorsque K est convexe et j : K → R, est une fonction , on dit que j est convexe si :

∀x, y ∈ K, ∀θ ∈ [0, 1] , j (θx+ (1− θ) y) ≤ θj (x) + (1− θ) j (y) .

Proposition 1.2 Quelques propriétés élémentaires des fonctions convexes :

(a) Si j est une fonction convexe, alors épi j est un ensemble convexe dans E × R, et réci-

proquement,(épi j = {(x, α) ∈ X × R : j (x) ≤ α}).

(b) Si j est une fonction convexe, alors pour tout λ ∈ R l’ensemble [j ≤ λ] est convexe ; mais

la réciproque n’est pas vraie.

(c) Si j1et j2 sont des fonctions convexes, alors j1 + j2 est convexe.

(d) Si (ji)i∈I est une famille des fonctions convexes, alors l’enveloppe supérieure des (ji) est

convexe.

Théorème 1.8 (Théorème des accroissements finis sur R)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], à valeurs dans R , dérivable sur ]a, b[ .

Alors, il existe θ ∈ ]a, b[ tel que

f (b)− f (a) = f
′
(c) (b− a) .

Ou il existe θ ∈ ]0, 1[tel que

f (b)− f (a) = f
′
(a+ θ (b− a)) (b− a) .

Définition 1.7 Une fonction f : Ω×Rm → R est dite de Carathéodory ou bien une C-fonction

si elle vérifie p.p. en x ∈ Ω, la fonction u→ f(x, u)est continue par rapport à u.

∀u ∈ Rm, la fonction u→ f(x, u)est mesurable sur Ω, pour tout u de Rm.

Définition 1.8 Soit Ω un ouvert de RN , et u : Ω→ R et f ∈ C
(
Ω× R

)
. l’opérateur Nf définie

par

Nfu (x) = f (x, u (x)) ,

14



Chapitre 1. Préliminaires

est appelé opérateur de Nemytskii relatif à f.

1.2.3 Les opérateurs compactes

Soit E et F deux espaces de Banach

Définition 1.9 On dit que l’opérateur T ∈ L (E,F ) est compact si T (BE) est relativement

compact pour la topologie forte, tel que BE est la boule unité dans E. c’est à dire T (BE) est

compact dans F.

Dire que T ∈ L (E,F ) est compact revient exactement à dire ceci : pour toute suite bornée

(xn) dans E, la suite image (Txn) admet une sous-suite convergente dans F .

(Si X0 est un sous-espace vectoriel fermé de E et si T ∈ L (E,F ) est compact, sa restriction

T|X0 est un opérateur compact deX0 dans F , puisque l’image de la boule unité deX0 est continue

dans l’image de la boule de l’espace entier. Si T est un endomorphisme compact de E dans F ,

est un endomorphisme compact de F ).

1.2.4 Les opérateurs monotones

Soit H un espace préhilbertien dont le produit scalaire est noté 〈., .〉 et la norme associée ‖.‖ .

Définition 1.10 [15]Soit T : H → H , et G (T ) le graphe de T ,

on dit que T est un opérateur monotone si

∀ (x, y) , (x′, y′) ∈ G (T )
〈
y − y′ , x− x′

〉
≥ 0.

-T strictement monotone si l’inégalité ci-dessus est stricte lorsque x 6= x
′
.

-T est uniformément monotone s’il existe c > 0, α > 1,

∀ (x, y) , (x
′
, y
′
) ∈ G (T ) ,

〈
y − y′ , x− x′

〉
≥ c

∥∥∥x− x′∥∥∥α .
-T est hémicontinue si pour tous x, x′ ∈ H, l’application t→ 〈T (x+ tx′), x′〉 est continue de

R dans R.

15



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.9 (voir [15.de A. 37])

Si l’opérateur T est uniformément monotone, coercif et hémicontinu sur un espace de Banach

réel réflexif X, alors T admet un inverse continu sur X∗.

1.3 Dérivations au sens de Gâteaux

Soit X un espace de Banach et ω un ouvert non vide de X . On note X ′ le dual topologique

de X c’est à dire l’espace des formes linéaires continues sur X . Nous noterons par 〈., .〉 le produit

dans le dualité entre X ′ et X .

Définition 1.11 [10]Soient ω une partie d’un espace de Banach X et J : ω → R. Si u ∈ ω, on

dit que F est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en u, s’il

existe l ∈ X ′ tel que dans chaque direction z ∈ X où J(u + tz) existe pour t > 0 assez petit, la

dérivée directionnelle J
′
z (u) existe et on a :

lim
t→0+

J(u+ tz)− J(u)

t
= 〈l, z〉 .

On pose J ′(u) = l.

Autrement, on dit qu’une fonctionnelle J : Ω → R est différentiable au sens de Gâteaux en

u ∈ Ω de dérivée g (u) ∈ X ′ si , pour tout h ∈ X.

lim
t→0

1

t
[J (u+ th)− J (u)− 〈g (u) , th〉] = 0.

Proposition 1.3 (voir [15]) Soit f : M ⊆ X → R une fonctionnelle définie sur un sous-

ensemble convexe fermé M de X. Si f est G-différentiable sur M et sa dérivée au sens de

Gâteaux f ′ est monotone alors f est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement.

Exemple 1.1 Soit Ω ⊂ RN , n ≥ 3, un ouvert ,pour p ∈ (1,+∞) on définit une fonctionnelle
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J : W 1,p
0 (Ω)→ R (1.1)

J (u) =

∫
Ω

|∇u|p dx; (1.2)

alors J est différentiable dans W 1,p
0 (Ω) et

J ′ (u) (v) = p

∫
|∇u|
Ω

p−2

∇u.∇vdx,∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) .

On considère la fonction ϕ : RN → R, définit par : ϕ (x) = |x|p, c’est une fonction de classe C1,

et ∇ϕ = p |x|p−2 x.

en effet,

lim
t→0

ϕ (x+ ty)− ϕ (x)

t
= p |x|p−2 x.y,∀x, y ∈ RN

comme conséquence

lim
t→0

|∇u (x) + t∇v (x)|p − |∇u (x)|p

t
= p |∇u (x)|p−2∇u (x) .∇v (x) ,

par le théorème des accroissement finis, pour presque tout x ∈ Ω et pour t > 0, il existe une

fonction θ à valeur dans ]0, 1[ telle que l’on puisse écrire :

|∇u (x) + t∇v (x)|p − |∇u (x)|p − tp |∇u (x)|p−2∇u (x) .∇v (x)

= tp |∇u (x) + θ (t, x) t∇v (x)|p−2 (∇u (x) + θ (t, x) t∇v (x)) .∇v (x)

−tp |∇u (x)|p−2∇u (x) .∇v (x) . (*)

En divisant par t, on obtient pour presque tout x :

lim
t→0

|∇ (u+ tv) (x)|p − |∇u (x)|p − tp |∇u (x)|p−2∇u (x) .∇v (x)

t
= 0
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D’autre par, on peut majorer le deuxième membre de l’égalité (∗) divisée par t par

h (x) = 2 |∇v (x)| (|∇u (x)|+ |∇v (x)|)p−1

En utilisant en suite l’inégalité de Holder, on a :

∫
Ω

|h (x)| dx ≤ c ‖∇v‖p
(
‖∇u‖p−1

p + ‖∇v‖p−1
p

)
.

On peut dent appliquer le théorème de convergence dominée et conclure à :

J
′
(u) (v) = p

∫
Ω

|∇u|p−2∇u.∇vdx,∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) .

Alors J , est Gâteaux différentiable.

Exemple 1.2 Soit f : Ω× R→ R une fonction de Carathéodory, on pose

F (x, s) =

∫ s

0

f (x, σ) dσ.

On définit une fonctionnelle V par

V (u) =

∫
Ω

F (x, u(x))dx.

Nous allons préciser dans quelles conditions u→ V (u) est continue ou de classe C1.

on va montrer que V est G-dérivable et que la G-dérivée est continue de Lp (Ω) dans Lp
′
(Ω)

En posant

φ(t, x) =
F (x, u(x) + tv(x))− F (x, u(x))

t
− f(x, u(x))v(x),

on a
V (u+ tv)− V (u)

t
−
∫
Ω

f(x, u(x))v(x)dx =

∫
Ω

φ(t, x)dx.

18
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Or, il existe θ(t, x) ∈]0, 1[ tel que

|φ(t, x)| = |f(x, u(x) + θ(t, x)tv(x))− f(x, u(x))| |v(x)| .

Ainsi, d’un part on a θ(t, x)→ 0 lorsque t→ 0, p.p. en x ∈ Ω et d’autre part, on a la majoration

|φ(t, x)| ≤ 2(a0(x) + b0(|u(x)|+ |v(x)|)p−1 + b0 |u(x)|p−1) |v(x)| .

Comme le second membre de l’inégalité ci-dessus est dans L1 (Ω), le théorème de la conver-

gence dominée de Lebesgue permet de dire que

lim
t→0+

V (u+ tv)− V (u)

t
−
∫
Ω

f(x, u(x))v(x)dx

 =

∫
Ω

lim
t→0+

φ(t, x)dx = 0.

Ainsi la G-dérivée V ′(u) existe et on a pour tout v ∈ Lp (Ω)

〈V ′(u), v〉 =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x)dx.

Si de plus on a condition de croissance sur f l’opérateur u → f (., u) est contenu de Lp (Ω)

dans Lp′ (Ω) ce qui implique que V est de classe C1 sur Lp (Ω) .

19



Chapitre 1. Préliminaires

1.4 Théorème de trois points critiques

Théorème 1.10 [6] Soit X un espace de Banach réel réflexif, φ : X → R est coercive, continue

G-différentiable et faiblement séquentiellement semi-continus inférieurs dont leur dérivée aux sens

de Gâteaux admet un inverse continue sur X∗ , ψ : X → R continuellement G-différentiable dont

leur G-dérivée est compacte telle que φ (0) = ψ (0) = 0 .Supposons qu’il existe r > 0 et x ∈ X,

avec r < φ (x), tels que

(a1)
supφ(x)<r ψ (x)

r
<
ψ (x)

φ (x)
,

(a2)

pour toute λ ∈ Λr =

]
φ (x)

ψ (x)
,

r

supφ(x)<r ψ (x)

[
,

la fonctionnelle φ−λψ est coercitive. Ensuite, pour chaque λ ∈ Λr, la fonctionnelle Jλ = φ−λψ

a au moins trois points critiques distincts dans X.
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2.1 Introduction

Nous présentons ici des résultats publiées dans [1], qui concerne un problème elliptique avec

condition de Dirichlet suivant −∆u = λf (x, u)− a (x)u, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(2.1)

où Ω est un ouvert borné non vide de RN , N ≥ 3, avec frontière de classe C1, λ un paramètre

réel positif, f : Ω× R→ R, et a la fonction de poids positive de C(Ω).

Notre outil principal est le théorème de trois points critiques 1.10.

2.2 Notations et hypothèses

Soit

f : Ω× R→ R,

une fonction Carathéodory, telle que

(h1) Il existe deux constantes non négatives a1, a2 et q ∈
]
1, 2N

(N−2)

[
tel que

|f(x, t)| ≤ a1 + a2 |t|q−1 ,∀(x, t) ∈ Ω× R. (2.2)

Soit X = H1
0 (Ω) la fermeture de C∞0 (Ω) dans l’espace de Sobolev H1(Ω), par rapport à la

norme

||u|| =
(∫

Ω

|∇u (x)|2 dx
) 1

2

,

et nous définissons

||u||a =

(∫
Ω

(
|∇u (x)|2 + a (x) |u (x)|2

)
dx

) 1
2

,

alors il existe des constantes positives appropriées c1, c2 tel que
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c1||u|| ≤ ||u||a ≤ c2||u||.

Définition 2.1 Une fonction u : Ω → R est dite une solution faible de (2.1) si u ∈ H1
0 (Ω) et

∫
Ω

∇u (x)∇v (x) dx− λ
∫
Ω

f (x, u (x)) v (x) dx = −
∫
Ω

a (x)u (x) v (x) dx,∀v ∈ H1
0 (Ω) .

Et soient les fonctionnelles φ, ψ : H1
0 (Ω)→ R définies comme suite

φ (u) =
‖u‖2

a

2
,

et

ψ (u) =

∫
Ω

F (x, u (x)) dx;∀u ∈ H1
0 (Ω) ,

où

F (x, ξ) =

∫ ξ

0

f (x, t) dt,∀(x, ξ) ∈ Ω× R,

et

Jλ (u) = φ (u)− λψ (u) ,

un point critique de Jλ est un u ∈ H1
0 (Ω) tel que

〈J ′λ (u) , v〉 = φ
′
(u) (v)− λψ′ (u) (v) = 0,∀v ∈ H1

0 (Ω) , (2.3)

donc un point critique de Jλ est une solution faible du problème (2.1) .

Soit 2∗ = 2N
(N−2)

et désignons, comme d’habitude, par Γ la fonction Gamma définie par

Γ (t) =

∫ +∞

0

zt−1e−zdz,∀t > 0.

A partir du théorème d’injection de Sobolev, il existe c ∈ R+ tel que

‖u‖L2∗ (Ω) ≤ c ‖u‖ , u ∈ H1
0 (Ω) . (2.4)
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La meilleure constante qui apparaît dans (2.4) est

c =
1√

N (N − 2)π

(
N !

2Γ
(
1 + N

2

)) 1
N

, (2.5)

Pour q ∈ [1, 2∗[ fixé, et par les injections de Sobolev, il existe une constante positive cq telle que

‖u‖Lq(Ω) ≤ cq ‖u‖ , u ∈ H1
0 (Ω) , (2.6)

et, en particulier, l’injection H1
0 (Ω) ↪→ Lq (Ω) est compact.

En raison de (2.5), comme simple conséquence de l’inégalité de Holder, il s’ensuit que

cq ≤
meas (Ω)

2∗−q
2∗q√

N (N − 2) π

(
N !

2Γ
(
1 + N

2

)) 1
N

, (2.7)

où meas(Ω) désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω.

De plus, soit

D = sup
x∈Ω

dist (x, ∂Ω) . (2.8)

Soit B (x0, D) ⊆ Ω, une boule de centre x0 et de rayon D.

Enfin, nous définissons

k =
D
√

2

2π
N
4

(
Γ
(
1 + N

2

)
DN −

(
D
2

)N
) 1

2

, (2.9)

et

k1 =
2
√

2c1

(
2N − 1

)
D2

, k2 =
2

2+q
2 cqq

(
2N − 1

)
qD2

. (2.10)
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2.3 Résultat principale

Théorème 2.1 [1]Soit f : Ω×R→ R est une fonction carathéodory telle que (h1) est satisfaite.

On suppose que.

(h2) F (x, ξ) ≥ 0 pour tout (x, ξ) ∈ Ω× R+,

(h3) il existe deux constants positives b et s < 2 tel que

F (x, ξ) ≤ b (1 + |ξ|s) ,

pour presque tout x ∈ Ω et pour tout ξ ∈ R,

(h4) il existe deux constant positives γ et δ, avec δ > γk telles que

inf
x∈Ω

F (x, δ)

Eδ2 > a1
k1

γ
+ a2k2γ

q−2,

ou a1, a2 sont donnés dans (h1) et k1, k2 sont donnés par (2.9) et (2.10) .

Alors pour chaque paramètre λ appartenant a

Λ(γ,δ) =

2
(
2N − 1

)
D2

δ2E

inf
x∈Ω

F (x, δ)
,
2
(
2N − 1

)
D2

1

a1
k1

γ
+ a2k2γq−2

 ,
le problème (2.1) possède au moins trois solutions faibles dans H1

0 (Ω) .

Preuve Sous les hypothèses (h1) , (h2) , (h3) et (h4) et par l’application du théorème 1.10, le

problème (2.1) admet trois points critiques,

soit X = H1
0 (Ω) , nous commençons par remplir les premières conditions de la théorème 1.10

en ce qui concerne φ et ψ.

Il claire que (par définition)

φ (0) = ψ (0) = 0.

Et la coercivité de

φ (u) =
‖u‖2

a

2
,
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est évidente, et on a démontré dans l’exemple 1.1 que la fonctionnelle φ est continument

G-différentiable de dérivée

φ′ (u) (v) =

∫
Ω

(∇u (x) .∇v (x) + a (x)u (x) v (x)) dx,

et par (proposition 25.20 [15]) on déduit qu’elle est faiblement séquentiellement semi-continue

inférieure, on va démontrer que leur G-dérivée admet un inverse continu sur X∗,

on a φ′ : X → X∗ définit précédemment pour tout u, v ∈ X, alors

〈φ′(u1)− φ′(u2), (u1 − u2)〉 =
∫
Ω

∇u1 (x) . (∇ (u1 − u2)) + a (x)u1 (x) (u1 − u2) dx

−
∫
Ω

∇u2 (x) . (∇ (u1 − u2)) + a (x)u2 (x) (u1 − u2) dx

=
∫
Ω

(|∇ (u1 − u2)|2 + a (x) |u1 − u2|2)dx

≥ ‖u1 − u2‖2
a ,

donc φ′ est uniformément monotone, et hémicontinue dansX, d’aprés [15] , et par l’application

de théorème 26.A, on obtient que φ′ admet un inverse continu sur X∗.

De plus, et comme dans l’exemple 1.2,

ψ (u) =

∫
Ω

F (x, u (x)) dx,∀u ∈ H1
0 (Ω) .

Est continument différenciable au sens de Gâteaux, de dérivée

ψ′ (u) (v) =

∫
Ω

f (x, u (x)) v (x) dx,

et on prouve que cette dérivée est compacte. (voir[8]).

Soit (un)n∈N une suite bornée de X = H1
0 (Ω) , elle admet une sous suite notée aussi (un)n∈N

telle que un ⇀
n→+∞

u dans X, alors un →
n→+∞

u dans C
(
Ω
)
.

Puisque F (x,·) est de class C1 dans R pour tout x ∈ Ω, elle est donc continu dans R pour

tout x ∈ Ω, et nous obtenons que F (x, un) →
n→+∞

F (x, u).
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Par l’injection compacte dans C, et les critères de convergence de Lebesgue on a

ψ′(un) →
n→+∞

ψ′(u) est fortement, ce qui signifie que ψ′ est fortement continue, alors c’est un

opérateur compact.

Maintenant nous vérifiant les conditions (a1) et (a2) de théorème 1.10.

D’après (h1), on a

F (x, ξ) ≤ a1 |ξ|+ a2
|ξ|q

q
,∀(x, ξ) ∈ Ω× R. (2.11)

Soit r ∈]0,+∞[ et considérons la fonction

χ (r) =
supu∈φ−1(]−∞,r]) ψ (u)

r
,

tenant compte de (2.11), il s’ensuit que

ψ (u) =

∫
Ω

F (x;u (x)) dx ≤ a1 ‖u‖L1(Ω) +
a2

q
‖u‖qLq(Ω) .

Alors, pour tout u ∈ X : φ (u) ≤ r , en raison de (2.6), on obtient

ψ (u) ≤
(
√

2rc1a1 +
2
q
2 cqqa2

q
r
q
2

)
.

D’où

sup
u∈φ−1(]−∞,r])

ψ (u) ≤
(
√

2rc1a1 +
2
q
2 cqqa2

q
r
q
2

)
. (2.12)

A partir de (2.12), on a

χ (r) ≤
(
√

2rc1a1 +
2
q
2 cqqa2

q
r
q
2
−1

)
,∀r > 0. (2.13)
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Ensuite, définissons

uδ (x) =



0, si x ∈ Ω−B (x0, D)

2δ
D

(D − |x− x0|) , si x ∈ B (x0, D)−B
(
x0,

D
2

)
δ, si x ∈ B

(
x0,

D
2

)
.

(2.14)

Clairement uδ ∈ X .

nous avons

φ (uδ) = 1
2

(∫
Ω

(
|∇uδ (x)|2 + a (x) |uδ (x)|2

)
dx
)

= 1
2
(
∫
B(x0,D)−B(x0,

D
2 )

(2δ)2

D2 dx+
∫
B(x0,D)−B(x0,

D
2 ) a (x) (2δ)2

D2 |D − |x− x0||2 dx)

+1
2

∫
B(x0,

D
2 ) a (x) δ2dx

≤ 1
2

(2δ)2

D2
π
N
2

Γ(1+N
2 )

(
DN −

(
D
2

)N)
+ (2δ)2

D2 supx∈Ω a (x) maxx∈B(x0,D)−B(x0,
D
2 ) |D − |x− x0||2 π

N
2

Γ(1+N
2 )

(
DN −

(
D
2

)N)
+ δ2 supx∈Ω a (x) π

N
2

Γ(1+N
2 )

DN

2N

= 1
2

(2δ)2

D2
π
N
2

Γ(1+N
2 )

(
DN −

(
D
2

)N)(
1 +Mh+ D2

2
M 1

2N−1

)
= E

2
(2δ)2

D2
π
N
2

Γ(1+N
2 )

(
DN −

(
D
2

)N)
.

D’où

φ (uδ) ≤
E

2

(2δ)2

D2

π
N
2

Γ
(
1 + N

2

) (DN −
(
D

2

)N)
. (2.15)

En tenant compte que δ > γk, il s’ensuit que

γ2 < φ (uδ) .
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Et on a

ψ (uδ) =

∫
Ω

F (x, uδ (x)) dx ≥
∫
B(x0,

D
2 )
F (x, δ) dx ≥ inf

x∈Ω
F (x, δ)

π
N
2

Γ
(
1 + N

2

)DN

2N
. (2.16)

Par conséquent, et par (2.15) , (2.16) on a

ψ (uδ)

φ (uδ)
≥ D2

2 (2N − 1)

infx∈Ω F (x, δ)

δ2E
, (2.17)

on tenu compte de (2.13) et (h4), on a

χ (γ2) =
supu∈φ−1(]−∞,γ2]) ψ(u)

γ2

≤
(√

2 c1
γ
a1 +

2
q
2 cqqa2

q
γq−2

)
= D2

2(2N−1)

(
a1

k1

γ
+ a2k2γ

q−2
)

< D2

2(2N−1)
infx∈Ω F (x;δ)

δ2E
≤ ψ(uδ)

φ(uδ)
.

Par conséquent, l’hypothèse (a1) du théorème 1.10 est satisfaite.

De plus, si s < 2, pour tout u ∈ X, |u|s ∈ L 2
s (Ω) et l’inégalité de Holder donne

∫
Ω

|u (x)|s dx ≤ ‖u‖sL2(Ω)meas (Ω)
2−s

2 , ∀u ∈ X.

Ensuite, par (2.6), on a

∫
Ω

|u (x)|s dx ≤ cs2 ‖u‖
smeas (Ω)

2−s
2 , ∀u ∈ X. (2.18)

A partir de (2.18) et de la condition (h3), il s’ensuit que

Jλ (u) ≥ ‖u‖
2
I

2
− λbmeas (Ω)

2−s
2 ‖u‖s − λbmeas (Ω) ,∀u ∈ X.
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Par conséquent, Jλ est coercive pour chaque paramètre positif, en particulier pour tout

λ ∈ Λ(γ,δ) ⊆

φ (uδ)

ψ (uδ)
,

γ2

sup
φ(u)≤γ2

ψ (u)

 .
Ensuite, sous la condition (a2), et puisque toutes les hypothèses du théorème 1.10 sont satisfait

pour toute λ ∈ Λ
(γ,δ)

, la fonctionnelle Jλ admet au moins trois points critiques distincts qui sont

des solutions faibles du problème (2.1).

30



Chapitre 3

Multiplicité des solutions pour un

système elliptique de Dirichlet

––––––––––––––––––––––––––––––––––

1-Introduction

2-Notations et hypothèses

3-Résultat principale

––––––––––––––––––––––––––––––––––

31



Chapitre 3. Multiplicité des solutions pour un système elliptique de Dirichlet

3.1 Introduction

Dans cette partie nous traitons un système elliptique intervenant p, q-Lapalace avec la condi-

tion de Dirichlet homogène suivant
−∆pu+ a(x)|u|p−2u = λFu(x, u, v) dans Ω

−∆qv + b(x)|v|q−2v = λFv(x, u, v) dans Ω

u = v = 0 sur ∂Ω,

(3.1)

tel queΩ un ouvert borné de frontière régulière deRN(N ≥ 1), p, q > N ,∆su = div(|∇u|s−2∇u),

est l’opérateur s-laplacien, a, b ∈ L∞ (Ω) avec essinfΩa ≥ 0 et essinfΩb ≥ 0, et λ est un pa-

ramètre positif, F : Ω × R2 → R est une fonction telle que F (·, t1, t2) est continue en Ω pour

tout (t1, t2) ∈ R2 et F (x,·,·) est de class C1 dans R2 pour chaque x ∈ Ω, et Fs désigne la dérivée

partielle de F par rapport à s.

Nous souhaitons établir l’existence d’au moins trois solutions faibles pour ce système, on

appliquant le théorème 1.10 (basé sur le théorème de trois points critique très récent dû à Bonanno

et Marano [6]).

3.2 Notations et hypothèses

Dans la suite,X désignera le produit d’espaces SobolevW 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) équipé de la norme

‖(u, v)‖ = ‖u‖+ ‖v‖ ,

ou

‖u‖ =

∫
Ω

|∇u (x)|p dx

 1
p

,

et

‖v‖ =

∫
Ω

|∇v (x)|q dx

 1
q

,
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on définit

‖u‖1 =

∫
Ω

|∇u (x)|p + a (x) |u (x)|p dx

 1
p

,

et

‖v‖2 =

∫
Ω

|∇v (x)|q + b (x) |v (x)|q dx

 1
q

.

On note

k = max

 sup
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

max
x∈Ω
|u (x)|p

‖u‖p , sup
v∈W 1,q

0 (Ω)\{0}

max
x∈Ω
|v (x)|q

‖v‖ q

 . (3.2)

Puisque p, q > N , on a k < +∞. De plus, à partir de [14], on a

sup
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

max
x∈Ω
|u (x)|

‖u‖ ≤ N
−1
p

√
π

[
Γ

(
1 +

N

2

)] 1
N
(
p− 1

p−N

)1− 1
p

[meas (Ω)]
1
N
− 1
p ,

et

sup
v∈W 1,q

0 (Ω)\{0}

max
x∈Ω
|v (x)|

‖v‖ ≤ N
−1
q

√
π

[
Γ

(
1 +

N

2

)] 1
N
(
q − 1

q −N

)1− 1
q

[meas (Ω)]
1
N
− 1
q .

Où meas(Ω) est la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω .

Clairement, on a

‖u‖ ≤ ‖u‖1 ≤ (1 + ‖a‖∞meas (Ω) k)
1
p ‖u‖ ,

et

‖v‖ ≤ ‖v‖2 ≤ (1 + ‖b‖∞meas (Ω) k)
1
q ‖v‖ . (3.3)

Par conséquent, la norme dans W 1,p
0 (Ω)× W 1,q

0 (Ω) est

‖(u, v)‖1 = ‖u‖1 + ‖v‖2 .
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Est équivalent à l’habituel. Pour tout c > 0 on note l’ensemble

K1(c) =

{
(t1, t2) ∈ R2 :

|t1|p

p
+
|t2|q

q
≤ c

}
. (3.4)

Définition 3.1 Une solution faible du problème (3.1) est un couple (u, v) ∈ X tel que∫
Ω

(
|∇u (x)|p−2∇u (x)∇h1 (x) + a (x) |u (x)|p−2 u (x)h1 (x)

)
dx

+

∫
Ω

(
|∇v (x)|q−2∇v (x)∇h2 (x) + b (x) |v (x)|q−2 v (x)h2 (x)

)
dx

−λ
∫
Ω

(Fu (x, u (x) , v (x))h1 (x) + Fv (x, u (x) , v (x))h2 (x)) dx = 0,∀ (h1, h2) ∈ X.

3.3 Résultat principale

Nous annonçons la théorème suivant

Théorème 3.1 [5]Soit F : Ω×R2 → R une fonction telle que F (·, t1, t2) est continue en Ω pour

tout (t1, t2) ∈ R2, F (x,·,·)est de classe C1dans R2 et F (x, 0, 0) = 0 pour tout x ∈ Ω.

Supposons qu’il existe une constante positive r et une fonction ω = (ω1, ω2) ∈ X telle que

(α1)
‖ω1‖p1
p

+
‖ω2‖q2
q

> r,

(α2) ∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(kr)

F (x, t1, t2) dx

r
<

∫
Ω

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx

‖ω1‖p1
p

+
‖ω2‖q2
q

,

où

K1(kr) = {(t1, t2) ∈ R2 :
|t1|p
p

+
|t2|q
q
≤ kr},

(voir (3.4)) et k est donné par (3.2),

(α3)

lim sup
|t1|→+∞,|t2|→+∞

F (x, t1, t2)
|t1|p
p

+ |t2|q
q

<

∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(kr)

F (x, t1, t2) dx

meas (Ω) kr
,
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uniformément par rapport à x ∈ Ω.

Alors, pour chaque

λ ∈ Λ1 =

 ‖ω1‖p1
p

+
‖ω2‖q2
q∫

Ω

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx
,

r∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(kr)

F (x, t1, t2) dx


le problème (3.1) admet au moins trois solutions faibles distinctes dans X.

Nous avons besoin de la proposition suivante dans la preuve du théorème (3.1).

Proposition 3.1 [5]Soit T : X → X∗ l’opérateur définit par

T (u, v)(h1, h2) =

∫
Ω

(|∇u(x)|p−2)∇u(x)∇h1(x) + a(x)|u(x)|p−2u(x)h1(x))dx

+

∫
Ω

(|∇v(x)|q−2)∇v(x)∇h2(x) + b(x)|v(x)|q−2v(x)h2(x))dx,∀(u, v), (h1, h2) ∈ X.

Alors T admet un inverse continu sur X∗.

Preuve Tenant compte de (2.2) de [13] pour tout x, y ∈ RN il existe une constante positive

cp telle que 〈
|x|p−2 x− |y|p−2 y, x− y

〉
≥ cp |x− y|p

où 〈., .〉 désigne le produit interne habituel de RN . Ainsi, il est facile de voir que

(T (u1, v1)− T (u2, v2))(u1 − u2, v1 − v2) ≥ min{cp, cq} (‖u1 − u2‖p1 − ‖v1 − v2‖q2)

pour tout (u1, v1), (u2, v2) ∈ X, ce qui signifie que T est uniformément monotone.

Par conséquent, puisque T est coercitif et hémicontinue dans X, en appliquant le théorème

26.A. de [15], nous avons que T admet un inverse continu sur X∗.

Maintenant nous démontrerons notre résultat principal
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Preuve Pour appliquer le théorème 1.10, nous commençons par prendre

X = W 1,p
0 (Ω)× W 1,p

0 (Ω),

muni de la norme ‖(u, v)‖1. De plus, définissons

φ(u, v) =
1

p
‖u‖p1 +

1

q
‖v‖q2 , (3.5)

et

ψ(u, v) =

∫
Ω

F (x, u(x), v(x))dx; (3.6)

pour tout (u, v) ∈ X. Puisque p, q > N , X s’injecte de manière compacte dans

C0
(
Ω
)
× C0

(
Ω
)
et il est bien connu que φ et ψ sont bien définis et continuellement

G-différentiable dont leurs dérivées de Gâteaux au point (u, v) ∈ X sont les fonctionnelles

ϕ′, ψ′ ∈ X∗, donné par

φ′(u, v) (h1, h2) =

∫
Ω

(|∇u(x)|p−2∇u(x)∇h1(x) + a(x)|u(x)|p−2u(x)h1(x))dx

+

∫
Ω

(|∇v(x)|q−2∇v(x)∇h2(x) + b(x)|v(x)|q−2v(x)h2(x))dx,

et

ψ′(u, v) (h1, h2) =

∫
Ω

Fu(x, u(x), v(x))h1(x)dx+

∫
Ω

Fv(x, u(x), v(x))h2(x)dx).

Pour tout (h1, h2) ∈ X, respectivement.

la proposition 3.1 confirme que φ′ admet un inverse continu sur X∗, et puisque φ′ est mo-

notone, alors φ est séquentiellement faiblement semi continue inférieur (voir [15, proposition

25.20]).

De plus ψ est séquentiellement faiblement semi-continue supérieur voir [11] .et ψ′ : X →

X∗est un opérateur compact. En effet, pour (u, v) ∈ X fixé, supposons (un, vn) ⇀
n→+∞

(u, v)

est faiblement dans X , alors (un, vn) →
n→+∞

(u, v) est fortement en C(Ω). Puisque F (x,·,·) est

de classe C1dans R2 pour tout x ∈ Ω, il est donc continue dans R2 pour tout x ∈ Ω, et nous
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obtenons que F (x, un, vn) →
n→+∞

F (x, u, v).

A cause d’injection compacte et les critères de convergence, ψ′(un, vn) → ψ′(u, v) est forte-

ment, ce qui signifie que ψ′ est fortement continue, alors c’est un opérateur compact.

Choisissons (u0, v0) = (0, 0) et (u1, v1) = (ω1, ω2), de (α1) et (3.5) nous obtenons

0 < r < φ(u1, v1), et à partir de (3.6) nous avons ψ(u0, v0) = (0, 0), qui sont des hypothèses

requises dans le théorème 1.10. De plus, depuis

sup
x∈Ω
|u(x)|p ≤ k ‖u‖p , ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω),

et

sup
x∈Ω
|v(x)|q ≤ k ‖v‖q , ∀v ∈ W 1,q

0 (Ω),

sup
x∈Ω
|u(x)|p ≤ k ‖u‖p1 , ∀u ∈ W

1,p
0 (Ω),

et

sup
x∈Ω
|v(x)|q ≤ k ‖v‖q2 ,∀v ∈ W

1,q
0 (Ω),

d’ou

sup
x∈Ω

(
|u(x)|p
p

+
|v(x)|q
q

)
| ≤ k

(
‖u‖p1
p

+
‖v‖q2
q

)
,∀ (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω). (3.7)

En utilisant (3.5) et (3.7), on obtient

φ−1(]−∞, r]) = {(u, v) ∈ X,φ(u, v) ≤ r}

=

{
(u, v) ∈ X, ‖u‖

p
1

p
+
‖v‖q2
q
≤ r

}
⊆

{
(u, v) ∈ X, ‖u‖

p
1

p
+
‖v‖q2
q
≤ kr, ∀ x ∈ Ω

}
,
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et il s’ensuit que

sup
(u,v)∈φ−1(]−∞,r])

ψ(u, v) = sup
(u,v)∈φ−1(]−∞,r])

∫
Ω

F (x, u(x), v(x))dx

≤ sup
(t1,t2)∈K1(kr)

∫
Ω

F (x, t1, t2)dx.

Donc, à partir de (3.6), en raison de (α2), on a

sup
u∈φ−1(]−∞,r])

ψ(u, v) = sup
(u,v)∈φ−1(]−∞,r])

∫
Ω

F (x, u(x), v(x))dx

≤
∫
Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

F (x, t1, t2)dx

< r

∫
Ω

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx

‖ω1‖p1
p

+
‖ω2‖q2
q

= r
ψ(ω1, ω1)

φ(ω1, ω1)
,

à savoir, l’hypothèse (α1) du théorème 1.10 est remplie. En plus de (α3) il existe deux

constantes γ, τ ∈ R avec

0 < γ <

∫
Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

F (x, t1, t2)dx

r
,

tel que

kmeas (Ω)F (x, t1, t2) ≤ γ

(
|t1|p

p
+
|t2|q

q

)
+ τ ,

pour tout x ∈ Ω et pour tout (t1, t2) ∈ R2.
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Fixons (u, v) ∈ X. Puis

φ(u, v)− λψ(u, v) = 1
p
‖u‖p1 + 1

q
‖v‖q2 − λ

∫
Ω

F (x, u(x), v(x))dx

≥ 1
p
‖u‖p1 + 1

q
‖v‖q2 −

λγ
kmeas(Ω)

(
1
p

∫
Ω

|u (x)|p dx+ 1
q

∫
Ω

|v (x)|q dx
)
− λτ

k

≥ 1
p
‖u‖p1 + 1

q
‖v‖q2 −

λγ
kmeas(Ω)

(
kmeas(Ω)

p
‖u‖p1 + kmeas(Ω)

q
‖v‖q2

)
− λτ

k

= 1
p
‖u‖p1 + 1

q
‖v‖q2 −

λγ
p
‖u‖p1 + λγ

q
‖v‖q2 − λτ

k

≥ 1
p

(
1− γ r∫

Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

∫
Ω

F (x,t1,t2)dx

)
‖u‖p1

+1
q

(
1− γ r∫

Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

∫
Ω

F (x,t1,t2)dx

)
‖v‖q2 − λτ

k
,

Et ainsi

lim
‖u,v‖→+∞

(φ(u, v)− λψ(u, v)) = +∞,

ce qui signifie que la fonctionnelle φ −λψ est coercive. Donc, l’hypothèse (α2) du le théorème

1.10 est satisfaite. Maintenant, nous pouvons appliquer le théorème 1.10. Par conséquent, en

tenant compte du fait que les solutions faibles de (3.1) sont exactement les solutions de l’équation

φ′(u, v)− λψ′(u, v) = 0, le problème (3.1) admet au moins trois solutions faibles .

3.3.1 Résultats suplémentaires

Fixons x0 ∈ Ω et choisissons r1, r2 avec 0 < r1 < r2 tel que

S(x0, r1) ⊂ S(x0, r2) ⊆ Ω.
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Soit

Qmin = (rN2 − rN1 )
πN

2

Γ(1 + N
2

)
min

{
1

(r2. − r1)p
,

1

(r2. − r1)q

}
, (3.8)

Qmax = (rN2 − rN1 )
πN

2

Γ(1 + N
2

)
max

{
1

(r2. − r1)p
,

1

(r2. − r1)q

}
, (3.9)

R = 1 +meas(Ω)kmax{‖a‖∞ , ‖b‖∞},

L =
1

kRQmax

et l = kQmin.

Donnons ici une conséquence du théorème 3.1 pour une fonction de test fixe ω.

Corollaire 3.1 [5]Soit F : Ω×R2 → R une fonction telle que F (·, t1, t2) soit continue en Ω pour

tout (t1, t2) ∈ R2, F (x,·,·)est C1 dans R2 et F (x, 0, 0) = 0pour tout x ∈ Ω.

Supposons qu’il existe une constante c > 0 et un vecteur d = (d1, d2) ∈ R2, d1, d2 ≥ 0,avec

c < l(
dp1
p

+
dq2
q

), tel que

(β1)F (x, t1, t2) ≥ 0 pour chaque (x, t1, t2) ∈ (Ω\S(x0, r1))× [0, d1]× [0, d2],

(β2) ∫
Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

∫
Ω

F (x, t1, t2)dx

c
< L

∫
S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx

dp1
p

+
dq2
q

.

(β3)

limsup
|t1|→+∞,|t2|→+∞

F (x, t1, t2)
|t1|p
p

+ |t2|q
q

F (x, t1, t2) ≤ 0,

uniformément par rapport à x ∈ Ω,

où

K1(c) = {(t1, t2) ∈ R2;
|t1|p

p
+
|t2|q

q
≤ c,

et l, L sont donnés par (3.9).

Alors, pour chaque

λ ∈

RQmax

dp1
p

+
dq2
q∫

S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx
,

1

k

c∫
Ω

sup
(t1,t2)∈K1(kr)

∫
Ω

F (x, t1, t2)dx

 ,
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où Qmaxest donné par (3.8), le problème (3.1) admet au moins trois solutions faibles distinctes

dans X.

Preuve Nous affi rmons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 sont satisfaites en choisis-

sant

ω(x) = (ω1(x), ω2(x)) avec

ωi(x) =


0, x ∈ Ω\S(x0, r2)

di
r2−r1

[
r2 −

√∑
i=I

N (xi − x0
i )

2

]
, x ∈ S(x0, r2)\S(x0, r1)

di, x ∈ S(x0, r1),

(3.10)

pour i = 1, 2 et r = c
k
. D’aprés le résultat de (3.10) tel que (ω1, ω2) ∈ X et

‖ω1‖p = (rN2 − rN1 )
πN

2

Γ(1 + N
2

)

(
d1

r2 − r1

)p
,

et

‖ω2‖q = (rN2 − rN1 )
πN

2

Γ(1 + N
2

)

(
d.2

r2 − r1

)q
.

Par conséquent,

Qmin

(
dp1
p

+
dq2
q

)
≤ ‖ω1‖p

p
+
‖ω2‖q

q
≤ Qmax

(
dp1
p

+
dq2
q

)
.

De c < l
(
dp1
p

+
dq2
q

)
on a

kr < kQmin

(
dp1
p

+
dq2
q

)
≤ kφ (ω1, ω2) ,

c’est-à-dire : r < ‖ω1‖p
p

+ ‖ω2‖q
q
,

à savoir (α1) est vérifié. De plus, puisque 0 ≤ ωi(x) ≤ di, i = 1, 2, ∀ x ∈ Ω, la condition (β1)
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assure que

∫
Ω\S(x0,r2)

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx+

∫
S(x0,r2)\S(x0,r1)

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx ≥ 0.

De plus, à partir de (β2) on a

∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(kr)

F (x, t1, t2)dx = k

∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(c)

F (x, t1, t2)dx

c

< kL

∫
S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx

dp1
p

+
dq2
q

=
1

RQmax

∫
S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx

dp1
p

+
dq2
q

≤

∫
S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx

Φ (ω1, ω2)

≤

∫
Ω

F (x, ω1 (x) , ω2 (x)) dx

‖ω1‖p
p

+ ‖ω2‖q
q

,

donc (α2) est satisfait. Enfin (β3) implique (α3).

Tenant compte du fait queRQmax

dp1
p

+
dq2
q∫

S(x0,r1)

F (x, d1, d2)dx
,

c

k
∫
Ω

sup
(t1,t2)∈k1(c)

F (x, t1, t2)dx

 ⊆ Λ1,

le théorème 3.1 assure le résultat.

Nous signalons maintenant les cas particuliers suivants du corollaire 3.1 lorsque F ne dé-

pendent de x ∈ Ω.

Soit

Q1
max =

(
rN2 − rN1

)
max

{
1

(r2 − r1)p
,

1

(r2 − r1)q

}
,
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et

L1 =
rN1

m (Ω)

1

KRQ1
max

.

Corollaire 3.2 Soit F : R2 → R une fonction de classe C1, telle que F (0, 0) = 0. Supposons

qu’il existe une constante c > 0et un vecteur d(d1, d2) ∈ R2, d1, d2 ≥ 0, avec c < l
(
dp1
p

+
dq2
q

)
, tel

que

(β′1)F (t1, t2) ≥ 0 pour chaque (t1, t2) ∈ [0, d1]× [0, d2],

(β′2)
sup

(t1,t2)∈K1(c)

F (t1, t2)

c
< L1F (d1, d2)

dp1
p

+
dq2
q

,

(β′3)

lim
|t1|→+∞,|t2|→+∞

sup
F (t1, t2)
|t1|p
p

+ |t2|q
q

≤ 0.

Alors

∀λ ∈

RQ1
max

rN1

dp1
p

+
dq2
q

F (d1, d2)
,

1

kmeas (Ω)

c

sup
(t1,t2)∈k1(c)

F (x, t1, t2)dx

 ,
le problème 

−∆pu+ a(x)|u|p−2u = λFu(u, v) dans Ω

−∆qv + b(x)|v|q−2v = λvF (u, v) dans Ω

u = v = 0 sur ∂Ω,

(3.11)

admet au moins trois solutions faibles distinctes dans X.

Preuve Puisque Qmax = π
N
2

Γ(1+N
2 )
Q1

maxet m(S(x0, r1)) = rN1
π
N
2

Γ(1+N
2 )
, corollaire 3.1 assure le

résultat.

Théorème 3.2 [5] Soit Ω ⊆ R2 un ensemble ouvert borné non vide avec une frontière de classe

C1. Soit f, g : R2 → R deux fonctions continues telles que le différentiel

1-la forme ω = f(ξ, η)dξ + g(ξ, η)dη est intégrable et soit F une primitive de ω telle que

F (0, 0) = 0, F (d1, d2) > 0 pour certains d1, d2 > 0 et F (ξ, η) ≥ 0 dans [0, d1]× [0, d2].
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Soit p, q > 2 et supposons que

lim inf
(ξ,η)→(0,0)

F (ξ, η)
|ξ|p
p

+ |η|q
q

= lim
|ξ|→+∞,|η|→+∞

sup
F (ξ, η)
|ξ|p
p

+ |η|q
q

= 0.

Ensuite, il y a λ∗ > 0 tel que pour tout λ > λ∗ le problème
−∆pu = λf(u, v), x ∈ Ω

−∆qu = λg(u, v), x ∈ Ω

u = v = 0, x ∈ ∂Ω.

Admet au moins trois solutions faibles.

Enfin, nous prouvons le théorème 3.2

Preuve Fixons

λ > λ∗ =
RQ1

max

rN1

dp1
p

+
dq2
q

F (d1, d2)
.

En tenant compte du fait que

lim inf
(ξ,η)→(0,0)

F (ξ, η)
|ξ|p
p

+ |η|q
q

= 0,

il y a {cn}n∈N ⊆]0,+∞[ tel que lim
n→+∞

cn = 0 et

lim
n→+∞

sup
(ξ,η)∈K1(cn)

F (ξ, η)

cn
= 0.

En effet, on a

lim
n→+∞

sup
(ξ,η)∈K1(cn)

F (ξ,η)

cn
= lim

n→+∞
F (ξcn ,ηcn )
|ξcn |

p

p
+
|ηcn |

q

q

×
|ξcn |

p

p
+
|ηcn |

q

q

cn
= 0,

où F (ξcn , ηcn) = sup
(ξ,η)∈K1(cn)

F (ξ, η).
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Chapitre 3. Multiplicité des solutions pour un système elliptique de Dirichlet

Par conséquent, il y a c > 0 tel que

sup
(ξ,η)∈K1(c)

F (ξ, η)

c
< min

L1F (d1, d2)
dp1
p

+
dq2
q

,
km (Ω)

λ

 ,

et c < l
(
dp1
p

+
dq2
q

)
. Du corollaire 3.2, les résultats suivront.
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Conclusion
Dans ce mémoire nous avons utilisée la théorie de point critique pour étudier la multiplicité des

solution faibles de certains problèmes elliptiques avec condition de Dirichlet homogène ce

résultat est généralisé sur les systèmes elliptiques non linaires intervenant p, q-Laplacien.

Ce théorème peut etre appliqué sur les problèmrs fractionnaires.
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