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Résumeé

Dans ce travail nous fournissons les conditions suffisantes pour
I'existence des solutions périodiques émergeant des points
d'équilibres du probleme lunaire spatial de Hill suivant

H—Zdy 9x:gF(t X, — dx Y, dyj

dt> dt dt " dt

d?y , dx ( dx dyj
+2—+3y=¢F

e Ca YT “dr Y dt

d—2+4z gF(tde ydyj

dt d dt

ou ¢ est un parameétre suffisamment petit et F,,i €{L,2,3} sont des
fonctions lisses et périodiques en t qui définissent une perturbation

en résonance p : g avec certaines des solutions périodiques du

probleme lunaire spatial de Hill étant p et g sont des entiers positifs

et relativement premiers.
Dans la seconde partie de ce travail on utilise la méthode de

moyennisation du premier ordre pour étudier le nombre maximum

de cycles limites de quelques classes des systemes différentiels
polynomiaux en dimension4.

Mots clés : Solution périodique, cycle limite, probleme de Hill,
méthode de la moyennisation.



Abstract

In this work, we provide sufficient conditions for the existence of
periodic solutions emerging from the equilibrium points of the
spatial Hill lunar problem having equations of motion

2
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where ¢ is a small parameter and F,,i € {1,2,3} are smooth periodic
functions in t which define a perturbation in resonance p : g with
some of the periodic solutions of the spatial Hill Lunar problem
being p and g positive relatively prime integers.

In the second part of this work, we use the averaging method first
order to study the maximum number of limit cycles of some classes
of polynomial differential systems in dimension 4.

Keywords: Periodic solution, limit cycle, Hill problem, averaging
method.
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Introduction générale

Une étude compléte des systémes différentiels dans R? nécessite, du point de vue
qualitatif, de déterminer le nombre et la nature des points critiques, la structure sé-
paratrice ainsi que le nombre et ’emplacement des trajectoires fermées. La troisiéme
question reste le principal probléme ouvert dans la théorie qualitative des systémes
différentiels dans R2.

Dans I'étude de systéme différentiel de degré n dans R?

t=P(z,y),
{ J=Q(r.y) (1)

ou P et () sont des polynémes réels en les variables = et y, la détermination du
nombre et de la position des cycles limites est connue comme la deuxiéme partie du
seizieme probléme de Hilbert [13]. Soit H,, le nombre maximum des cycles limites
que peut avoir un systéme (1). Le nombre H,, est connu sous le nom de nombre
de Hilbert, et c’est toujours un probléme ouvert de savoir si H, est fini ou non
pour chaque n > 2. Pour connaitre H,,, une stratégie consiste a controler ses bornes
inférieures en termes de n. Cela peut étre fait en étudiant des familles particuliéres
de systémes différentiels polynomiaux de type (1), voir [10].

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres qui se présentent comme suit :
Dans le chapitre 1, nous donnons quelques notions de base sur les systémes dy-
namiques et les systémes différentiels.

Dans le chapitre 2, nous présentons deux théories importantes pour la méthode
de moyennisation dont nous avons besoin dans ce travail.

Dans le chapitre 3, on utilise la méthode de moyennisation pour étudier 1’existence
des solutions périodiques du systéme différentiel non linéaire suivant

( Pz dy dr dy
I b A P
ar "t ree 1( ar Y dt)
d*y dx de  dy
— 4+ 2— + 3y =k
az " ca Y 52( ar? dt)
d?z dx dy
— 4+ 4z=cF3(t

ol € est un petit parameétre et F;, i € {1,2,3} sont des fonctions lisses et périodiques
en t qui définissent une perturbation en résonance p : ¢ avec certaines des solutions



périodiques du probléme lunaire spatial de Hill étant p et ¢ sont des entiers positifs
relativement premiers.

Dans le dernier chapitre on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximum de cycles limites pour une classe des systémes dif-
férentiels polynomiaux en dimension 4.



Chapitre

Rappels de notions de base

Ce chapitre est un rappels de notions de base des systémes dynamiques et sys-
témes différentiels.

1.1 Systéme dynamique
Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application ¥ : R x R" —
R™ tel que

)R — R™ est continue

t,.) : R — R" est continue

0,z) ==,

t+s,2)=V(tWV(s,x)) pourt,s € R etx € R"

1.2 Systéme différentiel d’ordre 1

Définition 1.2.1 On appelle systéme différentiel d’ordre 1 tout systéme de la forme
i (t) = f(t z(t)), (1.1)

avec

o (1) fi (b (1))
cW=| | = | ,
7 (1) fu(t, (2))

ou f; sont des fonctions de la variable t définies et continues sur un ouvert ) de
R x R™ a valeurs dans R.



1.3. SYSTEME DIFFERENTIEL AUTONOME

1.3 Systéme différentiel autonome

Définition 1.3.1 Soit le systéme différentiel
t=f(z), v€R", (1.2)

ot Uexpression f(x) ne dépend pas de t, on dit que le systéme (1.2) est autonome.

1.4 Flot

Définition 1.4.1 Soit le systéme non linéaire

= f(x), (1.3)

avec la condition initiale x (0) = zg,x9 € E, E est un sous ensemble ouvert de R" et
f € CHE). Soit (t,x0) la solution de (1.3). L’ensemble des applications ¢, définies
par

Qot(xo) = Qp(tv Io),
est appelé le flot de systéme différentiel (1.3).

Remarque 1.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps
t, sinon il est dit non autonome.

1.5 Point critique

Définition 1.5.1 Le point xq € R™ est appelé un point critique ou point d’équilibre
du systéme (1.3) s’il vérifie

f(xo) = 07
1.6 Systéme linéarisé et point critique hyperbo-
lique

Définition 1.6.1 On appelle systéme linéarisé de (1.3) au voisinage du point cri-
tique xg, le systéme

i = Az ot A= Df(xo) = (gj;) : (1.4)
J/ 1<i,j<n

ot Df(xq) est la jacobienne de f au point xg.

Définition 1.6.2 Le point critique xo est dit hyperbolique si aucune des valeurs
propres de la matrice jacobienne D f(x9) n'a de partie réelle nulle.

4



CHAPITRE 1. RAPPELS DE NOTIONS DE BASE

1.7 Nature des points critiques dans R?

Soit le systeéme différentiel linéaire (1.4) ot A est une matrice 2 x 2 et soient A\
et A9 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces
valeurs propres :

1. Si A\; et Ay sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique
(0,0) est un point selle, il est toujours instable (voir Fig 1.1)

IS EE FI Y Y ANAAN
LrLrrrtrrt BB
FALAPPI AT Y LA AAN
AELLLP L PIEY A AN
mFrLAAPPHLY RN ANAAN
 rr2LL L BN IR
A A A BB ARN R ER
Bl o A S N
T N WO W, e, e,
e N Ny Pl A A o ol ot ot
ERARRAREY VP Rt
SASNNNNMAAN NI A
ARRRARRREY RN ds
AR R EREER LR i i s
AR R B R E R bidjid i dodv
AR R R R R N I
AR R REER Y Wiilididvd
AR R R REREER! (RS A B N A
Fig 1.1. Selle

2. Si A1 et Ay sont réelles de méme signe, on a trois cas :
(a) Si A\ < A2 < 0, le point critique (0,0) est un nceud stable (voir Fig 1.2).
(b) Si0 < A; < A le point critique (0,0) est un nceud instable (voir Fig 1.3).

ARRRARRRERE R LR N I A s MRS EE R EE T EP Ol
SMMNNNNNVMWNMY LSS S S SRAANANXY P PRI A,
SN NNNYN NN WYL S S e e N 0 A A
\\\\\\\\\%&lll{/f{zr x\\\\\!if%f/////////
NN NNNNY {4 L S e —— s AANNY TN A,
A L O B e et —_———mr s NNAYY P
\\\\\\\\\ttl//-’-’-ﬂ—--—-— ————t s NN A
e e e R g b e W P
v, e N ] e e e e e e e P LSS T g e g G )
ﬁﬂﬁﬂﬂnﬂ\%}(:hhhhﬁhhh- e e e e e = R | T W T T
———— ey e e, e W, W, T, W e e g o P P B o

ﬂuaaaaz/l{\\xxﬂkxxxk o o Y N e e s
it el i PN NN NS Rt F s o YL L RN e E———
eatatatat ol ol A B 55 T S e S e T e e vl A ST Y e —m——
oA L B B B B S e e e e S AV N e
et oA B B - 3 5 R B T D D e B e L AT L NN
A2 TN NN PR A/ /A AT B O I U T T T N
P AR BB BB S P RNy BT s E R E R R AR
Pl ) B B - SR AL UL UL N LN NN L AFN L NN NN

Fig 1.2. Noeud stable Fig 1.3. Noeud instable

(c) Si Ay = Ay = X\ #0, et A est diagonalisable alors le point critique (0,0) est
un nceud propre, il est stable si A < 0 et instable si A > 0 (voir Fig 1.4 et 1.5).



1.7. NATURE DES POINTS CRITIQUES DANS R?
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Fig 1.4. Noeud propre stable

3. Si Ay et Ay sont des complexes conjuguées et Im (A;2) # 0, alors le point

critique (0, 0) est un foyer. Il est stable si Re (A1 2) < 0 et instable si Re (A1 2) >

0 (voir Fig 1.6 et 1.7).
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CHAPITRE 1. RAPPELS DE NOTIONS DE BASE
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Fig 1.8. Centre

1.8 Stabilité du point critique

L’étude de la stabilité d'un point critique nous améne & connaitre le comporte-
ment des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.
Définition 1.8.1 Soit le systéme différentiel
dz
E:f(t,x),xER”,tER. (1.5)

Supposons que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité de la
solution et soit ¢(t) la solution du systéme (1.5).
On dit qu’un point critique p est stable si e > 0,30 > 0 tel que si

¢ (to) —pll <0 =9 (t) —pll <8,Vt > t,.
Sl existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage tlim o (t)

= p alors le point d’équilibre p est dit asymptotiquement stable.

1.9 Plan et portrait de phase

Définition 1.9.1 Soit le systéme différentiel

i=P(zy),

{ y':Q($,y), (16)
un portrait de phase est ’ensembles des trajectoires dans l’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (z (t),y (t)) du systéme (1.6) représentent dans le plan (xoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solutions
constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.



1.10. CYCLE LIMITE

1.10 Cycle limite

Définition 1.10.1 Un cycle limite du systéme (1.6) est une orbite périodique isolée
dans l’ensemble de toutes les orbites périodiques de ce systéme.

Remarque 1.2 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes diffé-
rentiels non linéaires.

1.11 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.11.1 Supposons que le systéme (1.6)a une orbite périodique (x (t) ,y (1))

de période T'. Soit
T

o= [ (5~ 52) e wo)ar

Sid > 0 (resp. 0 < 0) alors Uorbite périodique (x (t),y (t)) est un cycle limite in-
stable (respectement. stable). Une orbite périodique (x (t),y (t)) ayant § # 0 est un
cycle limite hyperbolique.

1.12 Solution périodique

Définition 1.12.1 On appelle solution périodique du systéme (1.3) toute solution
&(t) = x(t) qui n'est pas un point fize et pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
YVt e [0,T], &t +T) = &(¢).

Le plus petit nombre T' qui convient s’appelle alors période de cette solution.

On peut définir les notions de stabilité, stabilité asymptotique et instabilité de la
solution périodique en généralisant la définition relative & un point d’équilibre.

1.13 Théoréme de Bezout

Théoréme 1.13.1 [29] Soient P;, j = 1,...,n des polynomes en ces variables

(x1,%9,...,24) de dégré d;, j =1,...,n. Considérons le systéme suivant
P1 (ZEI,(L’Q,...,ZL’d) :O,
PQ(xlaan"wxd) :Ov

P, (x1,29,...,24) =0,

ot (21,9, ..., 2q4) € RY, si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est
borné par
diy X do X ... X d,.



Chapitre

Méthode de moyennisation

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre
pour les orbites périodiques

Dans ce travail, on présente la méthode de moyennisation du premier ordre [6].

Théoréme 2.1.1 On considére le systéme différentiel suivant
i (t) =ceF (t,2) + R (t,x,¢), (2.1)

o0 F:RxD—R"R:RxD X (—¢s,er) = R" sont des fonctions continues,
T-périodiques par rapport & la premiére variable et D est un sous ensemble ouvert
de R". On définit f : D — R" comme suit

T

1

Fe) =g [Fls2ds (2.2
0

et on suppose que

(1) F et R sont localement Lipschitzienne par rapport o x.

(i4) Pour a € D avec f(a) =0, il existe un voisinage V' de a tel que f (z) # 0 pour

tout z ¢ V- \ {a} et dg(f,V,0) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée

¢ (+,€) du systéme (2.1) tel que ¢ (-,¢) — a quand ¢ — 0.

Ici, nous aurons besoin de quelques faits issus de la preuve du Théoréeme 2.1.1.
L’hypothese (i) assure l'existence et 'unicité de la solution de chaque probléme
de valeur initiale sur l'intervalle [0,7]. Ainsi, pour chaque z € D, on désigne par

9



2.2. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION

z (-, z,€) la solution de (2.1) avec la valeur initiale z (0, z,£) = z. On considére aussi
la fonction ¢ : D X (—¢ef,e5) — R™ définie par

/ [eF (t,z (L, 2,¢)) + R (t,x (L, 2,¢) ,€)] dt. (2.3)

De la preuve du théoréme 2.1.1, nous extrayons les remarques suivants.

Remarque 2.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.1 pour tout z € D la relation
sutvante est vérifiée

x(T,z,e) —x(0,2,¢) =((z,¢).

De plus, la fonction ¢ peut s’écrire sous la forme

C(ze)=cf(2) + O (),

ou f est donné par (2.2) et le symbole O (*) désigne une fonction bornée sur tout
sous-ensemble compact de D X (—e g, ey) multiplié par £2. De plus, pour |e| suffisam-
ment petit, z = ¢ (0,€) est un zéro isolé de ( (-, ¢).

Remarque 2.2 Soit f: D — R™ une fonction de classe C*, avec f (a) =0, ot D
est un sous-ensemble ouvert de R™ et a € D. Chaque fois que a est un simple zéro
de [ (c’est-a-dire le jacobien de f en a n’est pas nul), alors il existe un voisinage V

de a tel que f(2) # 0 pour tout z € V\ {a}. Alors dg(f;V,0) € {-1,1}.

2.2 Autre méthode de moyennisation

On considére le probléme de la bifurcation des solutions 7T-périodiques d’un sys-
téme différentiel de la forme

@ (1) = Gy (t,x) + Gy (t,x) + Gy (t,2,6) (2.4)

avec ¢ # ( suffisamment petit. Les fonctions Go, G : R X Q2 — R et G5 : R x 2 X
(—&0,80) — R" sont des fonctions de classe C? et T—périodiques par rapport a la
premiére variable, et {2 est un sous ensemble ouvert de R". L’hypothese principale
est que le systéme non perturbé

#(t) = Go (t, ) (2.5)

a une sous variété de solutions périodiques. Une solution de ce probléme est donnée
en utilisant la méthode de moyennisation.
Malkin (voir [5] et ses références) a étudié la bifurcation des solutions 7T-périodiques
pour le systéme

T = GO (t,l') + €G1 (t,:c,g) ,

10



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

dont le systéme non perturbé a une famille de solutions T-périodiques avec des
conditions initiales données par une fonction lisse 3 : R¥ — R™, et prouvé que si la
fonction de bifurcation

" <Ul(taa)79<t?x(t>ﬁ(a))>0)>
g(a)—/ . dt,

o \ <u(ta),gtx(tf(@),0)>

ou u;,¢t = 1,...,k, sont k solutions T-périodiques linéairement indépendantes du
systéme différentiel linéarisé adjoint, a un simple zéro aq tel que det (G) |a=ay 7 0,
alors pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, le systéme

T = Go (t, l’) + €G1 (t,ZE, 6)

a une solution T-périodique unique z. telle que x. (0) — S (ap) quand € — 0.

Ceci peut étre reformulé comme suit : Soit (¢, 2, ¢) la solution du systéme non
perturbé (2.5) telle que x(0, z,¢) = z. Nous écrivons la linéarisation du systéme non
perturbé le long de la solution périodique z(t, z,0) comme suit

y = D,Gy(t,z(t,2,0))y. (2.6)

Dans ce qui suit, nous désignons par M, () une matrice fondamentale du systéme
différentiel linéaire (2.6), et par £ : R x R"* — R* la projection de R" sur ses k
premiéres coordonnées ; c’est-a-dire & (x1, ..., x,) = (21, ..., Tg)-

Ensuite, une réponse au probléme de la bifurcation des solutions périodiques
pour le systéme (2.4) est donnée par les résultats suivants.

Théoréme 2.2.1 Soit V un sous-ensemble ouvert et borné de R* et soit 3 : Cl(V) —
R"* une fonction de classe C2.

On suppose que

(1) Z2 =420 = (o, B (a0)),aa € C1(V)} C Q et pour tout z, € Z la solution x (t,z,)
de (2.5) est T—périodique.

(i7) Pour tout z, € Z il y a une matrice fondamentale M, (t) de (2.6) telle que la
matrice M. (0) — M, (T) a dans le bloc supérieur droit matrice k x (n — k) nulle
et dans le bloc inférieur droit la matrice Ay(n — k) X (n — k) avec det (A,) # 0.
On considére la fonction G : CI(V) — R*

Gla)=¢ % / M, () G (2 (20, 0)) dt | - (2.7)

S’il existe a € V' avec G(a) = 0 et det((dG/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique z (t,e) du systéme (2.4) telle que x (0,€) — 2z, quand € — 0.

Pour une preuve du théoréme 2.2.1 voir Malkin [21] et Roseau [28], ou [4] pour
une preuve alternative.
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Chapitre

Les solutions périodiques du probléme lunaire
spatial de Hill

3.1 Introduction et résultats principaux

Nous allons travailler dans un cas particulier du probléme a trois corps restreints.
Le probléme restreint est modifié en cinq versions :

1.

Le probléme circulaire planaire & trois corps restreints, lorsque les primaires
tournent en orbite circulaire autour de leur centre de masse commun et que le
troisieme corps se déplace dans le méme plan.

. Sile mouvement des primaires n’est pas circulaire et ont une section conique, le

cas important est celui ot les primaires se déplacent sur des orbites elliptiques
autour du centre de leurs masses. Dans ce cas, il est appelé probléme elliptique
ou pseudo restreint.

Lorsque le troisieme corps sort du plan des primaires, le probléme est ap-
pelé probléme a trois dimensions. Ce probléme est applicable dans 1’étude
des orbites Pour certaines planétes mineures avec une forte inclinaison vers
I’écliptique.

Si les masses des primaires ou du troisiéme corps varient avec le temps. Il est
appelé probléme restreint & masse variable et a des applications importantes
dans la dynamique stellaire et la cosmologie.

Si le rapport de masse du plus petit primaire a la somme des masses des
primaires est tres petit et peut avoir tendance a zéro, le probléme est appelé
probléme de Hill. Dans ce cas, les problémes avec un trés petit rapport de
masse apparaissent comme des problémes perturbés pour le probléme & deux
corps.

12



CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES DU PROBLEME LUNAIRE
SPATIAL DE HILL

Nous concentrerons notre attention sur le cas du probleme lunaire spatial per-
turbé de Hill. Ce probléme est trés important du point de vue astrophysique, voir
par exemple [1, 16, 17, 26, 27, 22, 23, 30].

Les équations de mouvement du probléme lunaire spatial de Hill sont données comme
suit

(&2 d
Q1 a2 41
L9234+ — 0,
5@2 ddt TR R
a2 41 a2
_.I_ 2_ _I_ = 0’ 3.1
Cglf dt (g} +¢; +¢3)*" 3
d3 a3
—Z g+ =0
SNV R E

(voir [24] ). Les solutions d’équilibre des équations différentielles précédentes sont
données par £1 = (¢1,¢2,¢3) = (37/3,0,0) et L3 = (G1, G2, G3) = (—37'/%,0,0). Dans
ce travail, nous fournissons des conditions suffisantes pour 'existence de solutions
périodiques émergeant de I’équilibre £,. Les mémes sont valables pour L,.

Le probléeme de I’étude de I’existence de solutions périodiques qui proviennent de
solutions d’équilibre de systémes d’équations différentielles est un probléme classique
dans la littérature, voir pour plus d’informations [24].

Il est bien connu 'existence d’orbites périodiques émergeant des points eulériens
dans le probléme des trois corps restreints et dans le probléeme de Hill aussi. Pour
les preuves de ces résultats, le principal outil utilisé est le théoréme du centre de
Lyapunov ou certaines de ses variantes, voir pour plus de détails [24] et [3].

Mais dans certains cas ou les forces perturbatives impliquées ne sont pas conser-
vatrices, les théorémes de type Lyapunov ne fonctionnent pas. C’est exactement le
cas que nous allons traiter dans le présent travail.

En utilisant le changement de variable (z,y, z) = (q1 — 3713 ¢, q3) , et la linéa-
risation des équations différentielles (3.1), on obtient

( Pz _dy
€2 9% _9r=0
&L
@2 + 20 43y =0, (3.2)
%—1—42:0.
\

Dans ce travail nous utilisons la méthode de moyennisation pour étudier 1’existence
des solutions périodiques du systéme différentiel non linéaire

(d*x  _dy de dy
— —2=—-9rx=ch (t,x,—,y, —
ar v TE 1(””’ at’? dt)’
d?y d de  dy
— 42—+ 3y=ch (t,x,—,y, — 3.3
dt2 + dt + Yy El'g y L, dt7y7 dt) ) ( )
d?z dez dy
— +4 Bltx,— y —
| dtQ + 4z El'3 ( y L, dtvya dt) )



3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

ol ¢ est un petit parameétre et les fonctions lisses Fi, Fy et F3 définissent la per-
turbation. Ces fonctions sont périodiques en ¢ et en résonance p : ¢ avec certaines
des solutions périodiques de (3.2), avec p et ¢ sont des entiers positifs relativement
premiers.
Le systéme non perturbé (3.2) a un point singulier unique a l’origine avec des valeurs
propres

:l:)\, :I:wli, :l:in

avec A = /27 + 1w = T —1 et wy = 2. Ce systéme dans 'espace des

hases de dy dz

T, —, Y, —, 2, —

p ) dt ) y’ dt Y ) dt

lorigine. Ces solutions périodiques ont des périodes comme suit
2T

T1:— OI‘T2:7T,
w1

) a deux plans de solutions périodiques a ’exception de

selon qu’ils appartiennent au plan associé aux vecteurs propres avec des valeurs
propres +wii ou Fwst , respectivement. Nous étudierons laquelle de ces solutions
périodiques persiste pour le systéme perturbé (3.3) lorsque le parameétre ¢ est suffi-
samment petit et que les fonctions perturbées F; pour i € {1,2,3} ont une période
pT1/q, ou pTs/q, ou p et g sont des entiers positifs relativement premiers.

Soit Z° = (7?0, Z9), et on considére la fonction G = (Gy, G,) telle que

G (2°) = pLT2 ((cos (wat) , —sin (wat)) , (F2 (t), Fg (t)))dt

= pLT2 cos (wot) F¥ (t) dt, (3.4)
G (ZO) = pLTQ ((sin (wat) , cos (wat)) , (F2 (), Fg (t)))dt

B 1 P12 . o ]

= h J sin (wqt) F7 (t) dt,

ou (,) est le produit scalaire et

1
F; (t) — §F3,

avec F3 = F3 (07 (t),...,08(t)), et 03 (t) =0,5 =1,... 4,
(t) = —2Z9cos(wyt) — ZVsin (wot),
(t) = 2(Z]cos(wat) + Z3 sin (wot))
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES DU PROBLEME LUNAIRE
SPATIAL DE HILL

et Fy (t) = 0. Un zéro Z% = (29, Z9*) du systéme non linéaire G (Z°) = 0 tel que

%Y
det (ﬁ ’20220*) 7é O,

s’il existe un zéro simple Z% de la fonction G, alors de la solution Th-périodique du
systéme non perturbé avec une valeur initiale Z% émane une branche de solutions
Ty-périodiques du systéme perturbé, voir [5].

Théoréeme 3.1.1 Soit p et q des entiers positifs relativement premiers et suppo-
sons que les fonctions lisses Fy, Fy et F3 des équations de mouvement de (3.3) sont
périodiques en t et de période pTy/q. Alors, pour € # 0 suffisamment petit et pour
tout zéro simple Z% # 0 du systéme non linéaire G (Z°) = 0, le systéme perturbé
(3.3) a une solution périodique (x(t,€),y(t,€), z(t,€)) tendant vers la solution pério-
dique (z(t),y(t), 2(t)) = (03(t), 03 (t) , 0% (t))]| go=z0+ du systéme non perturbé (3.2) a
parcouru p fois.

Le théoréeme 3.1.1 est prouvé dans la section 3.2. Sa démonstration est basée sur la
méthode de moyennisation pour le calcul des solutions périodiques (voir [5, 8, 12, 15]
et [14] ou différents problémes sont traités avec cet outil ou des outils similaires).

Une application du théoréme 3.1.1 est présentée dans le corollaire suivant, qui
sera prouvé dans la section 3.3.

Corollaire 3.1.1 On suppose que Fy(t,x,%,y,7y,2,2) = f(t), Fa(t,x,2,9,79, 2, 2) =
g(t), F3(t,z,&,y,9,2,2) = 2% + sin(wat) (2% — 22) ou f(t) et g(t) sont des fonc-
tions lisses arbitraires. Alors, le systéme (3.3), pour € # 0 suffisamment petit, a
deuz solutions périodiques (x(t,e),y(t,€), z(t,e)) tendant vers la solution périodique
(l’(t)ay({)adt)) = (01(t),03 (t) .03 (t))] 20=70- de (3.2) lorsque ¢ — 0, donné par
0% __

7% = (3, 0).

Soit YO = (Y, YY), et considérons la fonction G = (Gs, G4) pour le systéme (3.3)
donné par : (voir [5]).

6 (V) ~ - T eosGot)— st (55 6. 5 )1
- T (costunt) B3 () sin ert) 2 (),

6 (V) ~ - T s ont o8 G 55 0 ()
_ pLTl pTl(cos (wrt) Ff (£) + sin (wit) FS (1)) dt,
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3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

ou

. 11 i 1/ 1 2
F3 (t) — (Z‘i‘ W) FQ,F4 (t) — _4_1 —? +WF1,

avec F; = F; (o} (t),...,08(t)),i=3,4, et

o1 (t) = ; (\/7 — 4) (Y cos (wt) + Yasin (wqt)),
o1 (1) — (4= 2VT) (Vacos (wt) = Yisin (wnt))
oL (1) = 2 (Yzcos (wit) — Visin (wlt))’

oy (t) = 2 (Y cos (wit) + Yy sin (wyt)),
oi(t) =g (t) = 0.

Comme nous I'avons dit, ’il existe un zéro simple Y% de la fonction G, alors de la
solution Tj-périodique du systéme non perturbé de valeur initiale Y% émane une
branche de T}-solutions périodiques du systéme perturbé, voir [5].

L’énoncé de notre résultat principal sur les solutions périodiques du systéme
différentiel (3.3) qui bifurquent des solutions périodiques de période 77 du systéme
non perturbé parcouru p fois est le suivant.

Théoréme 3.1.2 Soit p et q des entiers positifs relativement premiers et suppo-
sons que les fonctions lisses Fy, Fy et F3 des équations de mouvement de (3.3) sont
périodiques en t et de période pTy/q. Alors pour € # 0 suffisamment petit et pour
tout zéro simple YO # 0 du systéme non linéaire G (Y°) = 0, le systéme perturbé
(3.3) a une solution périodique (x(t,€),y(t,€), z(t,€)) tendant vers la solution pério-
dique (x(t),y(t), z(t)) = (ol(t), 0l (t), 0L (t))|yo—yo- du systéme nmon perturbé (3.2)
a parcouru p fois.

Dans le corollaire suivant, nous proposons une application du théoréme 3.1.2.

Corollaire 3.1.2 On suppose que Fy(t,x,1,y,9, 2, 2) = sin(wit) — 2% — 2y + y* +
fl (Z) + a1 (Z) ) F2(t7 SL’,i, yvyu 2, Z) = COS(w1t>y - 92 +r+ f2 (Z) + 92 (Z) )
Fs3(t,x,@,y,9,2,%2) = h(t) ou f1(2), f2(2),91(2),92 (%) et h(t) sont des fonctions
arbitraires. Alors le systéme (3.3) pour € # 0 suffisamment petit a une solution pé-
riodique (x(t,€),y(t,€), z(t,€)) tendant aux solutions périodiques (z(t),y(t), z(t)) =
(o1(t),05 (t), 0% (t))|yomyo- de (3.2) lorsque e — 0, donné par Y** = (3w, 0).

Remarque 3.1 On note que le rapport des fréquences wy/wyi ne résonne pas avec
. En effet, pour prouver nos résultats, nous aurons besoin d’un certain déterminant
soit mon nul et cela se produira si seulement sin?(mpwsy/wy) # 0. Cependant, si le
déterminant était nul, nous aurions mpws /w1 = km, k entier. Mais cela impliquerait
que \/7 serait un nombre rationnel, ce qui n'est pas le cas. Ainsi, la condition non
résonnante sur le rapport wy/wy est automatiquement satisfaite et n'a pas besoin
d’étre mentionnée dans les énoncés des résultats.
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SPATIAL DE HILL

3.2 Preuve des théorémes 3.1.1 et 3.1.2

de dy dz

Si (x1, T2, Y1, Y2, 21, 22) = (a:, pral il %> le systéme différentiel (3.3) peut

étre écrit sous la forme

(

\

dIl

/ = T2,
T2

P 921 + 2ys + €F1 (21, T2, Y1, Yo, 21, 22)

@ "

th (3.5)
T —2x9 — 3y1 + eFs (21, T2, Y1, Y2, 21, 22)

21
dt

29

dt

= 22,

== _421 + E:}73 (xlux%ylvy% Z17Z2> )

Notons que le systéme différentiel (3.5) lorsque € = 0 est équivalent au systéme dif-
férentiel (3.2), appelé le systéme non perturbé. Si € # 0 appelé le systéme perturbé.
Le changement des variables (Z1, Ta, U1, Y2, 21, 22) — (%1, T2, Y1, Y2, 21, 22) donné par

Iy
T2
W
Y2
<1
)

I LI
1 1 0 =0 0 T
(,L)é To
1 1 = m
_ 3¢1 3(D1 0 o O 0 Z{l (36)
Dy Do Y2
BN 0 0 0 2
0 0 0 0o 0 -1 22
0 0 0 0 2 0

ol & =2—VTet &y =4— V7.
On écrit la partie linéaire du systéme différentiel (3.5) sous sa forme normale réelle
de Jordan, et ce systéme dans les nouvelles variables (Z1, T2, 41, ¥2, 21, Z2) devient

p

il = ATy +€F},

Ty = —\Ty + cF,

=+ el, (3.7)
Uy = —wil1 +ekFy,

Z1 = waZy + eF7,

— _ = *
| 22 = —waZ) +eFy,
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ou

1

Fr = 2—8((7+2\/7)F1+\/7+14\/7F2>,
1

o= 2—8((7+2\/?>F1—\/7+14WF2),
1 1

Frf = (24— |5,

i - (iv )7
1 2 1

Ff = —=,|=—-ZF

4 4 \/7 7 1
F3

o= 23

5 27

Fy = 0,

avec I, = F;(04,...,06) et
— 2
g1 = 1 o +_<ﬁ_4)y17
1+2v7 9
1
oy = X1+ T9—2 5(2\/7—5>y2,

o3 = %(—3(ﬁ—2>$1—3(ﬁ—2)$2—2\/3+6ﬁy2),

(\/7—4)1131—(\/7—4)$2+2 1+ 2V7y

04 = )
1+2V7

05 = —Z9,

o = 227.

Lemme 3.2.1 Les solutions périodiques (T1 (t), T (t) , g1 (t) , 52 (1), 21 (), Z2 (t)) du
systéme différentiel (3.7) avec € = 0 sont

(0,0, Y7 cos (wit) 4 Y3 sin (wit) , Y3 cos (wit) — Y{sin (wit), 0,0), (3.8)
de la période T, et

(0,0,0,0, Z) cos (wat) 4 Z3 sin (wat) , Zj cos (wat) — Z7 sin (wat)) , (3.9)
de la période Ts.

Preuve du Théoréme 3.1.1. On suppose que les fonctions Fy, Fy et F3 de (3.3)
sont périodiques en t de la période pT,/q avec p et g des entiers positifs relativement
premiers. Alors, on peut considérer que le systéme différentiel (3.7) et les solutions
périodiques (3.9) ont la méme période pTs.
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Nous allons appliquer le théoréme 2.2.1 du chapitre 2 au systéme différentiel (3.7),
et nous utilisons la notation qui y est introduite. Notez que le systéme (3.7) peut
étre écrit sous la forme d’un systéme (2.4) prenant

71 AT Fr 0
% T Fy 0
(7 W1Y2 F3 0
= ~ , Go (2, = = , G (1, = * G (T, 28) =
T 7 o(t, @) —_ 1 (t, ) F; 2 (t,7,€) 0
Z1 WaZo 4 0
22 —WaZy Fg 0

Nous allons maintenant étudier quelles solutions périodiques du systéme non per-
turbé (3.7) avec € = 0 de type (3.9) persistent comme solutions périodiques pour le
perturbé pour ¢ # 0 suffisamment petit.

Nous commencons par la description des différents éléments qui apparaissent dans
I’énoncé du théoréme 2.2.1 pour le cas particulier du systéme différentiel (3.7). Ainsi,
nous avons ) = RS k = 2 et n = 6. Maintenant, soit r; > 0 arbitrairement petit
et soit ro > 0 arbitrairement grand. Soit V' un sous ensemble ouvert et borné de

R? de la forme V = {(0,0,0,0, 79, 79) e RO : 1y < /(29 + (29)* < 7"2}. Comme

d’habitude, CI(V') désigne la fermeture de V. Si o = (Z9, Z9), alors on identifie V
avec I'ensemble {a € R? : ry < ||a| < 72}, ici || - || désigne la norme euclidienne de
R2. La fonction 3 : CI(V) — R* est 3(a) = (0,0,0,0). Par conséquent, pour notre
systéme, nous avons

Z = {z,=(f(a),a),a e CL(V)},
- {(0,0,0,0,2?,23) eRO:ry <\/(Z29)? + (29)° < rz}.
On considére pour chaque z, € Z la solution périodique
X(t> Za) = (07 Oa 07 0> Zl (t) ) ZQ (t))v
donnée par (3.9) de période pTs.

La matrice fondamentale M, (t) du systéme linéaire (3.7) avec ¢ = 0 associé a la
solution pTy—périodique z, = (0,0,0,0, 20, Z9) telle que M,_(0) = I est

e 0 0 0 0 0

0 —e 0 0 0 0

B |10 0 cos (wit)  sin (wit) 0 0

M (t) = M(t) = 0 0  —sin(wit) cos(wit) 0 0
0 0 0 0 cos (wat)  sin (wat)
0 0 0 0 — sin (wat)  cos (wat)



3.2. PREUVE DES THEOREMES 3.1.1 ET 3.1.2

On remarque que la matrice M,_(t) ne dépend pas de la solution périodique parti-
culiere x(, z4,0).

La matrice M~ (0) — M~ (pT3) =

2TAp
1—e W2 0 0 0 0 0
2TAp
0 e W2 —1 0 0 0 0
2
0 0 2 sin? pr1> sin ( 7rpw1> 0 0
W W
0 0 —sin (Z22)  2sin? (”p t 0 0
w2 W
0 0 0 0 2sin® (rp)  sin (27p)
0 0 0 0 —sin (2rp) 2sin? (7p)

satisfait aux hypotheses de I’énoncé (ii) du théoréme 2.2.1 car le déterminant

2T Ap
1—e W2 0 0 0
27 Ap

0 e —1 0 0

0 0 2 sin? (prl) sin (27pr1
w9 W2

2

0 0 —sin( ”pwl) 2 sin? (Wl)

o5 w9

— 16sinh? (”—Ap> sin? (Wl) £0,
wa W2

car le rapport des fréquences est non résonnant avec 7, voir la remarque 3.1.1. En
bref, toutes les hypothéses du théoréme 2.2.1 sont satisfaites par le systéme (3.7).
Pour notre systéme, la fonction ¢ : R® — R? a la forme & (Zy, To, U1, 2, 21, Z2) =
(z1, 22).

Calculons maintenant la fonction

P12

1
G(20.28) = () =€ | - / M (1) G (8% (20, 0)) dt | |

ou G(Z° = (G1(Z°),G,(Z°)). Alors, par le théoréme 2.2.1 nous avons pour tout
zéro simple Z%* € V du systéme de fonctions non linéaires (G (Z°), G, (Z2°)) = (0,0),
nous avons une solution périodique (Z1, T2, U1, ¥2, 21, 22) (t, €) du systéme (3.7) tel que

(fl,fg,gl,:yQ,Zl,Zg) (0,8) I (070,070, Z?*,Zg*) lorsque e — 0.
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SPATIAL DE HILL

En revenant sur le changement de coordonnées (3.6), nous obtenons une solution
périodique (z1, za, Y1, Yo, 21, 22) (t,€) du systéme (3.7) telle que

xy (t,€) 0

) (t, 6) 0

n (tv 5) 0

vs (£, ¢) — 0 lorsque ¢ — 0.
21 (t,€) — 73 cos (wat) + Z)* sin (wat)

2 (t,€) wa (Z9* cos (wat) + Z9* sin (wat))

On obtient donc une solution périodique (z,y, 2)(t, ) du systéme (3.3) telle que

0
(x,y,2)(t,e) — 0 lorsque ¢ — 0.
—Z9* cos (wat) + Z9* sin (wot)

Ceci compléte la preuve du théoréme 3.1.1. m
Preuve du Théoréme 3.1.2.. La preuve est analogue a la preuve du théoréme
3.1.1. En changeant les roles de 75 pour 77, et on obtient la solution périodique

2 (V7 —4) (Y1 cos (wit) + Yz sin (wqt))
((4—2V7) (Yacos (wit) — Yy sin (wit))) Jw
— (2 (Y cos (wit) — Vi sin (wit))) /w1
2 (Y7 cos (wit) + Yo sin (wit))

0
0

lorsque ¢ — 0.

On obtient donc une solution périodique (x,y, 2)(t, ) du systéme (3.3) telle que

2 (V7 —4) (Y1 cos (wit) + Yasin (w;t))
(x,y,2)(t,e) — — (2 (Y cos (wit) — Yy sin (wit))) /wr lorsque ¢ — 0.
0

3.3 Preuve des Corollaires 3.1.1 et 3.1.2

Preuve du Corollaire 3.1.1.. Sous les hypo