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Résumé 
 

Dans ce travail nous fournissons les conditions suffisantes pour 
l'existence des solutions périodiques émergeant des points 

d'équilibres du problème lunaire spatial de Hill suivant 
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où   est un paramètre suffisamment petit et }3,2,1{, iFi  sont des 

fonctions lisses et périodiques en t  qui définissent une perturbation 

en résonance qp :  avec certaines des solutions périodiques du 

problème lunaire spatial de Hill étant p  et q  sont des entiers positifs 

et relativement premiers. 

Dans la seconde partie de ce travail on utilise la méthode de 
moyennisation du premier ordre pour étudier le nombre maximum 

de cycles limites de quelques classes des systèmes différentiels 

polynomiaux en dimension4 . 

 

Mots clés : Solution périodique, cycle limite, problème de Hill, 

méthode de la moyennisation. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract 

 
In this work, we provide sufficient conditions for the existence of 

periodic solutions emerging from the equilibrium points of the 
spatial Hill lunar problem having equations of motion 
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where   is a small parameter and }3,2,1{, iFi  are smooth periodic 

functions in t  which define a perturbation in resonance qp :  with 

some of the periodic solutions of the spatial Hill Lunar problem 

being p  and q  positive relatively prime integers. 

In the second part of this work, we use the averaging method first 

order to study the maximum number of limit cycles of some classes 
of polynomial differential systems in dimension 4. 

 

Keywords: Periodic solution, limit cycle, Hill problem, averaging 

method. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ملخص

 لمشكلة التوازن نقاط من الناشئة الدورية الحلول لوجود كافية شروطًا نقدم العمل، هذا في

 :الشكل من حركة معادلات لها التي القمرية و هيل
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,}3,2,1{و صغيرة قيمة ذو وسيط هو حيث iFi  هي دوال ناعمة و دورية بالنسبة ل

t تجاوبوهي تمثل اضطرابا  ب qp ية بعض الحلول الدورية لمشكلة هيل القمرمع  :

 اوليان فيما بينهما. qو pحيث 

الدرجة الأولى لدراسة من  اتالمتوسط في الجزء الثاني من هذا العمل، نستخدم طريقة

 الحد 

التفاضلية في البعد كثيرات الحدود أنظمة من فئات الأعظمي لعدد الدورات المنتهية لعدة 

4. 

 

 .اتالمتوسط: حل دوري، دورة الحد، مشكلة هيل ، طريقة الكلمات المفتاحية
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Introduction générale

Une étude complète des systèmes di¤érentiels dans R2 nécessite, du point de vue
qualitatif, de déterminer le nombre et la nature des points critiques, la structure sé-
paratrice ainsi que le nombre et l�emplacement des trajectoires fermées. La troisième
question reste le principal problème ouvert dans la théorie qualitative des systèmes
di¤érentiels dans R2.
Dans l�étude de système di¤érentiel de degré n dans R2�

_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y)

(1)

où P et Q sont des polynômes réels en les variables x et y, la détermination du
nombre et de la position des cycles limites est connue comme la deuxième partie du
seizième problème de Hilbert [13]. Soit Hn le nombre maximum des cycles limites
que peut avoir un système (1). Le nombre Hn est connu sous le nom de nombre
de Hilbert, et c�est toujours un problème ouvert de savoir si Hn est �ni ou non
pour chaque n � 2. Pour connaître Hn, une stratégie consiste à contrôler ses bornes
inférieures en termes de n. Cela peut être fait en étudiant des familles particulières
de systèmes di¤érentiels polynomiaux de type (1), voir [10].
Ce mémoire est organisé en quatre chapitres qui se présentent comme suit :

Dans le chapitre 1, nous donnons quelques notions de base sur les systèmes dy-
namiques et les systèmes di¤érentiels.
Dans le chapitre 2, nous présentons deux théories importantes pour la méthode
de moyennisation dont nous avons besoin dans ce travail.
Dans le chapitre 3, on utilise la méthode de moyennisation pour étudier l�existence
des solutions périodiques du système di¤érentiel non linéaire suivant8>>>>>><>>>>>>:

d2x

dt2
� 2dy

dt
� 9x = "F1

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

d2y

dt2
+ 2

dx

dt
+ 3y = "F2

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

d2z

dt2
+ 4z = "F3

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

où " est un petit paramètre et Fi; i 2 f1; 2; 3g sont des fonctions lisses et périodiques
en t qui dé�nissent une perturbation en résonance p : q avec certaines des solutions

1



périodiques du problème lunaire spatial de Hill étant p et q sont des entiers positifs
relativement premiers.
Dans le dernier chapitre on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre
pour étudier le nombre maximum de cycles limites pour une classe des systèmes dif-
férentiels polynomiaux en dimension 4.
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Rappels de notions de base

Ce chapitre est un rappels de notions de base des systèmes dynamiques et sys-
tèmes di¤érentiels.

1.1 Système dynamique

Dé�nition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application 	 : R�Rn !
Rn tel que

1: 	(:; x) : R! Rn est continue
2: 	(t; :) : R! Rn est continue
3: 	(0; x) = x;
4: 	(t+ s; x) = 	 (t;	(s; x)) pour t; s 2 R et x 2 Rn

1.2 Système di¤érentiel d�ordre 1

Dé�nition 1.2.1 On appelle système di¤érentiel d�ordre 1 tout système de la forme

_x (t) = f(t; x(t)); (1.1)

avec

x (t) =

0BBBB@
x1 (t)
:
:
:

xn (t)

1CCCCA ; f (t; x (t)) =
0BBBB@
f1 (t; x (t))

:
:
:

fn (t; x (t))

1CCCCA ;
où fi sont des fonctions de la variable t dé�nies et continues sur un ouvert 
 de
R� Rn a valeurs dans R.

3



1.3. SYSTÈME DIFFÉRENTIEL AUTONOME

1.3 Système di¤érentiel autonome

Dé�nition 1.3.1 Soit le système di¤érentiel

_x = f (x) ; x 2 Rn; (1.2)

où l�expression f(x) ne dépend pas de t, on dit que le système (1.2) est autonome.

1.4 Flot

Dé�nition 1.4.1 Soit le système non linéaire

_x = f (x) ; (1.3)

avec la condition initiale x (0) = x0; x0 2 E, E est un sous ensemble ouvert de Rn et
f 2 C1(E). Soit '(t; x0) la solution de (1.3). L�ensemble des applications 't dé�nies
par

't(x0) = '(t; x0);

est appelé le �ot de système di¤érentiel (1.3):

Remarque 1.1 Le �ot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps
t, sinon il est dit non autonome.

1.5 Point critique

Dé�nition 1.5.1 Le point x0 2 Rn est appelé un point critique ou point d�équilibre
du système (1.3) s�il véri�e

f (x0) = 0;

1.6 Système linéarisé et point critique hyperbo-
lique

Dé�nition 1.6.1 On appelle système linéarisé de (1.3) au voisinage du point cri-
tique x0, le système

_x = Ax où A = Df(x0) =

�
@fi
@xj

�
1�i;j�n

; (1.4)

où Df(x0) est la jacobienne de f au point x0.

Dé�nition 1.6.2 Le point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des valeurs
propres de la matrice jacobienne Df(x0) n�a de partie réelle nulle.

4



CHAPITRE 1. RAPPELS DE NOTIONS DE BASE

1.7 Nature des points critiques dans R2

Soit le système di¤érentiel linéaire (1.4) où A est une matrice 2� 2 et soient �1
et �2 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les di¤érents cas selon ces
valeurs propres :

1. Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signe di¤érent, alors le point critique
(0; 0) est un point selle, il est toujours instable (voir Fig 1:1)

Fig 1:1. Selle

2. Si �1 et �2 sont réelles de même signe, on a trois cas :
(a) Si �1 < �2 < 0, le point critique (0; 0) est un n�ud stable (voir Fig 1:2).
(b) Si 0 < �1 < �2 le point critique (0; 0) est un n�ud instable (voir Fig 1:3).

Fig 1:2. N�ud stable Fig 1:3. N�ud instable

(c) Si �1 = �2 = � 6= 0, et A est diagonalisable alors le point critique (0; 0) est
un n�ud propre, il est stable si � < 0 et instable si � > 0 (voir Fig 1:4 et 1:5).

5



1.7. NATURE DES POINTS CRITIQUES DANS R2

Fig 1:4. N�ud propre stable Fig 1:5. N�ud propre instable

3. Si �1 et �2 sont des complexes conjuguées et Im (�1;2) 6= 0, alors le point
critique (0; 0) est un foyer. Il est stable si Re (�1;2) < 0 et instable si Re (�1;2) >
0 (voir Fig 1:6 et 1:7).

Fig 1:6. Foyer stable Fig 1:7. Foyer instable

Si �1 et �2 sont imaginaires pures, alors le point critique (0; 0) est un centre, il
est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Fig 1:8).

6



CHAPITRE 1. RAPPELS DE NOTIONS DE BASE

Fig 1:8. Centre

1.8 Stabilité du point critique

L�étude de la stabilité d�un point critique nous amène à connaître le comporte-
ment des trajectoires voisines de ce point d�équilibre.

Dé�nition 1.8.1 Soit le système di¤érentiel
dx

dt
= f (t; x) ; x 2 Rn; t 2 R: (1.5)

Supposons que f satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité de la
solution et soit �(t) la solution du système (1.5).
On dit qu�un point critique p est stable si " > 0;9� > 0 tel que si

k� (t0)� pk < � =) k� (t)� pk < �;8t � t0:
S�il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage lim

t!1
� (t)

= p alors le point d�équilibre p est dit asymptotiquement stable.

1.9 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.9.1 Soit le système di¤érentiel�
_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y) ;

(1.6)

un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase. En par-
ticulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1.6) représentent dans le plan (xoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions
constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.

7



1.10. CYCLE LIMITE

1.10 Cycle limite

Dé�nition 1.10.1 Un cycle limite du système (1.6) est une orbite périodique isolée
dans l�ensemble de toutes les orbites périodiques de ce système.

Remarque 1.2 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤é-
rentiels non linéaires.

1.11 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.11.1 Supposons que le système (1.6)a une orbite périodique (x (t) ; y (t))
de période T . Soit

� =

TZ
0

�
@P

@x
� @Q
@y

�
(x (t) ; y (t)) dt:

Si � > 0 (resp. � < 0) alors l�orbite périodique (x (t) ; y (t)) est un cycle limite in-
stable (respectement. stable). Une orbite périodique (x (t) ; y (t)) ayant � 6= 0 est un
cycle limite hyperbolique.

1.12 Solution périodique

Dé�nition 1.12.1 On appelle solution périodique du système (1.3) toute solution
�(t) = x(t) qui n�est pas un point �xe et pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
8t 2 [0; T ], �(t+ T ) = �(t):
Le plus petit nombre T qui convient s�appelle alors période de cette solution.
On peut dé�nir les notions de stabilité, stabilité asymptotique et instabilité de la

solution périodique en généralisant la dé�nition relative à un point d�équilibre.

1.13 Théorème de Bezout

Théorème 1.13.1 [29] Soient Pj; j = 1; : : : ; n des polynomes en ces variables
(x1; x2; : : : ; xd) de dégré dj; j = 1; : : : ; n. Considérons le système suivant8>><>>:

P1 (x1; x2; : : : ; xd) = 0;
P2 (x1; x2; : : : ; xd) = 0;
� � � � � �
Pn (x1; x2; : : : ; xd) = 0;

où (x1; x2; : : : ; xd) 2 Rd, si le nombre de solutions de ce système est �ni, alors il est
borné par

d1 � d2 � : : :� dn:

8
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Méthode de moyennisation

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre
pour les orbites périodiques

Dans ce travail, on présente la méthode de moyennisation du premier ordre [6].

Théorème 2.1.1 On considère le système di¤érentiel suivant

_x (t) = "F (t; x) + "2R (t; x; ") ; (2.1)

où F : R�D ! Rn; R : R�D � (�"f ; "f )! Rn sont des fonctions continues;
T -périodiques par rapport à la première variable et D est un sous ensemble ouvert
de Rn. On dé�nit f : D ! Rn comme suit

f (z) =
1

T

TZ
0

F (s; z) ds; (2.2)

et on suppose que
(i) F et R sont localement Lipschitzienne par rapport à x.
(ii) Pour a 2 D avec f(a) = 0; il existe un voisinage V de a tel que f (z) 6= 0 pour
tout z � �V n fag et dB(f; V; 0) 6= 0:
Alors, pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T -périodique isolée
' (�; ") du système (2.1) tel que ' (�; ")! a quand "! 0:

Ici, nous aurons besoin de quelques faits issus de la preuve du Théorème 2:1:1.
L�hypothèse (i) assure l�existence et l�unicité de la solution de chaque problème
de valeur initiale sur l�intervalle [0; T ]. Ainsi, pour chaque z 2 D; on désigne par

9



2.2. AUTRE MÉTHODE DE MOYENNISATION

x (�; z; ") la solution de (2.1) avec la valeur initiale x (0; z; ") = z: On considère aussi
la fonction � : D � (�"f ; "f )! Rn dé�nie par

� (z; ") =

TZ
0

�
"F (t; x (t; z; ")) + "2R (t; x (t; z; ") ; ")

�
dt: (2.3)

De la preuve du théorème 2:1:1, nous extrayons les remarques suivants.

Remarque 2.1 Sous les hypothèses du Théorème 2:1:1 pour tout z 2 D la relation
suivante est véri�ée

x (T; z; ")� x (0; z; ") = � (z; ") :
De plus, la fonction � peut s�écrire sous la forme

� (z; ") = "f (z) +O
�
"2
�
;

où f est donné par (2.2) et le symbole O ("2) désigne une fonction bornée sur tout
sous-ensemble compact de D� (�"f ; "f ) multiplié par "2. De plus, pour j"j su¢ sam-
ment petit, z = ' (0; ") est un zéro isolé de � (�; ").

Remarque 2.2 Soit f : D ! Rn une fonction de classe C1, avec f (a) = 0; où D
est un sous-ensemble ouvert de Rn et a 2 D. Chaque fois que a est un simple zéro
de f (c�est-à-dire le jacobien de f en a n�est pas nul), alors il existe un voisinage V
de a tel que f(z) 6= 0 pour tout z 2 V n fag. Alors dB(f ;V; 0) 2 f�1; 1g :

2.2 Autre méthode de moyennisation

On considère le problème de la bifurcation des solutions T -périodiques d�un sys-
tème di¤érentiel de la forme

_x (t) = G0 (t; x) + "G1 (t; x) + "
2G2 (t; x;") ; (2.4)

avec " 6= 0 su¢ samment petit. Les fonctions G0; G1 : R�
 �! Rn et G2 : R�
�
(�"0; "0) �! Rn sont des fonctions de classe C2 et T�périodiques par rapport à la
première variable, et 
 est un sous ensemble ouvert de Rn. L�hypothèse principale
est que le système non perturbé

_x (t) = G0 (t; x) (2.5)

a une sous variété de solutions périodiques. Une solution de ce problème est donnée
en utilisant la méthode de moyennisation.
Malkin (voir [5] et ses références) a étudié la bifurcation des solutions T -périodiques
pour le système

_x = G0 (t; x) + "G1 (t; x; ") ;

10



CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

dont le système non perturbé a une famille de solutions T -périodiques avec des
conditions initiales données par une fonction lisse � : Rk ! Rn; et prouvé que si la
fonction de bifurcation

G (�) =
TZ
0

0@ < u1 (t; �) ; g (t; x (t; � (�)) ; 0) >
� � �

< uk (t; �) ; g (t; x (t; � (�)) ; 0) >

1A dt;
où ui; i = 1; : : : ; k, sont k solutions T -périodiques linéairement indépendantes du
système di¤érentiel linéarisé adjoint, a un simple zéro �0 tel que det (G) j�=�0 6= 0,
alors pour tout " > 0 su¢ samment petit, le système

_x = G0 (t; x) + "G1 (t; x; ")

a une solution T -périodique unique x" telle que x" (0)! � (�0) quand "! 0.
Ceci peut être reformulé comme suit : Soit x(t; z; ") la solution du système non

perturbé (2.5) telle que x(0; z; ") = z. Nous écrivons la linéarisation du système non
perturbé le long de la solution périodique x(t; z; 0) comme suit

�
y = DxG0 (t; x (t; z; 0)) y. (2.6)

Dans ce qui suit, nous désignons par Mz (t) une matrice fondamentale du système
di¤érentiel linéaire (2.6), et par � : Rk � Rn�k �! Rk la projection de Rn sur ses k
premières coordonnées ; c�est-à-dire � (x1; :::; xn) = (x1; :::; xk).
Ensuite, une réponse au problème de la bifurcation des solutions périodiques

pour le système (2.4) est donnée par les résultats suivants.

Théorème 2.2.1 Soit V un sous-ensemble ouvert et borné de Rk et soit � : Cl(V )!
Rn�k une fonction de classe C2.
On suppose que
(i) Z = fz� = (�; � (�)) ; � 2 C1 (V )g � 
 et pour tout z� 2 Z la solution x (t; z�)
de (2.5) est T�périodique.
(ii) Pour tout z� 2 Z il y a une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.6) telle que la
matrice M�1

z� (0) �M�1
z� (T ) a dans le bloc supérieur droit matrice k � (n � k) nulle

et dans le bloc inférieur droit la matrice ��(n� k)� (n� k) avec det (��) 6= 0.
On considère la fonction G : Cl(V )! Rk

G (�) = �

0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)G1 (t; x (t; z�; 0)) dt

1A . (2.7)

S�il existe a 2 V avec G(a) = 0 et det((dG=d�)(a)) 6= 0, alors il existe une solution
T -périodique x (t; ") du système (2.4) telle que x (0; ")! z� quand "! 0.

Pour une preuve du théorème 2:2:1 voir Malkin [21] et Roseau [28], ou [4] pour
une preuve alternative.
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Les solutions périodiques du problème lunaire
spatial de Hill

3.1 Introduction et résultats principaux

Nous allons travailler dans un cas particulier du problème à trois corps restreints.
Le problème restreint est modi�é en cinq versions :

1. Le problème circulaire planaire à trois corps restreints, lorsque les primaires
tournent en orbite circulaire autour de leur centre de masse commun et que le
troisième corps se déplace dans le même plan.

2. Si le mouvement des primaires n�est pas circulaire et ont une section conique, le
cas important est celui où les primaires se déplacent sur des orbites elliptiques
autour du centre de leurs masses. Dans ce cas, il est appelé problème elliptique
ou pseudo restreint.

3. Lorsque le troisième corps sort du plan des primaires, le problème est ap-
pelé problème à trois dimensions. Ce problème est applicable dans l�étude
des orbites Pour certaines planètes mineures avec une forte inclinaison vers
l�écliptique.

4. Si les masses des primaires ou du troisième corps varient avec le temps. Il est
appelé problème restreint à masse variable et a des applications importantes
dans la dynamique stellaire et la cosmologie.

5. Si le rapport de masse du plus petit primaire à la somme des masses des
primaires est très petit et peut avoir tendance à zéro, le problème est appelé
problème de Hill. Dans ce cas, les problèmes avec un très petit rapport de
masse apparaissent comme des problèmes perturbés pour le problème à deux
corps.

12



CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU PROBLÈME LUNAIRE
SPATIAL DE HILL

Nous concentrerons notre attention sur le cas du problème lunaire spatial per-
turbé de Hill. Ce problème est très important du point de vue astrophysique, voir
par exemple [1, 16, 17, 26, 27, 22, 23, 30].
Les équations de mouvement du problème lunaire spatial de Hill sont données comme
suit 8>>>>>><>>>>>>:

d2q1
dt2

� 2dq2
dt
� 3q1 +

q1
(q21 + q

2
2 + q

2
3)
3=2
= 0;

d2q2
dt2

+ 2
dq1
dt
+

q2
(q21 + q

2
2 + q

2
3)
3=2
= 0;

d2q3
dt2

+ q3 +
q3

(q21 + q
2
2 + q

2
3)
3=2
= 0

(3.1)

(voir [24] ). Les solutions d�équilibre des équations di¤érentielles précédentes sont
données par L1 = (q1; q2; q3) =

�
3�1=3; 0; 0

�
et L2 = (~q1; ~q2; ~q3) =

�
�3�1=3; 0; 0

�
. Dans

ce travail, nous fournissons des conditions su¢ santes pour l�existence de solutions
périodiques émergeant de l�équilibre L1. Les mêmes sont valables pour L2.
Le problème de l�étude de l�existence de solutions périodiques qui proviennent de

solutions d�équilibre de systèmes d�équations di¤érentielles est un problème classique
dans la littérature, voir pour plus d�informations [24].
Il est bien connu l�existence d�orbites périodiques émergeant des points eulériens

dans le problème des trois corps restreints et dans le problème de Hill aussi. Pour
les preuves de ces résultats, le principal outil utilisé est le théorème du centre de
Lyapunov ou certaines de ses variantes, voir pour plus de détails [24] et [3].
Mais dans certains cas où les forces perturbatives impliquées ne sont pas conser-

vatrices, les théorèmes de type Lyapunov ne fonctionnent pas. C�est exactement le
cas que nous allons traiter dans le présent travail.
En utilisant le changement de variable (x; y; z) =

�
q1 � 3�1=3; q2; q3

�
; et la linéa-

risation des équations di¤érentielles (3.1), on obtient8>>>>><>>>>>:

d2x

dt2
� 2dy

dt
� 9x = 0;

d2y

dt2
+ 2

dx

dt
+ 3y = 0;

d2z

dt2
+ 4z = 0:

(3.2)

Dans ce travail nous utilisons la méthode de moyennisation pour étudier l�existence
des solutions périodiques du système di¤érentiel non linéaire8>>>>>><>>>>>>:

d2x

dt2
� 2dy

dt
� 9x = "F1

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

d2y

dt2
+ 2

dx

dt
+ 3y = "F2

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

d2z

dt2
+ 4z = "F3

�
t; x;

dx

dt
; y;
dy

dt

�
;

(3.3)
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3.1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS PRINCIPAUX

où " est un petit paramètre et les fonctions lisses F1; F2 et F3 dé�nissent la per-
turbation. Ces fonctions sont périodiques en t et en résonance p : q avec certaines
des solutions périodiques de (3.2); avec p et q sont des entiers positifs relativement
premiers.
Le système non perturbé (3.2) a un point singulier unique à l�origine avec des valeurs
propres

��;�!1i;�!2i

avec � =
p
2
p
7 + 1; !1 =

p
2
p
7� 1 et !2 = 2. Ce système dans l�espace des

phases
�
x;
dx

dt
; y;
dy

dt
; z;
dz

dt

�
a deux plans de solutions périodiques à l�exception de

l�origine. Ces solutions périodiques ont des périodes comme suit

T1 =
2�

!1
or T2 = �;

selon qu�ils appartiennent au plan associé aux vecteurs propres avec des valeurs
propres �!1i ou �!2i ; respectivement. Nous étudierons laquelle de ces solutions
périodiques persiste pour le système perturbé (3.3) lorsque le paramètre " est su¢ -
samment petit et que les fonctions perturbées Fi pour i 2 f1; 2; 3g ont une période
pT1=q; ou pT2=q; où p et q sont des entiers positifs relativement premiers.
Soit Z0 = (Z01 ; Z

0
2); et on considère la fonction G = (G1;G2) telle que

G1
�
Z0
�
=

1

pT2

pT2Z
0

h(cos (!2t) ;� sin (!2t)) ; (F �5 (t) ; F �6 (t))idt

=
1

pT2

pT2Z
0

cos (!2t)F
�
5 (t) dt; (3.4)

G2
�
Z0
�
=

1

pT2

pT2Z
0

h(sin (!2t) ; cos (!2t)) ; (F �5 (t) ; F �6 (t))idt

=
1

pT2

pT2Z
0

sin (!2t)F
�
5 (t) dt;

où h; i est le produit scalaire et

F �5 (t) =
1

2
F3;

avec F3 = F3 (�21 (t) ; : : : ; �
2
6 (t)) ; et �

2
j (t) = 0; j = 1; : : : ; 4;

�25 (t) = �Z02 cos (!2t)� Z01 sin (!2t) ;
�26 (t) = 2

�
Z01 cos (!2t) + Z

0
2 sin (!2t)

�
14



CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU PROBLÈME LUNAIRE
SPATIAL DE HILL

et F �6 (t) = 0. Un zéro Z
0� = (Z0�1 ; Z

0�
2 ) du système non linéaire G (Z0) = 0 tel que

det

�
@G
@Z0

jZ0=Z0�
�
6= 0;

s�il existe un zéro simple Z0� de la fonction G; alors de la solution T2-périodique du
système non perturbé avec une valeur initiale Z0� émane une branche de solutions
T2-périodiques du système perturbé, voir [5].

Théorème 3.1.1 Soit p et q des entiers positifs relativement premiers et suppo-
sons que les fonctions lisses F1; F2 et F3 des équations de mouvement de (3.3) sont
périodiques en t et de période pT2=q. Alors, pour " 6= 0 su¢ samment petit et pour
tout zéro simple Z0� 6= 0 du système non linéaire G (Z0) = 0; le système perturbé
(3.3) a une solution périodique (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) tendant vers la solution pério-
dique (x(t); y(t); z(t)) = (�21(t); �

2
3 (t) ; �

2
5 (t))jZ0=Z0� du système non perturbé (3.2) a

parcouru p fois.

Le théorème 3:1:1 est prouvé dans la section 3:2. Sa démonstration est basée sur la
méthode de moyennisation pour le calcul des solutions périodiques (voir [5, 8, 12, 15]
et [14] où di¤érents problèmes sont traités avec cet outil ou des outils similaires).
Une application du théorème 3:1:1 est présentée dans le corollaire suivant, qui

sera prouvé dans la section 3:3.

Corollaire 3.1.1 On suppose que F1(t; x; _x; y; _y; z; _z) = f(t); F2(t; x; _x; y; _y; z; _z) =
g(t); F3(t; x; _x; y; _y; z; _z) = z3 + sin(!2t)(z

2 � _z2) où f(t) et g(t) sont des fonc-
tions lisses arbitraires. Alors, le système (3.3); pour " 6= 0 su¢ samment petit, a
deux solutions périodiques (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) tendant vers la solution périodique
(x(t); y(t); z(t)) = (�21(t); �

2
3 (t) ; �

2
5 (t))jZ0=Z0� de (3.2) lorsque " ! 0, donné par

Z0� = (
1

3
; 0).

Soit Y 0 = (Y 01 ; Y
0
2 ); et considérons la fonction �G = (G3;G4) pour le système (3.3)

donné par : (voir [5]).

G3
�
Y 0
�
=

1

pT1

pT1Z
0

h(cos (!1t) ;� sin (!1t)) ; (F �3 (t) ; F �4 (t))idt

=
1

pT1

pT1Z
0

(cos (!1t)F
�
3 (t)� sin (!1t)F �4 (t)) dt;

G4
�
Y 0
�
=

1

pT1

pT1Z
0

h(sin (!1t) ; cos (!1t)) ; (F �3 (t) ; F �4 (t))idt

=
1

pT1

pT1Z
0

(cos (!1t)F
�
4 (t) + sin (!1t)F

�
3 (t)) dt;
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3.1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS PRINCIPAUX

où

F �3 (t) =

�
1

4
+

1p
7

�
F2; F

�
4 (t) = �

1

4

s
�1
7
+

2p
7
F1,

avec Fi = Fi (�11 (t) ; : : : ; �
1
6 (t)) ; i = 3; 4; et

�11 (t) =
2

9

�p
7� 4

�
(Y1 cos (!1t) + Y2 sin (!1t)) ;

�12 (t) = �
�
4� 2

p
7
�
(Y2 cos (!1t)� Y1 sin (!1t))

!1
;

�13 (t) = �
2 (Y2 cos (!1t)� Y1 sin (!1t))

!1
;

�14 (t) = 2 (Y1 cos (!1t) + Y2 sin (!1t)) ;

�15 (t) = �
1
6 (t) = 0.

Comme nous l�avons dit, s�il existe un zéro simple Y 0� de la fonction �G; alors de la
solution T1-périodique du système non perturbé de valeur initiale Y 0� émane une
branche de T1-solutions périodiques du système perturbé, voir [5].
L�énoncé de notre résultat principal sur les solutions périodiques du système

di¤érentiel (3.3) qui bifurquent des solutions périodiques de période T1 du système
non perturbé parcouru p fois est le suivant.

Théorème 3.1.2 Soit p et q des entiers positifs relativement premiers et suppo-
sons que les fonctions lisses F1; F2 et F3 des équations de mouvement de (3.3) sont
périodiques en t et de période pT1=q. Alors pour " 6= 0 su¢ samment petit et pour
tout zéro simple Y 0� 6= 0 du système non linéaire �G (Y 0) = 0, le système perturbé
(3.3) a une solution périodique (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) tendant vers la solution pério-
dique (x(t); y(t); z(t)) = (�11(t); �

1
3 (t) ; �

1
5 (t))jY 0=Y 0� du système non perturbé (3.2)

a parcouru p fois.

Dans le corollaire suivant, nous proposons une application du théorème 3:1:2.

Corollaire 3.1.2 On suppose que F1(t; x; _x; y; _y; z; _z) = sin(!1t) � x2 � xy + y2 +
f1 (z) + g1 ( _z) ; F2(t; x; _x; y; _y; z; _z) = cos(!1t)y � _y2 + x+ f2 (z) + g2 ( _z) ;
F3(t; x; _x; y; _y; z; _z) = h (t) où f1 (z) ; f2 (z) ; g1 ( _z) ; g2 ( _z) et h (t) sont des fonctions
arbitraires. Alors le système (3:3) pour " 6= 0 su¢ samment petit a une solution pé-
riodique (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) tendant aux solutions périodiques (x(t); y(t); z(t)) =
(�11(t); �

1
3 (t) ; �

1
5 (t))jY 0=Y 0� de (3.2) lorsque "! 0; donné par Y 0� =

�
1
2
!1; 0

�
.

Remarque 3.1 On note que le rapport des fréquences !2=!1 ne résonne pas avec
�. En e¤et, pour prouver nos résultats, nous aurons besoin d�un certain déterminant
soit non nul et cela se produira si seulement sin2(�p!2=!1) 6= 0. Cependant, si le
déterminant était nul, nous aurions �p!2=!1 = k�; k entier. Mais cela impliquerait
que

p
7 serait un nombre rationnel, ce qui n�est pas le cas. Ainsi, la condition non

résonnante sur le rapport !2=!1 est automatiquement satisfaite et n�a pas besoin
d�être mentionnée dans les énoncés des résultats.
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3.2 Preuve des théorèmes 3:1:1 et 3:1:2

Si (x1; x2; y1; y2; z1; z2) =
�
x;
dx

dt
; y;
dy

dt
; z;
dz

dt

�
le système di¤érentiel (3.3) peut

être écrit sous la forme8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

dx1
dt

= x2;

dx2
dt

= 9x1 + 2y2 + "F1 (x1; x2; y1; y2; z1; z2) ;

dy1
dt
= y2;

dy2
dt
= �2x2 � 3y1 + "F2 (x1; x2; y1; y2; z1; z2) ;

dz1
dt
= z2;

dz2
dt
= �4z1 + "F3 (x1; x2; y1; y2; z1; z2) ;

(3.5)

Notons que le système di¤érentiel (3.5) lorsque " = 0 est équivalent au système dif-
férentiel (3.2), appelé le système non perturbé. Si " 6= 0 appelé le système perturbé.
Le changement des variables (�x1; �x2; �y1; �y2; �z1; �z2)! (x1; x2; y1; y2; z1; z2) donné par

0BBBBBB@
x1
x2
y1
y2
z1
z2

1CCCCCCA =

0BBBBBBBBBBB@

1
�

� 1
�
�2
9
�2 0 0 0

1 1 0
2�1
!1

0 0

1
3
�1

1
3
�1 0 � 2

!1
0 0

��2
�

�2
�

2 0 0 0

0 0 0 0 0 �1
0 0 0 0 2 0

1CCCCCCCCCCCA

0BBBBBB@
�x1
�x2
�y1
�y2
�z1
�z2

1CCCCCCA (3.6)

où �1 = 2�
p
7 et �2 = 4�

p
7.

On écrit la partie linéaire du système di¤érentiel (3.5) sous sa forme normale réelle
de Jordan, et ce système dans les nouvelles variables (�x1; �x2; �y1; �y2; �z1; �z2) devient8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
�x1 = ��x1 + "F

�
1 ;

�
�x2 = ���x2 + "F �2 ;
�
�y1 = !1�y2 + "F

�
3 ;

�
�y2 = �!1�y1 + "F �4 ;
�
�z1 = !2�z2 + "F

�
5 ;

�
�z2 = �!2�z1 + "F �6 ;

(3.7)
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3.2. PREUVE DES THÉORÈMES 3:1:1 ET 3:1:2

où

F �1 =
1

28

��
7 + 2

p
7
�
F1 +

q
7 + 14

p
7F2

�
;

F �2 =
1

28

��
7 + 2

p
7
�
F1 �

q
7 + 14

p
7F2

�
;

F �3 =

�
1

4
+

1p
7

�
F2;

F �4 = �1
4

s
2p
7
� 1
7
F1;

F �5 =
F3
2
;

F �6 = 0;

avec Fi = Fi (�1; : : : ; �6) et

�1 =
x1 � x2p
1 + 2

p
7
+
2

9

�p
7� 4

�
y1;

�2 = x1 + x2 � 2
r
1

3

�
2
p
7� 5

�
y2;

�3 =
1

9

�
�3
�p
7� 2

�
x1 � 3

�p
7� 2

�
x2 � 2

q
3 + 6

p
7y2

�
;

�4 =

�p
7� 4

�
x1 �

�p
7� 4

�
x2 + 2

p
1 + 2

p
7y1p

1 + 2
p
7

;

�5 = �z2;
�6 = 2z1:

Lemme 3.2.1 Les solutions périodiques (�x1 (t) ; �x2 (t) ; �y1 (t) ; �y2 (t) ; �z1 (t) ; �z2 (t)) du
système di¤érentiel (3.7) avec " = 0 sont�

0; 0; Y 01 cos (!1t) + Y
0
2 sin (!1t) ; Y

0
2 cos (!1t)� Y 01 sin (!1t) ; 0; 0

�
; (3.8)

de la période T1, et�
0; 0; 0; 0; Z01 cos (!2t) + Z

0
2 sin (!2t) ; Z

0
2 cos (!2t)� Z01 sin (!2t)

�
; (3.9)

de la période T2.

Preuve du Théorème 3:1:1. On suppose que les fonctions F1; F2 et F3 de (3.3)
sont périodiques en t de la période pT2=q avec p et q des entiers positifs relativement
premiers. Alors, on peut considérer que le système di¤érentiel (3.7) et les solutions
périodiques (3.9) ont la même période pT2.
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Nous allons appliquer le théorème 2:2:1 du chapitre 2 au système di¤érentiel (3.7),
et nous utilisons la notation qui y est introduite. Notez que le système (3.7) peut
être écrit sous la forme d�un système (2.4) prenant

x =

0BBBBBB@
�x1
�x2
�y1
�y2
�z1
�z2

1CCCCCCA ; G0 (t; x) =
0BBBBBB@

��x1
���x2
!1�y2
�!1�y1
!2�z2
�!2�z1

1CCCCCCA ; G1 (t; x) =
0BBBBBB@
F �1
F �2
F �3
F �4
F �5
F �6

1CCCCCCA ; G2 (t; x;") =
0BBBBBB@
0
0
0
0
0
0

1CCCCCCA
Nous allons maintenant étudier quelles solutions périodiques du système non per-
turbé (3.7) avec " = 0 de type (3.9) persistent comme solutions périodiques pour le
perturbé pour " 6= 0 su¢ samment petit.
Nous commençons par la description des di¤érents éléments qui apparaissent dans
l�énoncé du théorème 2:2:1 pour le cas particulier du système di¤érentiel (3.7). Ainsi,
nous avons 
 = R6; k = 2 et n = 6. Maintenant, soit r1 > 0 arbitrairement petit
et soit r2 > 0 arbitrairement grand. Soit V un sous ensemble ouvert et borné de

R2 de la forme V =
�
(0; 0; 0; 0; Z01 ; Z

0
2) 2 R6 : r1 <

q
(Z01)

2
+ (Z02)

2
< r2

�
. Comme

d�habitude, Cl(V ) désigne la fermeture de V . Si � = (Z01 ; Z
0
2), alors on identi�e V

avec l�ensemble f� 2 R2 : r1 < jj�jj < r2g, ici jj � jj désigne la norme euclidienne de
R2. La fonction � : Cl(V ) ! R4 est �(�) = (0; 0; 0; 0). Par conséquent, pour notre
système, nous avons

Z = fz�=(�(�); �) ; � 2 Cl (V )g ,

=

��
0; 0; 0; 0; Z01 ; Z

0
2

�
2 R6 : r1 �

q
(Z01)

2
+ (Z02)

2 � r2
�
.

On considère pour chaque z� 2 Z la solution périodique

x(t; z�) = (0; 0; 0; 0; Z1 (t) ; Z2 (t)),

donnée par (3.9) de période pT2.
La matrice fondamentale Mz�(t) du système linéaire (3.7) avec " = 0 associé à la
solution pT2�périodique z� = (0; 0; 0; 0; Z01 ; Z02) telle que Mz�(0) = I est

Mz�(t) =M(t) =

0BBBBBB@
e�t 0 0 0 0 0
0 �e��t 0 0 0 0
0 0 cos (!1t) sin (!1t) 0 0
0 0 � sin (!1t) cos (!1t) 0 0
0 0 0 0 cos (!2t) sin (!2t)
0 0 0 0 � sin (!2t) cos (!2t)

1CCCCCCA .
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3.2. PREUVE DES THÉORÈMES 3:1:1 ET 3:1:2

On remarque que la matrice Mz�(t) ne dépend pas de la solution périodique parti-
culière x(t; z�; 0).

La matrice M�1 (0)�M�1 (pT2) =0BBBBBBBBBBBBBBB@

1� e
�
2��p

!2 0 0 0 0 0

0 e

2��p

!2 � 1 0 0 0 0

0 0 2 sin2
�
�p!1
!2

�
sin

�
2�p!1
!2

�
0 0

0 0 � sin
�
2�p!1
!2

�
2 sin2

�
�p!1
!2

�
0 0

0 0 0 0 2 sin2 (�p) sin (2�p)
0 0 0 0 � sin (2�p) 2 sin2 (�p)

1CCCCCCCCCCCCCCCA
;

satisfait aux hypothèses de l�énoncé (ii) du théorème 2:2:1 car le déterminant���������������

1� e
�
2��p

!2 0 0 0

0 e
2��p
!2 � 1 0 0

0 0 2 sin2
�
�p!1
!2

�
sin

�
2�p!1
!2

�
0 0 � sin

�
2�p!1
!2

�
2 sin2

�
�p!1
!2

�

���������������
= 16 sinh2

�
��p

!2

�
sin2

�
�p!1
!2

�
6= 0;

car le rapport des fréquences est non résonnant avec �, voir la remarque 3:1:1. En
bref, toutes les hypothèses du théorème 2:2:1 sont satisfaites par le système (3.7).
Pour notre système, la fonction � : R6 �! R2 a la forme � (�x1; �x2; �y1; �y2; �z1; �z2) =
(�z1; �z2).
Calculons maintenant la fonction

G
�
Z01 ; Z

0
2

�
= G (�) = �

0@ 1

pT2

pT2Z
0

M�1
z� (t)G1 (t;x (t; z�; 0)) dt

1A ;
où G (Z0) = (G1 (Z0) ;G2 (Z0)). Alors, par le théorème 2:2:1 nous avons pour tout
zéro simple Z0� 2 V du système de fonctions non linéaires (G1 (Z0) ;G2 (Z0)) = (0; 0),
nous avons une solution périodique (�x1; �x2; �y1; �y2; �z1; �z2) (t; ") du système (3.7) tel que

(�x1; �x2; �y1; �y2; �z1; �z2) (0; ") �!
�
0; 0; 0; 0; Z0�1 ; Z

0�
2

�
lorsque " �! 0.
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU PROBLÈME LUNAIRE
SPATIAL DE HILL

En revenant sur le changement de coordonnées (3.6), nous obtenons une solution
périodique (x1; x2; y1; y2; z1; z2) (t; ") du système (3.7) telle que0BBBBBB@

x1 (t; ")
x2 (t; ")
y1 (t; ")
y2 (t; ")
z1 (t; ")
z2 (t; ")

1CCCCCCA!

0BBBBBB@
0
0
0
0

�Z0�2 cos (!2t) + Z0�1 sin (!2t)
!2 (Z

0�
1 cos (!2t) + Z

0�
2 sin (!2t))

1CCCCCCA lorsque " �! 0.

On obtient donc une solution périodique (x; y; z)(t; ") du système (3.3) telle que

(x; y; z)(t; ")!

0@ 0
0

�Z0�2 cos (!2t) + Z0�1 sin (!2t)

1A lorsque " �! 0:

Ceci complète la preuve du théorème 3:1:1.
Preuve du Théorème 3:1:2:. La preuve est analogue à la preuve du théorème
3:1:1. En changeant les rôles de T2 pour T1; et on obtient la solution périodique0BBBBBB@

2
9

�p
7� 4

�
(Y1 cos (!1t) + Y2 sin (!1t))��

4� 2
p
7
�
(Y2 cos (!1t)� Y1 sin (!1t))

�
=!1

� (2 (Y2 cos (!1t)� Y1 sin (!1t))) =!1
2 (Y1 cos (!1t) + Y2 sin (!1t))

0
0

1CCCCCCA lorsque " �! 0:

On obtient donc une solution périodique (x; y; z)(t; ") du système (3.3) telle que

(x; y; z)(t; ")!

0@ 2
9

�p
7� 4

�
(Y1 cos (!1t) + Y2 sin (!1t))

� (2 (Y2 cos (!1t)� Y1 sin (!1t))) =!1
0

1A lorsque " �! 0:

3.3 Preuve des Corollaires 3:1:1 et 3:1:2

Preuve du Corollaire 3:1:1:. Sous les hypothèses du corollaire 3:1:1, le système
non linéaire (3.4) devient

G1
�
Z01 ; Z

0
2

�
=

�1
16
Z02

�
2Z01 + 3

�
Z01
�2
+ 3

�
Z02
�2�

= 0;

G2
�
Z01 ; Z

0
2

�
=

1

16

�
�
�
Z01
�2
+ 3

�
Z01
�3 � 11 �Z02�2 + 3Z01 �Z02�2� = 0:
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3.3. PREUVE DES COROLLAIRES 3:1:1 ET 3:1:2

Ce système a le solution suivante

Z0� =

�
1

3
; 0

�
.

De plus, depuis

det

�
@G
@Z0

�
jZ0�=( 13 ;0)=

1

768
6= 0;

cette solution est simple. En�n, d�après le théorème 3:1:2, nous n�avons qu�une seule
solution périodique pour ce système.
Preuve du Corollaire 3:1:2:. Sous les hypothèses du corollaire 3:1:2, le système
non linéaire �G (Y 0) = 0 devient

G3
�
Y 01 ; Y

0
2

�
= �

p
7

28
Y 01 +

p
�7 + 14

p
7

56
= 0;

G4
�
Y 01 ; Y

0
2

�
= �

p
7

28
Y 02 = 0:

Ce système a la solution suivante

Y 0� =

�
1

2
!1; 0

�
:

De plus, depuis

det

�
@ �G
@Y 0

�
jY 0�=( 12!1;0)=

1

112
6= 0

cette solution est simple. En�n, d�après le théorème 3:1:2, nous n�avons qu�une seule
solution périodique pour ce système et la preuve est terminée.
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Etude de l�existence de cycles limites pour
une classe des systèmes di¤érentiels polyno-
miaux en dimension 4

4.1 Introduction

L�objectif de ce travail est d�étudier la bifurcation de Hopf en un point critique p
des systèmes di¤érentiels de classes C3et C4 dans R4 avec une partie linéaire donnée
par la matrice 0BB@

0 �� 0 0
� 0 0 0
0 0 0 ��
0 0 � 0

1CCA ; (4.1)

avec �=� = 1=2, et un système di¤érentiel de classe C5 dans R4 ayant une partie li-
néaire donnée par (4.1) et �=� = 3=2, Plus précisément nous montrerons qu�il existe
des systèmes di¤érentiels de classe C3 ayant 0 ou 1 famille d�orbites périodiques à
un paramètre bifurquant du point critique p qu�il existe des systèmes di¤érentiels
de classe C4 ayant 0; 1; 2; 3, ou 4 familles à un paramètre d�orbites périodiques bifur-
quant à partir du point critique p, et qu�il existe des systèmes di¤érentiels de classe
C5 ayant 0; 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 familles à un paramètre d�orbites périodiques bifurquantes
à partir du point critique p.
Nous n�évoquons que brièvement quelques-unes des principales étapes de l�his-

toire de l�étude de la bifurcation de Hopf en ce genre de points critiques. En 1895
Liapunov (voir [2] p 498) a prouvé que si la partie linéaire en un point critique
d�un champ de vecteurs hamiltonien analytique a des valeurs propres ��ki pour
k = 1; : : : ; n qui sont linéairement indépendantes des nombres entiers (c�est-à-dire

23



4.1. INTRODUCTION

non résonnante), alors n familles à un paramètre d�orbites périodiques bifurquent
à partir de ce point critique. En 1973 Weinstein [31] a amélioré le résultat de Lia-
punov en incluant les hamiltoniens résonnants, mais avec l�hypothèse supplémen-
taire que le Hessienne est dé�ni positivement. En 1976 Moser [25] a généralisé le
résultat de Weinstein à des systèmes ayant une première intégrale avec Hessienne
dé�nie positivement, pas nécessairement hamiltonienne. En 1976 Devaney [11] a
donné une version du théorème de Lyapunov pour les systèmes qui sont purement
réversibles (pas nécessairement hamiltoniens), en supposant que les valeurs propres
sont simples. A notre connaissance, la bifurcation de Hopf en un point critique p
d�un système di¤érentiel de classe C3 ou C4 (respectivement C5) dans R4 ayant une
partie linéaire (4.1) dans la résonance 1=2 (respectivement 3=2) n�a pas été étudiée.
Bien sûr, en faisant une translation des coordonnées on peut supposer que le point
critique p est à l�origine des coordonnées, et en faisant un redimensionnement de la
variable de temps sans perte de généralité on peut supposer que � = 1 et � = 1=2
(respectivement � = 1 et � = 3=2).
Nous ne caractérisons pas toutes les bifurcations de Hopf possibles pour ce type

de systèmes di¤érentiels de classe Ck; k = 3; 4; 5. Nous prouvons seulement qu�il
existe des classes de systèmes di¤érentiels de classe C3 ayant 0 ou 1 famille de para-
mètres d�orbites périodiques bifurquant à partir de l�origine, qu�il existe des classes
de systèmes di¤érentiels de classe C4 ayant 0; 1; 2; 3 ou 4 familles de paramètres pério-
diques orbites bifurquantes depuis l�origine, et qu�il existe des systèmes di¤érentiels
de classe C5 ayant 0; 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 familles à un paramètre d�orbites périodiques
bifurquant depuis l�origine. Puisque pour prouver de tels résultats, nous utiliserons
la méthode de moyennisation du premier ordre, nous devons choisir soigneusement la
classe de systèmes di¤érentiels à étudier. Ainsi, nous traitons le système di¤érentiel
de classe C3 8>><>>:

_x = �y + "A1 + A2 + �A3;
_y = x+ "B1 +B2 + �B3;
_z = �1

2
w + "C1 + C2 + �C3;

_w = 1
2
z + "D1 +D2 + �D3;

(4.2)

le système di¤érentiel de classe C48>><>>:
_x = �y + "2A1 + "A2 + A3 + �A4;
_y = x+ "2B1 + "B2 +B3 + �B4;
_z = �1

2
w + "2C1 + "C2 + C3 + �C4;

_w = 1
2
z + "2D1 + "D2 +D3 + �D4;

(4.3)

et le système di¤érentiel de classe C58>><>>:
_x = �y + "3A1 + "2A2 + "A3 + A4 + �A5;
_y = x+ "3B1 + "

2B2 + "B3 +B4 + �B5;
_z = �3

2
w + "3C1 + "

2C2 + "C3 + C4 + �C5;
_w = 3

2
z + "3D1 + "

2D2 + "D3 + C4 + �D5;

(4.4)
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CHAPITRE 4. ETUDE DE L�EXISTENCE DE CYCLES LIMITES POUR UNE
CLASSE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX EN
DIMENSION 4

où

Ar =
X

i+j+k+l=r

aijklx
iyjzkwl;

Br =
X

i+j+k+l=r

bijklx
iyjzkwl;

Cr =
X

i+j+k+l=r

cijklx
iyjzkwl;

Dr =
X

i+j+k+l=r

dijklx
iyjzkwl;

pour r = 1; 2; 3; 4. Les fonctions �Ak; �Bk; �Ck et �Dk; k = 3; 4; 5 désignent l�erreur
de Lagrange dans les termes de troisième, quatrième et cinquième ordre, du déve-
loppement en série de Taylor de ces systèmes di¤érentiels de classe C3; C4 et C5,
respectivement. voir[9].

Théorème 4.1.1 Pour " 6= 0 su¢ samment petit, les a¢ rmations suivantes sont
valables.
(a) Le nombre maximum de cycles limites du système di¤érentiel (4.2) bifurquant à
partir de l�origine est au plus 1 si la fonction de déplacement à l�ordre " n�est pas
identiquement nulle.
(b) Il existe des exemples du système (4.2) ayant 0 ou 1 cycle limite bifurquant de
l�origine.

Théorème 4.1.2 Pour " 6= 0 su¢ samment petit, les a¢ rmations suivantes sont
valables.
(a) Le nombre maximum de cycles limites du système di¤érentiel (4.3) bifurquant à
partir de l�origine est au plus 4 si la fonction de déplacement à l�ordre " n�est pas
identiquement nulle.
(b) Il existe des exemples du système (4.3) ayant 0; 1; 2; 3 ou 4 cycles limites bifur-
quant de l�origine.

Théorème 4.1.3 Pour " 6= 0 su¢ samment petit, les a¢ rmations suivantes sont
valables.
(a) Le nombre maximum de cycles limites du système di¤érentiel (4.4) bifurquant à
partir de l�origine est au plus 6 si la fonction de déplacement à l�ordre " n�est pas
identiquement nulle.
(b) Il existe des exemples du système (4.4) ayant 0; 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 cycles limites
bifurquant de l�origine.

L�outil pour prouver ces théorèmes est la méthode de moyennisation du premier
ordre, voir chapitre 2. La méthode de moyennisation utilisée pour l�étude des cycles
limites a été appliquée à d�autres problèmes, voir par exemple [19] et leurs références.
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4.2. PREUVE DU THÉORÈME 4:1:1

4.2 Preuve du Théorème 4:1:1

A�n d�étudier la bifurcation de Hopf du système di¤érentiel (4.2) à l�origine des
coordonnées, nous écrirons ce système sous la forme standard (2.1) pour pouvoir
appliquer la méthode moyennisation du premier ordre. Ainsi, suivant les idées de [7]
nous faisons le changement de variables

x = r cos �; y = r sin �; z = R cos

�
� + s

2

�
; w = R sin

�
� + s

2

�
: (4.5)

On remarque que ce changement de variables n�est pas un di¤éomorphisme quand
r = 0 ou R = 0. Il faut donc restreindre notre étude des cycles limites du système
(4.2) à la région de l�espace où r > 0 et R > 0.
On note que r; R et s sont trois premières intégrales indépendantes de la partie

linéaire du système (4.2) à l�origine, et que ce changement restreint au plan (x; y)
est un changement de coordonnées polaires. Alors le système (4.2) devient8>><>>:

_r = "r1 + r2 + r3;
_� = 1 + 1

r
("�1 + �2 + �3) ;

_R = "R1 +R2 +R3;
_s = 1

R
("s1 + s2 + s3) ;

(4.6)

où rk = rk(r; �;R; s); �k = �k(r; �; R; s); Rk = Rk(r; �; R; s) et sk = sk(r; �; R; s)
pour k = 1; 2 sont des polynômes homogènes de degré k en les variables r et R avec
des fonctions de coe¢ cients en � et s, et r3 = r3(r; �;R; s);
�3 = �3(r; �;R; s); R3 = R3(r; �; R; s) et s3 = s3(r; �;R; s) sont des polynômes

homogènes de degré 3 en les variables r etR avec des fonctions bornées de coe¢ cients
dans les variables (r; �; R; s) dans un voisinage de l�origine.
Considérons maintenant � comme une nouvelle variable indépendante et en fai-

sant la mise à l�échelle

(r; R)!
�
�r = "r; �R = "R

�
; (4.7)

Le système (4.6) devient8>>>><>>>>:
dr

d�
= �"F1 (�; r; R; s) +O ("2) ;

dR

d�
= �"F2 (�; r; R; s) +O ("2) ;

ds

d�
= �"F3 (�; r; R; s) +O ("2) ;

(4.8)

Ce système est déjà sous la forme normale (2.1) pour appliquer la méthode de moyen-
nissation du premier ordre avec x = (r;R; s) et t = �. les fonctions Fk(�; r; R; s) pour
k = 1; 2; 3 sont 4�-périodiques en � puisqu�elles dépendent de � passant par cos �;
sin �; cos((� + s)=2) et sin((� + s)=2). De plus les fonctions Fk(�; r; R; s) sont par
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CLASSE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS POLYNOMIAUX EN
DIMENSION 4

construction de classe C1. Les fonctions qui apparaissent en O("2) peuvent ne pas
être périodiques en � mais elles sont continues du fait qu�elles proviennent des termes
de l�erreur de Lagrange dans le développement de la série de Taylor, mais dans un
voisinage borné de l�origine elles sont aussi proches que nous le souhaitons d�un
périodique et les arguments utilisés dans la preuve du théorème 2:1:1 s�appliquent
également. En bref, nous notons que le système (4.8) satisfait les hypothèses du
théorème 2:1:1 dans une boule D centrée à l�origine.
Si nous désignons par

(f1; f2; f3) (r; R; s) =
1

4�

4�Z
0

(F1; F2; F3) (�; r; R; s)d�;

alors 8<:
f1 =

1
4
(a0r + a1R

2 cos s+ a2R
2 sin s) ;

f2 =
1
4
R (c0 + c1r cos s+ c2r sin s) ;

f3 =
1
2
(d1 � c2r cos s+ c1r sin s) ;

(4.9)

où

a0 = 2 (a1000 + b0100) ;

a1 = �a0002 + a0020 + b0011;
a2 = a0011 + b0002 � b0020;
c0 = 2 (c0010 + d0001) ;

c1 = c0101 + c1010 + d0110 � d1001;
c2 = �c0110 + c1001 + d0101 + d1010;
d1 = 2 (c0001 � d0010) ;

Il est facile de véri�er que tous les coe¢ cients a0; b0; b1; c0; c1; c2 et d1 sont indé-
pendants, c�est-à-dire qu�ils peuvent être choisis arbitrairement en jouant avec les
coe¢ cients aijkl; bijkl; cijkl et dijkl du système initial (4.2). Par le théorème 2:1:1 les
zéros (r0; R0; s0) de

(f1; f2; f3) (r; R; s) = (0; 0; 0) ; (4.10)

tel que

det

0@@f1=@r @f1=@R @f1=@s
@f2=@r @f2=@R @f2=@s
@f3=@r @f3=@R @f3=@s

1A (r0; R0; s0) 6= 0; (4.11)

fournir des orbites périodiques du système (4.8) pour tout " su¢ samment petit.
En raison du changement de variables (4.7) ces orbites périodiques sont des orbites
périodiques du système (4.2) tendant vers l�origine quand "! 0. Ils fournissent donc
des familles d�orbites périodiques du système (4.2) bifurquant depuis l�origine. C�est-
à-dire que ces familles d�orbites périodiques deviennent à partir de la bifurcation de
Hopf à l�origine du système (4.2).
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4.3. PREUVE DE L�ÉNONCÉ (A) DU THÉORÈME 4:1:2

Proposition 4.2.1 [18] Le système (4.10) avec les fonctions fi,i = 1; 2; 3 donnée
par (4.11) a au plus 1 solution isolée (r0; R0; s0) satisfaisant (4.11).

Preuve. la rechercher des solutions du système (4.10) avec r > 0; R > 0 et s 2 [0; 2�)
équivaut à rechercher les solutions r > 0; R > 0; u = cos s et v = sin s du système

g1 = a0r + (a1u+ a2v)R
2 = 0;

g2 = c0 + (c1u+ c2v) r = 0; (4.12)

g3 = d1 + (�c2u+ c1v) r = 0;
g4 = u2 + v2 � 1 = 0:

Supposons que a0(c21 + c
2
2) 6= 0. Puis résolvent les trois premières équations par rap-

port à (r; u; v) nous obtenons une solution unique avec r > 0 donnée par

r0 =

s
a1c0c1 + a2c0c2 + a2c1d1 � a1c2d1

a0 (c21 + c
2
2)

R; u0 =
c2d1 � c0c1
(c21 + c

2
2) r0

; v0 = �
c1d1 + c0c2
(c21 + c

2
2) r0

;

si a0 (a1c0c1 + a2c0c2 + a2c1d1 � a1c2d1) > 0. En substituant u = u0 et v = v0 dans
g4 = 0 on obtient une solution unique pour R > 0 si en plus c20 + d

2
1 6= 0, à savoir

R0 =

s
a0 (c

2
0 + d

2
1)

a1c0c1 + a2c0c2 + a2c1d1 � a1c2d1
:

Le jacobien de cette solution est 4
p
a0 (c20 + d

2
1) (a1c0c1 + a2c0c2 + a2c1d1 � a1c2d1)

6= 0. Si a0 = 0 ou c21 + c
2
2 = 0, alors le système (4.12) n�a pas de solutions ou un

continuum de solutions. Ainsi, le jacobien de ce continuum est toujours nul, et la
méthode de moyennissation du premier ordre ne fournit pas d�information dans ce
cas.
Par la proposition 4:2:1 on obtient que la méthode de moyennisation du premier

ordre dans le chapitre 2, appliquée comme nous l�avons fait, peut fournir au plus 1
cycle limite bifurquant de l�origine.

4.3 Preuve de l�énoncé (a) du théorème 4:1:2

En refaisant le changement de variables (4.5), le système (4.3) devient8>><>>:
_r = "2r1 + "r2 + r3 + r4;
_� = 1 + 1

r
("2�1 + "�2 + �3 + �4) ;

_R = "2R1 + "R2 +R3 +R4;
_s = 1

R
("2s1 + "s2 + s3 + s4) ;

(4.13)

où rk = rk(r; �; R; s); �k = �k(r; �;R; s); Rk = Rk(r; �; R; s) et sk = sk(r; �; R; s) pour
k = 1; 2; 3 sont des polynômes homogènes de degré k en les variables r et R avec des
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fonctions de coe¢ cients en les variables � et s, et r4 = r4(r; �; R; s); �4 = �4(r; �; R; s);
R4 = R4(r; �; R; s) et s4 = s4(r; �; R; s) sont des polynômes homogènes de degré 4
en les variables r et R avec des fonctions bornées de coe¢ cients dans les variables
(r; �; R; s) dans un voisinage de l�origine.
Si on prend � comme une nouvelle variable indépendante et en faisant la mise à

l�échelle (4.7), le système (4.13) devient8>>>><>>>>:
dr

d�
= �"2F1 (�; r; R; s) +O ("3) ;

dR

d�
= �"2F2 (�; r; R; s) +O ("3) ;

ds

d�
= �"2F3 (�; r; R; s) +O ("3) ;

(4.14)

En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du théorème 4:1:1 nous voyons
que le système (4.14) satisfait les hypothèses du théorème 2:1:1 dans une boule D
centrée à l�origine. Si nous désignons par

(f1; f2; f3) (r; R; s) =
1

4�

4�Z
0

(F1; F2; F3) (r; R; s) d�;

alors

f1 =
1

8

��
a0 + a1r

2 + a2R
2
�
r + (a3 cos s+ a4 sin s)R

2
�
;

f2 =
1

8
R
�
b0 + b1r

2 + b2R
2 + (b3 cos s+ b4 sin s) r

�
; (4.15)

f3 = �1
4

�
c0 + c1r

2 + c2R
2 + (�b4 cos s+ b3 sin s) r

�
;

où

a0 = 4 (a1000 + b0100) ;

a1 = a1200 + 3a3000 + 3b0300 + b2100;

a2 = 2 (a1002 + a1020 + b0102 + b0120) ;

a3 = 2 (a0020 � a0002 + b0011) ;
a4 = 2 (a0011 + b0002 � b0020) ;

29



4.3. PREUVE DE L�ÉNONCÉ (A) DU THÉORÈME 4:1:2

b0 = 4 (c0010 + d0001) ;

b1 = 2 (c0210 + c2010 + d0201 + d2001) ;

b2 = c0012 + 3c0030 + 3d0003 + d0021;

b3 = 2 (c0101 + c1010 + d0110 � d1001) ;
b4 = 2 (�c0110 + c1001 + d0101 + d1010) ;
c0 = 4 (c0001 � d0010) ;
c1 = 2 (c0201 + c2001 � d0210 � d2010) ;
c2 = 3c0003 + c0021 � d0012 � 3d0030;

Proposition 4.3.1 Le système (4.10) avec les fonctions fi; i = 1; 2; 3 données par
(4.15) peut avoir 0; 1; 2; 3 ou 4 solutions isolées (r0; R0; s0) satisfaisant (4.11).
Preuve. la rechercher des solutions du système (4.10) avec r > 0; R > 0 et s 2
[0; 2�) est équivalent à rechercher les solutions A = r=R > 0; B = r > 0; u = cos s
et v = sin s du système

g1 = A
�
a0 + a1A

2B2 + a2B
2
�
+ (a3u+ a4v)B = 0;

g2 = b0 + b1A
2B2 + b2B

2 + (b3u+ b4v)AB = 0; (4.16)

g3 = c0 + c1A
2B2 + c2B

2 + (b3v � b4u)AB = 0;
g4 = u2 + v2 � 1 = 0:

On résout les trois premières équations par rapport à (B; u; v) nous obtenons une
solution unique donnée par

B =

r
B1
B2
; u =

u1

A
p
B1B2

; v =
v1

A
p
B1B2

; (4.17)

où

B1 = �A2a0
�
b23 + b

2
4

�
+ a4 (b0b4 + b3c0) + a3 (b0b3 � b4c0) ;

B2 = A4a1
�
b23 + b

2
4

�
+ A2(a2

�
b23 + b

2
4

�
� a4(b1b4 + b3c1) + a3 (�b1b3 + b4c1))�

b2 (a3b3 + a4b4)� (a4b3 � a3b4) c2;
u1 = A4(a0 (b1b3 + b4c1)� a1 (b0b3 � b4c0))�

A2(a2 (b0b3 � b4c0) + a4(b1c0 � b0c1)� a0 (b2b3 � b4c2)) + a4 (b0c2 � b2c0) ;
v1 = A4(a0 (b1b4 + b3c1)� a1 (b0b4 + b3c0)) +

A2(a0 (b2b4 + b3c2)� a2(b0b4 + b3c0) + a3 (b1c0 � b0c1)) + a3 (b2c0 � b0c2) :

Clairement, la solution (4.17) est bien dé�nie si et seulement si B1B2 > 0. Si B1B2 >
0 alors en remplaçant (4.17) dans la quatrième équation de (4.16), on obtient un
polynôme de la forme

d8A
8 + d6A

6 + d4A
4 + d2A

2 + d0: (4.18)
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Puisqu�il s�agit d�un polynôme de degré 4 en la variable A2, ce polynôme peut avoir
au plus 4 racines positives. Chacune de ces racines détermine au plus une solution
unique (B; u; v) using (4.17): Peuvent être choisis arbitrairement en jouant avec
les coe¢ cients initiaux du système (4.3), il s�ensuit que le système (4.16) peut avoir
0; 1; 2; 3 ou 4 solutions si B1B2 > 0, et la proposition est prouvé sous cette hypothèse.

4.4 Preuve de l�énoncé (b) du théorème 4:1:2

Nous fournissons un exemple explicite de système (4.3) dont 4 cycles limites
bifurquent depuis l�origine. De la même manière, nous pouvons fournir des exemples
de systèmes (4.3) avec 0; 1; 2 et 3 cycles limites bifurquant à partir de l�origine.
On prend un système di¤érentiel polynomial (4.3) de degré 3 ayant tous les

coe¢ cients aijkl; bijkl; cijkl et dijkl;pour i+j+k+ l � f1; 2; 3g égal à zéro à l�exception
de ceux qui apparaissent dans la liste suivant

a0 = 4a1000 =
5

132

�
42 +

p
1379

�
;

a1 = a1200 = �
19411 + 508

p
1379

9317
;

a2 = 2a1002 = �1;
a3 = 0;

a4 = 2a0011 = �1;
b0 = 0;

b1 = 2c0210 = �1;
b2 = c0012 = 1;

b3 = 0;

b4 = �2c0110 = 1;
c0 = 4c0001 = 1;

c1 = 2c0201 =
31554 + 2027

p
1379

21175
;

c2 = 3c0003 =
1

5

�
�42 +

p
1379

�
:

Ensuite, le système (4.16) a les quatre solutions suivantes 
Ak; Bk =

r
Bk1
Bk2

; uk =
uk1

Ak
p
Bk1Bk2

; vk =
vk1

Ak
p
Bk1Bk2

!
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4.5. PREUVE DE L�ÉNONCÉ (A) DU THÉORÈME 4:1:3

pour k = 1; 2; 3; 4

A1 =
p
2;

A2 =
1p
2
;

A3 =
p
3;

A4 =
1p
3
:

Bk1 = � 5

132

�
42 +

p
1379

�
A2k;

Bk2 = �
�
19411 + 508

p
1379

�
A4k

9317
� 1;

uk1 = �
�
793 + 60

p
1379

�
A4k

1452
� 35A

2
k

12
+ 1;

vk2 =
5

132

�
42 +

p
1379

�
A2k
�
A2k � 1

�
:

clair Bk1Bk2 > 0 pour k = 1; 2; 3; 4.

4.5 Preuve de l�énoncé (a) du théorème 4:1:3

Nous faisons le changement de variables

x = r cos �; y = r sin �; z = R cos

�
3 (� + s)

2

�
; w = R sin

�
3 (� + s)

2

�
, (4.19)

et le système (4.4) devient8>><>>:
_r = "3r1 + "

2r2 + "r3 + r4 + r5;
_� = 1 + 1

r
("3�1 + "

2�2 + "�3 + �4 + �5) ;
_R = "3R1 + "

2R2 + "R3 +R4 +R5;
_s = 1

R
("3s1 + "

2s2 + "s3 + s4 + s5) ;

(4.20)

où rk = rk(r; �; R; s); �k = �k(r; �; R; s); Rk = Rk(r; �; R; s) et sk = sk(r; �; R; s)
pour k = 1; 2; 3; 4 sont des polynômes homogènes de degré k en les variables r et R
avec des fonctions de coe¢ cients en les variables � et s; et r5 = r5(r; �; R; s); �5 =
�5(r; �; R; s); R5 = R5(r; �; R; s) et s5 = s5(r; �; R; s) sont des polynômes homogènes
de degré 5 en les variables r et R avec des fonctions bornées de coe¢ cients dans les
variables (r; �; R; s) dans un voisinage de l�origine.
Si on prend � comme une nouvelle variable indépendante et en faisant la mise à
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l�échelle (4.7) le système (4.20) devient8>>>><>>>>:
dr

d�
= �"3F1 (�; r; R; s) +O ("4) ;

dR

d�
= �"3F2 (�; r; R; s) +O ("4) ;

ds

d�
= �"3F3 (�; r; R; s) +O ("4) ;

(4.21)

En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du théorème 4:1:1 nous voyons
que le système (4.21) satisfait les hypothèses du théorème 2:1:1 dans une boule D
centrée à l�origine. Si nous désignons par

(f1; f2; f3) (r; R; s) =
1

4�

4�Z
0

(F1; F2; F3) (�; r; R; s) d�;

alors

f1 =
1

16
r
��
a0 + a1r

2 + a2R
2
�
+ (a3 cos 3s+ a4 sin 3s) rR

2
�
;

f2 =
1

16
R
�
b0 + b1r

2 + b2R
2 + (b3 cos 3s+ b4 sin 3s) r

3
�
; (4.22)

f3 = � 1
24

�
c0 + c1r

2 + c2R
2 + (�b4 cos 3s+ b3 sin 3s) r3

�
;

où

a0 = 8 (a1000 + b0100) ;

a1 = 2(a1200 + 3a3000 + 3b0300 + b2100);

a2 = 4 (a1002 + a1020 + b0102 + b0120) ;

a3 = a0202 � a0220 + a1111 � a2002 + a2020 � b0211 + b1102 � b1120 + b2011;
a4 = �a0211 + a1102 � a1120 + a2011 � b0202 + b0220 � b1111 + b2002 � b2020;
b0 = 8 (c0010 + d0001) ;

b1 = 4 (c0210 + c2010 + d0201 + d2001) ;

b2 = 2(c0012 + 3c0030 + 3d0003 + d0021);

b3 = �c0301 � c1210 + c2101 + c3010 � d0310 + d1201 + d2110 � d3001;
b4 = c0310 � c1201 � c2110 + c3001 � d0301 � d1210 + d2101 + d3010;
c0 = 8 (c0001 � d0010) ;
c1 = 4 (c0201 + c2001 � d0210 � d2010) ;
c2 = 2(3c0003 + c0021 � d0012 � 3d0030);

Proposition 4.5.1 Le système (4.10) avec les fonctions fi; i = 1; 2; 3 données par
(4.22) peut avoir 0; 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 solutions isolées (r0; R0; s0) satisfaisant (4.11).
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4.6. PREUVE DE L�ÉNONCÉ (B) DU THÉORÈME 4:1:3

Preuve. La rechercher des solutions du système (4:10) avec r > 0; R > 0 et s 2
[0; 2�) est équivalent à rechercher les solutions A = r=R > 0; B = R > 0; u =
cos (3s) et v = sin (3s) du système

g1 = a0 + a1A
2B2 + a2B

2 + (a3u+ a4v)AB
3 = 0;

g2 = b0 + b1A
2B2 + b2B

2 + (b3u+ b4v)A
3B3 = 0; (4.23)

g3 = c0 + c1A
2B2 + c2B

2 + (b3v � b4u)A3B3 = 0;
g4 = u2 + v2 � 1 = 0:

On résout les trois premières équations par rapport à (B; u; v) nous obtenons une
solution unique donnée par

B =

r
B1
B2
; u =

p
B2u1

A3B
3=2
1

; v =

p
B2v1

A3B
3=2
1

; (4.24)

où

B1 = �A2a0
�
b23 + b

2
4

�
+ a4 (b0b4 + b3c0) + a3 (b0b3 � b4c0) ;

B2 = A4a1
�
b23 + b

2
4

�
+ A2(a2

�
b23 + b

2
4

�
� a4(b1b4 + b3c1) + a3 (�b1b3 + b4c1))�

b2 (a3b3 + a4b4)� (a4b3 � a3b4) c2;
u1 = A4(a0 (b1b3 � b4c1)� a1 (b0b3 � b4c0))�

A2(a2 (b0b3 � b4c0) + a4(b1c0 � b0c1)� a0 (b2b3 � b4c2)) + a4 (b0c2 � b2c0) ;
v1 = A4(a0 (b1b4 + b3c1)� a1 (b0b4 + b3c0)) +

A2(a0 (b2b4 + b3c2)� a2(b0b4 + b3c0) + a3 (b1c0 � b0c1)) + a3 (b2c0 � b0c2) ;

clairement la solution (4.24) est bien dé�nie si et seulement si B1B2 > 0. Si B1B2 > 0
alors en remplaçant (4.24) dans la quatrième équation de (4.23), on obtient un
polynôme de la forme

d12A
12 + d10A

10 + d8A
8 + d6A

6 + d4A
4 + d2A

2 + d0: (4.25)

Puisqu�il s�agit d�un polynôme de degré 6 en la variable A2, ce polynôme peut
avoir au plus 6 racines positives. Chacune de ces racines détermine au plus une
solution unique (B; u; v) en utilisant (4.24). Puisque les coe¢ cients du polynôme
(4.25) peuvent être choisis arbitrairement en jouant avec les coe¢ cients initiaux du
système (4.4), il s�ensuit que le système (4.23) peut avoir 0; 1; 2; 3; 4; 5 ou 6 solutions
si B1B2 > 0, et la proposition est prouvée sous cette hypothèse.

4.6 Preuve de l�énoncé (b) du théorème 4:1:3

Nous fournissons un exemple explicite de système (4.4) dont 6 cycles limites bi-
furquent depuis l�origine. De la même manière, nous pouvons fournir des exemples
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de systèmes (4.4) avec 0; 1; 2; 3; 4 et 5 cycles limites bifurquant à partir de l�origine.
On prend un système di¤érentiel polynomial (4.4) de degré 4 ayant tous les coe¢ -
cients aijkl; bijkl; cijkl et dijkl, pour i+ j+ k+ l 2 f1; 2; 3; 4g égal à zéro à l�exception
de ceux qui apparaissent dans la liste suivante

a0 = 8a1000 = 2:766824394;

a1 = 2a1200 = �0:8646619532;
a2 = 4a1002 = �1;
a3 = 0;

a4 = �a0211 = �1;
b0 = 0;

b1 = 4c2010 = �1:770714554;
b2 = 2c0012 = 0:2500932705;

b3 = 0;

b4 = c0310 = �1;
c0 = 8c0001 = �7:995525103;
c1 = 4c0201 = 2:962944552;

c2 = 6c0003 = 0:3028929340:

Ensuite, le système (4.23) a les six solutions suivantes 
Ak; Bk =

r
Bk1
Bk2

; uk =

p
Bk2uk1

B
3=2
k1 A

3
; vk =

p
Bk2vk1

B
3=2
k1 A

3

!
pour k = 1; 2; 3; 4; 5; 6

A1 =
p
2;

A2 =
1p
2
;

A3 =
p
3;

A4 =
1p
3
:

A5 = 2;

A6 =
1

2
;

Bk1 = � 2:76682A2k;
Bk2 = � 0:250093 + 0:770715A2k � 0:864662A4k ;
uk1 = � 1:99963 + 7:00032A2k + 1:28452A4k ;
vk2 = � 0:691964A2k + 4:89926A4k :

clair Bk1Bk2 > 0 pour k = 1; 2; 3; 4; 5; 6.
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Conclusion

La Méthode de moyennisation est l�une des méthodes de perturbations les plus
importantes utilisées pour étudier le nombre et la stabilité de cycles limites des sys-
tèmes di¤érentiels perturbés. L�application de cette méthode aux systèmes di¤éren-
tiels continus perturbés dans R4 et R6 nous a permis d�étudier le nombre maximum
de cycles limites ainsi que leur stabilité.
Dans nos travaux futurs, nous proposons d�étudier le nombre maximum de cycles

limites de systèmes di¤érentiels discontinus perturbés.
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Appendice

Dans cet appendice on utilise le logiciel de Maple pour simpli�er les expressions
mathématiques, calculer les intégrales et les racines d�équations et des systèmes,
tracer les courbes etc...
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