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RESUME

Les plagues sont considérées comme des structures essentielles en génie civil. Pour les
étudier, les méthodes analytiques demeurent restreintes aux formes simples (non complexes),
d’ou la nécessité d’utiliser les méthodes numériques (méthodes des éléments finis). La
formulation des éléments ne se limite pas uniquement au champ des déplacements ; des éléments
finis (non conformes) basés sur le champ de déformation ont prouvés leurs efficacités durant les
quatre dernieres décennies

L’objectif principal de ce travail est formulé et utiliser 1’¢é1ément SBRPK dans I’analyse des
plaques minces et confrontation avec logiciel FORTRAN et d’autre résultat numérique et

analytique s’il existe.

Mots-Clés : Eléments finis, Approche déformation, Flexion des plaques, Plaques minces.



ABSTRACT

Plates elements are considered essential structures in civil engineering. For the analysis,
analytical methods remain restricted to simple (non-complex) forms, hence the need to use
numerical methods (finite element methods). The formulation of the elements is not limited only
to the field of displacements; finite elements (non-conforming) based on the strain field have
proven their effectiveness during the last four decades.

The main objective of this work is formulated and use the element SBRPK in the analysis
of thin plates and confrontation with FORTRAN software and other numerical and analytical

result if it exists.

Keywords: Finite elements, Deformation approach, Plate bending, thin plates.
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Introduction générale

Le contexte de la crise économique actuelle associée a la mondialisation, pousse forcement les
industriels dans une politique de minimisation des codts de recherche pour le développement de leurs
produits. En particulier I’ingénieur dans différents domaines industriels a de plus en plus recours aux
outils numériques de simulation par les éléments finis a la place du procédé de prototypage ou
experimental qui est trés colteux. Le besoin de développer des éléments finis rectangulaire pour le calcul
des structures, constitue une recherche intéressante et pleine de défis. Le calcul par ces éléments est
devenu trés répandu dans de nombreux domaines de technologie, (la mécanique, le transfert de chaleur,
la mécanique des sols, le génie civil, etc...). Les éléments membranaires sont des éléments avec quatre
nceuds ou plus utilisés pour modéliser des structures d'une épaisseur spécifiée qui ne présentent aucune

contrainte normale a cette épaisseur.

La méthode des éléments finis (MEF) est une technique d’analyse numérique permettant a obtenir

des solutions approximatives a une large variété des sciences de 1’ingénieur.

Le principe de base de la MEF consiste a remplacer le domaine réel par un ensemble d’¢léments
discrets, qui peuvent étre réunis de plusieurs maniéres, et donc les employer pour représenter les formes

les plus complexes.

La MEF avec I’apparition des ordinateurs, est devenue pour la premiere fois en 1956, une formulation
générale d’approximation de la mécanique des structures lorsqu’elle fut utilisée chez Boeing par Turner,
Clough, Martin et Topp, pour calculer des parties de la structure d’un avion, ces travaux marquerent la

naissance de la méthode des Eléments Finis.

L’analyse numérique des plaques minces en flexion par la méthode des éléments finis a connu ces
dernieres années une évolution considérable. La formulation des éléments ne se limite pas a 1’utilisation
du champ des déplacements, mais a I’utilisation, dés le départ du champ de déformation, il s’agit bien
str de I’approche en déformation. L’objectif de ce travail est formulé et utiliser I’élément SPRPK dans

I’analyse des plaques minces.

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres :
Le premier chapitre est une étude générale sur la méthode des éléments.

Le deuxiéme chapitre nous présentons quelques généralités les plaques.
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Le troisieme chapitre ; présenté le programme & utiliser.

Nous montrons dans le quatrieme chapitre quelque application numérique et leurs résultats, compareés
a la solution analytique. Les résultats ont été presentés sur tableaux de faciliter la comparaison entre les

résultats obtenus.
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Chapitre 01 :

Généralité Sur M.E. F
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1.1 Introduction

La méthode des ¢léments finis (MEF) est une technique d’analyse numérique permettant a obtenir

des solutions approximatives a une large variété des sciences de I’ingénieur.

Le principe de base de la MEF consiste a remplacer le domaine réel par un ensemble d’éléments
discrets, qui peuvent étre réunis de plusieurs manieres, et donc les employer pour représenter les formes

les plus complexes.

La MEF avec I’apparition des ordinateurs, est devenue pour la premiére fois en 1956, une formulation
générale d’approximation de la mécanique des structures lorsqu’elle fut utilisée chez Boeing par Turner,
Clough, Martin et Topp, pour calculer des parties de la structure d’un avion, ces travaux marquérent la

naissance de la méthode des Eléments Finis.

Les applications de la méthode des éléments finis se scindent selon la nature du probléme a résoudre
en trois catégories. Dans la premiére catégorie, on y trouve le probléme d’équilibre qui s’inscrit dans le
domaine de la mécanique des solides, ou on a besoin de connaitre les déplacements, les déformations et
les contraintes pour un chargement mécanique ou thermique donné, dont on trouve la majorité des
applications de la MEF. Dans la deuxiéme catégorie, on retrouve les problemes des valeurs propres,
ceux-ci, sont des problemes stationnaires dont la solution nécessite souvent la détermination des
fréquences naturelles et les modes de vibrations des solides et des fluides. Quant a la troisiéme catégorie,
le facteur temps est intégré aux probleémes des deux premicres catégories. Les domaines d’application
de la MEF s’étendent a toutes les disciplines de I’ingénieur, mais reste que les ingénieurs en génie civil,

mécanique et spatiaux sont les utilisateurs les plus fréquent de cette méthode.

Parmi certaines applications de la méthode des éléments finis, on retrouve la modélisation des
plaques; sa géométrie, les conditions aux limites (appuyé ou encastré), 1I’épaisseur (mince ou épaisse),
le matériau utilisé (homogene ou isotrope), tous ces parametres devraient étre bien connus au préalable

et leur prise en considération dans la conception du programme d’éléments finis est indispensable.

L’analyse numérique des plaques par la méthode des éléments finis a connu ces derniéres années une
évolution considérable. La formulation des ¢éléments ne se limite pas a ’utilisation du champ des
déplacements, mais récemment, a 1’utilisation du champ de déformation pour la formulation des

nouveaux éléments, qui a connu également une nouvelle évolution.[1]

Généralité Sur M.E. F 6
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Les bases théoriques de la méthode des eléments finis (M.E.F) repose d'une part sur la formulation
énergétique de la mécanique des structures et d'autre part sur les méthodes d'approximations.

La M.E.F (Méthode des éléments finis) est mise au point en 1953 chez Boeing (Seattle, USA, calcul
des structures d'ailes d'avion) ; on y développe le premier ¢lément fini, sa matrice de rigidité,
I'assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par Turner, Clough, Martin et
Topp en 1956) [2].

L'expression élément finie a été inventée par clough en 1960. Années 60, la M.E.F s‘attague a tous
les domaines du calcul de structures. Des programmes on trouve, la M.E.F, principalement dans le
domaine de la mécanique des solides et des structures. Ont été congus pour étre exécutés sur de gros
ordinateurs tels que : ABAQUS, SAP, CATIA.

La crédibilité des résultats obtenus va permettre l'utilisation de la méthode des élements finis par des

entreprises et des bureaux d'études de taille réduite.

C'est évidemment I'apparition d'ordinateurs puissants qui a permis le développement de la simulation
numérique. Le rythme d’évolution de l'informatique est actuellement gigantesque et les possibilités

d'application augmentent sans cesse.[3]
1.2Recherche bibliographique [1],[4],[5].[6]

La premiére impulsion ayant un énoncé mathématique de problémes de plaque a été probablement
faite par Euler, qui en 1776, a effectué une analyse des problémes des vibrations libres de plaque.
Chladni, physicien allemand a découvert les différents modes de vibrations libres. Dans les expériences
sur les plaques horizontales, il a utilisé une poudre uniformément répartie, qui faisait régulierement des
schémas apres induction d'une vibration. La poudre accumulée le long des lignes nodales, ou il n'y a pas
eu lieu des déplacements verticaux. J. Bernoulli a tenté de justifier en théorie, les résultats de ces
expérimentations acoustiques. La solution de Bernoulli est basée sur les précédents travaux aboutissant
a la théorie de la flexion de faisceau d'Euler-D. Bernoulli a présenté la plaque en tant que systéme de
bandes droites perpendiculaires I'une a l'autre, chaque bande considérée fonctionnant comme un
faisceau. Mais I'équation différentielle régissant, a distinguer des approches actuelles, ne contient pas le

moyen terme.

Le mathématicien francais Germain a développé une equation differentielle de plaque, dans laquelle
le phénomene de voilement est négligé, il a regu un prix par I'Académie de Paris en 1816 pour ce travail.

Généralité Sur M.E. F 7
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Le chercheur Lagrange, a été I'un des commentateurs de ce travail, il a corrigé les résultats de Germain
en ajoutant le terme manquant, donc, il fut la premiere personne qui a présenter correctement I'équation

de plaque.2

Cauchy et Poisson étaient les premiers a formuler le probleme de plaque en flexion sur la base des
équations générales de la théorie de I'élasticité. Expansion toutes les grandeurs caractéristiques en série,
ils ont conservé seulement les termes du premier ordre de petitesse. De cette maniere, ils ont obtenu
I'équation différentielle régissant pour la flexion qui coincide entierement avec la célebre équation de
Germain-Lagrange. En 1829, Poisson élargi avec succes I'équation de plaque de Germain-Lagrange a la
solution d'une plagque sous charge statique. Dans cette solution, cependant, la rigidité de la plaque en

flexion D est définie comme étant égale a un terme constant.

Poisson a également suggéré I'établissement de trois conditions aux limites pour n'importe quel point
sur une frontiére libre. Les conditions aux limites dérivées de Poisson et la question sur le nombre et la
nature de ces conditions a fait I'objet de beaucoup de controverses et a fait I'objet d'une recherche plus

poussée.

La premiere théorie de la flexion des plaques est associée au chercheur Navier, qui a examiné
I'équation générale de plaque en fonction de la rigidité « D » de plaque épaisse. Il a également mis en
place une méthode "exacte" qui transforme I'équation différentielle en expressions algébriques par

I'utilisation des séries trigonométriques de Fourier.

En 1850, Kirchhoff a présenté une these sur la théorie des plaques minces. Dans cette these, Kirchhoff
a énoncé deux hypotheses de bases indépendantes, qui sont désormais largement reconnues dans la
théorie de la flexion des Plaques et sont connues sous le nom « hypotheses de Kirchhoff ». En utilisant
ces hypotheses, Kirchhoff a simplifié, I'énergie fonctionnelle 3D de la théorie d'élasticité des plaques
pliées. En exigeant qu'elle soit stationnaire, il a obtenu I'équation de Lagrange-Germain comme
I'équation d'Euler. 1l a également fait observer qu'il existe seulement deux conditions aux limites sur le
bord d'une plaque. D'autres contributions importantes de Kirchhoff sont la découverte I'équation de la
fréquence des plaques et de I’introduction de la méthode des déplacements virtuels dans la solution des
problemes de plaque. Kirchhoff a contribué a la théorie physique clartée de la théorie de flexion de

plaque et a promu son utilisation trés répandue dans la pratique.

Des études vastes dans le domaine de la théorie des plaques en flexion et de ses diverses applications

ont été effectuées par des savants éminents, tels que Hencky, Huber, von Karman, Nadai, Foppl. Hencky

Généralité Sur M.E. F 8
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a fait une contribution a la théorie des grandes déformations et a la théorie générale de la stabilité
élastique des plaques minces. Nadai a largement associé la théorie et I'expérimentale a une vérification
de I'exactitude de la théorie de plaque de Kirchhoff. Il a traité les différents types de singularités de
plaques a raison d'une application de la force concentrée, des effets de point d'appui, etc. Les équations
générales pour les grands déplacements des plaques de trés mince épaisseur ont éte simplifiées par Foppl
qui a utilisé la fonction de contrainte agissant dans le plan median de la plague. La forme définitive de
I'équation différentielle de la théorie de grand déplacement, cependant, a été developpée par von

Karman. Il a aussi fait des recherches sur le comportement en voilement de plaques.[3]
1.3Concept de la méthode des elements finis

Le concept de base de la méthode des élements finis est la subdivision du modéle mathématique a
des composants disjoints de géométrie simple appelés (Eléments finis), le comportement de chaque é1¢-
ment est exprimé en termes d’un nombre fini de degrés de liberté, le comportement (réponse) du modéele
mathématique est considéré, approximativement, celui du modele discret obtenu par connexion ou as-

semblage des éléments. [7]

surface courbe réelle

Elément
Neeud

Approximation par

éléments finis

Figure (1.1) : Maillage du domaine en triangles a trois neeuds
1.4Etapes de la méthode des éléments finis [3]

Dans diverses applications précitées, les eléments finis perdent leur signification physique d’éléments
structuraux : la méthode des éléments finis est considérée comme un outil de mathématiques appliquées

destiné a resoudre les équations différentielles.

Généralité Sur M.E. F 9
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Néanmoins, les étapes de 1’étude d’un probléme aux limites sont toujours les mémes, on peut les

résumer en sept étapes :
1. Découpage du domaine en un maillage d’¢léments finis ;
2. Interpolation en respectant les critéres de convergence ;
3. Calcul des caractéristiques de chaque élément ;
4. Assemblage ;
5. introduction des conditions aux limites essentielles et résolution ;
6. Evaluation, dans chaque ¢lément, des grandeurs utiles (contraintes, déplacements...) ;

7. Jugement de maniére critique les résultats obtenus.
1.5 Les Avantages de la M.E.F

La puissance de la méthode des éléments finis réside essentiellement dans sa souplesse.

Elle peut étre applicable a une variété de problemes mécaniques ou bien physiques. La géométrie du
domaine peut étre quelconque, les forces et les conditions aux limites peuvent étre aussi de natures quel-

conques.

Le maillage peut combiner autant de types d'éléments que I'on souhaite. Et toute cette généralité est

contenue dans un programme unique qu'on peut faire tourner sur un ordinateur

(Sélection du de probleme, de la géométrie, du type d'élément, des chargements et des conditions aux

limites).

La méthode des éléments finis réside dans le fait que le modele qu'elle utilise est trés proche de la

structure réelle.
1.6 Classement d'éléments fini :

Les différents types d’éléments finis suivant leur géométrie. Plusieurs classes d’éléments finis peu-

vent étre distinguées :
e Les éléments 1D : barres, poutres rectilignes ou courbes.

e Leséléments 2D : élasticité plane (déformation ou contrainte plane), plaque en flexion, coques

courbes.

Généralité Sur M.E. F 10
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e Les éléments 3D : élements de volume ou coques épaisses.

1.6.1 Les propriétés d'un élément fini

Le découpage en éléments finis permet d'isoler un élément fini pour I'étudier tout en établissant les

caractéristiques.
1.6.2 Signalement d'un élément fini
Le signalement d'un élément fini comprend les points suivants :
> Géométrie :
Un élément fini peut étre 1 d, 2d ou 3 d sa forme sont simples.
e Segment d'une droite on de courbe (plan ou courbe)
e Triangle ou quadrilatére
e Tétraédre, prisme ou hexaédre

» Les frontiéres :

Sont respectivement :
e Les points (extrémités du segment)
e Des segments de droite ou de courbe.
e Des faces planent ou courbe
> Matériau :

Le matériau de I'élément est défini par une loi de comportement (loi de Hooke isotrope) ce dernier a

les mémes propriétés mécaniques dans toutes les directions (métaux)

Il est caractérisé par 02 constantes élastiques : E et n

1.6.3 Les nceuds

Les nceuds définissent la géométrie et assurent la connexion des éléments les uns aux autres, ils oc-

cupent des positions stratégiques comme les extrémités, les sommets, les milieux des arétes et faces.

Généralité Sur M.E. F 11
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1.6.4 Les forces nodales

A travers les nceuds transitent des forces associées aux degrés de liberté, les unes sont les réactions
internes, les autres les forces F dues aux charges appliquées a I'élément (poids propre, charge uniforme,

température...)

1.6.5 Degrés de liberté

Pour tout élément fini, on doit faire le choix d'une ou plusieurs fonctions (en général le champ des
déplacements), elles sont exprimées en fonction des valeurs particulieres qu'elles prennent aux nceuds
valeurs qui deviennent les inconnues nodales ; par leurs degrés de liberté nodaux communs des différents

éléments adjacents, permet de reconstituer, la solution compléte
(ASSEMBLAGE), tout en veillant a respecter certaines régles, dites critéres de convergence.
1.6.6 Caracteristiques d'un élement fini
Le signalement précédent permet de construire les deux caractéristiques d'un élément fini qui sont :
. Sa matrice de rigidité K
o Son vecteur force F
Elles interviennent dans I'équation d'équilibre de I'élément fini, en relation forces déplacement.
F=KU (1-1)
1.7 Condition d'équilibre

Les forces agissant sur toute la structure ou sur chacun des éléments considérés comme un corps libre

doivent étre en équilibre.
1.8 Condition de compatibilité [3]

Les déplacements de I'ensemble de la structure ou de chacun de ses éléments doivent étre compatible,
en d’autres termes les déplacements des extrémités des éléments qui sont connectés a un méme doivent

étre identiques.

On peut encore dire que si on effectue une section sur un élément, les déplacements d’élément a

gauche et a droite de cette section doivent étre égaux.
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Pour que cette cohésion soit respectée (c.a.d. Pour que les volumes élémentaires ; auxquels ont été
appliquées les déformations £ij, continuent de rester accolés), il faut que le champ de déformation €ij

(M) dérive d’un champ de déplacement ui (M), continiiment dérivable, tel que €ij peut s'écrire :

a

gij = a—xiui (1-2)
1( 0 a

Eij = 5<a—%ul + a—)ﬁu]) (1'3)

Donc, connaissant le champ de déplacement ui (M), on en déduit par équation (1-3) le champ de

déformation €ij (M).

Réciproguement, si on connait le champ des déformations &ij (M), peut-on calculer le champ de dé-
placements ui (M). Le premier probléme est celui de la compatibilité des déformations, le seconde celui

de I’intégration d’un champ de déplacement.

O = 1-4
6_x]g£ii - axfaxiui ( ) )
0% a3

537 611 = x70x; Y (1-5)
02 02 92

9 o 49— O 1-
6x]g €ii + ax? & 9x;0x; €y ( 6)
0% e 0%eq  O%gji 0 -7

axkaxl 6xi6xj 6x]~6xl axl-axk -

Cette équation (1-7) générale permet d'exprimer les équations de compatibilité en élasticité tridimen-

sionnelle.
1.9 Lois de Hooke

Le comportement de la structure doit satisfaire a la loi de HOOKE qui décrit le rapport entre la charge

et la déformation des matériaux.

Dans toute I'étude qui suit, on considéra que la déformation est proportionnelle a la charge, ce qui se

traduit par I'équation (1-1).
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1.10 Conditions aux limites

Les conditions aux limites exigent que les conditions d'équilibre et de compatibilité en chacune des

limites de la structure soient satisfaites.

Exemple : les déplacements d’une extrémité encastrée doivent étre nuls.

1.11 Modéles d'éléments finis [8]

Le plus souvent, le champ interpolé est celui des déplacements, et il est rarement celui des déforma-
tions ou des contraintes. Ces interpolations portent sur tout I'élément ou une partie de celui-ci, a l'inté-
rieur ou a la frontiere. On peut créer divers types, dits « modéles » d'éléments finis selon la combinaison

choisie comme :
1.11.1 Modéle déplacement :

Ce modele est le plus populaire, le plus connu et le plus développé. Dans cette catégorie, les éléments
finis sont basés sur une interpolation du champ des déplacements, étendu a tout I'élément. Alors, les
déplacements sont déterminés de maniére détaillée et unique dans la structure, donc les contraintes ne

peuvent étre connues que par certaines moyennes et ne sont pas continués aux frontieres.
1.11.2 Modéle en déformation :

Ce modele présente une approximation qui se fait sur le champ de déformation, puis on intégre pour
retrouver le champ de déplacement de telle sorte que les équations d’équilibres et de compatibilité soient

satisfaites a ’intérieur de 1’élément.
1.11.3 Modéle equilibre :

Le modele en équilibre n’a pas connu le méme succes que le modele en déplacement.

Contrairement au précédent, un tel élément est construit a partir d'une approximation du seul champ
des contraintes. La connaissance des contraintes est alors détaillée, celle des déplacements est par contre

sommaires.

Ce modele est rarement employé en pratique, car il conduit en général a qualité égale a un plus grand

nombre d'inconnues que le modele déplacement.
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1.11.4 Modéle mixte :

Si on combine les deux modéles précédents, on peut avoir des champs mixtes (déplacement, défor-
mation, contrainte) qui sont considérés ici, ce qui rend la formulation, ou la mise au point longue et
couteuse ; mais en contrepartie les éléments qui en découlent sont d’excellente qualité, on utilise parfois

ce modele pour corriger certains défauts du modele de déplacement.
1.11.5 Modéle hybride :

Ce Mod¢le qui peut étre défini par deux interpolations indépendantes, 1’'une portant sur le champ
intérieur de 1’élément, I’autre sur le champ décrivant la frontiere, les parametres inconnus du champ
intérieur sont exprimés en fonction des parameétres nodaux de champ de bord, on cherche a minimiser la
différence entre les deux champs, ces derniers peuvent étre du méme type (déplacement - déplacement)
ou de types différents (déplacement - contrainte). En général ce modele donne des résultats meilleurs

que le modele déplacement surtout au niveau des contraintes.
1.12 Conclusion

La M.E.F c’est une méthode approchée de calcul numérique permettant de déterminer 1’état d’équi-

libre d’un milieu continu ¢élastique a deux ou trois dimensions.

Elle consiste a déterminer de manicre approximative les déplacements d’un certain nombre de points

du milieu appelés « nceuds ».

Le Modéle de déformation présente une interpolation directe sur les déformations permet d'avoir une
meilleure précision sur ces grandeurs, sur les contraintes et sur les déplacements (obtenus par intégra-
tion), contrairement a la formulation classique ou les déformations sont obtenues par dérivation du

champ adopté pour déplacements.
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2.1 Introduction

Les plaques sont des structures trés utilisées dans I'industrie sous-marine, aérospatial, le génie civil
et dans des constructions courantes (ponts, toits de batiments, ...), dans le domaine de I'énergie, et dans
la conception industrielle (turbines, pieces de mécanique, carrosserie de voiture, ...), et méme dans le
monde du vivant (artéres, bronches, ...), etc. Tous ces domaines sont stratégiques et économiquement
tres importants. C'est pour cette raison que les plaques ont fait I'objet de trés grand nombre de travaux
depuis plus d'un siécle.

2.2 Définition

Une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface de référence plane (plan) et par une
petite épaisseur (notée h)) par rapport aux autres dimensions (longueur et largeur, figure 11.4), elle peut
étre constituée d’un matériau homogene ou peut étre obtenue par I’empilement de différentes couches
de matériaux orthotropes. Une analyse élastique des plaques consiste a une analyse d'un modéle

mathématique bidimensionnel ce qui nous conduit & une analyse d'un probléme en élasticité plane [1].

Z &

Z. WA Plan de référence

/
u. v /

Ny Ny Ny
W. B By
M. My, My
Te Ty

k 2

X. 1

(Figure. 2-1) : Description d’une plaque (géometrie et variables)
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2.3 Différents types de plagues

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur section

transversale, les plaques peuvent étre classees en trois catégories :

> Les plagues isotropes : elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton)

et leur section transversale est homogéne. Elles sont définies par deux paramétres élastiques
(: respectivement le module d'élasticité et le coefficient de Poisson). On les retrouve dans les

constructions civiles courantes (batiments, ouvrages d’art, ...).

> Les plagues orthotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux

directions perpendiculaires. L'orthotrope peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles
rédies). Le comportement de ces dalles est défini par quatre paramétres élastiques et on les
retrouve dans les constructions navales, aéronavales, de réservoirs de l'industrie chimique, des

batiments et d'ouvrages d'art.

> Les plagues anisotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes

les directions. Neuf parametres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent
constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans I'industrie aéronavale.[9],
[10].

2.4 Différents types de comportements des plaques

L'énergie de déformation d'une plaque peut étre décomposeée en trois termes principaux : la flexion,
la membrane et le cisaillement. Lorsqu'on fait tendre I'épaisseur vers zéro, I'énergie de cisaillement
devienne négligeable et la déformation subie par la plaque appartient a 1'une des trois catégories

asymptotiques suivantes en fonction de la géométrie, des conditions aux limites et des forces appliquées:
e La flexion dominante ;
e Lamembrane dominante ;
e Le cas mixte;

Dans les deux premieres catégories, c'est la partie correspondante de I'énergie de déformation qui est
dominante, tandis que dans les cas mixtes aucune partie n'est négligeable par rapport a l'autre. En

considérant la méme force, matériau et conditions aux limites, une plaque (plaque) peut exhiber des
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comportements asymptotiques complétement différents en fonction de la nature géométrique de la

surface moyenne.

L'espace continu des déplacements in extensionnels « avec énergies de membrane et cisaillement nul,
est nommeé » qui joue un rdle fondamental dans le classement évoqué ci-dessus : dans le cas flexion-
dominante, le probleme limite est formulé dans cet espace qui doit étre différent de zéro, tandis que dans

le cas membrane dominante, cet espace est reduit au champ nul. [11], [12]
2.5 Théorie des plagues minces

Les modeles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements dans I'épaisseur. L'hypothése
adoptée est celle de Love-Kirchhoff de contraintes planes, les déformations dues aux cisaillements
transverses sont négligées. La normale reste droite et est perpendiculaire a la surface moyenne apres

avoir déformée (Figure. 2-2 et 2-3) [1]
2.5.1 Hypothéses pour I’étude des plaques minces

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Kirchhoff de contrainte plane,

généralisent a deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformation a 1’effort tranchant.

¢ La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle posséde un plan moyen aussi

appelé plan neutre.

e L hypothése des sections droites inclut celle dite de conservation des normales (les points ma-
tériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur la normale a la surface
moyenne déformée) ce qui conduit au modeéle classique généralement associé au nom de Kirchhoff
(mais qui doit également beaucoup aux scientifiques francais du 19e siécle : Sophie Germain, La-

grange, Poisson, Boussinesq, Levy, Saint-Venant).
e La déformation en cisaillement transverse est donc négligée.

e Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, I’inertie de rotation est

négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

e La contrainte oz dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler sur les faces

extérieures et, du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre qu’elle est nulle en tout z.

e Les élements bases sur la théorie sont les mieux adaptés a la modélisation des plaques minces.

Leur formulation ne nécessite que I’approximation d’une seule composante de déplacement w (X,y).
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Les dérivées secondes des déplacements interviennent dans 1’expression de 1’énergie de déforma-

tion. Ainsi, la condition de compatibilité inter-eléments correspond a la continuité C1 du déplace-

\ \ - sz d
ment traverse c.-a-d. a la continuité de w et de la pente normale %

(Figure.2-2) : Déformation d’une plaque mince.

2.5.2 Champs de déplacement

g

3

(Figure.2-3) : Cinématique de love - Kirchhoff.
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Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques minces s’expriment

comme sulit :
{ua(xl, x2,x3 =z) =ua 0(x1,x2) —z.wa(x1,x2) a=1,2 1)
u3 (x1,x2,x3 = z) w(x1,x2) '
Avec :

uq : Le déplacement de membrane dans la direction

w : La fleche de la plaque

wq : La rotation due a la flexion (sans cisaillement)

D’autre part, les rotations sont données par :

px =2
ow (22)
By =35,

Dans ce cas, le champ de déplacement est défini uniquement par une variable, c’est le déplacement

transverse.

ow

ow (2.3)

w=W(x,Yy)

Champs de déformation :

D’aprés la définition du tenseur des déformations, les équations des déformations sont données

comme suit ;
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( _ou_,090 __,0w
gx_ax_ “ox Z'axz
v _ 00, _ _, W
YTy Ty T Ty
sZ=6—WO
4 9z (2.4)
ey, = iy = (24 20) 2 Z(2 20y __py O |
Exy—yxy—z ay ' oax)  2\oay ax /) " 9x0y
1(0u , ow 1
2evs = 1 =5 (5 +57) =3(6y = 63) = 0
1 (0v ow 1
\28y2=}/yz=§(a+a)=E(—9x+9x)=0

D’autre part, les relations déformations-contraintes sont résumées comme suit :

(ex = %(ax —vay)
{ &y = %(ay — v0y) (2.5)

k Vxy = %Txy

L’équation précédente peut s’écrire sous forme matricielle suivante :
Oy 1 v 0 Eyx
E
<gy)=1_v2 V10 (gy) (2.6)
Txy 0 0 -(A=v)]|\Vay

2.6 Théorie des plaques épaisses : [1], [8]

Lorsque I’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypotheses de Kirchhoff quant a leur
mouvement de flexion, une théorie plus compléte basée sur celle des poutres de Timoshenko est néces-

saire.

Rayleigh en 1877 [14] puis Timoshenko en 1921 montre que la prise en compte des effets d’inertie
de rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de flexion des poutres [15, 16]. Ces deux
effets tendent & diminuer les fréquences de résonances calculées en raison de la croissance de 1’inertie

et de la flexibilité du systeme.

Une extension de la théorie des plaques a I’effet de cisaillement est proposée par Reissner en 1945
dans le cas statique [17]. Une premiere théorie pour le cas dynamique, incluant les effets du cisaillement

et de I’inertie de rotation est proposée par Uflyand en 1948 [18].
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L’article de Mindlin [19] a été publié trois années plus tard.
2.6.1 Hypotheses

Les hypothéses de Mindlin, reprennent les points 1 et 4 de celles de Kirchhoff. Les points 2 et 3 des
précédentes hypothéses ne sont plus retenus afin de prendre en compte les deux nouveaux effets (Fi-
gure.2-4)

(Figure 2-4) : Cinématique de Reissner-Mindlin

2.6.2 Champs de déplacement :

Dans la théorie des plaques épaisses, ou théorie de Reissner et Mindlin, la fibre normale reste toujours
rectiligne, mais n’est plus nécessairement perpendiculaire au plan moyen, si x et 8y désignenet les
angles que fait la fibre normale avec I’axe z, ils ne correspondent plus a 1’inclinaison du plan moyen, on

adonc:

{ua(xl,xz,x3 =7)=ud(x,x) +Z.0,(x1,x,) a=1.2 @

Uz (x1, X2, x3 = Z) = w(xy,x3)

D’autre part, les rotations sont données par :
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ﬁx - _?3_‘:5/
(2.8)

ow

.By = _5

Donc, les variables cinématiques indépendantes sont :
ua : Le déplacement de membrane dans la direction
w . Le déplacement transversal

Bx (6y): larotation du plan xy autour de y

By (—0x): la rotation du plan xy autour de x

Avec ce choix de la forme des champs de déplacement, les déformations transversales sont constantes
en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes. Cette description oblige a introduire des coef-
ficients correcteurs pour mieux prendre en compte, dans 1’écriture de 1’énergie, les effets de cisaillement
transversal. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du choix empirique dans des situations com-

plexes des coefficients correcteurs.

Donc, le champ des déplacements s’exprime alors en fonction des trois variables par la relation sui-

vante :
u(x'y,Z) 'U.(X,y)
BX(X'}’)
v(x,y,2) | = | v(xy)
weey 2] \weey ) T? By(g,y) (2.9)

2.6.3 Champs de déformation

Concernant le champ de déformation, les termes gardent leur forme générale :

( 0Py
& =2 ——
dx
d
gy = Zﬂ
4 dy (2.10)
e, =0
0By 0By
26010 =2 (5

Et par ailleurs, exz et €yz ne sont plus nuls :
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ow
2647 = Vxz = Px +a

ow (2.11)
2Eyz =Vyz = By +E

On ne peut donc négliger le cisaillement. Le vecteur des courbures ne peut plus se simplifier et restent

comme sulit :
a6
o
X=| _o% (2.12)
ay
a0 x
{5-%)
20, 1 (ﬂ _ %)
_ dx 2\ dy x
K= l(% %) " o6, (2.13)
2\ dy ox ay
Et I’on a toujours :
& Txy\ _
(e &)=2k (2.14)
Ex
<£y) =7.% (2.15)
Txy

Les hypotheses de base, en particulier les hypothéses cinématiques des théories des Plaques en flexion

sont récapitulées dans le synoptique de la Figure 2.5 : [9]
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HEENCKY - MINDLIN
(Avec cisaillement transverse)

u-= -ZBX(X’y)
V=-Z By(xly)
w = w(x,y)

i}

(Pas de cisaillement transverse)

Yxz = Vyz = 0
ow

BX = _&
ow

By = _&

U

Kirchhoff

xy) = ow
uxy) = Zax

w(x,y) = w(x,y)

(Figure 2-5) : Hypotheses de base des théories de plaques en flexion
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3.1 INTRODUCTION

La résolution d'un probleme par la M.E.F, nécessite la manipulation des opérations matricielles et
vecteurs de grandes tailles (matrice des raideurs, matrice de rotation, vecteurs forces,.... etc.).

Ainsi que différentes techniques numériques (Assemblage, résolution,...).Ceci rend I’utilisation de
I’ordinateur essentielle pour l'application de la méthode. De point de vue pratique, I'utilisation de la
méthode se fait a travers I'utilisation d’un programme qui offre a 1’utilisateur un certain nombre de
possibilités a travers : une bibliothéque d’¢léments, un ensemble de lois de comportement de matériaux
et de liaisons, un ensemble d’algorithmes de résolution,...etc. Donc, dans ce chapitre on présente le
programme a utiliser qui permet la modélisation des éléments structuraux en élasticité plane.

Dans notre travail présenté, nous avons utilisé un programme de FORTRAN 77.

3.2 Programme FORTRAN
3.2.1 Définition

Le FORTRAN est de loin, le langage le plus utilisé dans la programmation relative aux calculs de
I’ingénieur. Le programme a été élaboré d’une maniére structurée, il est constitué de plusieurs sous
programmes ou le passage des parameétres ne s’effectue pas lors de ’appel du sous-programme, ce
qui facilite la programmation et la rend tres souple car on ne sera pas contraint a chercher les
parametres qui doivent passer d’une routine a I’autre.

3.2.2 Elaboration d*un programme

Un programme Fortran nécessite deux types de fichiers pour son élaboration :
e Les fichiers source (extension. FOR)
o Le fichier exécutable (extension .EXE).
Généralement le programme FORTRAN est divisé en trois parties qui sont les suivantes :
e Introduction des données.
e Calcul, rappelant les formules et expression utilisée, et détaillant la technique adoptée.

e Affichage des résultats.

3.2.2 Les parties principales du programme FORTRAN

a) Introduction des données
Cette phase consiste a introduire toutes les caractéristiques de 1’exemple

eNELEM : Nombre des éléments
e¢NNODE : Nombre des nceuds
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¢NPOIN : Nombre des points

¢NDDOF : Nombre de degré de liberté.

¢NEVAB : Nombre de variable par élément.

¢NDOFN : Nombre de degré de liberté par n f nceud

¢NSTRE : Nombre des contraintes.

¢NSVAB : Nombre de degré de liberté par structure.

eNTYPE : hypothese.

eLes coordonnées, conditions la limite, connectivites, caractéristiques des matériaux

utilisés (E. T. v.....) et les charges.
Remarque : Le type de fichier donné (.DAT)

b) Construction de la matrice et du vecteur globaux {K} et {f}et résolution du systéme des

équations [K] {U} = {F}

Cette étape est la plus importante du programme, car on y effectue toutes les opérations nécessaires
pour aboutir & la solution finale du probléme.
e Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire.
e Lecture des vecteurs élémentaires des forces.
e Calcul des déplacements aux neeuds [K] {U} = {F}

e Calcul des contraintes et déformations pour chaque élément.
c) Impression des résultats

Le type de fichier de résultat (OUT).
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3.3 Organigramme de FORTRAN

INPUT

L& asankanses piomsisjuct

Mizmlwe des pomis de Censse

Conddssn sy haine
Ligsi Tinrcs dmen ates

L& caraermlagues (B, v . T

INITIALISE

AMOD —

STR

JACOB —

MATRICEB

DEE

_wPour identifier la matrice

¥
-~ T,
(" STIFF \
M v
ol
)
=
¥
£
#
= ASSEMBLAGE
=
= BC
F
E o '
2 | ® :
% | 2 LOAD
]
5 SOLVE
=
% !
{E==
L STR "

L

'S
Idemtifie: les points de gamsse

Figure 3.1 : Les étapes nécessaires du programme
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3.3.1 Le rdle de chaque subroutine

Input : introduction des données (coordonnée, géométrie, condition au limite ....)
Stif : construire la matrice de rigidité de chaque élément.

Assemblage : assembler les matrices élémentaires.

Condition au limite B.C : supprimé les conditions des nceuds fixes dans la matrice globale.

Load : bloc pour entrer les chargements.
Solve : résoudre I’équation F = K .U et prendre les déplacements et les efforts

Stress : déduire les contraintes.

3.3.2 Le role de chaque sous subroutine :

Initialisé : mette la matrice élémentaire au zéro

Mod : la matrice d’élasticité.

Str : bloc de fonction des formes et le derivé.

Jacobi : I’intégration numérique par la méthode de gauss.
Matrice B : déduire la matrice B

BDE : calcul I’intégral [[B] T[D][B]

3.3.3 Présentation des différentes étapes du programme

a) Lecteur et organisation des données

Chapitre 03

On divise la structure en un certain nombre d'éléments reliés aux nceuds. Ces éléments représentent

les caractéristiques élastiques du milieu idéalisé. Donc les données portent essentiellement sur les nceuds

comme les coordonnées, les conditions aux limites et les chargements, et pour les éléments la

numeérotation des coefficients physiques du matériau. Elle est élaborée par le SUBROUTINE INPUT.

b) La matrice de rigidité élémentaire

Initialisé la matrice de rigidité élémentaire et La sous routine MODE la matrice d’¢élasticité et La

sous routine STR fonction de forme et sa dérive, et Les sous routine le jacobien et [B] pour détermine la

matrice de déformation une relation entre les sous routine STR et jacobien et [B]. La sous subroutine

DBE est le[[B] T[D][B], une ploc pour chaque élément (I=1...n élément). Est géré par sous-programme

STIF.

c) Assemblage

Calcule la matrice de rigidité global, est effectuée par sous-programme [KS].

d) Condition aux limites

Elle est elaborée par le sous-programme BC

Présentation du programme
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e) Vecteur charge

Charges nodale et charge entre les nceuds. Elle est élaborée par le sous-programme LOAD
f) Calcule les déplacements

Résolution I’équation [Ke]{6}={F}, Elle est ¢laborée par le sous-programme SOLVE.
g) Calcul les contraintes
Elle est elaborée par le sous-programme STRE. Ploc entre les sous-programmes.

IMPUTE et STRESSE : le nombre de probleme a résoudre (N type). Ploc entre les sous-programmes
LOAD et STRESSE : cas de chargement (N cas) et identifies le point de gausse.
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Dans l'histoire de la méthode des éléments finis, le développement d’¢léments de flexion des plaques
remonte a longtemps. La plupart des formulations sont basées sur la théorie de Kirchhoff (la théorie des
plagues minces). Un grand nombre de travaux de recherche ont étés orientés vers le développement
d'éléments basés sur cette théorie. Dans ce chapitre, nous allons tester 1’efficacité de 1’élément SBRPK
(Strain Based Rectangular Plate Kirchhoff) ; utilisés dans 1’étude par une série des tests qui comporte

divers données géométriques, charges et conditions aux limites.

La validation de I'élément SBRPK, est représentée par la comparaison entre les résultats analytique
indiqués dans la littérature et les résultats donnés par les autres éléments (SBRP, SBRPS, ACM et
SBHS).

4.1 Elément fini rectangulaire basé sur I'approche en déformation pour I'étude de la flexion des
plagues minces : [30]

Cet élément, appelé SBRPK (Strain Based Rectangular Plate Kirchhoff) ; élément rectangulaire pour
I'étude de la flexion des plaques minces, bas¢ sur le modele en déformation et possédant quatre nceuds,
avec la nécessité d'avoir trois degrés de liberté pour représenter les mouvements possibles pour chacun

des nceuds(w, 6y, 6,,), donc I'element possede douze (12) dégrés de liberte.

4.1.1 Champ de déplacement

Le champ de déplacement dans n'importe quel point dans le systéme des coordonnés cartésiennes est

donné par :
U=u(xyz) =zpfx(x,y) (4.13)
V=v(xy2) =zB,(x,y) (4.1b)
W=w(xy,z)=w(xy) (4.1¢)
Be= -5 (4.1d)
B, = _‘;_‘;’ (4.1e)
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A y.v

Z,W
7< 0,8,

4 3

-0
4 YA «(B,)

| > X,U

Figure 4.1 : Elément rectangulaire de plaque a quatre neeuds avec w, 8, 8, (03d.d.I/neceud).

4.1.2 Champ de déformation

Les composantes du champ de déformation sont données par :

9Bx

Ex = Z (4.2a)

&y =252 (4.2b)
0Bx , 9B

Vxy = Z (E + a_xy) (42C)

Yz = Vyz = 0 (4.2d)

Les courbures sont données ci-dessous :

3By 32w

x= e = 50a (4.32)
ap 92w

ky = a_yy = -5z (4.3b)

_0Bx OBy 50w
kxy Ty + ax 2 dxdy (4.3¢)

4.1.3 Conditions de compatibilité cinématique

Ces conditions ont été etablies par Saint Venant [Fra 98], leur satisfaction est obligatoire pour garantir
I'unicité des déplacements.

0%ky | 0%ky _ 0%kyy

= 4.4
dy? d0x2 dxdy (4.43)
0%yxz  0%Vyz | 0%kxy _ . 0ky
0xdy 0x2 + ax 2 oy (4.4b)
aZVYZ 0%Yxz azkxy aky
0xdy dy? + ay 2 ox (4.4c)
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4.1.4 Les relations constitutives entre les contraintes et les déformations

Pour un matériau isotrope, les relations constitutives entre les contraintes et les déformations pour la

théorie de Kirchhoff sont donneées par :

M diz dypz 0 [| Ry (4.5)

y
M, 0 0 dszl|ky,

Mx [dll d12 0 ] kx
Avec M,, M,,, M, représentant les moments de flexion
La matrice de rigidité [D] contient les valeurs d;;, qui sont définies par :

Eh3 vEh3 (1-v)

:—,d =0, :d —_—
12(1—v2) "2 T 121 -v2) " 3T I 2

di1 = dy
Avec E le module d’Young, h I'épaisseur de la plaque, et v coefficient de poisson.
4.1.5 Dérivation des fonctions de forme et matrice de rigidité de I'élément SBRPK

Les courbures sont données par I'équation (4.3) comme suit :

— 9B«
X Ix (4'6a)
_ 9By
ky ==, (4.6b)
9By . OB
kyy = % +22 (4.6¢)
Siona:
ky=0;k,=0;ky =0 4.7

Apres intégrations des termes de 1’équation (4.7), on obtient :

Bx = a; 1ﬁy = as (4.8)
(7]
NVxz = Bx + % =0
On a aussi aw (4.9)
Yyz = .By + g =

ax (4.10)
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Aprés intégration de 1’équation différentielle (4.10) on obtient :
W =aq — a;Xx — azy (4.11)
Cette équation représente le mouvement d’un corps rigide (translation et rotation).

Le présent ¢lément a quatre nceuds, avec trois degrés de liberté (ddl) par nceud, donc 1’¢lément
possede douze degrés de liberté, le champ de déplacement doit donc contenir aussi douze coefficients
indépendants, trois ont été utilisés (ay, a,, as) pour la représentation du MCR dans 1’équations (4.8 ;
4.11), il en reste donc neuf coefficients ,(ay, as, a, a;, ag, aq, a1y, @11, A12) pour représenter de facon

approximative la déformation dans I'élément, tout en vérifiant les équations de compatibilité (4.4).

Les valeurs de :k,; k, ; k,, sontrésumées comme suit :

k, =a4+asx +agy + a;xy (4.123)
ky, = ag+ asx + a0y + a1 xy (4.12b)
kyy = Q15 + 2a¢x + azx* + 2a9y + a;1y? (4.12c)

En remplacant dans les équations (4.3) les courbures par leurs valeurs données par les équations (4.12)

et apres intégration, nous obtenons les champs des déplacements suivants :

2 x3 2y x3y y2 xyZ y3 xy3 xy
W=—Q——0s——Qg———A;———Ag——Ag——Ayg—— A1 — — a;,— (4.13a
47 5% 6 7% 87 97, 107 117 127, ( )
x2 x%y y? y3 y
,8x=a4x+a57+a6xy+a7—2 +a97+a11?+a125 (4.13b)
x? x3 y? xy? x
,By=a67+a7z+a8y+agxy+a107+a11—2 + a3 (4.13c)

Le champ de déplacement final pour I'élément SBRPK sera obtenu par superposition des termes des
équations (4.8 ; 4.11) et celle de I'équation (4.13), on obtient donc :

x2 X3 ny x3y y2 xyZ y3 xy3
W=a, —0,X— 03y — 04— —Qc—— Qg— — 07— — dg—— Qg— — Qg — — Q44 — —
1 2 3Y 47 5% 675 7 o 875 975 1075 17,

a1, (4.14a)
— x? x’y y? y? Y 4.14b
Bx = Gz + asx + a5+ agxy + a7 =+ a5+ a1 -+ a2 3 (4.14b)
x? x3 y? xy? X
ﬁy = das + a6?+ a7?+ agy + AgXy + a107+ a117+ alzz (414C)

Les fonctions de déplacement de I'élément développe SBRPK données par I'équation (4.14) contient

la représentation exacte des modes de corps rigide a travers les termes associés aux
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constantesa,, a, et a;, et satisfait aussi la compatibilité dans la présentation approximative de la
déformation dans I'élément. Les 12 degrés de liberté nodaux de I'élément sont exprimés en termes de

a, a,, ... ..., Ay, constantes par la matrice de transformation [C].
{6°} = [C].[A] (4.15)
Les vecteurs {6¢} et [A] sont donnés par :
{6} = {WlﬁxlﬁylwzﬁxzﬂyzWBBxSBy3W4Bx4By4}T (4.16)
{A} = {a,a,a50,05040,05090, 011012} (4.17)

La matrice [C] de (12 x 12) eléments est donnée dans I'annexe A2. En suivant le procédé bien connu
pour les éléments finis de type de déplacement [ZIE 91], la matrice de rigidité [Ke] de I'élément de

plaque est donnée par :

(k€1 =[C17"(J J [Q1"[P1[Q1ds)[C]~" = [C] " [kol[C] ™ (4.18)

Ainsi la matrice de déformation est donnée par :

4.2 Formulation des éléments de plague
a) ACM [31], [32] : Elément fini rectangulaire basé sur I’approche en déplacement pour 1’étude de
la flexion des plaques minces.

/6} 1

Figure 4.2 : Déplacements nodaux
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* Le champ de déplacement :

W=a; + apx + a3y + a,x? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + agxy? + a;0y3 + a1 x3y +

a2y°
0, = +Z—‘;’ = (a3 + asx + 2agy + agx?® + 2aqxy + 3a10y? + ay1x3 + 3a,xy%)  (4.10)
6, = —z—‘;j = —(ay + 2a4x + asy + 3a;x? + 2agxy + agy® + 3a;1x%y + ay,y?

b) SBH8 [27]. : Afin déviter [l'utilisation des éléments tridimensionnels (hexaédriques et
prismatiques) d'ordre éleve pour I'étude de la flexion des plaques, Belarbi et Charif ont développé un
nouvel élément hexaédrique simple a huit nceuds avec trois degrés de liberté par nceud (U, V et W)

« SBHS8 », basé sur le modéle en déformation.

Figure 4.3 : Géométrie de I’élément SBHS

Le champ de déplacement :

U=a; +ay+agz+ a;x + agxy + agxz + a;oxyz — 0.5a,,y% — 0.5a,4y%z — 0.5a,4 2% —

0.5a18y22 + 0.5a212 + 0.5a23y + Ax4YZ

V=a, — aux — asz — 0.5agx? — 0.5a,0x%z + a;,y + ay,xy + a;3yz + a;4xyz — 0.5a,,z% —

0.5a,;5xz% + 0.5a;9Z + az0xz + 0.5a,3% (4.11)

W = das + agy — agx — 0.5a9x% — 0.5a;0x% — 0.5a,3y% — 0.5a;,xy? + a15Z + a;6Xz + a;,yz +

a1gxyZ + 0.5a,9y + 0.5a,1x + az,xy
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c) SBRP [BELO 05] : élément rectangulaire pour 1’étude de la flexion des plaques minces et épaisses
possede quatre nceuds, avec la nécessité d’avoir trois degrés de liberté pour représenter les mouvements

possibles pour chaque des nceuds(w, B, B, ), donc cet élément contient douze dégrés de liberte.

z (W)

! 4 .
/ / y (B0
2 3

X (By)

Figure 4.4 : Elément rectangulaire de plaque a quatre nceuds, avec W, 8, et B, les trois
degrés de libertés pour chaque nceud.

Le champ de déplacement :

2 2

x x2y y xy? xy x xy y
W=Qa — QX — a3y — Q- —As—— — Qg —a;———Aag—-t+ag-t+ao--+a;;5 +
1 2 3Y 47 575 67 775 87 97 107 115
a2
1275,
2
y y ,a y y
ﬁx = a2 +a4x+a5xy_a77+a8;+?9 +a10;_a12; (412)

2

_ X X X ajq X
ﬁy = a3—a57+a6y+a7xy+a8;—a105+ T"‘alz

2
4.3 Applications
4.3.1 Flexion d’une plaque carrée avec diverses conditions
Pour simplifier la lecture, nous adoptons les notations suivantes :
- PSA_CCC : Plaque Simplement Appuyée sous Charge Concentrée au Centre.
- PE_CCC : Plaque Encastrée sous Charge Concentrée au Centre.

On représente le maillage le plus fin du quart de la plaque (figure 4.5).
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Figure 4.5 : Maillage du quart de la plaque.
4.3.1.1 Plaque encastrée sous charge concentrée au centre
Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

Chapitre 04

Fléche maximale ((WD/PL2).10000)

Maillage
SBH8 SBRP SBRPS ACM SBRPK
2X2 1,078 1,061 1,518 61,337 61.343
4x4 24,204 24,039 25,183 58,022 59.183
8x8 51,216 51,183 48,897 56,722 58.0429
10x10 53,531 53,513 53,692 56,538 57.446

Solution

56.00
De Kirchhoff

Tableau 4.1 : Plaque carrée a deux bords encastrés sous charge concentrée au centre.

La solution analytique est donnée par I’équation suivante :

PE_CCC plaque mince : (Wref =5.61073 PTLZ)

Application Numérique

Convergence de la fleche maximale (PE-CCC ; L=20 ; h=0,2,
P=1,v =0,3, E=109)
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4.3.1.2 Plaque simplement appuyée sous charge concentrée au centre
Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

Fleche maximale ((WD/PL2).10000)
Maillage
SBHS8 SBRP SBRPS ACM SBRPK
2X2 25.566 18.284 17.092 123.553 139.089
4x4 85.63 84.496 83.712 118.297 123.313
8x8 111.674 111.641 101.809 116.703 118.295
10x10 113.756 113.74 117.967 116.465 117.558
Solution
117.0
De Kirchhoff

Tableau 4.2 : Plague carrée a deux bords simplement appuyés sous charge concentrée au
centre.

Convergence de la fleche maximale (PSA-CCC ; L=20 ; h=0,2,
P=1,v =0,3, E=109)
La solution analytique est donnée par I’équation suivante :
: PL?
PSA_CCC plaque mince : (Wref =11.71073 7)

4.4 Analyse et interprétation

D’aprés les résultats présentés dans les tableaux (4.1 et 4.2) ci-dessus, on constate ce qui suit :

e [L’¢lément rectangulaire pour I'étude de la flexion des plaques minces basé sur le modele en
déformation possédant quatre noeuds avec trois degrés de liberté par nceud a été présenté dans
cette étude. Les résultats pour les plagues trés minces sont tres précis et en bon accord avec
ceux des solutions analytiques des plagues minces et d'autres résultats disponibles trouvés
dans la littérature.

e L’¢lément ACM converge rapidement vers la solution de référence pour tous les tests.

e Lesélements SBH8, SBRP et SBRPS basés sur la théorie de Reissner-Mindlin présentent une

bonne performance pour I’analyse des plaques minces.
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La modélisation des plaques comme d’autres domaines de modélisation des structures est devenue
tres efficace et tres rationnelle, ¢ a d on peut arriver a comprendre leurs comportements avec des modeéles

numériques et atteint des résultats plus corrects.

Les éléments présentés dans cette étude sont : I’¢1ément SBRPK, 1’élément SBH8, 1’é1ément SBRP,
I’élément SBRPS et I’¢1ément ACM, et fondé sur la théorie de plaque. Ces éléments sont différents au
niveau du nombre des nceuds et des degrés de liberté. Les éléments (SBRPK, SBRP, SBRPS et ACM)
avec quatre nceuds et douze degrés de liberté et 1’¢1ément SBH8 avec huit nceuds et vent quatre degrés
de liberte.

Les résultats obtenus a partir de ce travail nous a permis de mettre en évidence certains points, a

savoir :
> L’¢élément SBRPK donne des résultats précis pour la flexion des plaques minces.

> Les éléments SBH8, SBRPS et SBRP bases sur la théorie de Reissner-Mindlin présentent

une bonne performance pour 1’analyse des plaques minces.
> L’¢élément ACM présente une grande performance pour I’analyse des plaques minces.

> La performance des éléments basés sur I’approche en déformation a été observée.
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a/ La matrice [K,] pour 1’élément SBRPK est donnée par :

Sym. Hy; Hizg O

\ )

Hy=dy;S; Hy =dy1Sy; H3z = d115y2 H, = d115xy} Hg = dq,S; Hg = d12S,

H7 = dlzsy
Hg = d125xyi Hg = dy1Sxx; Hio = Hy; Hyq = d115xxyi Hiz = dq2Sx; Hiz = di28xx

Hi, = d125xyi His = dq,5x

xy 3 Hig = d334Sxx + dq14S

yy Hy7 = d3328xx + dllsxyy

Hyg = d115y ; Hig = dlZSxy + d3345xy ; Hyo = dlZSyy ; Hyp = dlZSxyy + d3325xyy
Hap = d3328y ; Hyz = d33Sxxxx + A11Sxxyy 3 Haa = d128xy ; Has = d12Sxxy + d3325,xy

Hye = d12Sxyy ; Ha7 = d12Sxxyy + d33Sxxyy 5 Hag = d33Sxx s Hzo = d225; H3p = d225x
H3y = dy,Sy; Hap = d238xy ;5 Hazz = dpaSx + d334Syy, 5 Hay = d23Syy

H3s = d238xxy + d332Syyy 5 Hze = d332Sy; Hzy = d23Syy ; Hag = d22Sxyy

Hsg = d33Sxxyy + d33Syyyy ; Hag = d33Syy 5 Hyy = d33S
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L’organigramme pour 1’étude de la flexion des plaques est donnée par :

[ Début J

'
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sumivant 1’axe x (n) et suivant 'axe v (n)
de la plaque.

!
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Introduction des caractéristiques
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\
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Fichier de donnée du programme de calcul en FORTRAN 77 pour I’élément SBRPK
pour un maillage de 2X2.
*ABDERRAHMANI

***PRECISION
1E50

***TITRE
CALCUL D une plaque ret
***DEFINITION
9 NTNO

4 NTEL

8 NTDI

1 NTFI

15 LB

6 ICCC
***UNITE

MN
***DONNEE
*COO

0.0.

10. 0.

20. 0.

0. 10.
10. 10.

20. 10.

0. 20.
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10. 20.

20. 20.
*CON
1254
4587
2365
5698
*SECTION
0.2

*MAT
1000000 0.3
*DEPLACEMENT IMPOSE

110

210

310

410

610

710

810

910
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*FORCES IMPOSEES
511.

***DEP

*xxEFF

*xxEIN

Fichier des résultats du programme de calcul en FORTRANT 77 pour I’élément SBRPK
pour un maillage de 2X2.

KA EE I I I I I I I I I IA A IA A A A A A A A A A A A A A A A A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAhhdhh*k
** **
CALCUL D une plaque ret
*AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAhhAhhhhhhhbhhrdhhrrhhAhhhhrihhkhhhdhhdihhihhihhiihiiiiik

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhrhrhhhkhkhkhkkhkhkhihrrhhkhhkhhhhirrhikhhhhiiiirixx

*k*k **k*k
***  DEFINITION DU PROBLEME folalal
*kk *k*k

Fhhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkkhkhhihrrhikidhhhkhkhirrhiihkhhhiiiiix

*k*k **k*k
*** NOMBRE TOTALE DES NOEUDS Q ***
**k%k *k%k
*** NOMBRE TOTALE D ELEMENTS 4 Fx*
*k*k **k*k

*** NOMBRE DES DEPLACEMENTS IMPOSES 8 ***

**k%k *k%k

*** NOMBRE DES FORCES IMPOSEES 1 x**

**k*k **k*k

*** LARGEUR DE BANDE 15 ***

**k*k **k*k

*** POINTS DE CONTRAINTES A CHOISIR 6 ***
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**k*k *k%
*hkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhhkhkkhkhkhkkhkhhkkihkhkhhkkhhhkkihkhkihkkhhhkihkhihkiihkiikkkx
*hAAAAAAAAAAAAAAAhAhhkhhhhhhhhhhihhihhihhiiiiiiiiik
*hkk U N I T E S *k*k
FEAAIAAAIAIAAkAAAkAAAkAAAkAIAAkArAhkhrhkhrhkhihhihhihhrhiiiiiik
**k*k **k*k

**k*k M N **k%k
*hhkkkhhkhkkhkkhkkkhkhkhkkhkhhkkhhhkhkhkhkkhkhhkhkkhhkhkkhhkhkkihhkkihhkkikihkkikiikkiiikiik
FEhAAEAAIAEAAkAAAkAAAhkAAhkArhkhrhkhkrhkhkrhhrhhihhrhhihhiiiiiix
*hkkkhkk C O O R D O N N E E S *kkkhkkkikik
*kkkhkkhkkhkkkhkkhkkikhkkhkkhkhkkhhkhkkihkhhhkkhhkhkkihkhhhkkhhkhkihkhihkkihhkihiiikkikx
*kkkkk *kkkkkikkkk

*hkkkhkkhkkkik

*xkxk%x  COORD >>>>1 >>>> X

*hkkkhkhkkkikik

*xx%xx  COORD >>>>2 >>>> Y

khkhkkhhhhkhkhkhkkhkhkhirrrhhkhkhhkhkrirrrhhkhhhkhriiriiiixhhhiiiikx

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhirhhhhkhkhhhkhirhhiikhhiix

*** NOEUD *** COORD >>> 1* COORD >>> 2 *

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhihrrhhhhkhhhkhirhhhikhhiix

faleka *** 00000E+00 * .00000E+00 *
folekal *** 10000E+02 * .00000E+00 *
folekal ***  20000E+02 * .00000E+00 *
falekal *** .00000E+00 * .10000E+02 *
falekal *** 10000E+02 * .10000E+02 *
falekal *** 20000E+02 * .10000E+02 *
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Fxxk 7 *** 00000E+00 * .20000E+02 *
Fxx 8 *** 10000E+02 * .20000E+02 *

Frx 9 ** 20000E+02 * .20000E+02 *

*hhkkkhkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhhhkkhhhkkikhhkkhhhkkhkhhkkhhkkhhhkkhihkiihkiiikk
*hkkkhkkkhkkhkkkhkhkkhkkhhkkhkikhkkhhkhkkhhkkhihkihhkihkhihkkihkhihihihkihhihkiihkikx
*hkkkk CONNEXIONS *kkkk

FEhAAIAEAAIAEAAkAAAkAAAkArAhkArhhkhkrhkhkrhhkhkihhrhhrhhkrhhihhiiiiiixx

*hhkhkkhkhkhkkhkhkhkkhhkhkkhhkhkkhhhkkhhhkkhhhkhhhkhhhkhhhkhhhkhkihhkhkkihkhkkhhhkkihhkkihhhkkihhkkihhkkihhkkhhhkkhihkiihkiiikk

*** ELEMENT *** NOEUD >>> 1* NOEUD >>> 2 * NOEUD >>> 3 * NOEUD >>> 4

*

*hhkkkhkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhhkhkkhhhkkhhhkkhhhkhhhkhhhkhhhkhkhhkhkhkhkhkkihkhkkhhkhkkihhkkihhhkkihhkkihhkkikhhkkhhihkhhhkiihkiiikk

wexomkx ] % x5 x4 %
wexpomkk 4 k5 kg ox 7 %
kIk Zowkx D k3 x x5 x
wIk gowkx B ok g x g x

Fhhhhkhkhkhkkkhkhkhhhhhkhkhkhkkhhkhihrrhhhhkhkhhhihrrhhhhkhkhhhihrrhhhhkhkhhhirrhhhhhhhhiiriiiixixdx
khkhkhkhrhkhkhkhkhkkhkkhrirrhkhkhkhkhkkhkriirrhhkhkhhkhiriiiiiihhhhiiiix

#xx%  SECTIONS sese
*hAhkAEAAkAAAkAAhkAhAhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhhhihhihiiiiiiixkx

*kkk *kkk

**** CONSTANTES LE LONG DE L ELEMENT ****
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*kkkx

*kkkx

*kkkx

*hkk

*hkk

*kkkx

*kkk

SECTION -1====> EPAISSEURE  ****

*kkkx

TOUTE LES ELEMENTS POSSEDENTS LES

MEME CARACTERISTIQUES DE SECTIONS

*kkkx

Annexes

*hkk

*khkk

*hAAAAAAAAkAAAAAAhkhhhhhkhhhkhhhhhhihhihhihhihiiiiiiikx

*hhkkkhkhkkkhkhkkkhkhkkkikhkkikhkkhhkkhikkiiikkik

*xx ELEMENT *** SECT >>> 1*

*hhhhkhkkkkhkhkhkhihhkhkhkhkhhkhiiihiiiixk

*kk

1 *** 20000E+00 *

*hhhhkhkkkkhkhkhkhrhhhkhkhkkhkhihirhiikixixk

khkhkkhhrkhkhkhkhkkhkhhrrrrhhkhkhkhkhkrirrrhhhhhhriirrihhhhhiiiix

*hkkkk

CARACTERISTIQUES DU MATERIAU

*kkkhkk

FhAhkAAhkAAhkAAhkAkhhkhkhhkhkihhkhkihhkhkhhhkhhhkrhhrhhihhihiihiiiix

*kkhkk

*kkkk

*kkkk

*kkkk

*kkkk

*khkhkk

*khkhkk

*hkkkk

*khkkkk

MODULE - 1 ===>>>>
MODULE - 2 ===>>>>
MODULE - 3 ===>>>>
MODULE - 4 ===>>>>

MODULE - 5 ===>>>>

YO U N G 1 *khkhkkk
POISSONL s
YOUNG2 e

POISSON2  ***x**

MODULE - 6 ===>>>> CISAILLEMENT?2 ******

MODULE - 7 ===>>>>

BETA *kkkkk
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*kkkkx *khkkkk

*xxFx TOUTE LES ELEMENTS POSSEDENTS LES  *#****

*xxxx  MEME CARACTERISTIQUES DE MATERIAUX ****#**

*hkkkikk *khkkkik

FEAAIAEAAAIAAAAAkAIAAkAIAAkArAAkArAhkhrhkhrhkhkrhhrhhrhhiihhiiiiiikkx

B R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R R R R R R R R R R e

*** ELEMENT *** MODULE >> 1* MODULE >> 2*

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhrrrhikhhhhkhkhirhiiihhhiikx

**x 1 *** 10000E+07 * .30000E+00 *

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhihrrhhhhkhkhhkhkhirrhhikhhiix

khkhkkhhhhkhkhkhkkhkhkhirrrhhkhkhhkhkrirrrhhkhhhkhriiriiiixhhhiiiikx

wxsikx DEPLACEMENTS IMPOSES s

FhAkAAAkAEAhkAAhkAhhkhkhhkhhhkhhhkhhhkhhhkhkrhhihhihhihhihiiiikx

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhihrhhhhhkhhhkhirhihihkhhiikx

*** NOEUD *** DIERCTION * VALEUR *

*hkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhkhkkkhhhkhhhkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhhhkhkihhkiikiiikkik

falolal sl 1 * .00000E+00 *

wak 9 sk 1 % 00000E+00 *

57



dxk 3wk ] % 00000E+00 *
dxk 4wk ] % 0D000E+00 *
wxk g %Rk ] % 0D000E+00 *
doak 7 %Rk 1 % 00000E+00 *
wak g owkk ] % (00000E+00 *

FrEQ wAEX 1 * .00000E+00 *

*hhkkkhkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhhkhkkhhhkkihhkkihhkkhkhhkkhhkkihhkkhkihkkhihkiiikkik
FEhAAEAAIAEAAkAAAkAAAhkAAhkArhkhrhkhkrhkhkrhhrhhihhrhhihhiiiiiix
*hkkkhkhkkkikikkkikk FORCES IMPOSEES *hkkhkkhkkkikkikkikiikk
*kkkhkkhkkhkkkhkkhkkikhkkhkkhkhkkhhkhkkihkhhhkkhhkhkkihkhhhkkhhkhkihkhihkkihhkihiiikkikx

*hhhhkhkkkkhkhkhkhihhhkhkhkhkhkhkhirrhhkhkhhhkhhirhhiikhihiix

*** NOEUD ** DIRECTION * VALEUR *

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhirhhhhkhkhhhkhirhhiikhhiix

sk gk ] % 10000E+01 *

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhihrhhhhhkhhhkhirhihihkhhiikx
khkhkkhhhhkhkhkhkkhkhkhiirrhkhkhkhhhkhrrrrrhhkhhkhkhiiriiihixhhhiiiix
*kkkkhkkkx *khkkkkkkx

*kkkkhkkkx D E P L A C E M E N T S *kkkkikkikk

*kkkkhkkkx *khkkkkkkx

khkhkkhkhrhhkhkhkhkkhkhiirhrhhkhkhhhkhiirhrrhhhhhkhiiiirihhhhhiiiix
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KEAAAEAAARAAAAAAAAAAAAAAAAhhhhhkhhhhhhhhhhhhiihiiihiiiiik

*NODE* W * Bx * By *
* * * * *

B R R T R R T R R R R R R R R T S R R R R R R R R R R R S R R R R R R R R R R R R R R S R R e e

* 1* -45781E-53* -.83849E-04 * -.83848E-04 *

* 7* -45780E-53 * -.83849E-04 * .83848E-04 *

* 9* -45781E-53* .83848E-04 * .83848E-04 *

*hhkAAhkAAAkAAhkAhhkAhhkhkhhkhhhkhkhhhkhhhkhhhkhhhihhihhiiiiiixkx
*hhkhAhkAAhkAAhkhhhkhhhkhkhhkhhhkhhhkhkhhhkhhhkhhhkihhihiiiiiiixkx
*kkkhkkkik CO NTRAI NTES *kkkkkikk

*kkkhkkhkkhkhkkhkhkhkkikhkhkhkhkkhkhkhkkihkhhhkkikhhkkikhhhkkihkhkkihkhkihkkihhkkihkihkiikkikx

* *n* * * *
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*elt*o*Mx * My * Mxy * Tx * Ty *
* *d* * * *

*hAAAAAAAAkAAAAAAhkhhhhhkhhhkhhhhhhihhihhihhihiiiiiiikx

* 1*0*-.26352D-01 * -.26352D-01 * -.53303D-01 * .00000D+00 * .00000D+00 *

* *__* * * *
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* 3*3* .31942D-01 * .31942D-01 * .59400D-01 * .00000D+00 * .00000D+00 *

FhAkAAAkAEAhkAAhkAhhkhkhhkhhhkhhhkhhhkhhhkhkrhhihhihhihhihiiiikx
*hkkkhkkhkkkikikkk *hkkkhkkhkkkikikkk

*kkkikkkhkkikkkik F I N N O R M A L E *kkkikkhkkikkkikk
*kkkikkkhkkikkkikk *kkkikkkkikkkik

*hhkhkAhkAAhhkhkhhkhkhhkhkhhkhhhkhhhhhhhihhkihhkiihkhkihhkihiihiiik
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