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Résumé

Notre travail a pour objet I’étude de 1’existence globale des solutions des

systemes de Reéaction-Diffusion a réaction fractionnaire de type Gierer-
Meinhardt.

Ce type de systemes a une vaste application aux domaines de Biologie et de
Biochimie.

Nos techniques sont basées sur la construction d’une fonctionnelle de Lyapunov.



Abstract

In this work we prove the global existence of solutions of some Reaction-
Diffusion systems with fractional reactions for type Gierer-Meinhardt.
This type of systems has a vast application in Biology and Biochemistry.
Our techniques are based on the construction of Lyapunov functional.



uaidla

Jelds Gyl cld iyl g Jadll o) dadail (zany Jislad  JISI 0 g sl A ) 138 Llae (e Caagll
A beie- ) g 58 (e (5 S

sl sl 5 ba o) sl GVl 3 Aaal 5 Cligada Al Aadai¥) (e ¢ gil) 138

s sl Al L) e aaiad A all o3 o Alerivuall Lyl



Table des matiéres

2

0.1 Introduction Générale . . . . . . . . . ... ... 3
Notations et Notions Générales 5
1.1 Notations générales . . . . . . . . . . .. L )
1.2 Notions générales . . . . . . . . . .. L 8
1.2.1 Formulesde Green . . . . .. ... .. ... ... ... ... 9
1.2.2  Formes Quadratiques . . . . . . . . . . . ... 10
1.2.3  Quelques inégalités utiles . . . . . . . . .. ..o 12
Introduction aux Systémes de Réaction-Diffusion 15
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 15
2.2 Modélisation . . . . . ... 16
23 Exemples . . . . . .. 18
2.3.1 Enchimie . . . . ... .. . 18
2.3.2  En physique nucléaire . . . . . .. ..o 20
2.3.3 Enbiologie . ... ... .. 21
2.3.4 Enélectronique . . . . . ..o L 22
2.3.5 [En génétique des populations . . . . ... ..o 23
2.4 Existence des solutions . . . . . .. .. Lo Lo 24
2.4.1 Résolution des équations de réaction-diffusion . . . . . ... .. .. 24
2.4.2 Fonctionnelles de Lyapunov classiques . . . . . .. ... ... ... 25
24.3 Existenceglobale . . . . .. ... oo 25
244 Régions Invariantes . . . . . . ... Lo Lo 28



3 Systémes de Réaction-Diffusion de type Gierer-Meinhardt 30

3.1
3.2

3.3

Introduction . . . . . . . .. L 30

Exemples de modélisation: Comment la coquille de mer s’adoniser avec ces

4 Existence globale de solutions pour certains systémes de R-D a réaction

4.1

4.2

fractionnaire 42

Existence globale de solutions pour trois composantes des systémes de R-D

de type Gierer-Meinhardt . . . . . . . .. ... L oo 42
4.1.1 Etude de l'existence globale . . . . . .. .. ... ... .. ..... 43
4.1.2 Application . . . . ..o 54
Existence globale des solutions d’un systéme de type Gierer-Meinhardt

(modifié) a quatre équations . . . . . ... ... 55
4.2.1 Etude de lexistence globale . . . . . .. ... ... ... .. ... 56
4.2.2 Application . . . ... 66



0.1 Introduction Générale

Généralement on étudie dans ce travail I’existence globale en temps des solutions d’une
classe des systémes formés de deux, trois et quatre équations aux dérivées partielles du
type parabolique formant un Systéme de Réaction-Diffusion de type Gierer-Meinhardt
(& réaction fractionnaire). Dans ce but on a construit une fonctionnelle de Lyapunov.

Le travail est réparti en quatre chapitres:

Au Chapitre.1: On rappelle les notations, les notions préliminaires et les sym-
boles en vues de les utiliser dans les chapitres suivants. On insistera, en particulier,
sur quelques théorémes généraux d’analyse fonctionnelle, sur les espaces de Sobolev,
quelques inégalités utiles et la positivité des formes quadratiques.

Au Chapitre 2: (Introduction aux systémes de Réaction-Diffusion) On
parle de 'importance des systémes de réaction-diffusion dans la résolution de plusieurs
problémes dans les différents domaines (chimie, physique, biologie, électronique

et génétique des populations) ainsi on donne la forme générale de ces systémes

0
8—1; — DAu = f(u).

Ainsi le chapitre est réparti en deux sections: Dans la premiére section (la modélisa-
tion) on va exposer les méthodes générales transformant les phénomeénes naturelles a
des Systémes de Réaction-Diffusion en utilisant la loi de conservation de masse et la
seconde loi de Fick. Les conditions aux bords et les conditions initiales seront bien
choisies. Dans la deuxiéme section: On va étudier ou donner quelques exemples dans
des domaines variés: En chimie, physique nucléaire, biologie, électronique et en géné-
tique des populations.

Au Chapitre 3: Dans ce chapitre nous parlerons du systeme de Gierer-Meinhardt
qui est un type célébre parmi les systémes de Réaction-Diffusion, on donne une forme
pratique de ce systéme qui modélise un phénomeéne biologique, en suite on donne un
exemple de modélisation pour la coloration des coquilles de mer, en suite on étudie
I’existence globale des solutions d’un systéme de Gierer-Meinhardt de deux équations,
en présentant un lemme, un théoréme et une proposition.

Au Chapitre 4: Nous étudierons I'existence globale-en temps-des solutions pour



certains systémes de Réaction-Diffusion a réaction fractionnaire (de type Gierer-Meinhardt);
le premier composé de trois équations, appliqué a la biologie végétale; au développe-
ment des plantes dans le domaine de phyllotazie (disposition des palmes sur le stipe de
la plante), en utilisant pour cette étude un lemme auxiliaire d’estimation, un théoréme
et une proposition d’existence globale de solutions qu’on la prouve a ’aide de la con-
struction d’une fonctionnelle de Lyapunov . Enfin, de la méme maniére, on fait une
étude de I'existence globale pour le deuxieme systeme de Gierer-Meinhardt modifié par

la modification de Conway-Cooper, composé de quatre équations.



Chapitre 1

Notations et Notions Générales

1.1 Notations générales

On note par (a;;), <ij<n la matrice carrée d’ordre n qui s’écrit comme suit:

a1 a12 vee QA1n

921 a92 e QAop,
A=

QAn1 an2 v QApn

Les déterminants principaux successifs de A sont notés

det n, on les écrits:

a1 Q12 ... QAip
ail Qa2 Q21 Q22 ... Q2p
detl = aq;,det2 = ,...,detn =
ag1 A22
an1 an2 Ann
Les déterminants sous la forme
Qirjy  Qigjy -+ Qipgy
L . . . Qirjy  Qigjy -+ Qipjs
det A iy, ia...0p | J1, J2---Jp) = ,
ahjp ainp aipjp

(1.1.1)

par det 1, det?2,...

(1.1.2)

(1.1.3)



avec
1§21<22<<1p§n

I1<n<jp<.<jp<n
et
1= J1,%2 = J2, .-dp = Jp,
sont appelés les déterminants principaux.
Q2 est un domaine borné de R", de frontiére OS2 et do est la mesure superficielle sur
o).

ou
o désigne la dérivée normale de u extérieure & 0, c’est-a-dire:
n

ou N
— =Vu-

) UE

ou 7 est le vecteur unitaire de la normale extérieure a 0f).

Le gradient de u est défini par:

gradu = Vu = (

n 2
ou Ou ou <8u) | (11.4)

, s . alors |Vu|* = Au =
0x,’ O0xo 8xn) [Vl ; ox;
On désigne par IL?(€2) 'espace de fonctions (ou plus exactement des classes d’équivalence

de fonctions, au sens de l'égalité presque partout) u mesurables sur 2 telles que

[ Jul’ dx < 00,1 < p < 0o muni de la norme
0

1
Il ey = ey [ o . (1.15)

On désigne par L>(2) P'espace des (classes) de fonctions u mesurables et vérifient
lu] < C, p.p (presque partout) sur € ot C' est une constante. L°(€2) est muni de la
norme

[ullp gy = nf{C, [u| < C p.p sur Q}. (1.1.6)

On définit les espaces LP(0,T,X) et L>(0,7,X) comme suit:

LP(0,7T,X) = {u mesurable de [0,7] — X, fOT Jul | dt < oco,si1<p< oo} muni de

la norme:

T
P
T — /0 2 dt (1.17)



L>(0,T,X) = {u mesurable de [0,7] — X, supess [Ju|y < oo} muni de la norme:
te(0,T)

[l oo o,7.50) = sup ess [|ully - (1.1.8)
te(0,T)

Naturellement on a: LP(0,7T, LP(§2)) = LP(Q2 x (0,T)).

C(Q2) désigne 'espace des fonctions continues dans €2 muni de la norme

Julleqqy = mas u(2)]

C*(£2) désigne I’espace des fonctions k fois continfiment différentiable sur  (k entier
positif) et on écrit

C*(Q) = [CHQ).

k>0

BC' désigne 'espace des fonctions bornées et uniformément continues dans R, et on
écrit:

BCy={u e BC: lim |u(x)| = 0}.

|z|—o00
D(Q) c’est I'espace des fonctions C* a support compact contenu dans 2.
D'(2) désigne 'espace des distributions sur {2 c’est-a-dire 'ensemble des formes

linéaires continues sur D(2)

Ou o
8@-

c’est ’espace de Sobolev muni de la norme

n a 2
2 2
ey = [l [3°]5
0 o =1

= /|u|2dx+/|Vu|2dx. (1.1.9)

Hwn:{uewam

D’une fagon générale pour m € N, on définit

H™(Q) = {u € L*(Q), D € L*(Q) pour tout a € N" vérifiant |a| < m}



muni de la norme

flniy = 3 / D*uf? da

la|<m®q
a, |12
= Z | D uH]L?(Q) ’ (1.1.10)
lal<m
aoc1+0¢2+---+04n n
1 DY = t o] = ; la dérivé des distributions.
ol I T e et || Zzla a dérivée au sens des distributions

D’une manieére plus generale pour tout réel p, on définit ’espace

WmP(Q) = {u € LP(Q), D € LP(Q), |a] < m}
muni de la norme

lullh,, = > I1Dullfyq), 1< p <400 (1.1.11)

la|<m

donc W2(Q) = H () et W™2(Q) = H™(Q).

1.2 Notions générales

On donne des propositions, des théorémes avec démonstrations et des remarques utilisés

dans les chapitres suivants.

Théoréme 1.2.1 (d’Ostrogradski) (ou théoréme de la divergence) Soit S une surface
fermée, frontiére d’un domaine de volume V. Choisissons comme sens positif de la nor-
male a la surface, le sens qui va de l'intérieur du domaine a l’extérieur, et désignons par
a, B ety les angles que fait cette normale avec la direction des x, y et z positifs respec-
tivement.

Alors, si Ay, As et Az sont des fonctions continues ayant des dérivées partielles continues

dans le domaine V', le théoréme de la divergence s’exprime ainsi:

/ 0A; n 0A; n 0A3 dV = /Aldydz + Asdzdx + Aszdxdy. (1.2.12)
Ox oy 0z

Sous forme vectorielle avec A = (A1, As, As),ceci peut s’écrire simplement

/V AdV = /A - ndS. (1.2.13)



Ce théoreme, est appelé encore le théoréme de Green dans ’espace.

Preuve. Pour la Preuve de ce théoréme voir Spiegel [56] page (210). m

1.2.1 Formules de Green

Nous rappelons maintenant quelques formules de Green qui généralisent au cas multi-
dimensionnel la formule d’intégration par parties de la dimension un. FElles s’écrivent

de la maniére suivante:

Théoréme 1.2.2 On suppose que ) est un domaine ouvert de frontieére ) continue par
MOTCEAUL.

Alors, si u et v sont des fonctions de H*(S)), on a

ou ov
- _ ) 1< < 1.2.14
8@-de /uﬁxi dx + /uvmda ,1<i<n, ( )
Q Q a0

on désigne par n; le i°"¢

cosinus directeur de la normale n a 0S) dirigée vers l'extérieur
de Q et on écrit m; = (7. ¢€; ).

do la mesure superficielle sur Of).

Preuve. Si u (resp. v) appartient a H'(£2), il existe une suite (u,,) (resp. (v,))
de D(Q) qui converge vers u dans H'(€2) (resp. vers v dans H'(Q)) [®(Q) dense dans
H(©).

On a pour les fonctions u,, et v, de D (1)

Ou,, vy,

a—xivpdx = — [ Uy, oz, dx + /umvpmda, 1<i<n, (1.2.15)
Q

Q o0

on obtient I’expression (1.2.14) par passage a la limite dans la formule précédente. m

Corollaire 1.2.1 Pour toute fonction u de H?(Q) et toute fonction v de H'(2), on a la

/(Au)v = /%vda - /VUVU. (1.2.16)
Q s Q

formule de Green



Preuve. Donnons une conséquence de Théoreme (1.2.2).
2
n

On pose Au = Za—z,
i=107;
de H?(£2), on a d’apres (1.2.14) pour toute fonction v de H!(£2)

e = 3 [P

le Laplacien d’une distribution u. Alors, si u est une fonction

Q i=1"q

“ ou Ov ou

— de — d
2 8@ 8@ * 8xim]’ 7
= Q 0N
- ou Ov ou

— de — | —uvd
;/axi Ox; ! 0nv 7
=10 0

d
= /VUVU — /@vda.
on
Q a0

Remarque 1.2.1 La formule (1.2.14) reste valable si u,v € Clet la formule (1.2.16)

reste valable si u € C* v € C*.

1.2.2 Formes Quadratiques

Définition 1.2.1 Une forme quadratique est un polynéme homogéne du second degré rela-

tivement aur n variables uy, us, ..., u,. Une forme quadratique a toujours la représentation

Zaijuiuj (1217)
1,j=1
ot

A = (aijh<ij<n

est une matrice symétrique.

Si nous désignons la matrice-colonne (uy,us, ..., u,) par u et la forme quadratique

par
Au,u) = Zaijuiuj, (1.2.18)
ij=1
nous pouvons écrire
Alu,u) = vl Au = Au - w. (1.2.19)

10



S1
A = (aijhi<ij<n

est une matrice symétrique réelle, la forme (1.2.18) est dite forme quadratique réelle.

Dans ce travail, on s’intéresse que des formes quadratiques réelles.

Définition 1.2.2 Une forme quadratique (1.2.18) est dite définie non-négative si, pour

des valeurs réelles arbitraires des variables
A(u,u) > 0. (1.2.20)

Définition 1.2.3 Une forme quadratique (1.2.18) est dite définie positive si, pour des

valeurs arbitraires des variables non nulles (uw #0), on a
A(u,u) > 0. (1.2.21)

Théoréme 1.2.3 Une forme quadratique (1.2.18) est dite définie positive si, et seulement

st, tous les déterminants principaux successifs de sa matrice des coefficients, sont positifs
det1 > 0,det2 > 0,...,detn > 0. (1.2.22)
Preuve. Pour la preuve de ce théoréme voir Gantmacher [12] page (308). =

Corollaire 1.2.2 Dans une forme quadratique définie positive (1.2.18) tous les déter-
minants principauz de la matrice des coefficients, sont positifs, lorsque les déterminants
principaur successifs d’une matrice symétrique réelle sont positifs, tous les déterminants

principaur restants sont positifs.
Remarque 1.2.2 Si les déterminants principaux successifs sont non-négatifs
det1 > 0,det2 > 0,...,detn > 0, (1.2.23)
il ne résulte pas que A(u,u) soit définie non-négative. Ainsi la forme
ayu? + 2a12u1 Uy + g3, (1.2.24)

dans laquelle a1; = a12 = 0, aze < 0, satisfait (1.2.23) mais n’est pas définie non-négative.

11



Nous avons cependant le théoréme suivant:

Théoréme 1.2.4 Une forme quadratique (1.2.18) est dite définie non-négative si, et
seulement si, tous les déterminants principauxr de sa matrice des coefficients sont non-
négatifs

detA[il,ig...ip ‘ Z’]_,Z‘Q...Z-p] 2 0,

ou

1< <in<.. <, <n, etp<n.

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme voir Gantmacher [12] page (309). =

1.2.3 Quelques inégalités utiles
Inégalité de Cauchy

Soit a, b € R, € > 0, alors:

€ 1
bl < —a® + —b?
jabl < 507+ 5

Preuve. L’inégalité de Cauchy est un cas particulier de I'inégalité de Young suiv-

ante: |

Inégalité de Young

Soit f une fonction continue et croissante sur [0, ¢] ou ¢ > 0.

f(0)=0,a€[0,c|letbel0,f(c),alors

a b
ab§/0 f(x)da:+/0 f(x)dx (1.2.25)

ol f~! est la fonction inverse de f.

Preuve. on commence par ’expression

g(a) =ab— /Oa f(z)dz (1.2.26)

12



on prend b > 0 comme un parameétre. Puisque ¢’ (a) = b — f (a) et comme la fonction

f est croissante, on a
gd(a) > 0 pour0<a< f1(b),

g(a) = 0 poura=f(b),

gd(a) < 0 poura> f1(bh).

De cela, g (a) est une valeur maximale de la fonction g atteinte a a = f~* (b) .
Ainsi

g(a) <maxg(z) =g (f (b)) (1.2.27)

Appliquons une intégration par parties
. . a0
g (1 ®) = - [ f@d
0
7o)
= / zf' (z)dx
0

Si on prend y = f(x), 'égalité ci-dessus devient:

() = / £ () dy (1.2.28)

En comparant (1.2.26), (1.2.28), et (1.2.27), on obtient (1.2.25)
(Voir Mitrinovic, Pecaric et Fink [43]). =
La fonction f(z) = zP~! avec p > 1 dans chaque intervalle [0, ¢] satisfait les condi-

1 1
tions précédentes. On applique (1.2.25) utilisant — + — = 1 on obtient
p q

P
VYa,b € R* : ab < %*5' (1.2.29)

Si on remplace la fonction f(x) par ez?~! dans (1.2.25) ou € > 0, alors on obtient

I'inégalité de Young en e:

Va.beR* :ab < ca? + P g (1.2.30)

Ce qui donne

Va,b € R" : ab < ea? + (e)!’%1 be.

13



Inégalité de Holder

Soit p > 1 et ¢ > 1 des nombres réels liés par la relation ]10 + % =1 alors

VL9 € @) x 1) [ 1 (0)g()]ds < (/Qlf(:c)lpdrc); (/Qm(x)'qu)é
(1.2.3

Preuve. En utilisant I'inégalité (1.2.29), on obtient

f (@) g (2)] < }9 @)+ % g (@)]°

il en résulte que fg € L' () et que

Jr@s@idr < [ 1p@Pies [g@l i

Remplagant dans (1.2.32) f par Af (A > 0) il vient

[17@s

1
xpdx—l-—/gqux
P+ [ o)

On choisit A = ([, |f (2)[")~ z (Jolg (z \qu)f’ on obtient alors (1.2.31).

[5] page (56). =

14
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Voir Brezis



Chapitre 2

Introduction aux Systémes de

Réaction-Diffusion

2.1 Introduction

Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes couplés d’équations différentielles
aux dérivées partielles de type parabolique. Aujourd’hui, ces systémes ont regu un
grand traité d’attention, motivé par la richesse de la structure de leurs ensembles de
solutions, et car ils modélisent des phénomeénes qui apparaissent dans des secteurs var-
iés: chimie, biologie, neurophysiologie, épidémiologie, combustion, génétique des popu-
lations, etc. Les individus difféerent d’un probléme & un autre: En chimie, par exemple,
ils représentent des substances chimiques. En biochimie, ils peuvent représenter des
molécules. En métallurgie, des atomes. En dynamique des populations, ce sont des hu-
mains. En génétique des populations, ils représentent des caractéres. En biophysique,
des charges électriques ou bien des différences de potentiel. En environnement, ils
peuvent représenter les animaux ou les plantes d’une forét, d’'une mer ou bien d’un
fleuve.

Tous ces problémes s’écrivent sous la forme:

% — DAu = f(u), (2.1.1)

ot u(z,t) = (ui(x,t),...,un(x,t)) est un vecteur de variables dépendantes, et c’est

15



I'inconnue, f(z,t,u(z,t)) = (fi(x,t,u(x,t)),..., fm(z, t,u(z,t)) c’est la réaction (générale-
ment non linéaire) et D est une matrice carrée m x m définie positive et diagonalisable
appelée matrice de diffusion. Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction
entre les composantes de u, par exemple, en chimie u est un vecteur de concentrations
chimiques, et f représente l'effet des réactions chimiques sur ces concentrations. Le
terme DAw représente les diffusions moléculaires & travers la frontiére de réaction.

Les conditions aux bords seront choisies selon l'origine et la nature du probléme
étudié: s’il n’y a pas d’immigration des individus a travers la frontiére du domaine
Q sur lequel le probléme est posé, on choisit les conditions aux bords homogenes de
Neumann. S’il n’y a pas d’individus sur la frontiére, on prend les conditions aux bords
homogenes de Dirichlet. L’inconnue (la solution qu’'on cherche) est un vecteur dont
les composantes sont généralement des fonctions positives: en chimie, par exemple,
c’est un vecteur de concentrations chimiques. En biochimie ou en métallurgie, c’est
un vecteur de concentrations en nombres de molécules ou d’atomes respectivement.
En dynamique des populations et en environnement, c’est un vecteur de densités de
populations humaines, animales ou végétales...

Les conditions initiales sont généralement positives; puisqu’il s’agit de concentra-

tions, densités, charges électriques ...

2.2 Modélisation

On considére une région bornée Q de R? ou R? (qui peut étre une surface géographique,
une cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ces réac-
tions peuvent étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire; d’ailleurs
la cellule vivante est le sieége de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géo-
graphiques forment les lieux de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus
des populations...).

Si on note par u;(z,t) la concentration de la 1™ espéce prenant part dans ces réac-

tions, fi(z,t,u, (x,t),...,un(z,t)) son taux de formation dans la réaction en question

au point x et a l'instant ¢t > 0 et soit J; le flux de ces espéces a travers la frontiére
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I’ de la région (2. Considérons un volume V' infiniment petit de la région €2 de fron-

tiere S = 9V. La vitesse de formation de la i®¢ espéce dans le volume V est égale

a la quantité formée par la réaction 6tée de son flux a travers la surface S; en termes

d’équations

0
— [ ui(z,t)de = | fi(z,t,u,(2,t), ..., um(x,t))de — [ Jido, (2.2.2)
. /

S

aprés application directe du théoréme de la divergence au terme désignant le flux, (voir

le théoréme (1.2.1) page (8) on obtient

u;
/(8_12 — {4V J)dr =0, (2.2.3)
1%
puisque le volume V' est infiniment petit et arbitraire, on en déduit

6 U;
ot

Remarque 2.2.1 Dans le cas d’une réaction chimique, le terme de réaction f; est obtenu

V- Ji=f,i=1 .. m. (2.2.4)

de Uapplication (sur le plan microscopique) de la loi d’action des masses (ou loi de Gulberg
et Waage).  D’ailleurs dans le cas des populations (plan macroscopique) on applique une

loi semblable. Le flux (ou la diffusion) est donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick)

Ji = ZaijVuj s (225)
j=1
ou
A= (aij)1§i7 j<m ?

est une matrice définie positive appelée matrice de diffusion. En substituant (2.2.5) dans

(2.2.4), on obtient

8ui o

normalement les a;; sont constants, quoi qu’ils peuvent dépendre de t, x et u. Aussi on

va considérer des termes de réactions dépendant seulement de w. Dans ce cas on a

0
S+ Adu = f(u), (2.2.7)

ou A = (aij)1§i7 j<m €St une matrice non diagonale, ses termes sont les coefficients de
diffusion. a;; caractérise la diffusion de u; dans uj. Dans ce cas on a affaire a ce qu’on

appelle croisement de diffusion entre les densités u; (En anglais : cross diffusion).
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Remarque 2.2.2 Par un simple changement de variables linéaires, la matrice A peut
étre ramenée & une matrice diagonale D = (dy,...,dy,) avec d; > 0,1 = 1,..., m, et le

systéme (2.2.7) devient:

ov
En + DAv = g(v). (2.2.8)

Remarque 2.2.3 Remarquant que, pour établir (2.2.7), on a simplifié plusieurs termes,

st mon on aboutirait a des équations trés compliquées et difficiles o étudier.

2.3 Exemples

2.3.1 En chimie

Peut-étre la plus grande source de problémes intéressants dans ce domaine est la mod-
élisation des multi-spécifique réactions chimiques.

Nous considérons un mécanisme général de réaction de la forme
kg
,u1R1 + /J/2R2 + ...+ MmRm k:: 1/1P1 + I/QPQ 4+ ...+ l/ng (239)

Ici, les R; et P; représentent les réactif et produit espéces, respectivement, et p,, v;
€ [N pour chaque i. Maintenant, si nous mettons u; = [R;] et v; = [P)] et laisser ky, k,
nous faire I’(entier non négatif) avant et arriére des taux de réaction, respectivement,
alors nous pouvons modeler le processus par I’application de la loi de la conservation

de la masse et de la seconde loi de Fick par le systéme de réaction-diffusion suivant:

. 4 m
85: -V - (d;Vu;) = u, (k‘THv;j —kau§j> , i=1,..m
) o = (2.3.10)
L v (A iVVi) = vi | ke [[u =k J[07 |, i=1,..0
ot =17 =1

Nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné €2 de frontiére

réguliere 0f).
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Remarque 2.3.1 La matrice diagonale D peut dépendre de t, x et u, comme il peut
ne pas étre diagonale (c’est le cas lorsque la diffusion d’une espéce affecte le rythme de

production des autres).

Par exemple, pour I’ébullition de 1’eau, on prend dans (2.3.9)
p=3,1={12}, J={3}, ny =n3 =2et nyg =1, Ry =hydrogéne, Ry, =oxygeéne et

R3 =l'eau, on obtient la réaction classique
h
2H5 + O, = 2H50. (2.3.11)

Les équations qui décrire cette réaction s’écrivent alors d’apres (2.3.10) comme suit

0 [H.
[F;] — i A[Hy) =2 (—h [H)? [0y] + 1 [H20]2)
8?0’52] — dyA (03] = —h [Ho]* [Os] + 1 [HyO) e t>0,  (2312)
0 |H,0
£]—@AWﬁLJUMMWM—Hm@ﬂ
avec conditions aux bords appropriées (par exemple 8([9[{2] = 8[802] = 0 [2{20] =0,
Ul n
t >0, z € 00) et conditions initiales positives (i.e)
[Hg]t:(] = [HQ]O > O, [OQ]t:O = [02]0 > O, [HQO]t:O = [H2O]O > 0. (2313)

Les coefficients h et [ sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils peuvent dépen-

dre de la température:
8 L
h, 1 =~ cT” exp I'),1<p<2, (2.3.14)

voir S. L. Hollis [17] et J.Morgan [44] avec différentes conditions aux bords.

Un autre exemple est décrit par les réactions suivantes:

k k k
U+Uy = U, U+U=Us U+ U= Ul (2.3.15)
ko ka ke
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Cela emmeéne au six composantes du systéme de réaction-diffusion

g—t — dlAul = _k1u1u2 — k3U1U4 + kglbg + k4u5,
u
—; — dyAuy = —kjuyuy + kaus — ksugue + Keua,

4

ﬂ — d3AU3 = k1u1u2 — ]ﬂgUg + k5u2u6 — k6U4,
a% (2.3.16)
—— — dsAuy = —kgugug + kqus + ksuoug — keua,

t
% — dsAus = ksuqug — kgus — ksuosug + ketia,
% — deAug = —ksugug + keta.
Dans le cas spécial ks = kg = 0, Uy, Us, Us, Uy, Us peuvent représenter I’hémoglobine
Hb, Oy, HbO,, CO4 et HbC'O,. Hollis [17] établit I'existence globale prévu que:
(1) us satisfait le méme type des conditions aux bords comme 'un ou 'autre u; ou us,
et
(2) us satisfait le méme type de conditions aux bords comme u; ou uy.
Les solutions de (2.3.16) avec une condition initiale non négative uniformément

bornée et des conditions aux bords:
)\Z-u,- + (1 — /\z) anui = 62 sur 0f) x {t > 0}

existent globalement.(Pour cet exemple, voir S.Abdelmalek [1])

2.3.2 En physique nucléaire

Le modeéle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systéme de réaction-

diffusion

Ou = d1Au+u(av —b)
5 sur © x (0, 400), (2.3.17)
i de Av + cv

avec conditions aux bords homogenes de Neumann et conditions initiales positives.
On montre que (voir Pao [47]), pour a > 0, b > 0 et ¢ > 0, la solution du systéme
(2.3.17) avec conditions aux bords bien choisies et conditions initiales positives explose

en temps fini (cesse d’exister). Cette réaction est analogue a celle de deux enzymes:
= Uyy — OU

ou
gt sur (0,1) x (0, +00), (2.3.18)
o = VUgg + OV
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avec les conditions aux bords

(

uz(0,t) = ag1(v(0,t))
uz(1,8) =0
>0 (2.3.19)
v.(0,t) =0
v(1,t) = aga(u(1,t))

\

et conditions initiales positives. Ce modele a été étudié par Pao [46], Thomas &

Aronson [57] et Turner & Ames [58].

2.3.3 En biologie

Le modeéle décrivant la prédation des proies de densité spatiale u par des prédateurs

de densité spatiale v est décrit par le systéme de réaction-diffusion

%_ @_ %—f‘ ( _ >_
ot a@xQ V@m wp—qv) =

; dans (0,00) x R,

Ov 0% ou

E_ @—,U%—FU(T—SU):O

avec des conditions initiales vérifiant :

0<d<u(zr)<a

pour z € R,
0<’7S00($)§6

ouna, b>0;p,r, q s, v, 0, aet [ désignent des constantes positives et ug(x) =
u(0,z), vo(x) = v(0,x) sont des fonctions données. Les inconnues sont u = u(z,t) et
v =uv(z,t).

Physiquement, les constantes p et ¢ sont les ceefficients décrivant la croissance de
la densité du prédateur, tandis que le coefficient s décrit la décroissance de la densité

de la proie due a la présence du prédateur.
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2.3.4 En électronique

Prenons comme exemple la diffusion du phosphore dans le Silicone. On dope une
plaque de Silicium par le Phosphore (en la chauffant par exemple); le phénomeéne est

décrit par les trois réactions:

V4+I < <0>,
P+V « FE,
P+1 < F.

La premiére réaction décrit la neutralisation d’une lacune V' (un lieu ou se trouvait
un atome de Silicium) par I'occupation de son lieu par un atome de Silicium interstitiel
I (c’est un atome de Silicium qui ne se trouve pas dans sa place habituelle). Dans
la deuxiéme, un atome de Phosphore substitutionnel P prenant la place d’une lacune
V', crée un complexe du type E, tandis que dans la troisieme réaction, un atome de
Phosphore substitutionnel P prenant la place d’un atome de Silicium interstitiel I crée
un complexe du type F'. Les trois réactions sons réversibles.

Si on note par [V], [E], [I], [F] et [P] les concentrations en nombre de lacunes
V', nombre de complexes du type E, nombre d’atomes de Silicium interstitiel 7, nom-
bre de complexes du type F' et nombre d’atomes de Phosphore substitutionnel P, en
appliquant la loi de conservation de la masse et en tenant compte de la diffusion de

chaque type (par application de la loi de Fick J = —DVe, puis la loi de continuité

V.J = —dc/dt) on aboutit au systéme de Réaction -Diffusion suivant:
[ VI=aAV] - WPV + R B~ ko (V] - Vil ()
% [E] = 1A [E] + ko [P] [V] — ks [E]
101 = dsA 1] ks [P 1)+ ks [F] = ko (V] 1]~ [Vag ) reQ, t>0,
O F) = duld [F] 4 ks [P] 1) — i [F)
| 1P = dos [P~ ks [P V] 4 ko [E] — s [P 1] + K ]

avec conditions aux bords bien choisies.
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Remarque 2.3.2 le principe des transistors est basé sur ces réactions, seulement le Phos-
phore est remplacé par le Béryllium ou le Carbone et dopant seulement les deux extrémités

de plaque de Silicium.

2.3.5 En génétique des populations

Considérons une population formée d’individus diploides (individus portant le méme
nombre de chromosomes que celui de I'ovule fécondé). Supposons que le géne en un
point et en une paire de chromosomes donnés se présente sous deux formes (appelées
caractéres) que nous notons par a et A; alors la population est divisé en trois classes
(ou génotype). Deux entre elles sont formées d’individus appelés "homozygotes" et
portent un seul type de caractéres, les membres de ces deux classes sont notés par
aa et AA et dépendent des caractéres qu’ils portent. La troisiéme classe est formée
d’individus appelés "hétérozygote" et portent un type de chaque caractére; nous notons
ces individus par aA. Si la distribution géographique de la population est linéaire
(se trouvant sur la méme droite); notons alors par oi(z,t), oa(x,t) et o3(x,t), les
densités linéaires des génotypes aa, aA et AA respectivement au point de coordonnées
x de I’habitat a l'instant ¢ > 0. Nous admettons que le couplage des individus de
la population se fait au hasard avec un coefficient de naissance noté r et que le flux
a travers 'habitat est constant . Admettons aussi que le déceés ne dépend que des
caractéres a et A et notons par \;, Ay et A3 les coefficients de déceés des génotypes aa,
aA et AA respectivement. En général ces coefficients different 1égérement les uns des
autres, malgré qu'il existe des génotypes plus viables (qui durent plus) que d’autres,

voir Fischer (par Kouachi [25]). Nous obtenons le systéme:

( 2
doy 0%01 r 132
?at:'uaax; —)\1014—;2(01—1-502)
g g T
a; :Nax; _>\2U2+;(01+%Ug)(03+%0'2) sur: (071) X (0700)7
803 8203 T
i R R - 1
L Ot Mo 303+ 0(03 +329)

(2.3.20)

ol o0 =01+ 09+ 03.

Remarque 2.3.3 Si A3 < Ay < A\, la viabilité des hétérozygotes est entre celle des
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homozygotes, on appelle ce cas I’homozygote intermédiaire. Par contre si Ay < A3 <
A1, nous avons la supériorité hétérozygote et si A3 < A\ < g, nous avons l'infériorité

hétérozygote.

Remarque 2.3.4 La modélisation mathématique de certains problémes de propagation
des flammes en théorie des réacteurs chimiques meéne a des équations de la forme (2.3.20),

voir Gelfand (par Kouachi [25]).

Remarque 2.3.5 Le modéle de propagation des populations électriques a travers l’axe

nerveuzr d’un animal marin de grande taille (a Squid) conduit o une équation de la forme:

ou  0%*u

E:@ﬂLf(U),

ol u désigne ici le voltage. Ce modele a été proposé par Hodgkin et Huxley, Nagumo,

Arimoto et Yoshizawa, Cohen; (voir Kouachi [25]).

2.4 Existence des solutions

2.4.1 Reésolution des équations de réaction-diffusion

Il n’existe pas de solutions générales des systémes d’équations de réaction-diffusion.
On dispose cependant d’informations qualitatives sur 1’existence globale des solutions
et leurs comportements attendus lorsque la variable ¢ tend vers I’infini.

Le fait que ces systémes modélisent des phénomeénes du monde réel, les questions
mathématiques importantes qui les concernent sont:
1-Existence et unicité de la solution pour des données initiales données dans une vaste
classe de fonctions.
2-Caractere globale de la solution.
3-Positivité de la solution chaque fois que les données initiales sont positives.
4-Comportement asymptotique de la solution globale lorsque le temps ¢ tend vers oo.

5-Dépendance continue de la solution des données initiales.
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2.4.2 Fonctionnelles de Lyapunov classiques

Pour démontrer D'existence des solutions des systémes de réaction diffusion, il y a
plusieurs méthodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de 'effet
régularisant, méthodes fonctionnelles basées sur des estimations & priori ou sur des
fonctionnelles de Lyapunov. Ici, nous n’exposons pas les deux premiéres méthodes
puisqu’elles ne donnent pas toujours ’existence globale vu la difficulté et la complex-
ité des termes de réaction de certains systémes de réaction-diffusion, mais nous nous

consacrons a la derniére méthode qui donne des résultats satisfaisants.

Définition 2.4.1 (Fonctionnelle de Lyapunov) On appelle fonctionnelle de Lyapunov

associée & un systéeme de réaction-diffusion formé de m équations, toute fonction
L:R" - R" (2.4.21)

telle que
d

dt

pour tout t > 0 et toute solution (uy(-,x), ..., un (-, x)) de systéme.

(L(us(t, ), ooy tm(t, ) < 0

Remarque 2.4.1 Nous pouvons utiliser seulement une fonctionnelle bornée pour démon-

trer ’existence globale de solutions.

2.4.3 Existence globale

On considére principalement des problémes paraboliques semilinéaires de la forme

% — Au= f(u), reQt>0
gu =0, z € dNt>0 (2.4.22)
u(x,0) = ug, x €

ol f est une fonction de classe C'! avec une croissance superlinéaire.

Proposition 2.4.1 Soit X un espace de Banach des fonctions définies dans 2. On sup-

pose que le probléeme (2.4.22) posséde pour tout ug € X wune solution unique u dans
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Uintervalle [0,T], ou T = T(ug). Alors il existe Tmax = Tmax(to) € (T, 00] avec les pro-
priétés sutvantes:

(i) La solution u est continue dans Uintervalle [0, Tinax)-

(11) Si Trax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0,7) pour tout T > Tyax. On appelle
u la solution maximale et Ty est son temps mazximal d’existence.

(iii) D’autre coté on considére que T = T'(|luglly). Alors l'un des deuzr: Thax = 00 ou

lim ||u(t)||x = oo est satisfait.

max

Preuve. Soit ug € X est fixé. Si u; et uy sont des solutions de (2.4.22) dans
[0,77) et [0,T3), respectivement, alors u; = ug dans [0, min(7'1,72)) due a 'unicité.
Soit {uq : [0,7,) — X} Pensemble de toutes les solutions de (2.4.22) et T := supTy,.
On définie u : [0, T) — X par u(t) := ua(t), ot o est un indice tel que T, > t. Alors
u est évidemment une solution de (2.4.22) dans [0,T), et les propriétés (i) et (i) sont
vérifiées. Sous ’hypothése dans la propriété (iii), on suppose que:

T < oo et liminf |lu(t)]y < oo.

t—T

Choisissons C' > 0 et t;, — T tel que |lu(tr)]lx < C pour tout k = 1,2, .... A cause de
notre hypothese il existe 7' > 0 indépendant de k tel que le probléme (2.4.22) avec les
conditions initiales u(t)) posséde une solution unique uy : [0,7] — X, k = 1,2, ....par

Punicité, uy(t) = u(t+t;) pour tout ¢ petit. Fixons k tel que tj, € (T —T,T) et mettons

u(t),t € [0, ty]

ult) = w(t — ).t € [tp, b+ T

Alors @ est une solution de (2.4.22) dans [0,#, + 7] et t, + 7 > T donc on a une

contradiction avec la définition de 7. m

Remarque 2.4.2 On note que (2.4.22) posséde une solution globale si Tyax = 00. La
proposition (2.4.1) nous fournis un simple critére pour Uexistence globale: Si ||u(t)|| 5 reste
borné, alors Thyax = 0. Puisque les hypothéses de la proposition (2.4.1) sont satisfaits avec
X = L®(Q) si f € CY, on remarque que la solution est bornée dans L>(Q) et suffisante
pour son existence globale. Notons que la méme déclaration est juste pour plusieurs autres

classes générales d’équations et systémes.
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On peut appliquer la proposition sur I’exemple suivant:

Exemple 2.4.1 Considérons le probléme bien posé

% —Au = ]u|p_1 u, x €N t>0, (2.4.23)
u = 0, x € 0t >0,
on
u(z,0) = wup, x e

avec p =1+ 4/n. Soit ug € L*(Q) et on suppose T := Tyax(ug) < 00, alors
1
[u()l 2 () = C (n,p) log (T = t)[2 ;¢ = T
Maintenant on fait retour a I’étude de I'existence globale.

Théoréme 2.4.1 (Existence Globale par effet régularisant): Soit [’équation (2.1.1),
51

f(t,z,u) € L0, T, LP(Q2)) pourp > g, ot n = dim . (2.4.24)
(i.e)

ft,z,u) € L>0,T,L°(Q)) & sup [[f(t,z,u)llppq) < +oo
0<t<T

e

& de> 0, /|f(t,:r,u)|pdm§c,w€[O,T],
Q

alors la solution de l’équation est globale (voir Henry [16]).

Théoréme 2.4.2 [l existe un Thax € (0,00] tel que (2.1.1) posséde une solution unique

dans [0, Thax) X 2, en outre si Tpax < 00 alors . lz’Tm [u(t)|| 0. = 00

Preuve. Voir Ryan [53] page (40). m

Exemple: Considérons le systéme suivant:

( %:aAu—l—f(u,v), z e t>0,
%:bAv—i-g(u,v), xeQt>0,
Se=5=0, z € 00t >0, (2.4.25)
u(x,0) = ug (), x € Q,

| v (2,0) = v (2), x €,
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ol a, b sont des constantes positives. Ici € est un domaine borné dans R™ et (ug, vg) €
{(ug,vo) € L= x L®(2) : ug,vg > 0}, On suppose que f,g : [0,00)? — R sont des

C'—fonctions et satisfont:
f(oa U)? g(uv 0) 2 07 pOUI' u,v Z 07 (2426)

ce qui assure que le systéme (2.4.25) préserve la positivité.
Les deux classes célébres sont le Systéme avec la dissipation de la masse et le
Systéme de Gierer-Meinhardt dont on intéresse que par 1’étude de ce dernier. Et pour

plus de détail sur la premiére classe avec cet exemple, voir Abdelmalek [1] page (32).

2.4.4 Reégions Invariantes

Pour prouver I'existence globale de solutions des systémes de réaction diffusion, il est
nécessaire d’opter une méthode analytique, qui nous permet de créer une couverture
théorique appropriée dans le but d’étudier I’évolution en temps des solutions, cette
technique est intitulée Région Invariante qui est trés importante dans le cas ou la
matrice de diffusion n’est pas diagonale voir Kanel et Kirane [23], Kuiper [34] Kouachi
[31, 28, 29, 30], Sembera & Benes [54] et Abdelmalek [2].

Dans cette phase d’étude on a aboutit a quelques théorémes généraux dans les quels

nous pouvons les appliquer pour spécifier certains systémes d’équations.

Définition 2.4.2 Un sous-ensemble fermé Y C R" est appelé une région invariante

pour le systéme défini par (2.1.1), si toute solution u(x,t) ayant ses valeurs initiales et

auz limites dans Y ., reste dans >, pour toute x € Q et pour toute t € [0,t*) ot t* < Trpax.

Lemme 2.4.1 Considérons le systéme (2.1.1) avec conditions initiales ug € BCy, si le

systéme admet une région invariante Y ., et ug(x) € > pour toute x € R. Alors: la

solution existe pour toute t > 0.

Preuve. Voir Smoller [55] page (202). =
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Exemple 2.4.2 Considérons le systéme: (voir S.Abdelmalek [2])

u = alAu + bAv + f(u, v, w), xet>0,
v = cAu + aAv + bAw + g(u, v, w), reNt>0, (2.4.27)
wy = cAv + aAw + h(u, v, w), x e t>0,
avec les conditions aux bords
Au+ (1= X)ou = B4 sur RT x 09,
Av+ (1= AN)oyv =By sur RT x 99,
Aw + (1 = N)0,w = [y sur R x 09,

et les conditions initiales:

u(0,z) = ug(x), v(0,z) = vo(x), w(0,z) =we(x), dans,

ol a, b et ¢ sont des constantes positives et \/§a > (b + c).

la région invariante est:

)
V24 |vo] < ug + pwo, V20 |By| < By + 1B,
(ug, v, wp) € R? ¢
0, Y05 0
Uo < pwo B1 < puf;
(uo, vo, wo) € R3 ¢ .q [ug + prwo| < v/2po, 1B, + 183 < V2185,
0, Y0, 0
> - to < putg Br < 1By
(u Vg, W E]R3t q \/2M|U0|SUU+/MU0, ‘/21“|52‘§51+Mﬁ3,
0, Y0, 0
pwy < g 1B < 3y
(g, vo,wo) € R? t .q |uo + prwo| < v/2pvo, 1By + pBs| < /21,
0, Y0, 0
\ Hwo < U 135 < By
o
b
p=-
c
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Chapitre 3

Systémes de Réaction-Diffusion de

type Gierer-Meinhardt

3.1 Introduction

la formation des patterns dans le développement d’une organisation plus élevée hors
d’un ceuf simple fertilisé ou d’un tissu végétale est ’aspect le plus fascinant de la biolo-
gie. Une question centrale est pourquoi les palmes se disposes d’une maniére organisée
sur le stipe d’une plante? Cependant, un regard a la nature inorganique indique que
la formation des patterns (En anglais: Pattern formation) n’est pas particuliére aux
objets vivants. La formation des patterns est la régle également dans le monde non
vive. La formation des galaxies, étoiles, nuages, pluie chute, foudre, systémes de fleuve,
montagnes, les cristaux, toutes les formes d’érosion -toute témoigne a la génération des
structures commandées-.

Il est instructif pour rechercher des principes communs dans la génération de ces
structures; si une petite déviation d’une distribution homogene a une rétroaction pos-
itive forte sur elleeméme, la déviation augmentera. Par exemple, ’érosion proceéde
plus rapidement & l’endroit de quelques dommages initiaux aléatoires et les fleuves
contournés pointus sont formés en dépit de celui que la pluie a été répartie presque
homogeénement sur le pays. Une grande dune de sable peut résulter d’une pierre dans

un désert qui produit un abri de vent et peut accélérent ainsi localement le dépot du
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sable; ce dépot augmente la probabilité d’avantage de dépot de sable, et ainsi de suite.

En Biologie; Alfred Gierer et Hans Meinhardt ont formalisé cette observation et ont
proposé un modeéle moléculaire plausible pour modéliser la formation, composé de deux
équations aux dérivées partielles formant un Systéme de Réaction-Diffusion a réaction

fractionnaire de type activateur-inhibiteur:

@— a_2_ _‘_D@_{_
8t_ph/ :uaa aaél'Z pa
oh 0°h

5p = PO i+ Dags +py

(3.1.1)

Ici,
a est une substance autocatalytique a courte portée, (i.e) activateur et h est son antag-

a
oniste a longue portée, (i.e) inhibiteur. E décrit le changement de la concentration de
2
a
I’activateur a par rapport le temps. Le premier terme du c6té droit (pﬁ) décrit le taux

de production qui dépend non linéairement de la concentration de 'activateur et de
I’inhibiteur. Le nombre de molécules délabrées par rapport le temps est proportionnel
au taux de décomposition (y,) et au nombre de molécules actuelles (a) (comme dans
une ville le nombre de personnes décédées dépend2 du nombre d’habitants). L’échange
des molécules est modélis¢ par la diffusion (Daa—x(;), (il y a d’autres modes possibles
de propagation). La deuxiéme équation décrit en termes analogues le changement
de la concentration de l'inhibiteur. p, est un petit taux de production d’activateur-
indépendant de I'activateur et est exigé pour lancer I'autocatalyse d’activateur a la
concentration trés basse de lactivateur (par exemple, dans le cas de la régénération).
p;, est la production basique de l'inhibiteur.

Le modeéle décrit la concentration d’une substance autocatalytique & courte portée;
lactivateur, qui régle la production de son antagoniste & longue portée; I'inhibiteur
(Gierer et Meinhardt, 1972, Gierer, 1981, Meinhardt, 1982). C’est certainement un
modele minimal, mais il fournit un pont théorique entre les observations d’une part et
la déduction des mécanismes moléculaire-génétiques fondamentaux d’autre part.

La possibilité de construire des modeéles par la réaction de deux substances qui dif-
fusent avec différents taux a été découverte par Turing (1952). Gierer et Meingardt ont

prouvé que méme si cette condition est satisfaite, seulement une classe trés spéciale des
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réactions peut former des patterns si et seulement si dans le cas de 'autocatalyse local
et I'inhibition de long-portée. Des différentes réalisations sont possibles : L’inhibition
peut résulter d’un épuisement ot 'autocatalyse peut étre basée sur une inhibition d’une
inhibition. L’équation de Turing satisfait cette condition. Dans le terme de mécanisme
de Gierer-Meinhardt, 'inhibition résulte d’'un déplacement d’activateur par la diffusion

rapide de la substance.

3.2 Exemples de modélisation: Comment la coquille
de mer s’adoniser avec ces couleurs?

Une cellule productrice-colorante infecte une voisine et aprés une partie de retard cette
cellule également devient colorante et déclenche alternativement la prochaine voisine,
et ainsi de suite jusqu’a la génération des lignes obliques.

Les patterns de la production de colorant sont plus communs avec les patterns
des formations. La situation générale presque dans tous les patterns qui forment des
systémes est que les groupes des cellules se développent différemment a leurs voisines.

Pour la modélisation, supposons que la coloration dans la coquille est sous la
commande d’une molécule; 'activateur a. La réaction inhibitrice peut résulter de
I’épuisement d’un substrat, s.

La formulation mathématique de ces interactions (activateur-substrat) est donnée par

le systéme de réaction -diffusion de type Gierer-Meinhardt (compliqué) suivant (voir

Meinhardt [37]):

da ) d%a

ar - Psa —MGWLDa@,
0s ) D 9%s
— =0 —psa® —vs —,
ot P o2

ou
2* o al2 +
1+ ka? Po-

L’activateur, a et sa molécule précurseur, le substrat s, diffusent d’une cellule a une
autre avec les taux D, et D, respectivement et se délabrent avec les taux u et v.

Le substrat s produit avec le taux constant o. La constante k est un parameétre de
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controle, p représente la densité de source et p, est une valeur initiale de production.
Ces équations nous permettent de calculer le changement de concentration de a et de

s dans un intervalle de temps.

3.3 Existence globale des solutions d’un systéme de

Gierer-Meinhardt d’ordre deux

Considérons le systéeme de Réaction-Diffusion a réaction fractionnaire de type Gierer-

Meinhardt a deux équations

a p
ﬂ:alAul—uulanlu—é—f—a, xr e Q,t>0,
ot ud
Oty u" (3.3.2)
= = ayAuy — vy + by—, x e t>0,
ot uj
avec les conditions aux bords de Neumann
0 0
Th_p, 22y, rel,t>0,
on on

et les conditions initiales

up (2,0) = (z) >0, x € Q,
U2 (33,0) = %(I) > 07 LS Qa
ou:
2 C R” est un domaine borné de frontiére I' réguliere.
Les constantes de diffusions: a; et as sont supposées positives.
(v et o sont des constantes positives,

p, q, r et s: des indices non négatives avec p > 1.

0 < by <by.

3.3.1 Etude de ’existence globale

On va démontrer que si:

r > p—1,

rq > (p - 1)<S + 1)a
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le probléme (3.3.2) admet des solutions bornées en tout le temps pour des valeurs

initiales arbitraires.

Lemme 3.3.1 Soit p,q,r et s des constantes telles que, r >p—1etrqg> (p—1)(s+1).
Pour toute h, a, B > 0, il existe ¢ = c(h,a,3) >0 et 6§ =0 (a) € (0,1), telles que,

up—1+a r+ao u® 0
OB Sﬁvs+1+5+c(v_ﬁ) ) u=0,0=h

Preuve. On a

ub~1

p—1 u” T (s+)(p=1)
p— - T T _q
« " af (6 e ) v

mote ut \ " ene-n
5Us+1 v " ?

_p—1 u”
— as? (52

pour certain € réalise:

0 < € < min T ,1— : (3.3.3)

Donc on a

/u/pf]- —E—e U/T L:l+€ —re (s+D(p=1) +5(5+1)
a = o) " (8 (W)™ () ,

v4
E+€ re
B =1l u” T 1)« (+D@=1) o4 (541)
o T (025) T () @ .

D’aprés (3.3.3) on a

et

Chal ) —q+e(s+1)<0,

alors on obtient

(s+D)(p=1)

(s41)(p=1)
() '

—q+te(s+1)

—q+e(s+1) <h

d’autre part on a




et

fBre Bre
v a <h o,
donc
1 p 1+E re
uP r 1Y\« (ADE=D) g4 e(541)
Q@ = B — v
V4 Us+1 ue
p—1 TE
7“(‘6 i)
T [e3
1 D@D gy e(st1)
< 5 — ] h
Us+1 ue
-1 €
ST\ ey g pre
_— /B/US+1 E U % ’U %
p—1 TE
7“(‘6 i)
T [e3
1 (s+1)(1> 1) _q4e(s+1) fBre .  Bre
< ﬁ — h ve b e
Us+1 ue
1 re
B _p=1_ hw —q+e(s+1)—Bre u” TN
= «a(p) 51)5“ ue 5
posons
o=t EHDEED (o) Bre
aca=a(B) " “h 7 *
on obtient B .
upfl u” pr +e /UB o
< — .
@ 4 T ‘1 Bvs-l-l ue
Rappelons linégalité de Young
! 1
fg < eff 4+ c.g?, telle que f,g >0, > 0,c. =€ P01 pg, q 0>0,p0 o =1

Posons

Et que

__p—lvre
__ 1 1 r—(p—1)—re
Ce = (5) po—t = C_l .

147re TE

p7 —
uP~1 1 u” 1\ " =e-D-re /B a(lfp?ie)
« <c — + = ’
4 T 1 1 (ﬁ s+l > <Cl ) (U,a)
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Donc on obtient




alors

-1 T B —1 p—1+4re
u? U v a1-2=— . ==
a S B : + Co ( ) , ol g = Cl (p—1) ,
v vt u®
ce qui donne
up~1te <3 ute N u® 1_a(17”:176)
« co | — .
Uq-l—ﬁ - US+1+B 2 /Uﬁ

Enfin prenons € suffisamment petit on obtient

upflJra urJra u® 0
< — | .
@ its8  — ﬁvs-‘rl'f'ﬁ Te (Uﬁ>

Théoréme 3.3.1 Soit la fonctionnelle

associée au systéme (3.3.2) avec ay > 1,3, > 0, alors pour p%l < min (5%1, 1) et pour

toute 11,1, € C(Q) avec 1,1y > 0, w(t) est uniformement bornée dans l'intervalle
[0,T%], T < T™=x,

Proposition 3.3.1 Sous les assomptions du théoréme (3.3.1), la solution (uy,us) du

probléme (3.3.2) est bornée et globale dans l'intervalle de temps (0, 00).

Preuve de théoréme (3.3.1).

Dérivons w(t) par rapport a t, on obtient

d 0 [ u"
Geo) =[5 (ﬂ 0
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1 1 8 8u1 B,—1 au2
al— 1 o ai, b1 a0
% (alu1 Uy ( 815) 1U7 Uy o

/ 284
Q
a;—1 D i r
= ] —F— 3 alAul — MUy + bl_q +o | — BIW CLQAUQ — VUug + bg—s ds?
Usy' Uy Uy U
Q
uoq—l ual a1+p—1 a1—1
1 1 1
a1 —3 Aup — api—— + blqu + a0—5 ds§2

/ Uy U2 Uy’ Uy dQ

= a1 ail r+aq
Uy Uy Uy
Q —51a2—51+1 Aug + Biv—7- B, — b — 57 S+ﬂ 1
Ug Uy’
a1—1 a1 a1 ai+p—1
ug U uy Uy
Q101 2 Au1 — BlagmAUQ + (61” - Oélﬂ) 71 + blalW
- ual—l ur—i—al .
1 1
Q +oy0 B, b?ﬁl s+ﬁ +1
U
2

En appliquant la formule de Green pour les termes en Laplacien, on a

a1—1 a1—1 8 a1 1
/Odlal U151 AUldQ = —Oé1a1/V (U151 ) VuldQ + @1@1/ (%) 161 dr,
Usg 2 Usg Ui Usq

Q T

Ouy
et comme — = 0 (condition de Neumann), alors

on

a1—1 a1 1
/alalulﬁl Augd = —a1a1/V< >Vu1dQ,
Ug
Q

1
= —a1&1/2—ﬁl ((Oél — 1) a1 —2 IVul ﬁlual 1 61 1VU2> VuldQ,
Uy

Q

donc on a

ualfl ua172 ) ualfl
/a1a1 131 A’U,ldQ = / —Q1 (Ckl — 1) ay 151 |VU1| + alﬁlal ﬁV’LhVUQ dsQ.
o Uy o U Uy

ut
Pour le terme / (ﬁlaQﬁAuJ dQ) on a
Ugy

Q

/ (ﬁlaQ%A ) do = —ﬁlaQ/v <

Q

Jug\ u?
> VuadS) + 51%/ <3_77) u§1+1 dr’,

r
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/

Q

(51@%Au2> do

ou
et comme —2 = ()

on

uy

1
—bha2 / 512
Uy
Q
Q

Alors on obtient

a1—1

U U
(—alﬁlagﬁVmVuQ + 61 (81 +1) a2ﬁ |VU2|2
Uy U

(condition de Neumann), alors

_61a2/v <%> VUQdQ
0 2

—1 B+l
aqus’ ugl Vu,—

d§)
(51 + 1) Utfluglvw

VUQ

a1

) o

uf? 9 ugr !
—ay (o1 — 1) o —5— [V |" + a8y (a1 + a2) 57V Vg
N ui? 9 " ui?
1 1
wn) = [ (B + 1) ar—itg [Vl + (B — o) 5 a0,
Q 011+P*12 e a1—1 2
"‘blOéll— — bgﬁl ! -+ 10 L
u§1+q u§+[31+1 ugl
ual uoq—i—p—l r+aq a1—1
— _ 21 -1 1 1
= (611/ 041/JJ) u'Bl ds) + / blOél uﬂl""q b2ﬁ1u5+61+1 + a0 uﬁl ds§2
2 A 2 2 2
ua1—2 ; ual .
—ay (o1 =) ar—5— [Vur|* = By (By +1) az—5 5 V|
+ / Uz - Uz s

u
+anfy (a1 + az) —5—7 Vua Vg

Q
Ugy
= I+ Ji,
telle que
uft? 9 uf !
—Q (Oél — 1) &171 ’V'Lﬁ’ + 05151 (Cll —+ O/Q) WVU1VU2
n-f - oo =
o —B (81 + 1)G2W Vg
2

aq

((51” - 041#) uél

Ugy

-

Q
Estimation de J;.

D’apres le principe de maximum il existe Cy qui dépend de 1, 1, telle que us > ¢ > 0,
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ai+p—1
1

+ blOél Bitq
Uy

r+oai
1
Uy

,u/alfl
151 ) ds.
Ugy



donc on a

ap —1 By a; —1 By
u ™t fuft) o (i) ar u’ @ (1 ) a
U ud U — Co
donc 1
) a1~ B
ut” ut Qq 1\ o)
L < | A , otley = — |, (3.3.4)
B1 B1
Ug Ug Co
on a
u‘fl utln-i-p—l ur+a1 utln—l
Jl = (ﬁly — 041/,6) \/FdQ + bl&l/WdQ — bg@l +/3 1 ———d) + a0 uﬁl dS).
Q 2 Q 2 Q Q 2
En appliquant lemme (3.3.1) on obtient
utlll-HD 1 - 6 u?1+7“ N u‘fl 01
o < pB4 c| — ,
u§1+q u§1+5+1 u/gl
alors
01
a1+p—1 a1+r ai
U ug uj
blal B1+q S blﬁl B+s+1 + b16< B > )
2 2 Ug
1
u({q-‘r’l’ U/?I
< bbgmatal 5] o (3.3.5)
Ug Ugy

donc d’apres (3.3.4) et (3.3.5), on obtient

ua1+r urln b1
/B+8+1d9—|—/ 5| A
Ug
Q Q

S < (B —aip)

alors
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d’apres I'inégalité de Holder on a

01
aq
Je (“7) 90 < ey (w(0)" ot 5 = ey |21

Q Y2
On a
a1 — 1 a1<_.1 L
[e%1 o a1 (071 o
[a() " we ([ (5)m) " (feram)”
U " Uy’
Q 2 Q 2 Q
alors
a1 —1 (0751 —1
a1 o L
/Cs <%> LA < e (w(t) @, ol ¢g = c3 {1,
Uy
Q

alors on obtient
a1 — 1

Ji < (B — anp) w(t) + s (w(t)™ + anocg (w(t)) @1

ce qui donne
a1 — 1

Ji < (B — aap) w(t) + 7 | (wt)™ + aqo (w(t)) @

I, s’écrive:

L= [Qun.
Q
ou
U(lll_2 2 U?l_l uy? 2
Qr=a (a1 —1Da e |Vui|"—a1 5, (a1 + az) WVwVUQ—I—ﬁl (By+1) G2W |Vus|”.
2 2 2

()1 est une forme quadratique qu’on peut I’écrir sous la forme matricielle suivante:

a1 —2 ar1—1
_ uy! _ ot B
Q o (al 1) ai ugl 2CY161 (CL1 + GQ) Ugﬁ-l Vuy Vuy
1 = a;—1 a
1 uyt uy’
_505161 (al + a2> —U,B1+l 61 (/81 + 1) a2u/81+2 VUQ VU/Z
2 2
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(21 est définit non négative ssi tout les déterminant principaux de sa matrice sont non

négatives, (i. e):

> 04%51 (a1 + Gz)2

-1 1.
a0, (Oél ) = " day (51 n 1) et a; >
Sous ces conditions on obtient
d
7 (w(t)) <4
Enfin:
J oy — 1
5 @) < (B —aip)w(t) + Aer (W)™ + a0 (w(t)) @ |,
supposons 3,7 — ayp < 0, alors on aura
W (t) < Csw” (1) + crarow o1 (t). (3.3.6)

Par une intégration simple de (3.3.6) dans [0, 7] on obtient que w(t) est uniformement
bornée; w(t) < v, (ou v, dépend de ¥, et de 1,). =

Preuve de proposition (3.3.1). Par une application directe du théoréme (2.4.1),
en utilisant le théoréme (3.3.1), on déduit que la solution (uj,us) du probléme (3.3.2)

est bornée et globale dans l'intervalle de temps (0,00). =
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Chapitre 4

Existence globale de solutions pour

certains systémes de R-D a réaction

fractionnaire

4.1 Existence globale de solutions pour trois com-
posantes des systémes de R-D de type Gierer-
Meinhardt

Considérons le systeme de réaction-diffusion de type G-M a trois équations, qui mod-

élise une phénomeéne biologique dans la développement des plantes (voir I'application

page (54)):

( Ouy u?
— = Aug — puy + ————— + 0, x € Q,1>0,
ot 1o T u3' (us' + ¢) 7
Ous uy?
— = AUy — oUy + ——— r e t>0, 4.1.1
o 2AU — [l + e ( )
Ous ui?
2 = a3Aug — paug + ——, xreQt>0,

\ Ot 303 ~ Halis + udug?
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avec les conditions aux bords de Neumann

ouy Ous Ous
— =0, —2=0et — =0, el,t>0,
on on ¢ on !

et les conditions initiales

up (2,0) = & (z) >0, x € Q,
U2 (l’,O) = 52(1') > 07 LS Qa
ug (z,0) = &5(z) >0, x € €,

ou:

) C R" est un domaine borné de frontiére I" réguliére.

Les constantes de diffusions: aq, as et as sont supposées positives.
Iy, [y €t 5 sont des constantes positives,

D1, P2y P3, G15 G2, q3, 71, T2 €t r3: des indices non négatives avec

—1
p1 > 1, b <min( n ,E,l).
P2 g2+ 1 1

c>0,c>0.

4.1.1 Etude de I’existence globale

Lemme 4.1.1 Soit p, q, v, s, m, et n des constantes telles que
r > p—1

rm > (p—1)(n)

rg > (p—1)(s+1)

Pour toute h, I, a, B, v > 0, il existe C = C(h,l,a,5,7) >0 et 0 =0 () € (0,1), telles

que

up—l—i—a ur+a u® 0
avq+ﬁwm+7§6?}5+l+5’w"+7+c( ) s Ulzo,UQZh,ngl
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Preuve. On a

p—1

uP~! u” T LEDemD o ()e-1)
o = al| —— v T w Mtw
va™ ’US+1U)n
—1
p—1 u” s (s+1)(p=1) () (p—1)
= aﬁ_ T 6 v 3 M
/Us+1wn

-1
r +e r —€
_ Ozﬁip;l 6 u r ﬁ u U(s+1)T(P—1)7qw (")(f_l)fm
pstlym vstlym )

e N
0 < € < min il : ) 1-= . (4.1.2)

—1
b +e<1,
r
et
Dp—1
(s + )T(p ) gte(s+1) <0,
et
(n)(];— ) _ m+¢e(n) <0,
alors
(s+1)(p=1) CAD@=1) 4 (s
(U)%_q+€(5+1) S h T q+ ( +1)7 (4.1.3)
() (p—1) @@=1) 4 e(n
(w) e T, (4.1.4)



d’autre part on a

1 % ]_ E TE TE TE TE
(_) — (_) Uﬁa U_%wﬁa w_%' (415)
ue u®

Nous avons

bre [bre
v>h=v a <h o (4.1.6)
ausst
yre yre
w>l=w a <l a (4.1.7)

Done, d’aprés (4.1.3), (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6) et (4.1.7) on aura

N a(B) T 5-—f£;—- (1N ) S (a41) ) D
- 1\« (S+1)(p D) _gte(s+1) ('n)(p D nten
— 1)8+1U}n
o <s+1>(p 1)
—gq+e(s+1) M Bre _Bre qyre _qre
- (Sﬂ ) ()
v w
1 EE (S+1)(P (s+1)(p—1) _ g+e(s+1) (n)(p 1) Bre  qre Bre 'we
< < s+1 n) (_a l T e BT el
v w u
p—1 re
s Te s te
_ aw)*feh*( o) 0 pze (W Cury
,Us+1wn u ’
posons
_p=1 DD gy Bre (my(p-1) _are
01205(5) = eh l - m+ten o
on obtient

TE

T uBwr\ @
uOL

1
fg <effo 4+ c.g®, telle que f,g > 0,6 > 0,c. = Po-1 pg,qo >0

1 2L
up_ ur T
Q <C _—
viwm T 1 (B’US_H’U)H)

Rappelons linégalité de Young

Liloy

’ po

Posons
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Donc on obtient

TE

oyl o (1 ur 1\ e /B Y =
< i - _ K
Corwm =1 O (ﬁvsﬂw”) * <Cl> ( u® ) ’

alors
! u’ ut \ (i I
< T \ — r—(p— —Te
A = Bvsﬂw" + O P : ot Cy=C) :
ce qui donne
_ 1——Tre
W e 5 urte o (v (-2

Enfin prenons € suffisamment petit on obtient

up—l-i—a ur+a u® 0
o < C )
Va4 Byym+y — 6vs+1+ﬂwn+v + (Uﬁw'y)

Théoréme 4.1.1 Soit la fonctionnelle

w(t) :/ L

Uy Us

associée au systéme (4.1.1) avecaw > 1,8 > 0 ety > 0, alors pourmp—;l < min <qur1, o, 1) et

pour toute £;,&,5,&5 € C(Q) avec &1,&5,&5 > 0, w(t) est uniformement bornée dans
Uintervalle [0, T, T < T™.

Proposition 4.1.1 Sous les assomptions du théoréme (4.1.1), la solution (uy, us,us) du
probléme (4.1.1) est bornée et globale dans l'intervalle de temps (0, 00).

(e}
Uy

B,
Uy Us

Preuve de théoréme(4.1.1). w(t) = / aQ

Dérivons w(t) par rapport a ¢, on obtient
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D

S

S

d a
= () do
dt ugug

1 a-1.8 8u1 8U2 5 1811,3
ugﬁu? (aul u2u3 Buiu s Y Tupug ot

a—1 « «
ug Ouy ug Ous ug Ous
- - ds?

(“ugug ( ot ) ﬁugﬂug ( ot ) Ly ( ot

a—1

Ug Ug 5 (us

a

6 [3+1 0
Uy Ug
Oi

_5_
ugﬂug

[0
VL
1
udud "

<a2Au2 — olUg +

(agAug Lholly +

(agAu3 — U3 +

p1

u
1 1
5 (alAul — Uy + I )

o)

92, T2
3

P2
ul )

()
u? )
q2, T2

Uy Us
ub® )
q3, T3
Uy Ug

—1
ull)l +a

ds?

a—
1

1

u
Aul JIRYe} Bl 5
Uy Uz

a 1 @
a1 + o m
U2 u3 Ug

« a

+8 ug (uh

'+ 0)

+oa 5

P2t

ul

Auz + MQB

ug
—0f B+1
U3 2

o (7

-8

3 2

1
ul +B+ ugz +v

p3ta

Uy

'LL u
a3y 5y Aus + iy

UgUg Ugy

()
Au1

a1
u U
293 a
O

+a—1 u2 s +
U/Zl)l u1172

+«

1
2P En

ug
+ Nzﬁ

'y_

afl a

Au
U
3C¥

U2 U3
o

2 — az”y

ug
+ Ns’Y

r’y
q3+B8, r3+y+1
Us Uy Us

[0

_1
y+1
u%u?,

p3-33-oc

UgUsg

v

AU3

%) ao

ds?

a—1

+ o«

qQ+p, Y q2+p+1
ud P ud (ust + ) ud

—I+J
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Us

ud? +5 ugs ++

B,

UgUg
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telle que

ala/ AuldQ (Igﬁ/ /3+1 AU,QdQ — a37/ Aung
A u2u3

UU
Q23

—M10‘/ A2+ M25/ S dSY+ N:ﬂ/ UdeQ
o “2 U2U3

uzln-i-oz 1 p2+a u11)3+a u?—l
+a/ a5,y dQ 6/ q2+/3+1 r2+de_7/ 0318 r3+v+1dQ+UO‘/ 5 AL,
3 (us' + ) ) us'ug

Uy Us

donc

a—1 o
ala/u AudS) — agﬂ/ 6+1 Au2dQ — a37/ U Au3dQ
ub

UU U
Q23 23

(—py 4 B+ p3y) w(t)

up1+a 1 uszra up3+a ua—l
1 1 1 1
—I—a/ o — ﬁ/—dQ - 7/—619 + Ua/ Q.
1 1
uqﬁrﬁ 'y( ro C) u +p+ ur2+'y uq3+ﬁur3+'y+ uﬂu'y
Q 2 3 0 2 3 Q 2 3 23

En appliquant la formule de Green, tenant compte les conditions aux bords de Neu-

mann, on a

ua 1 ua 1
/ AuldQ_—/V( ;7>V(u1)d§2
A U2U3 A Ug U3

a—1)uf 20501V (u
= /V u1) 2,3 2y 5-1 (7 ) ; 31( % a-1 i}
Uy Us — (5“2 u3V (uz) +7U2U3 V(U3)) (Ul )
?72 9 u?fl
(a — 1) 3 ~ |VU,1| — BﬁT’yV (Ul) \V4 (Ug)
_ _/ Ul Uy Ug dQ
] SV () V ()
o Ug
donc
o utll—l
uo1 (a—1) [V, | e ——= V(1) V (ug)
Aud) = — 273 o1 3 ds)
ulul Uy
273 Q Y5 57 V (u1) V (u3)
U2U3
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Q
= — [V (u) ! aud ™ ul TV (uy) — (B+1) u2u3V( 2) uf | dQ
2 2P¥2 2y %2 U f+1,, !
2 2 3 TYUy Y (u3)
us!
Oémv (Ul) \Y% (UQ) - (6 + 1) 6+2u7 |VU2|
= _/ 2 Us iy 3 s
1
0 —’YWV (u2) V (us3)
donc
ua—l ua
e =V (u) V (u2) = (B4 1) < | Vo[’
/ B+1 Au2dQ = _/ Uz u3 U Uz u3 dsQ.
Uy g =V (ug) V (u
Q 7u§+1ug+1 (u2) V (us)
/ T Augd) = /v (u3) V (B“—lm) Q)
Q Q
ol B ulTV (u
= _/V (u3) 28 127+2 8 1 7: ’ (7:1) 8\ a ds2
o Uy Us —<V <U2) ‘I‘V( )U2> Uq
ua
5 7V (1) V (ug) — 5¢;+1—17+1V(U2)V(U3)
— / “2“3 ua us dQ)
Q (’Y + 1) +2 |V 3|
Uz
donc
u‘ffl
e &WV (u1) V (uz) — B v V+1V(uz) V (u3)
T Aung = — 293 ue ) df).
U2u3 0 —(7+1)W|VU3|

293

Alors on obtient
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a—2 a—1 ua—l
I = —q« ((a—l) [1_} A% WP =8 Bil =V (u1) V (uz) = 517+1V(u1)V(u3)> ds)
2 U3 2 Uz 2 U3
uf uf uf
a— 7=V (u)V(u2) = (B+1) 55— [Vue|” =757 57V (12) V (u3) | dQ
Uy Ug Uy Ug 2 Us

a a—1
—aya (o — 1) |Vu1| + af (a1 + az) BlTvv (u1) V (usg)
2“3 o1 Uy Ug
u
+Oé’}/ (a1 —+ Clg) ﬁv (’U/1> \V4 (Ug)
= / upug uo ds?
o | —ab(B+1) 5+2 5 [Vus|* =~ (a + as) Bﬂ—lwlv (u2) V (us)
us3 e Uy Ug
1 2
—azy (y+1) Bl |Vus|

—aya (o — 1) udud |Vuy|* + af (ay + az) ugugudV (uy) V (usg)

/ +ary (a1 + as) vdurusV (u) V (ug) — a8 (B + 1) ujug ’VW’Q u§?

—vB (as + az) uguduzV (uz) V (u3) B+2ug+2

ds)

Q
—agy (v + 1) uful [Vug|*
—ayor (o — 1) [ugus |V |]> + af (a1 + as) [ugusV (u)] [urusV (us)]

+ay (a1 + ag) [uausV ()] uruaV (us)] — a3 (8 + 1) [urus [Vus|)* ug~?
= / ﬁ+2—7+2d9
Q

=B (ag + a3) [uausV (u2)] [uusV (u3)] U3
—agy (v + 1) [ugus |Vus|]?

(T 2
- [ o
5 U2 U

20



ou

aror (@ — 1) [ugus |Vuy |]> — af (a1 + as) [ugusV (u1)] [ugusV (us)]
—ay (a1 + a) [ugusV (ur)] [urusV (us)] + azf (8 + 1) [ugus | Vus|?
+78 (a2 + a3) [u1usV (uz)] [u1u2V (us)]
+agy (v + 1) [wuz [Vug|]”

Q=

() est une forme quadratique par rapport a: usuzVuy, uiusV (uz) et uiusV (ug) , qui

s’écrive sous la forme matricielle:

aa (o —1) —Oéﬁalzﬂ —OW% uzu3V (uy) uu3V (uy)
Q = _055% GQB (5 + 1) ﬁ’}/% u1u3V ('LLQ) u1u3V (Ug)
—ay8Ee fytztas gy (v 4 1) ) \wuV (ug) urusV (u3)

Q) est définie non négative si, et seulement si, tous les déterminants principaux de sa
matrice des coefficients, sont non négative:

aitaz
ama(a—1) —af®5®

> 0,si, et seulement si,
—afty axf (B +1)

2
(e-D@B+D  (ata)” (4.1.8)
o B T \2y/aias
ao(a—1) —ay@tas
e ) T > 0,si, et seulement si,
—ay"E agy (y+1)
2
(a—-1)(y+1) S (@ tas : (4.1.9)
o v T \2y/aias
a +1 d2zas
BB+ B > 0,si, et seulement si,
Py agy (v +1)
2
(B+1)(v+1) > a + as : (4.1.10)
ﬂ y — \ 2 /asa3

a1 (a — 1) —aﬁ‘“"’Ta? _Oé,yal-;m
A = _0[6% a26 (6 + 1) ﬁ,yaz—gag
oyt Py agy(v+1)

o1



J

ma(ae—1) —apuie ma(e—1) —aysis

1 —afUg2 ayf (B4 1) —afngR fyege
m awa(a—1) —afsd2) |ga(ae—1) —aysis
—ayages By —ayHgt azy (v +1)

a?By (a1a2 (a=1)(+1)—af (%)2) (a1a3 (a—=1)(y+1)—ay (a1+a3)2>
mefe =D 7 (o - 12— () ()’
A > 0,si, et seulement si,

w;iﬂﬁglﬂviD N “ﬁ;”(ﬁ;%%fﬁjﬁg”(§;;§)2
+(’y+1) (al +a2)2
T \2Vmay

_9 0,2—|—(13 a1+a3 a1 + as (4111)
2,/@2&3 2«/(11&3 2«/&1(12 o

Estimation de J

(—py + o3 + p3y) w(t)

u1131+a 1 p2+a uz;g—&-a u(l)é—l
+a/ dQ 5/ dQ—y/—dQJraa/ 0
q1+B ’Y(us + C q +ﬂ+1 T2+’Y J ug3+ﬁug3+7+1 J Ugug

Uy Us
D’apres le principe de maximum il existe Cp qui dépend de &, &, et de &5 telle que

ug, uz > Cy > 0, donc on a

a—1 é i a—1 B+
G @)@ =) @)
uul ubug U u3 ~ \ujul Co
donc
a—1 B+~
a—1
@ 1
%yé%(?ﬂ v WQ:(U)Q
Uy Uy uhug 0
On a

J o= (—ma+ pf + pgy) w(t)

u1191+a 1 u;zlaz-i-a u1113+a utlx—l
+a/ qa+B 7( "o c) ds2 — B/uq +8+1 r2+de o 7/uqsﬂrﬁ r3+y+1 d$2 + Ua/uﬁuvdg
o Us o 2 Us o 2 Us o 2B
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en appliquant lemme 4.1.1 on obtient

1 1 0
LN G Y (s
a « I
q1+/3 vy - q1+,3 7+T1 — q2+p+1 T2+v Boryy )
ug' " ug (uz' + c) Uy U3 Ug Us vrw

donc

p2+a e 0
J < (cpmat B+ ) w +ﬁ/ U Mdm/o( ) a9
Q

vBw
o —
utlx o p2+04 u1133+a
+a0/03 <uﬁu’7) d$2 — 6/ Q2+5+1 7“2—0—7 ds) — v/qu—l-ﬁurg—i-'y—&-l dQ’
2 Us 2 3
Q Q
alors
a—1
u® 0
ngwﬂ+yﬂ+uwﬁdﬂ+/0(ﬁ )cm+a{ﬁ%<ﬁ ) X a0,
vrwy Us Uy
Q Q
d’apres 'inégalité de Holder, on obtient
0 1-6
u® 0 u® 1
/c (Uﬁwv) 0 < /(wm) i /(0)1_9 ol
Q Q Q
donc
u \’ 9 0
1
/C’ (vﬁuﬂ) dQ < Cy (w(t))”, ou Cy = C'|Q]
Q
On a
a—1 a- 1
u® a (I
Je () T s ([(2)m)  ([ierm)”
Q Q Q
alors
o — 1 o — 1
u® «Q . 1
03 UIB'LU'Y ds2 S 05 (w(t)) « s ou 05 = 03 |Q|Ol s
alors on obtient
a—1

J < (—pa + B + pgy) w(t) + Cu (w(t)’ + aoCs (w(t)) a |
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ce qui donne

a—1
T < (=ma+ pof + pgy) w(t) + Cs | (w(t))’ + ao (w(t)) o

d
Sous les conditions (4.1.8), (4.1.9), (4.1.10) et (4.1.11) on a: 7 (w(t)) < J. Et sup-

posons —ju o + 3 + 13y < 0, alors on aura
w'(t) < Cow® () + Coaow s (). (4.1.12)

Par une intégration simple de (4.1.12) dans [0, 7] on obtient que la fonctionnelle w(t)
est uniformement bornée; w(t) < 5 (ou 75 dépend de &, &, et de £;). m

Preuve de proposition (4.1.1). Par une application directe du théoréme (2.4.1),
en utilisant le théoréme (4.1.1), on déduit que la solution (uy, us, ug) du probléme (4.1.1)

est bornée et globale en temps. m

4.1.2 Application

En biologie végétale, le développement d’une plante passe par une chaine d’étapes
de formation des patterns, parmi ces étapes, la disposition des palmes sur le stipe
(la tige) de la plante qu’'on appelle en biologie: La Phyllotaxie. Meinhardt, Koch
et Bernasconi ont fait des études dans ce domaine (Phyllotazie) et ont propose des

modeles mathématiques (voir Meinhardt [39]). Nous choisissons le modéle suivant:

( @—D @_ a+a—2+
ot a28x2 Ha h(s+ kq) e
oh 0°h
= = D= — ph + a?
@—D%_ +
Lot 02 Hes T G

qui est un cas spéciale du systéme (4.1.1) et qui réalise les conditions de I'existence

globale des solutions en temps.
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4.2 Existence globale des solutions d’un systéme
de type Gierer-Meinhardt (modifié) a quatre
équations

Considérons le systéme de Réaction-Diffusion a réaction fractionnaire de type Gierer-
Meinhardt modifié (par la modification de Conway-Cooper, ot on ajoute la différence:

[a(u; — us + b)] & la troisiéme équation) a quatre équations

( a p1
ﬂzalAul—uul—l—blu—}h+a, xr e t>0,
ot ug
0 ™
ﬂ:CLQAUQ—VUQ‘i‘bQu_;, reQ,t>0,
ot (e
(4.2.13)
Ous ub?
—- = a3Aug — puz + by— + 0 + a(uy — uz +b), xeQt>0,
ot Ug
0 "2
ﬂ:a4Au4—1/u4—l—b4u—i, r e t>0,
\ 875 u22
avec les conditions aux bords de Neumann
0 0 0 0
Th g, 2 B e T, zel,t>0,
on on on on
et les conditions initiales
uy (z,0) = ¢ (z) >0, x € €,
ug (2,0) = @y(x) >0, x € Q,
us (I‘,O) = 903('1:) > 07 LS Qu
Ug ($70) = 904(11) > 07 S Qa

ou:

2 C R” est un domaine borné de frontiére I' réguliere.

Les constantes de diffusions: aq, as, ag et ay sont supposées positives.

1,V et o sont des constantes positives,

D1, P2y Q15 G2, 71, T2, S1 €t S5 des indices non négatives avec p; > 1, po > 1.

b1, ba, b3, et by des constantes positives telles que by < by et bg < by.
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4.2.1 Etude de I’existence globale

On va démontrer que si:
ri>pr—1, ra>pe—1, riqu > (pr— 1)(s1+ 1) et ragz > (p2 — 1)(s2 + 1),
le probléme (4.2.13) admet des solutions bornées en tout le temps pour des valeurs

initiales arbitraires.

Lemme 4.2.1 (Méme lemme (3.3.1)) Soit p,q,r et s des constantes telles que, r > p—1
etrq> (p—1)(s+1). Pour toute h, a, § > 0, il existe c = c(h,a,3) >0 et 0 =0 (a) €
(0,1), telles que,

0
uP~ 1+« ur+a ue
&vq+@ _ﬂs+1+ﬁ+c el I u>0,v>h.

Théoréme 4.2.1 Soit la fonctionnelle

u(fl gzz
w(t) = | —dQ + | —=-d22

B1 Ba

Uy Uy

associée au systéme (4.2.13) avec ay, an > 1 et B4, fy > 0, alors pour 2= pl ! < min (51+1’ 1),

pm < mm( e ) et pour toute @y, o, 5 et p, € C(Q) avec vy, vy, 03 et o, >0, w(t)

est uniformement bornée dans lintervalle [0, T, T* < T™*.

Proposition 4.2.1 Sous les assomptions du théoréme (4.2.1), la solution (uy, us, ug, uy)

du probléme (4.2.13) est bornée et globale dans l'intervalle de temps (0, 00).

Preuve de théoréme (4.2.1).

:/U dQ+/ dQ—wl )+w2(t),
U
Q

ou
ust us?
wi(t) = %ldQ et wo(t) = %ZdQ.
Uy Uy

Dérivons w(t) par rapport a t, on obtient
/ dQ) + / 2 Q=1+ J,
ot ot B
Q

26



ou

0 [z’ 1 o118, [ Ow a1 Bi—1 8u2
/a <u§1> ds) = /ugﬁl (Ozlull U21 E _ 1u11u21 at dQ
Q Q
u(){l—l upl ual u’fl
= / o 161 (cuAm — pug + b — + 0) - ﬁlﬁ (agAug — vug + bg—;l) ds,
a u u21 U

Uy 2 2
a1—1 a1 a1 a1+p171
LA A S PN B

ara—5—Auy — fay—5 7 Auy + (B — alu) + 0 5 o
— Uz Uz u' s
- CYl*1 r1+on .
+aj0—+ — byf3 e SR
Q Lo A QST
2

En appliquant la formule de Green pour les termes en Laplacien, on a

ay—1 041 1 a1 1
/alalu AudQ) = —alal/V < ) Vu,dQ) + alal/ (@au1> > dr’,
J u2 N/ uy'

T

ou
et comme — = 0 (condition de Neumann), alors

on

a1—1 a1 1
/am“lﬁl AugdQ = —alal/V< >Vu1dQ,
Uy
Q

= —Cl{lCll/ 26, <(Oél — 1) a;—2 1V’LL1 ﬁlual 1 61—1VU2> VU:LCZQ,
Us
Q

donc

ual—l ual -2 ual—l
/Oéla,l 161 AuldQ = / (—al (041 — ]_) 1 |Vu1|2 + alﬁlalﬁVWVm) ds).
Uy

(T
Pour le terme BlagﬂAm dS2, on trouve
Usy'
Q
(T uf ! ug!
/ 61a2u51+1 / 04131@ 5 T VuVus + 5, (Br+1)as—75—5 5 2 |Vu 2|
Q 2 Q
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/

Q

/

Q

Q

[

(

Alors on obtient

Il
SEAN

Qo3

ual -2 ) ual—l
—ay (g — 1w 1 \Vur|” + a5y (a1 + ag) l—vulvu2
U2 U2
(T 9 uy
=51 (Br+ 1) ar—5 5 [Vua|™ + (B1v — oap) 7 das.
u Uy
ai1+p1—1 r1+ai a;—1
Uy Uy Uy
o u51+II1 bgﬁl 51+,8 +1 tao u51
2 2

Ua2_1

Uy

‘oo 3

3
3, A’UJ3

uP?
_pu3+b3u—2’2+a+a(u1 —u2—|—b)>
dQ2

as—1

B2

Uy

0 [ u3? 1 1 B, [ Ous 8,—1 ( Oug

— Q= [ —— 22 U, 2uy?r | — | ) dQ
o (uﬁ> Q/ u (“2“3 " (at) st ) )
352 (CLgAUg

(s
—Ba—5 171 5 +1 <G4AU4 — Vug + b4u—§2

4

4

as asg u? +p2—1

Usg Us 3
- B2G4FAU4 + (527/ - O‘QM) By + b3y u,32+Q2

u
as—1 4 4 dQ?

Us
+ aga(ul — U + b)Tz — b4ﬁ2W

Uy 4

Utilisons la formule de Green pour les termes en Laplacien,

Ous
et comme — =0

as—1
Qolg
Uy

on

Ys _ Au3> a0
2

Pour le terme / (
Q

us?

3
/620/4 +1
ufz

AU4> dS) =

uazfl az 1 aug az 1
/ 203 Aus | d) = —(Jégag/v VusdS) + a2a3/ ( ) le“,
U’4 4 877 u42

r

(condition de Neumann), alors

UOQ 1
—0[2(13/V 3 VUng,
Q g’

1 _
—O[gag/— ((042 — D) ud 22 Vg — Byud?tuf? 1Vu4> Vusd,

/

Q

/

Q

4

<_

a2

284
Uu
Q 4

ua2—2 ) uag—l
(-Oég (042 — 1) as 352 |VU3’ + 052626L3%VU3VU4 dSQ.
Uy

Uy

u
ﬁz%ﬁAM) dS2, on trouve
u

uOéz—l ua2
62a2a4ﬁVU3VU4 + B (B2 + 1) a4uT3+2 |VU4|2> ds2
4 4
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alors J devient

ags—2 as—1
Us
— Q9 (012 — 1) as |VU3|2 + 04262 (&3 + (14) 5 1 VU3VU4
u
ug@ 42 ug2 4?2+p2*1 u§2*1
= / —52 (B2 + 1) G4W ’VU4| + <ﬁ2l/ — OéQIU) ufBQ -+ bgagw + Qo0 UBQ df).
Q 4 ugz—l 4 ugz—l—m 4
+OZQCL(U1 — Uy + b) qu — b462W
d .
Donc pr (w(t)) =1+ J devient
?172 ) ualfl
—Q (Oél — 1) aq |VU1‘ + Cklﬁl (Oq -+ ag) B 1 VU1VUQ
Uy
ua O(2 2
_61 (514—1)(12 B o |VU2| — Qg (Oég-l) N |VU3|2
uO{Q 1 za
p +asfs (a3 + as) =57 o —r VusVug — By (B + 1) aa—517 i |Vuy|*
% (w(t)) = / ua ua1+p1 1 u71“1+a1 urlhfl ds2
Q + (Brv — a1p) F + bl“lW bofy 5T T + Oélo'F
2 ugg 2 u§2+p2 1 12 ugg—l 2
+ (521/ — OQ/J) F + bg&gW + a0 U'B2
4 4
ug2—1 ugz-i—m
taga(uy — ug +b) P b462W
4 4
=h+L+Ji+Jp
telle que
uft? 9 uf !
—Q (Oél — 1) alT |V'LL1’ + 06151 (CL1 + CLQ) WVU1VU2
I = / Uz o Us s,
2
Q — 04 (61+1)a2ﬁ|Vu2|
Ug
as—2 N ugg—l
—az (a2 — 1) ag [Vus|™ 4 23, (a3 + as) =7 VusVuy
I, = / 4 e Uy s,
2
Q —B5 (85 +1) G4UT3+2 |V
4

u™ uOé1+p1 1 url—i—al ual—l

1 1 1 1

h= / (ﬂly B alM) B1 +bion B1+a1 261 81+5 +1 Tao B1 dQ’
o Ug Ug Ug
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J1

a2 az+p2—1 ag—1
(Byv — « )ui—i-ba e
2 2 Ba 3t2 Bataz 2 Ba
Uy Uy

U
Jo :/ az—1 a2+r24 an
+asa(uy —u —l—b)u?’ —bﬁu?’—
Q 2 1 2 u62 4 2u52+32+1
4 4

d d
ou % (wl(t)) = Il + Jl et % (UJQ(t)) = ]2 + JQ.

Estimation de J;

2 2 Uy

uSt uix1+p1—1 §1+a1 u?rl
1
= / (B — aup) 5 T bion ita baf34 ipl a0 —g dS2,
u Uy u

Q

U’(lll u?1+p1—1 u71’1+a1 u?l_l
= (61” — Oglu) /ng —+ blal/WdQ — bzﬁl/—uﬁ'h@r‘rl ds? + 0610'/ B, ds).
o U2 0 2 2 Q

u
Q 2

D’apres le principe de maximum il existe cg qui dépend de ¢, et de ¢, telle que

us > cg > 0, donc on a

a; — 1 & a; — 1 &
() e (L (s) e (L)
us? ud? U ~\ud C8
donc
o —1 B
a;—1 aq o 1 -
o) e (D0 e
Uy' Usy' Cs

2 Uy
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alors

01
art+pi—1 ai+ry ail
b < - el
101 - 1 1u51+51+1 1
2

u§1+¢h ugl
01
ull)élJrTl ,u/?l
S b?ﬂl B1+s1+1 + C10 B, (4215)
Uy Usg

ou Cio — blc.
Donc d’apres (4.2.14) et (4.2.15), on obtient
uét o1t uét !
Ji < (B —aap) %dQ—i—bﬁl/mdQJr/cm (%) ds
Uy J U 2
a1 — 1

u?l aq utllﬁ-?“l
—|—Oé10'/69 < ,6’1> dQ) — bzﬁl/mdg,
o Uy Uy

Q

alors

01
ui? ui? ui? o
J1 < (Byv — agp) %ld§2+ /Clo ( ;1> dQ—I—a10/09 ( }51> dsQ),
J J Us J Us

d’apres I'inégalité de Holder on a

01 1-601

01
aq aq 1
/ c10 (%) a0 < / (“}3 )dQ / (c10) 77 dO)
Ut Uot
Q 2 Q 2 Q

01
u{? . _
/610 ( ;1> dQ S C11 (wl(t))al s ou C11 = Cyo |Q|1 01 .

Q Y2
On a
a1 — 1 a1 — 1 €
%1 o i (0%} “
/cg<%) Lo < /(%)d@ /(c)ldQ )
Ut Uy’
Q 2 Q 2 Q
alors
@ o L
/09 (%) L d < e (wi(t)) @, ol c1z = ¢ |2 e,
Uy
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alors on obtient
a1 — 1

J1 < (B — aqp) wi(t) + en (wl(t))91 + ajocig (wi(t)) @

ce qui donne
a1 — 1

J1 < (367 — aqp) wi(t) + c13 (cul(t))el + aro (wi(t)) @

Estimation de J,

On a
uozz ua2+p271 'U,az_l
J2 = (62” — OZQ[I/) %d@ + b3042/352—+q2d9 + OZQO'/ 3,82 ds?
Uy Uy Uy
Q
uggfl qu“FrQ
+a2a/(u1 — Uz + b)—5—d2 — b4ﬁz/md9’
Q ta Q ta

donc

3
2 Bataz
Uy Uy Uy

quz ua2+p271 an—l
Jo < (52’/ - OQM)/ Z ds) + bga2/—dQ +a2g/ 352 dQ +
Q

uagfl ua2+r2

3 3

&ga/(ul + b) 3, dQ) — b452/md9,
Uy Uy

Q Q

et comme nous avons montré dans le chapitre précédent que les solutions du systéeme

composé de deux premiéres équations du systéme (4.2.13), existent globalement et

bornées (IH > 0, telle que uy,us < H), donc on peut écrir

UQQ uocg—l—pz—l uag—l
Jo < (Byr — agp) /%dQ + bgag/—dQ + a2a/ oA+
Uy
Q Q

3
Ba+aqz
Uy Uy

Uy

ugéz—l ugz-i—?‘z
Oéga(H + b)/ B, d$) — b4ﬁ2/WdQ
4
Q

D’apres le principe de maximum il existe c14 qui dépend de ¢, ¢,, @5 et de ¢, telle

que uy > c14 > 0, donc on a

az—1 By ap — 1 By

() (e () (1Y
ufz ufZ Uy - uf2 C14




donc
042—1 ﬁQ

az—1 o) 3
Ug < Us 2 N ERYE
B, = C15 Ba s ou Ci15 = — .
Uy Uy C14

D’aprés lemme (4.2.1)

02
—1
ugzﬂ?z - 6 u§2+r2 ugz
9 +c| —&
+ 2 Botsa+l ’
ufz q2 ufz 2 uﬁz

alors

02
az+p2—1 g+ Qs
u u u
3 3 3
— @ 00< PR E— -
bsr—5 o S Wby googy thse | 5 )
u e )y

ug&ﬁ—m ug2 02
S b4ﬂ — T T¢Ce6 | & )
2uf ats2+1 ufz
ol Cig — bgC.
Donc
uag—l—rg uglz 02
Jy < (B — asp /Tdﬂ + 5452/ 5 +32+1dQ + /C16 B2 e
o M Q Q Ya
Qg — 1
ugg Qs ugcz-i-rz
+as (0 +a(H +b)) /015 5 dfl — b452/md9’
Uy” Uy
Q Q
alors

(e "
J2 S — QU /T /016 TQ df)
o 4 Uy

+ay (0 +a(H + b))

b\
/\
< ‘ES
N——
)

[\V)

QU

e

d’apres 'inégalité de Holder on a



02
us? B
/016 (%) dQ < ¢z (w2(t))€2 , ol ¢17 = Cig |Q|l b2
Uy
Q
On a
ay — 1 az —1 1
ug? a ug? Qi N a2
/015 (%) C o< / (%) A /(015) a0 |
U4 u4
Q Q Q
alors
Qg — 1 vy — 1
ug? e%) . 1
/015 (%) dQ < cig(walt)) 2, ol c18 = 15 |Q] 2 |
Uy
Q

alors on obtient
Qg — 1

Jg S (ﬁQV — Oéglu) CUQ(t) + C17 (WQ(t))HZ -+ (6%) (O’ + a(H + b)) C18 (CUQ(t)) %) ,

ce qui donne
Qg — 1

Jo < (Byv — aapr) wa(t) + c19 (wz(t))e2 +as (0 +a(H + b)) (wa(t)) @2

Revenons aux intégrales I; et I

u‘f‘l_z 9 uf !
—Q (011 — 1) ay B, |VU1| + Ollﬁl (CL1 + CLQ) WVUlV’UQ
I, — Uy Uz ds
1 [e%}

Uu
—B1(B1+1) azuTIH V|
2

Q
= _/Qldga
Q

ou
U?FQ 2 U?Fl (e 2
Q1 =ai(a1—1)a (Vui[*—au By (a1 + az) —5=7 Vur Vue+8; (81 + 1) as—5— [Vug|”.
ugl ugl ugl
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(21 est une forme quadratique qu’on peut I’écrir sous la forme matricielle suivante:

u’fl_Q (111—1
o ar (ar — 1) alu—gl —§CV151 (a1 + as) —ugﬁl YV, Yy
1= a;—1 o
1 ust uft
_5()‘151 (a1 + az) F By (B +1) azuTlJrQ Vg Vs
2 2

D’apres le théoreme (1.2.4) Q) est définit non négative ssi

04%51 (a1 + 612)2

—-1) > t > 1.
a1ay (041 ) = " day (51 n 1) et aq
Donc
L) <
— (w
dt =
ag—2 . as—1
—Q (ag — 1) a33—ﬁ2 ‘VU3| + OézﬁQ (CL3 + CL4) %VU;J,VU4
I, = / Uy s Uy dQ
U3 2 ’
0 —B5 (B2 + 1) G4W V|
~ — [auin.
Q
ou
Ugrz 2 u?rl ug® 2
Q2 = az (g — 1) az |Vus|”—azfy (as + as) —1VU3VU4+52 (B2 +1) A4—3 5 [Vuyl|”.
ufz U§2+ Ufer

(22 est une forme quadratique,elle est définit non négative ssi

2 2
asag (g — 1) > 055, (a3 + aa) et ag > 1.

T day (By+1)
Donc

T (wa(t)) < Jo.
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Enfin on a

d d

@) = (1) + 2 )
< Ji+J
a1 — 1
< (B — aqp) wi(t) + cas (Wl(t))el +ayo (wi(t)) ™

042—1

+ (Bov — anp) wa(t) + 19 (w2(t))92 +as (0 +a(H+D)) (wa(t)) @2 ,

supposons ;v — aju < 0, alors on aura

ay—1

W) (t) < 13w (t) + crsaiow, ™t (t). (4.2.16)

supposons [, — agp < 0, alors on aura

ag—1

wWh(t) < 1w (t) + croa (o + a(H + b)) wy™* (t). (4.2.17)

Par une intégration simple de (4.2.16) et de (4.2.17) dans [0, 7] on obtient que w(t)

est uniformement bornée; w(t) < v, (ou v, dépend de @,, p,, p5 et de p,). ®
Preuve de proposition (4.2.1). Par une application directe du théoréme (2.4.1),

en utilisant le théoreme (4.2.1), on déduit que la solution (uy, us, us, us) du probléme

(4.2.13) est bornée et globale dans l'intervalle de temps (0,00). m

4.2.2 Application

Si on pose:

ap = dy,, ay=dy,, a3=dy, a1=dy,,,0=pyp,a=ky3,
bl = Cop, b2 - C/pla b3 = CopP, b4 - C,p/7 b= flOOT,

pro = 2, =1, r1=2, 51=0, p2=2, @a=1, rp=2, s55=0,
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on obtient le systéme

dlw] /0t = dula2 [u1] /8x2 — pu[ur] + cop [Ul]Z/uz + Pop;
Olug] /0t = du,0®[us] /0x* — v ug] +p [u1]2 ,
Olus) /0t = du,0[us] /0* — pu[us] + cop [us]® / [ua] + pop + ky3([ua] — [uz] + floor),

Oug) /Ot = dy,0 [ug] /022 — v [ug) + ¢ [us)” .

Ce systeme modélise une réaction-diffusion entre quatre substances qui joue un role
important dans la formation ou la génération des patterns, voir Crystal [9].

Ou: p et p' sont les concentrations de source de uq,us €t us, uy, respectivement.
[ua], [ua], [us] et [u4] représentent les concentrations de quatre substances uy, ug, us et
uy, respectivement. Le terme p, est une constante qui représente la production basique
de u; et uz. Le symbole p représente la destruction ou le déplacement de u; et ug, et
v représente la destruction de us et uy. ¢ et ¢ sont des constantes de production de
uy, ug et us, uy, respectivement. d,,, d,,, d,, et Dy sont les constantes de diffusion de

Uy, U, Uz et uy, respectivement. ky et floor sont des constantes controleuses.
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