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Abstract

Abstract

This work is focused on the study of the free vibratory behavior of thin rectangular
single-layer composite and laminated plates with different geometric configurations and
different materials (glass/epoxy, carbon/epoxy and kevlar/epoxy).The study of the flexural
vibration of this plate is mainly based on the search for natural frequencies and eigen modes.
We computed and determined the natural pulsations and frequencies analytically based on the
Rayleigh-Ritz method, using a computer program written in MATLAB language and
numerically by ABAQUS finite element code. The results obtained showed a very good

agreement between the analytical approach and the numerical simulations.

Keys words: the free vibratory behavior, composite materials, glass, carbon, Kevlar, epoxy,

natural frequencies, Rayleigh-Ritz, numerical simulation.
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Résumé

Resume

Ce travail est concentré a 1'é¢tude du comportement vibratoire des plaques minces
rectangulaire composites monocouches et stratifiées avec différentes configurations
géométriques et  différents types de matériaux (verre/€époxyde, carbonne/époxyde et
kevlar/époxyde). L’étude de la vibration en flexion de cette plaque repose principalement sur
la recherche des fréquences et des modes propres. Nous avons calculé et déterminer les
pulsations et les fréquences naturelles analytiquement en se basant sur la méthode de
Rayleigh-Ritz par un programme de calcul écrit en langage MATLAB et numériquement
grace au code de calcul par éléments finis ABAQUS. Les résultats obtenus ont montré une

trés bonne concordance entre I’approche analytique et les simulations numériques.

Mots clés: comportement vibratoire, matériaux composites, verre, carbonne, kevlar,

époxyde, fréquence naturelle, Rayleigh-Ritz, simulation numérique.
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Introduction générale

Introduction générale

La recherche de nouveaux matériaux occupe une place importante dans 1’histoire de la
technologie, en vue de concevoir, développer et caractériser de nouveaux matériaux destinés
a l'usage dans les secteurs de la technologie de haute pointe tels que l’aéronautique et
I’aérospatial et dans les applications ordinaires comme I’automobile, les loisirs et le batiment
[1].

Depuis les deux derniéres décennies, les matériaux composites sont de plus en plus
utilisés comme alternative aux matériaux traditionnels dans différentes structures, en raison de
leur haute résistance, rigidité spécifique, du gain de poids, ainsi que pour leurs propriétés
mécaniques que l'on peut ajuster a sa guise. Les composantes essentielles des structures sont
souvent sollicitées par des chargements dynamiques qui peuvent causer un endommagement
assez sérieux et entraver leur bon fonctionnement. De ce fait, le contréle continu de ces
derniers est devenu une nécessité pour garantir 1’intégrité, la fiabilité¢ et la sécurité de ces
structures. Le comportement dynamique est un parametre important dont il faut tenir compte
lors de la conception des structures et mécanismes.

En effet, les mouvements vibratoires sont a l'origine de nombreux problémes typiques
pouvant conduire a la ruine de la structure, tels que la résonance et la fatigue, a une limitation
d'exploitation en raison d'un niveau de bruit élevé ou d'une perturbation des performances de
la structure par la présence de vibrations indésirables. Dans le cas des vibrations linéaires la
détermination des parametres modaux d'une structure, a savoir les fréquences et déformées
propres des modes de résonance ainsi que les amortissements modaux associés, permet de
localiser les problémes liés aux vibrations et de construire un modele de comportement en
basses fréquences de cette structure, servant a prédire la réponse de celle-ci aux différents
types de chargements dynamiques, et ainsi a vérifier les solutions apportées pour le controle
de ces problemes [2].

Dans cette étude nous nous impliquons a ce vaste et important domaine de la
technologie, afin de contribuer a la compréhension de quelques aspects du comportement
vibratoire des plaques minces composites. L'étude est effectuée sur des structures constituées
essentiellement de plaques composites monocouche et stratifiées dans le but de déterminer et
calculer les fréquences et les pulsations propres, analytiquement par la méthode de Rayleigh-

Ritz et numériquement grace au code de calcul par éléments finis ABAQUS.
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Problématique

L’objectif fondamental de ce mémoire est d'étudier et d’examiner l'influence de certains

parametres sur le comportement vibratoire des plaques composites et la détermination des

pulsations et fréquences naturelles par deux approches :

» La méthode de Rayleigh-Ritz programmée sous MATLAB

» La méthode des ¢léments finis en utilisant logiciel de calcul ABAQUS.

Nous nous somme intéressés en particulier aux plaques rectangulaires composites,

monocouches et stratifiées, avec six différentes configurations de conditions aux limites

(EEEE, AAAA, AAEE, AEAE, EEAE, AAAE)

Articulation du mémoire

Apres une introduction générale, ce mémoire est compose de cinq chapitres.

Le premier chapitre présente quelques généralités sur les matériaux composites, leurs
caractéristiques et propriétés mécaniques. Un accent a été mis sur les différents types
de matériaux avec une vision assez large des différents constituants de base d’un
matériau composite.

Le second chapitre est consacré aux concepts fondamentaux de la théorie de
I’¢lasticité anisotrope appliquée aux matériaux composites.

Le troisieme chapitre est réservé a la présentation des diverses théories des plaques en
général et sur la théorie classique des stratifiées (CLT) en particulier.

Le chapitre quatre traites le probléme des vibrations de flexion des plaques minces
composites pour six configurations de base des conditions aux limites. La recherche
des fréquences et pulsations propres est menée en se basant sur la méthode analytique
de Rayleigh-Ritz, programmée sous MATLAB.

Le chapitre cinq est une analyse modale est comparative du comportement vibratoire
des plaques composites pour différents types de matériaux et pour diverses
configurations géométriques pour six configurations de base des conditions aux
limites. Les résultats du calcul des fréquences et pulsations propres par la méthode de
Rayleigh-Ritz, programmée sous MATLAB ont été comparés a d’autres fournis suite

aux simulations numériques par le code de calcul par ¢léments finis ABAQUS.

Les divers résultats obtenus sont repris enfin dans la conclusion qui constitue la cloture de ce

travail.
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Chapitre |
Généralités sur les matériaux composites

I.1 Introduction

Un composite est I’assemblage de plusieurs matériaux non miscibles de nature
différente et dont les qualités se completent afin d’obtenir un matériau hétérogeéne dont les
performances sont supérieures a celles de ses composants. Il est généralement constitué¢ de
différentes phases nommeées renforts et matrice. Lorsque le matériau composite est non
endommagé, les renforts et la matrice sont parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni
glissement ni séparation entre les différentes phases.

Les renforts se présentent sous forme de fibres continues ou discontinues. Le rdle du
renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts. La matrice assure quant a
elle la cohésion entre les renforts de maniere a répartir les sollicitations mécaniques.
L’arrangement des fibres, leur orientation permettent de renforcer les propriétés mécaniques
de la structure. Nous étudions plus particulierement les matériaux composites a renfort fibre
longue continue utilisés dans 1’industrie nautique, automobile, aéronautique et spatiale. Les
pieces structurelles sont réalisées par empilement de nappes en optimisant les directions des
renforts en fonction des charges qu’elles doivent subir. La nature de la résine ou du renfort est
choisie en fonction de I’application finale visée [3].

I.2 Classification des matériaux composites

On distingue deux types de matériaux composites : les composites grandes diffusions et
les composites hautes performances.

e Grande diffusion (GD)
Les matériaux composites a grande diffusion offrent des avantages essentiels, qui sont
optimisation des colits par diminution des prix de revient, sa composition de polyester avec
des fibres de verre longues ou courtes (sous forme de mat ou tissu) et la simplicité du principe
d’¢laboration des matériaux (moulage par contact, SMC et injection).

e Hautes performances (HP)
Les matériaux composites a hautes performances sont utilisés dans le domaine d’aéronautique
ou le besoin d’une grande performance déduite des hautes valeurs ajoutées.
Les renforts sont plutot des fibres longues. Le taux de renfort est supérieur a 50%.
Ces composites sont ¢laborés par les procédures suivantes:

- drapage autoclave, enroulement filamentaire, RTM.

- beaucoup de procédés encore manuels.
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- CMM, CMC.
Les composites peuvent aussi étre classés suivant la forme des composants ou suivant la
nature des composants.
I.2.1 Classification suivant la forme des constituants
En fonction de la forme des constituants, les composites sont classés en deux grandes classes:
les matériaux composites a particules et les matériaux composites a fibres
1.2.1.1 Composites a particules
Un matériau composite se dit a particules lorsque le renfort se trouve sous forme de
particules. Une particule, par opposition aux fibres, ne posseéde pas de dimension privilégiée.
Les particules sont généralement utilisées pour améliorer certaines propriétés des matériaux
ou des matrices, comme la rigidité, la tenue a la température, la résistance a l'abrasion, la
diminution du retrait, réduction du prix sans diminution des caractéristiques etc.
1.2.1.2 Composites a renforts de paillettes
Les paillettes ont une dimension tres faible par rapport aux autres dimensions. La dispersion
de ces particules minces est généralement aléatoire. Cependant, les paillettes peuvent étre
rangées parallélement I’un a I’autre afin d’avoir des propriétés plus uniformes dans le plan.
1.2.1.3 Composites a fibres
Un matériau composite est appelé composite a fibres, si le renfort se trouve sous forme de
fibres. Les fibres utilisées se présentent soit sous forme de fibres continues, soit sous forme de
fibres discontinues : fibres coupées, fibres courtes, etc. L'arrangement des fibres, leur
orientation permettent de moduler a la carte les propriétés mécaniques des matériaux
composites, pour obtenir des matériaux allant de matériaux fortement anisotropes a des

matériaux isotropes dans un plan.
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Fig. I.1 Différents types de matériaux composites
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1.2.2 Classification suivant la nature des constituants

Selon la nature de la matrice, les matériaux composites sont classés en composites & matrice
organique, a matrice métallique ou a matrice minérale. Les matériaux composites a matrice
organique ne peuvent &tre utilisés dans le domaine des températures dépassant 200 a 300 °C,
alors que les matériaux composites a matrices métallique ou minérale sont utilisés au-dela :
jusqu'a 600 °C pour une matrice métallique, jusqu'a 1000 °C pour une matrice céramique.
Divers renforts sont associés a ces matrices. Parmi ces composites, on peut citer :

1.2.2.1 Composites a matrice organique

Dans ce cas la matrice est en général de nature organique et peut étre associée a différents
types de fibres, a savoir : les fibres minérales comme les fibres de verre, de carbone, etc., les
fibres organiques comme celles du Kevlar, des polyamides, etc. et les fibres métalliques
comme par exemple les fibres de bore, d’aluminium, etc.

1.2.2.2 Composites a matrice métallique

Dans ce type de composites, la matrice est en général de nature organique utilisée souvent
avec des fibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC), des fibres métalliques : bore et
des fibres métallo-minérales : fibres de bore revétues de carbure de silicium (BorSiC).

1.2.2.3 Composites a matrice minérale

Les matériaux composites a matrice minérale sont souvent combinées a: des fibres
métalliques : bore, a des particules métalliques : cermets ou a des particules minérales :
carbures, nitrures, etc.

1.3 Intérét des matériaux composites

En fonction de leurs constituants, les matériaux composites, présentent un grand nombre
d’atouts et d’avantages : D un point de vue mécanique, ils offrent d’excellentes propriétés en
traction, flexion, compression, cisaillement plan et transverse ainsi qu’une excellente
absorption et résistance aux chocs. Leur résistance mécanique combinée a leur faible densité
en fait un élément incontournable des conceptions actuelles qu’elles soient structurelles ou
non. D’un point de vue physico-chimique, ils s’adaptent parfaitement a différents milieux
ambiants et peuvent étre trés performants en termes de résistance aux produits chimiques, au
feu, ou a la corrosion. Néanmoins, leur plus grand intérét réside dans la possibilité¢ de pouvoir
intégrer plusieurs fonctions en une seule opération réduisant ainsi et d’une facon conséquente,
le nombre de pieces d’un ensemble mécanique ou d’une conception et par conséquent son
cout de revient. Bien que leur fabrication nécessite des investissements parfois lourds en
termes d’outillages de moulage, ils constituent un compromis technico-économique

intéressant lorsqu’ils sont fabriqués en série [4].
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1.4 Constituants de base des matériaux composites

Un matériau composite est constitué d'un renfort (ossature du matériau) qui assure la tenue
mécanique et d'une matrice (enveloppe ou peau du matériau) qui est généralement
polymérique (résine thermoplastique ou thermodurcissable) ou métallique, qui assure la
cohésion de la structure et la retransmission des efforts vers le renfort.

I.5 Les renforts

Phase discontinue et souvent filamentaire a trés hautes caractéristiques mécaniques, qui assure
le principal des caractéristiques mécaniques du composite (résistance et rigidité, tenue aux
chocs). Les renforts sont des composants qui se présentent le plus souvent sous formes
fibreuses ou filamentaires, c'est eux qui conférent au composite I'essentiel de ces propriétés
mécaniques. Les renforts les plus utilisés se présentent sous forme de fibres ou formes
dérivées et constituent une fraction volumique de matériau composite généralement comprise
entre 0.3 et 0.7. Les renforts fibres se présentent sous diverses formes commerciales. Sous
forme de roving (fils, méches, etc. ...) : le roving est un assemblage de fils de bases paralleles
groupés sans torsion. Sous forme de tissus (tissus taffetas, toiles, serge, etc. ...): le tissu est
forme par I'entrecroisement perpendiculaire des roving. Les tissus de roving peuvent peser
jusqu'a 800 g/m>. Sous forme de mat (a fil coupé, a fil continu):le mat est un matelas de fils
coupés ou continu a ensimage plastique, agglomérés par un liant a solubilité rapide ou lente

dans la résine [5].
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Fig. 1.2 Différentes familles du renfort.
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I.5.1 Les principales fibres
1.5.1.1 Fibres de verre
Elles constituent le renfort essentiel des composites de grande diffusion. Elle est obtenue a
partir de sable (silice) et d'additifs (alumine, carbonate de chaux, magnésie, oxyde de bore).
1.5.1.2 Fibre de carbone
C'est la fibre la plus utilisée dans les applications hautes performances. Elle est issue de la
carbonisation de la fibre de PAN (poly acrylonitrile). Selon la température de combustion, on
distingue deux types de fibres:

e Fibres a hautes résistance (HR): pour une combustion de 1000 a 1500°C

e Fibres a haut module (HM): pour une combustion de 1800 a 2000°
1.5.1.3 Fibre d'aramide
Souvent appelée KEVLAR, la fibre d'aramide est issue de la chimie des polyamides
aromatiques. Il est possible de trouver deux types de fibres d'aramide de rigidités différentes:
Les fibres a bas module utilisées pour les cables et les gilets pare-balles. Les fibres a haut
module, employées dans les renforcements pour les composites hautes performances.
1.5.1.4 Fibre de bore
Fibres de haut module et insensibles a l'oxydation a hautes températures, elles sont obtenues
par dépdt en phase gazeuse sur un substrat en tungstene.
1.5.1.5 Fibre de silice (ou de quartz)
Elles sont produites comme le verre, par fusion et sont essentiellement utilisées pour leur
haute tenue chimique et thermique dans la conception des tuyeres pour moteur de fusée.
1.5.1.6 Les fibres synthétiques thermostables
Les fibres synthétiques thermostables sont des fibres organiques obtenues par synthése, et qui
conservent leurs caractéristiques mécaniques a températures ¢levées. Associées a des résines
thermostables, elles permettent d'obtenir des matériaux dont les caractéristiques mécaniques
en température sont conservées. Les caractéristiques mécaniques de ces fibres sont toutefois
nettement plus faibles que celles des fibres usuelles. Elles sont utilisées dans les isolants
¢lectriques et thermiques, les protections thermiques: boucliers de missiles, cones de rentrée
de véhicule spatial, etc.
1.5.1.7 Autres fibres
Il existe diverses autres fibres utilisées pour des applications particuliéres. Ces fibres sont
généralement a faibles module et contrainte a la rupture, excepté les fibres métalliques.

Généralement, leur utilisation est réservée a une recherche de produits a bas prix de revient,
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des produits a haute isolation thermique, des produits a bonne conductibilité thermique ou
¢lectrique et des produits a haute absorption acoustique,
Parmi ces fibres nous avons:

1. Les fibres d'origine végétale: telles que le bois utilisé sous forme de fibres orientées,
le sisal, le jute, le lin, etc.

2. Les fibres synthétiques: telles les fibres polyester (tergal, dacron, téryléne, etc.), les
fibres polyamides, les fibres polyéthyléne, les fibres polypropyléne, etc.

3. Les fibres métalliques: comme les fibres d’acier, de cuivre, d’aluminium. Ces fibres
sont utilisées avec des matrices métalliques pour leurs bonnes conductibilités
thermique et électrique et leurs caractéristiques thermomécaniques élevées [5].

1.5.1.8 Principales caractéristiques mécaniques des fibres de base
Dans le tableau ci-dessous, sont présentées quelques caractéristiques mécaniques des fibres

de base les plus employées dans 1’industrie des matériaux composites.

Tableau. I.1 Caractéristiques des fibres et renforts [5]

Renforts d(um) p(Kg/m3) EMpa) G(Mpa) v  o.(Mpa) Al(%) a
Verre E 16 2600 74000 30000 0.25 2500 3.5 0.5.105
Verre R 10 2500 86000 0.2 3200 4 0.3.10°
Carbone HM 6.5 1800 390000 20000  0.35 2500 0.6 0.08.10°
Carbone HR 7 1750 230000 50000 0.3 3200 1.3 0.02.10°
Kevlar 49 12 1450 180000 12000 0.4 2900 23 —0.2.10°
Bore 100 2600 400000 3400 0.8 0.4.10°

Silicate d'alumine 10 2600 200000 3000 1.5
Polyéthylene 960 100000 3000

AAALLLS

a. fibre de verre b. fibre de carbone c. fibre d’aramide d. fibre de sisal e. fibre de polyamide

Fig. 1.3 Exemples des fibres utilisées comme renfort de composites
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1.5.1.9 Architecture des renforts
Les structures composites sont anisotropes. La plupart des renforts travaillent bien en traction,
mais offrent de moins bonnes performances en compression et en cisaillement. Il est donc
impératif de jouer sur la texture et la géométrie des renforts pour créer une architecture
adaptée. Il existe différentes géométries et textures de renforts :

1. Les unidirectionnels (UD)
Dans une nappe UD, les fibres sont assemblées paralléelement les unes par rapport aux autres a

l'aide d'une trame trés légere.

Fig. 1.4 Pli unidirectionnel d’un composite a fibres longues

2. Les tissus
Le tissu destiné au renfort de composites est une surface souple, constituée par un assemblage
régulier de fils tissés ou torsadés, obtenue par entrecroisement des meéches selon deux
directions perpendiculaires, chaine et trame. Ils peuvent avoir différentes armures. On
distingue principalement :

e Toile ou taffetas : Chaque fil de chailne passe dessus puis dessous chaque fil de trame,
et réciproquement. Le tissus présente une bonne planéité et une relative rigidité, mais
est peu déformable pour la mise en ceuvre. Les nombreux entrecroisements successifs
générent un embuvage important et réduisent les propriétés mécaniques.

e Sergé : Chaque fil de chaine flotte au dessus de plusieurs (n) fils de trame et chaque fil
de trame flotte au dessus de (m) fils de chaine. Armure de plus grande souplesse que le
taffetas ayant une bonne densité de fils.

e Satin : Chaque fil de chaine flotte au dessus de plusieurs (n-1) fils de trame et
réciproquement. Ces tissus ont des aspects différents de chaque coté. Ces tissus sont
assez souples et adaptés a la mise en forme de picces a surfaces complexes. Ce type de

tissus présente une forte masse spécifique.
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a. toile (taffetas) b. sergé c. satin
Fig. 1.5 Les principaux types d'armures utilisées pour le tissage des tissus.

Il existe aussi d'autres types d'architectures destinées a des utilisations spécifiques celles-ci
sont bi ou tridimensionnelles. Il est également possible de réaliser des structures de renforts
hybrides en tissant des fibres de natures différentes ou, en superposant des tissus ou nappes de
renforts de fibres différentes.

1.6 La matrice

La matrice est I'un des deux principaux constituants de base des matériaux composites. Le
role principal de la matrice est de maintenir les renforts en place et de leur assurer la cohésion
et la protection. Elle permet également la transmission des efforts mécaniques vers les
renforts. On distingue les matrices minérales (céramiques, métalliques) et les matrices

organiques (composites plastiques).

Fig. 1.6 Déférentes familles de matrice.
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1.6.1 Différents types de matrice
11 est important de bien situer les différences fondamentales de ces deux types de matrices.

- La structure des thermoplastiques TP se présente sous forme de chaines linéaires, il
faut les chauffer pour les mettre en forme (les chaines se plient alors), et les refroidir
pour les fixer (les chaines se bloquent). Cette opération est réversible.

- La structure des thermodurcissables TD a la forme d'un réseau tridimensionnel qui se
ponte (double liaison de polymérisation) pour durcir en forme de fagon définitive, lors
d'un échauffement. La transformation est donc irréversible [5].

1.6.1.1 Les résines thermodurcissables

Ces plastiques prennent une forme définitive au premier refroidissement. Ils deviennent durs
et ne se ramollissent plus une fois moulés. La technique de fabrication est difficile & mettre en
ceuvre mais elle produit des matériaux tres solides et trés résistants aux agressions chimiques
et ala chaleur.

a) Résines polyesters insaturés

C'est la résine la plus utilisée dans I'application composite de grande distribution. Une résine
de polyester insaturé contenant un monomere (généralement le styréne) est réticulée a
température ambiante par addition d’un catalyseur de type peroxyde organique et d’un
accélérateur. Elle passe successivement de 1’état liquide visqueux initial a 1’état de gel, puis a
I’état de solide infusible. La réaction est exothermique et la température de la résine augmente
progressivement depuis le gel jusqu’a un maximum pour redescendre ensuite lentement a la
température ambiante.

b) Résines vinylesters

On peut la considérer comme une variante des polyesters produite a partir d'acides acryliques.
Elles possédent une bonne résistance a la fatigue et un excellent comportement a la corrosion,
mais demeure combustible.

¢) Résines Phénoliques

Elles sont issues de la polycondensation du phénol et du formol et se caractérisent par une
bonne tenue au feu, sans fumée. Elles restent fragiles, sensibles a I'humidité, difficiles a
colorer et a mettre en ceuvre.

d) Résines Epoxydes

Elles résultent de la polyaddition de 1'épichlorhydrine sur un polyalcool et constitue la résine

type des composites hautes performances HP.
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e) Résines Polyuréthannes et polyurées
Dans la fabrication de pieces composites, on utilise surtout des formules élastomériques dont
la faible viscosité permet un bon remplissage du moule. Les constituants sont livrés a 1'état de
pré polymeres liquides:

e Polyols + polyisocyanates = polyuréthannes

e Polyéthers + polyamines = polyurées

Tableau. 1.2 Caractéristiques mécaniques des matrices thermodurcissables [5]

Matrices TD  p(Kg/m3) E(Mpa) GMpa) v o.(Mpa) Al(%) o
Epoxyde 1200 4500 1600 0.4 130 2 11.1073
Phénolique 1300 3000 1100 0.4 70 25 1.1073
Polyester 1200 4000 1400 0.4 80 25 81073
Polycarbonate 1200 2400 0.35 60 6.1073
Vinylesters 1150 3300 75 4 5.1073
silicone 1100 2200 0.5 35
Uréthanne 1100 700 - 7000 30 100
Polyamide 1400 4000 -19000 1100 0.35 70 1 8.1073

1.6.1.2 Les matrices thermoplastiques
Sous l'effet de la chaleur, les thermoplastiques ramollissent et deviennent souples. On peut
alors leur donner une forme qu’ils garderont en refroidissant. La transformation est réversible
et renouvelable un grand nombre de fois, les thermoplastiques sont ainsi facilement
recyclables. Cependant ils ne sont pas biodégradables et ont une « durée de vie » de plusieurs
centaines d’années. Ce sont les matieres plastiques les plus utilisées (notamment le
polyéthyléne PE et le poly chlorure de vinyle PVC). Les principales matrices TP utilisées
(possédant tous une tenue en température supérieure a 100°C, hors POM) sont les suivantes:

e Polyamide (PA) : tenue au choc, bonne résistance a la fatigue et aux hydrocarbures

e Poly téréphtalate éthylénique et butylénique (PET, PBT) : bonne rigidité, bonne

ténacité

e Polycarbonate (PC) : tenue au choc

e Polysulfure de phényléne (PPS) : résistance a I'hydrolyse

e Polyoxyméthyléne (POM) : bonne tenue a la fatigue
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e Polysulforés (PSU et PPS) : bonne stabilité chimique et a I'hydrolyse, peu de fluage,

tenue au chaud

e Polypropyléne (PP) : peu onéreux et assez stable en température, mais combustible

e De plus en plus, on utilise des thermoplastiques thermostables (tenue en température

>200°C et bonnes propriétés mécaniques), en particulier les suivants:

Polyamide-imide (PAI)
Polyéther-imide (PEI)
Polyéther-sulfone (PES)
Polyéther-éther-cétone (PEEK)

Tableau. 1.3 Caractéristiques mécaniques des matrices thermoplastiques [5]

Matrices TP p(Kg/m3) E(Mpa) G(Mpa) v o.(Mpa) Al(%) o
PP 900 1200 0.4 30 20-400  9.1073
PPS 1300 4000 65 100 5.1073
PA 1100 2000 0.35 70 200 8.1073
PES 1350 3000 85 60 6.1073
PEI 1150 3300 105 60 6.1073
PEEK 1300 4000 90 50 5.1073

a. polymeére thermoplastique

b. polymeére thermodurcissable

Fig. 1.7 Structures moléculaires thermoplastiques et thermodurcissables
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1.7 Charges et additifs

Les charges et additifs ont principalement comme role de donner des propriétés particulicres
aux matériaux composites. Ainsi, ils servent a attribuer la couleur, a réduire le colt, a facilité
le démoulage, a changer les propriétés (résistance au feu, conductibilité¢ thermique ou
¢lectrique, etc.), ... On définit arbitrairement les charges et les additifs avec les quantités que
I’on utilise: plus petit que 5% massique on dit que c’est un additif. Plus grand que 5%

massique on dit que c’est une charge

a. microbilles de verre b. noir de carbone c. silice

Fig. 1.8 Exemples des charges: (a) microbilles de verre, (b) noir de carbone, (c) silice

Les additifs possibles sont encore plus nombreux. Une classe d'additifs que 1'on rencontre
systématiquement est celle des agents d'interface, que I'on dépose sur les fibres pour les faire
adhérer a la matrice. On rencontre également, des stabilisants, qui retardent les dégradations
dues a I'oxygene, aux UV ou encore a 1'ozone, des ignifugeants ou retardateurs de flamme (la
plupart des polymeéres sont inflammables), des agents de démoulage et des colorants... Il est
ainsi possible de conférer de nombreuses fonctions techniques au composite, et d'adapter

finement ses propriétés aux besoins du concepteur [6].

|§
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1.8 Les Procédées de fabrication

Les techniques de fabrication jouent un role primordial lors de la conception des composites
car chacune des opérations et techniques de fabrication influence et de manicre considérable
sur la qualité¢ du produit final [7]. De nombreuses méthodes de fabrication on été développées
pour répondre aux besoins, leurs choix dépend surtout des caractéristiques mécaniques
dérivées et de la géométrie du produit.

1.8.1 Les technologies dites en moule ouvert

1.8.1.1 Moulage au contact

Le principe est de procéder manuellement a la réalisation des piéces a partir des résines
thermodurcissables, a température ambiante et sans pression. Les renforts sont déposés sur le
moule et imprégnés de résine liquide, accélérée et catalysée. Apres durcissement de la résine,

la piece est démoulée et détourée.

Renfort Bulleur
Résine ,

\ ? {7(’ Résine +renfort
y 3 v g

< (elcoat

sl 15,

Moule

Fig. 1.9 Principe du moulage au contact.

On utilise cette technologie de moulage dans le cas de fabrication des petites séries des pieces
de 1 a 1000 unités/an et pour les picces de trés grandes dimensions. Ce type de type de
moulage présente beaucoup d’avantages tels que :

1. Tres larges possibilités de forme.

2. Pas de limite dimensionnelle.

3. Une surface lisse gélocatée

4. Propriétés mécaniques moyennes a bonnes

5. Investissements spécifiques tres faibles

6. Moule simples, peu onéreux, rapide a réaliser

Mais aussi il se limite a :

1. Une seule face lisse.

Nécessité de finition (détourage, percage, etc.).

2

3. Qualité tributaire de la main d'ceuvre.

4. Faible cadence de production par moule.
5

Espace de travail important.
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6. Conditions de travail médiocres.
1.8.1.2 Moulage par projection simultané
Les mati¢res premicres sont mises en ceuvre a l'aide d'une machine dite de projection
comprenant :

- un dispositif de coupe

- projection du renfort (roving)

- un ou deux pistolets projetant simultanément la résine
Les fils coupés et la résine sont projetés sur la surface du moule puis compactés et €éboulés a
l'aide de rouleaux et d'ébulleurs. La résine pré accélérée est catalysée en continu lors de sa
projection.
Parmi les avantages associés a ce type de moulage on retrouve :

1. Tres larges possibilités de forme et dimensions

2. Travail simplifié, suppression de la mise en forme obtenue directement par la

projection

3. Investissements tres modérés

4. Moule simples, peu onéreux, rapides a réaliser en interne
En plus des limites rencontrées par le moulage au contact, celui-ci se limite a des Propriétés

mécaniques moyennes.

rening résine

catalyseur

ebuleur

resine+fils coupes

stratifie ehule
gelcoat

: 5 e
i moule

Fig. 1.10 Principe de moulage par projection simultanée

1.8.2 Les technologies dites en moule fermé

1.8.2.1 Moulage sous vide

Le moulage sous vide s'effectue en utilisant un moule ouvert sur lequel on dispose les couches
de renfort imprégné. Une fois que le renfort (mat, tissu, préforme) est placé a l'intérieur du

moule et la résine catalysée est versée sur ce dernier, une feuille de plastique souple vient
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couvrir le tout hermétiquement (pose d’un joint d’étanchéité sur le périmetre de la piece). On
fait le vide sous la feuille de plastique des bulles d’air, fluage de I’excédent de résine qui est
absorbé¢ par un tissu de pompage. L’ensemble est ensuite soumis a polymérisation en étuve ou
en autoclave. La résine peut également étre injectée par l'aspiration consécutive au vide.

On utilise ce type de moulage dans le cas d’une production en petites séries de picces

nécessitant deux faces lisses.

membrane (elastomére)
L

pompe a vide

C"C‘-C"CIIC'-C'-I

Fig. I.11 Moulage sous vide

1.8.2.2 Moulage par injection basse pression de résine (RTM)

Le moulage par injection de résine liquide RTM (Résine Transfert Molding) s'effectue entre
moule et contre-moule rigides. Le renfort (mats, préforme, éventuellement tissus) est mis en
place dans le moule, une fois celui-ci solidement fermé, la résine, accélérée et catalysée, est
injectée sous faible pression (1.5 a 4 bars) a travers le renfort jusqu'au remplissage complet de
I'empreinte. La pression de moulage est faible. Le procédé convient pour des cadences jusqu’a

30 piéces par jour.

mat preimpregne chauffe contre-moule

chauffé

Fig. I.12 Principe de moulage par injection de résine (RTM)
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1.8.2.3 Moulage a froid

C’est un moulage a l'aide d'une presse a compression entre moule et contre moule rigides,
initialement sans apport thermique extérieur. Le renfort (mat) est posé sur la partie inférieure
du moule, la résine dotée d’un systéme catalytique tres réactif, est tout de suite versée en vrac.
La fermeture du moule sous pression (2 a 4 bars) entraine la répartition de la résine dans
l'empreinte et l'imprégnation du renfort. Le durcissement de la résine est accéléré
progressivement par 1'é1évation de température du moule, car la réaction exothermique. Ce qui

permet un démoulage rapide.

l

N
NN

%

Moule Composit

Contre moule

|
1
!

Bésine
Renfort :
“‘Q !
i

Fig. .13 Principe de moulage a la presse a froid.

=

1.8.2.4 Moulage par injection de compound BMC

Le compound (Bulk Molding Compound), préparé dans un malaxeur, est une masse a mouler
constituée de résine, de charges et d'adjuvants divers, renforcée par des fils de verre coupés.
Le moulage ce fait a chaud (130 - 150 °C) par injection (principalement) entre moule et contre
moule en acier usiné. La pression (50 a 100 bars) de fermeture du moule entraine le fluage de
la matieére préalablement dosée et le remplissage de 1'empreinte. Le temps de durcissement
trés court permet un démoulage rapide. On utilise ce type de moulage pour une production en
grandes séries, et pour des pieces de taille petite et moyenne, plus ou moins épaisses.

1.8.2.5 Moulage par compression de mat pré imprégné SMC

Le mat pré imprégné (Sheet Molding Compound) est une nappe de fils coupés ou continus,
imprégnée par un mélange de résine polyester, de charges et d'adjuvants spécifiques divers.
Découpé en flans de masse et dimensions déterminées, le mat pré imprégné est moulé a chaud

(140 a 160 °C) par compression entre un moule et un contre moule en acier usiné.
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Matrice
Canaux de régulation

/f
B

Poingon

Matiére a moulé

Ejecteur

Fig. 1.14 Principe de moulage par compression

1.8.2.6 Moulage par enroulement filamentaire

Suivant le schéma ci-aprés, il peut étre intégré dans une chaine de fabrication en continu, et
ainsi autoriser I’obtention de tubes de grande longueur. Application aux enveloppes de fusées,
de torpilles, de conteneurs etc... Pour des pieces de révolution & méridienne quelconque,
I’enroulement est réalisé¢ sur un mandrin de forme démontable, puis polymérisé en étuve ou en
autoclave. Ce procédé est utilisé pour la fabrication de piéces devant résister aux pressions

internes, (réservoirs, corps de propulseur etc.)

tissu
] — i ;
‘ | B unidirectionnel
: ‘ mandrin :@l
LA
— e —
[ | | ]
LT L ]
i
renfort

Fig. I.15 Enroulement filamentaire.



Chapitre I : Généralités sur les matériaux composites

1.9 Architecture du composite

1.9.1 Les monocouches

Le composite monocouche correspond a l'unité ¢lémentaire d'épaisseur, elle est constituée
d'un ou plusieurs plis identiques (tiss¢, UD, mats,...) assemblés sans aucune orientation. Un
pli est un semi produit de composites (fibrestmatrice) présenté sous forme quasi-
bidimensionnelle, feuille d’épaisseur faible (= 0.125 mm). On distingue le pli UD (le renfort
est a structure UD), le pli tissé (le renfort est & structure orienté) et le pli mat (le renfort est a

structure aléatoire). La superposition de la monocouche dans 1'ordre du plan de drapage va

////

Fig. 1.16 Pli unidirectionnel

constituer le stratifié

1.9.2 Les stratifiées

Les structures composites stratifiées sont constituées de couches successives de renforts
imprégnés de résines. Les couches sont également nommées plis. Les structures stratifiées
réalisées a partir de matériaux composites sont constituées d’empilements de nappes
unidirectionnelles ou bidirectionnelles. Ces nappes sont formées de renforts en fibres longues
liées par de la résine. Le role du renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux
efforts. La résine assure quant a elle la cohésion entre les renforts de maniére a répartir les
sollicitations mécaniques. Les picces structurelles sont réalisées par empilement de nappes en
optimisant les directions des renforts en fonction des charges qu’elles doivent subir.

Les matériaux composites sont modélisés a une échelle intermédiaire entre 1’échelle
microscopique associée aux constituants de base du composite (le renfort et la matrice) et
I’échelle macroscopique liée a la structure. A cette échelle, appelée méso échelle, une
structure stratifiée est schématisée par un empilement de monocouches homogénes dans
I’épaisseur et d’interfaces inter laminaires. La couche et I’interface sont les deux entités
appelées méso constituants, comme illustré sur (Fig. 1.17), qui forment les bases des mod¢les

dédiés a I’¢étude des structures stratifiées. L’interface inter laminaire est une entité surfacique
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assurant le transfert des déplacements et des contraintes normales d’une couche a une autre.
En élasticité, les couches sont parfaitement liées et 1’interface ne joue aucun réle particulier.
L’étude des composites jusqu’a la phase ultime de la rupture montrera 1’utilit¢ d’employer un
modele d’interface pour simuler les phénoménes de délaminage (séparation progressive des

couches) [5].

Fibres

Orientation
Référentiel des libres

Matnice

Couche
(Pl individuel)

Stratifi¢

Fig. 1.17 Composite stratifié

1.9.2.1 Stratifiés unidirectionnels
Les stratifiés unidirectionnels sont constitués de couches avec des fibres unidirectionnels,
dont la direction est décalée dans chaque couche.
1.9.2.2 Les stratifiés hybrides
Les stratifiés hybrides sont constitués de couches successives comportant des fibres de natures
différentes. Il sera alors nécessaire de les mentionner dans la désignation. Les stratifiés
hybrides permettent d'€tre plus performants en utilisant au mieux les propriétés des diverses
fibres disponibles. Parmi les différents hybrides, on peut distinguer :
- des hybrides inter-couches, constitués d'une suite de couches, chacune de nature
différente
- des hybrides intra-couches, constitués par une séquence de couches identiques, chaque
couche étant constituée de renforts différents; des couches métalliques peuvent
¢galement étre intercalées entre les couches
1.9.2.3 Désignation des structures stratifices
Les structures stratifiées a base de tissus unidirectionnels sont constituées d’un grand nombre

de couches ou plis. L’¢épaisseur d’une couche dépend de son grammage. L’épaisseur de
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chacune des couches est généralement trés faible, de 1’ordre de 0,125 mm pour un matériau

carbone époxy de type Aéronautique et 0,3 mm pour ceux qui sont utilisés dans I’Industrie

Nautique. Ces structures stratifiées sont constituées de couches unidirectionnelles avec des

fibres orientées de facon différente d’une couche a I’autre afin d’obtenir les propriétés

mécaniques souhaitées pour la structure finale.

La désignation des structures stratifiées est délicate car il faut préciser les axes de référence.

Un stratifié est codifié de la fagon suivante :

chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degré de ’angle
que fait la direction des fibres avec 1’axe de référence x. sur (Fig. I.17.a) et (Fig.
1.17.b), les couches sont représentées décalées les unes par rapport aux autres. La
structure stratifiée est décrite de bas en haut;

les couches sont nommées successivement entre crochet en allant de la face
inférieure a la face supérieure. Les couches successives sont séparées par le
symbole « / » comme I’exemple de (Fig. 1.18.a) : [-45/45/—45/-45/45/-45];

les couches successives d’'un méme matériau et de méme orientation sont
désignées par un indice numérique, comme I’exemple de (Fig. L17.b) :
[0/45,/90/—45,/01;

en cas de stratification hybride (différents matériaux dans un méme stratifi¢), il
faut préciser par un indice la nature de la couche;

en cas de structures symétriques, la moitié est codifiée et le symbole s indique la
symétrie: [—45/45/—45/—45/45/-45] devient [—45/45/-45] et
[0/45/45/90/—45/—45/0] devient [0/45,/90/—45,/0].

a. [-45/45/-45/-45/45/-45] b. [0/45/45/90/-45/-45/0]

Fig. 1.18 Désignation d'un stratifié
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Fig. 1.19 Convention de signe pour la désignation des stratifiés.

1.9.2.4 Stratifié symétrique

Un stratifié est symétrique si son plan moyen est un plan de symétrie. Sa désignation ne
nécessite alors que la moiti¢ des couches successives. Si le stratifi¢ a un nombre pair de
couches, la désignation débute sur une face pour finir au plan de symétrie. Un indice (s)

indique que le stratifié est symétrique.

Tableau 1.4 Stratifi¢ symétrique (paire)

Orientation des fibres Notations du stratifié

90°/45°/45°/0°/0°/45°/45°/90° [90/452/0] s

Si le stratifié comporte un nombre impair de couches, la désignation est semblable a la

précédente, la couche centrale étant surlignée. Par exemple :

Tableau 1.5 Stratifi¢ symétrique (impaire)

Orientation des fibres Notations du stratifié

90°/45°/45°/0°/45°/45°/90° [90/45,/0]s

1.9.2.5 Séquence
La répétition de séquences peut étre indiquée par un indice indiquant le nombre de fois ou une

séquence est successivement répétée.
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Tableau 1.6 Stratifi¢ avec séquences

Orientation des fibres Notations du stratifié

0°/45°/90°/0°/45°/90°/90°/45°/0°/90°/45°/0°  [(0°/45°/90°),]s ou [(0/45/90)],s
0°/45°/90°/0°/45°/90°/60°/30°/60°/30°/60°/30° [ (0°/45°/90°), (60°/30°),]

1.9.2.6 Stratifiés hybrides
Etant donné que les stratifiés hybrides sont constitués de couches successives ayant des fibres
de natures différentes. Nous somme dans la nécessité¢ de designer les matériaux de renfort de

chaque pli. Par exemple, pour des stratifiés avec la méme résine :

Tableau 1.7 Stratifiés hybrides

Orientation des fibres Notations de stratifié

0°V/45°C/-45°C/90°C/90°C/-45°C/45°C/0°V  [(0V/ 45C/90C) 2] s ou [(0V/ 45/90C)] 2s

1.9.2.7 Structure générale d'un stratifié
Dans le cas général, le renfort de chaque couche est de natures diverses : fils, stratifiés, mats,
tissus, fibres de verre, fibres de carbone, etc. Chaque couche doit alors étre désignée par
l'indication de la nature des fibres, du type de renfort : fils, mat, tissu avec indication de la
proportion de fibres suivant le sens chaine et trame. Le choix de la nature et de la séquence
des couches dépendra de 1'utilisation du matériau composite, en I'adaptant au mieux au champ
des contraintes impos¢ :
e les couches unidirectionnelles ont de bonnes performances mécaniques dans la
direction des fibres
e les mats sont peu résistants en traction et devront &tre réservés aux zones
comprimées
e une stratification croisée sera sensible au délaminage inter laminaire
e une stratification avec au moins trois directions de fibres sera nécessaire pour avoir
une pseudo-isotropie dans le plan du stratifié
Enfin, il est intéressant de noter qu'une stratification symétrique garantira généralement une
bonne planéité du stratifié¢ aprés démoulage.
1.9.3 Les sandwichs
Le principe du technique sandwich consiste a appliquer sur une ame (constituée d'un matériau

ou d'une structure 1égére possédant de bonnes propriétés en compression) deux “feuilles”,

m
I
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appelées peaux, possédant de bonnes caractéristiques en traction. L'objectif d'un tel procédé
est de constituer une structure permettant de concilier 1égereté et rigidité [6].
Généralement, le choix des matériaux est fait avec pour objectif initial d'avoir une masse
minimale en tenant compte ensuite des conditions d'utilisation (conditions thermiques,
corrosion, prix, etc.).
Les matériaux les plus couramment utilisés sont :

e pour les ames pleines (Fig. 1.20) :

- le balsa ou bois cellulaire

- diverses mousses cellulaires

- des résines chargées de microsphéres creuses de verre, appelées mousses syntactiques

e pour les ames creuses (Fig. [.21), essentiellement nid d'abeilles et profilés :

- des alliages métalliques légers

- du papier kraft (enduit ou non de résine)

- du papier polyamide, type papier Nomex
Des ames mixtes peuvent étre utilisées. Les peaux sont le plus souvent des stratifiés (verre,
carbone, Kevlar) ou des feuilles d'alliages 1égers. Pour que les structures sandwiches jouent
pleinement leur role, il est nécessaire de veiller a avoir une solidarisation parfaite de
I'ensemble dme-peaux, de manicre a répartir les efforts entre ame et peaux. L'assemblage est

réalisé par un collage a l'aide de résines compatibles avec les matériaux en présence.

¥

By
stratifiés
ame en
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RN IR AT AU, [y stratifié

Fig. 1.20 Matériaux sandwiches a ames pleines
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nid d'abeilles

&me ondulée

Fig. 1.21 Matériaux sandwiches a ames creuses.

1.10 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons réalis¢é une recherche bibliographique sur les matériaux
composites et de leur constituants de base. Nous avons un apercu général sur les matériaux

composites, définition, classification.
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Chapitre 11
Comportement ¢lastique des matériaux composites

I1.1 Loi de comportement élastique
C’est grace a la propriété élastique des corps déformables qu’on a pu relier la déformation a la
contrainte et établir une relation entre les deux phénomeénes (loi de Hooke). Dans un milieu
continu, les champs de déformations &;; et de contraintes oy sont liés par les lois de
comportement. Ces lois caractérisent le comportement mécanique de ce milieu. Dans le
domaine de I’¢élasticité lin€aire, les contraintes oj; et les déformations g sont reli€es par le
tenseur de constitution noté C.

[o] = [C]. [¢] (1. 1)
En notation indicielle :

ojj = Cijxigx (I11.2)
Le comportement élastique d’un milieu continu est aussi caractérisé par une relation linéaire
liant les déformations aux contraintes:

[e] = [S]. [o] (11.3)
En notation indicielle :

&j = SijkiOkl (I1L.4)
Cijia €t Sijiq représentent respectivement les tenseurs de rigidit€ et de souplesse. Compte tenu
de la symétrie des deux tenseurs oj; et g5 selon le principe de réciprocit¢ de Cauchy [10], on
peut dire que ces deux tenseurs sont aussi symétriques. A cause de sa symétrie, le tenseur
d’¢élasticité fait apparaitre (21) coefficients au lieu de (36).

/011 [C11 Ciz Ciz Ciy GCgs C16] €11

Oys | Ciz Cyz Cy3 Cyy Cys Cye | [ €22

033 { _|Ciz Cy3 C33 C3q C35 Csp | €33 |

032 | |Cisa Cas C34 Cuy Cus Cuglf €32 (1.5)
031 Cis Cys C35 C4s Css Cse \831/

012 Cie Cz6 C36 Cae Css Ceel ‘F12

Et:

€11 Si1 S12 S13 Sia Sis S16] 044
/322\ [ 12 S22 S23 Sa4 Sis 826} (022

€33 | _|S13 Szz S33 Sza Szs Sze|| 033

€32 | [S14 Sza Ssa Sis Sas Suel| 032 (11.6)
£31 Si5 S2s5 S35 Sus Sss Ssel\ 31

E12 Si6 S26 S36 Sic Sse Seej 012
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I1.2 Loi de Hooke généralisée pour un milieu isotrope

La loi de Hooke généralisée permet de définir le comportement d’un matériau élastique
linéaire, homogene isotrope et pour un état de sollicitation quelconque. Elle peut étre
exprimée en notation indicielle par la relation suivante

1+v II.7
Lo, (I1.7)

Les composantes du tenseur de déformations normales et tangentielles peuvent étre exprimées

v

grace a la relation (II.7) comme suit :

011 VU
g1 = + E(Gzz + 033)
022 + h (011 + 033)
€9 =—+ =
22 E g 011 33 (IL.8)
I 033 v
\E33 = T 7 E(Gll +022)
Et:
( 1+v) 013
€13 = T013 = 2G = €31
1+v) O3
€23 = Tﬁzs = 2G = €32 (11.9)
1+v) 012

k312 =TT g ST T i

E,v, et G : représentent respectivement : le module de Young, le coefficient de Poisson et le
module de cisaillement. L’expression (I1.8) s’inverse sous la forme suivante, appelée équation
de constitution d’un milieu élastique :

Gij

P (11.10)
7 GBr+ 2w

. 81] + 2}1 Sij

u (ou encore not€ G), A sont dit coefficients de Lamé et oj;le trace du tenseur de contraintes

ojj. Ces coefficients sont donnés par les relations qui suivent :

B H(BA+2p)  G(3A+2G) (IL11)
~ A+p A+G
Nous avons aussi :
N S (I1.12)
T2+ 20+ 0G)
Et:
__E (IL13)
h=G=050)
FEten fin :
E
N v (11.14)

" (d-2v)(1+v)
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La loi de comportement est caractéris€e par deux écritures différentes. On utilise soit les
coefficients de Lamé (p) et (A), soit le module de Young (E) et le coefficient de Poisson (v).
On préfere souvent ’emploi de ces deux derniéres grandeurs qu’on peut facilement les
déterminer par un simple essai de traction. Le tableau suivant résume la valeur de ses
grandeurs pour quelques matériaux [10].

Tableau II.1 Caractéristiques mécaniques pour quelques matériaux usuels

Matériaux E (GPa) v p(kg/dm3)
Acier de construction 210 0.285 7.8
Acier Inox 18-12 203 0.29 7.9
Fonte grise 9024120 0.29 7.1a7.2
Alliage TAGV 105 0.25 7.8
Aluminium 71 0.34 2.6
Zinc 78 0.21 7.15
Titane 105 0.34 4.5
Verre 60 0.25 2.8
Béton en compression 10a13 0.15 2424
Caoutchouc 0.2 0.5 1.8
Bois (Pin) 7 0.2 0.4
Marbre 26 0.3 2.8
Graphite 250 a2 350 03204 1.75a1.92
Elastomere 0.2 0.5 1

I1.3 Notation de I’ingénieur

Les composantes des tenseurs de contraintes et de déformations peuvent étre réduites a six
composantes indépendantes a cause de la propriété¢ de symétrie de ses deux tenseurs. Pour des
raisons de commodité¢ et de simplification de 1’écriture, la notation tensorielle peut étre

contractée en utilisant la notation suivante appelée notation de I’ingénieur [11]:

011 01
011 012 O13 022 /02\

. . 033 _ | 03
[0] =|021 022 O23| = (0) = = | 04 |

033 = 033
o o o _ (1. 15)
31 32 33 013 = 031 \0‘5/
012 =021 O¢
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€11 €
€ €
€11 €12 €13 sii 8?

€21 €y Ex3| > (8)2 €93 = €35 = €4 (II 16)
€31 &3 €33 €13 = €31 €5 .

€12 =821 €6

] =

11.4 Différents types des matériaux

I1.4.1 Matériaux anisotropes

Ce sont des matériaux avec des propriétés qui varient selon une direction bien déterminée et
ne présentent pas de plans de symétrie. Les tenseurs de rigidité et de souplesse sont
caractérisés par 81 coefficients et en raison de la symétrie des tenseurs de contraintes oj; et de
deformation gj, il y a une réduction a 21 coefficients qui sont indépendants. Les distorsions

angulaires sont exprimées en fonction des déplacements :

Y23 = 2€33
Y13 == 2813 (II. 17)
Y1z = 2&12

La loi de Hooke s’écrit sous forme matricielle :

Oy2 | Ciz Cyz Cy3 Cyy Cys Cye | [ €22

033 | _|Ciz Cy3 C33 C34 C35 Csp | €33 |

032 | [Cia Cas C3s Cyuy Cus Cyelf €32 (I1.18)
031 Cis Cys C35 C4s Css Cse \831/

012 Cie Cz6 C36 Cae Css Ceel ‘F12

En inversant (I1.18), on obtient :

€11 S11 S12 S13 S1a S1s5 S16] 014

/822\\ [512 S22 S23 Sza Sps 826} 02

€33 | _[S13 S23 Szz S3s S35 Sze|| O33

€32 | [S14 Sza Ssa Sis Sas Sue|| 032 (I1.19)
£31 Sis Szs Sas Sas Sss Ssejl \

E12 Si6 Sz6 S36 Sse Sse See

I1.4.2 Matériau monoclinique
Si le matériau a un plan de symétrie il est dit monoclinique, quelques constantes du tenseur de

constitution sont nulles et le comportement peut étre décrit par 13 constantes indépendantes:

011 Ci1 Gz Cy3 0 0 Ci6] /211
022 Ciz Gy Gy 0 0 Ca6| [ €22
033 | _|Ciz3 Cy3 C33 0 O Cs6lf €33
O32] 10 0 0 Cu Cus 0132 (11.20)
031 0 0 0 Ci Cis O €31
012 [C16 Cz6 Cze 0 0 Cgel ‘o212
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X1

x

Fig. I1.1 Symétrie par rapport un plan
I1.4.3 Matériau unidirectionnel
Le matériau unidirectionnel est un matériau possédant un axe de symétrie, par exemple 1’axe
X; , c'est le cas pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans une matrice (Fig. I1.1). 11

est souvent appelé orthotrope de révolution. Dans ce cas la relation d’¢lasticité s’écrit :

011 C11 Ciz Cqg 0 0 0 1 &4

/0 \ Ciz Gy Cy3 0 0 0 /822\ .21

22

! 033 1 _ ClZ C23 CZZ O O 0 | 833 | ( ’ )
032 0 0 0 %(CZZ — C23) 0 0 832
031 0 0 0 0 Cee O \831/
012 | 0 0 0 0 0 Ces| ‘E12

La forme inverse s’écrit :
€11 '311 212 212 0 0 0 011
€27 12 922 923 0 0 0 022 1L22
833 _ SlZ 823 SZZ 0 0 0 0'33 ( )
€32 0 0 0 %(Szz - 823) 0 0 032
€31 0 0 0 0 See O \031/
€12 | 0 0 0 0 0 Ses| \C12
matrix :
[ — 3 .
3 /

Fig. I1.2 Matériau unidirectionnel
11.4.4 Matériau orthotrope
Se sont des matériaux qui possédent 3 plans de symétrie orthogonaux deux a deux (Fig. 11.2),
ces derniers ont les mémes propriétés ou caractéristiques mécanique, ce qui réduit le nombre

des coefficients indépendants a 9.
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Fig. I1.3 Matériau orthotrope

Pour ce type de matériaux, la relation d’¢lasticité s’écrit :

011 [C11 Ciz Ci3 0 0 0 ] /%11
(022\ Ciz Gz Cz3 0 0 O |/322\|
0633 | _|Ci3 Cy3 Cs3 0 0 0 €33
o032 { |0 0 0 C4 0 O ‘kssz) (11.23)
\031/ 0 0 0 0 Csc O €31
012 0 0 0 0 0 Ceel ‘E12
En inversant ce systéme on obtient :
€11 S11 S12 Si3 0 0 0 011
/822 S12 S22 Sa3 0 0 0 ]/022\
| €33 |= Siz3 Syz S33 0 0 0 |j 933 |
€32 0 0 0 S4 O 0 032 (I1.24)
\831/ | 0 0 0 0 Sgs O |K031)
€12 l 0 0 0 0 0 866J 012

En fonction des modules de 1’ingénieur, les coefficients de souplesse sont définis comme

suit :
01 [ 1/E1 —v12/E; —v13/Ey 0 0 0 7,8
/02 —v1,/E; 1/E, —V,3/E, 0 0 0 /82
i 03| — _U13/E3 _U23/E3 1/E3 0 0 O | €3 |
04 O 0 O 1/G23 0 O S4. (II 25)
os| | o 0 0 0 1/Gs 0 | \85
o/ | 0 0 0 0 1/Gpl ‘e
Avec :

e E;et G; sont respectivement : le module de Young ou €lasticité longitudinal et
Coulomb ou cisaillement transversal
e v est le coefficient de Poisson
La relation entre les modules de Young et les coefficients de Poisson s’écrit en notation

indicielle:
E; E; (I1.25))
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I1.4.5 Matériaux transversalement isotrope
Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope qui comporte un axe ou un plan

d'isotropie. Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques donc:

Cyz = (33
Ci2 = Cy3 (I1. 26)
Css = Ceg

Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients indépendants et la loi de

comportement s'écrit:

011 C11 Gz Gy 0 0 0 ] €11

Gy Ciz Cyp Cy3 0 0 0 /822\ (I1.27)
o33 | |Gz Ca3 Gz O 0 0 €33 .

O32 | C22=Ca3 £

BT

o 0 66

12 | 0 0 0 0 0 Ceo| ‘E12

Fig. 11.4 Matériau isotrope transverse
I1.4.6 Matériau quasi isotrope transverse
Dans ce type de matériaux, le nombre de coefficients indépendants se réduit a 6 coefficients et

la loi de comportement s'écrit:

011 [C11 Ci2 Cy3 0 0 0 ] /%11
022 Ciz Gy Cy3 0 0 0 |/“’322\| (I1.28)
0633 | _|Ci3 Cy3 Cs3 0 0 0 €33 )
o321 |0 0 0 Ciu O 0 ‘ k832

\031/ 0 0 0 0 Cu O €31
012 0 0 0 0 0 Ceel ‘E12

I1.4.7 Matériau quasi isotrope
Dans ce cas, le nombre de coefficients indépendants se réduit a 3 coefficients et la loi de

comportement s'écrit comme suit:
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[Cn Ciz Cq 0 0 0 } €11

022 Ciz Ci1 Cypp 0 0 0 /322\

(033\ C12 C12 C11 0 0 0 833 (1129)
032 | 0 0 0 Cuy O 0 || s

\031/ | 0 0 0 0 Cu O I\ €31
012 l 0 0 0 0 0 C44J €12

I1.4.8 Matériau isotrope
Un matériau est dit isotrope lorsque ses propriétés physiques ou mécaniques sont identiques
dans toutes les directions, soit :
E,=E,=E; =E
Ugp =VUq3 =Up3 =V (11.30)
G2 =Gi3 =03 =G

Ce qui réduit le nombre des coefficients ¢lastiques indépendants a 2 (C;; et Cy5).

011 -Cll C12 C12 0 0 0 €11
/0.22\ C12 C11 C12 0 0 0 €22 (H 32)
o33 | |Gz Ciz Cis 0 0 0 €33
0. = C11—C12 0 0 &
O_:i 8 8 8 2 C11—C12 0 Szi
- 0 2 C11—C12
12 |0 0 0 0 0 2 F12

En termes de constantes de I’ingénieur, la loi de comportement élastique d’un milieu isotrope

s’écrit :
rl -v -v ]
F E & 0 0 O
/?1\ %U % %U 0 0 O gn
22 -v -uv 1 22
€33 _ E E E 0 00 033
Y23 00 0 X 0 off (| (I.33)
Y31 G . \T31/
Y12 0 00O S 0] \T12
1
|0 0 0 0O G |
Avec :
G = E (11.34)
T 2(1+v)

IL.5 Loi de comportement d’un composite en dehors des axes d’orthotropie

Dans le cas général, un stratifié est constitué de plusieurs couches orthotropes, chacune d'elles
pouvant étre orientée différemment par rapport au référentiel du stratifié. L'orientation d'une
couche est mesurée par l'angle 0 formé par son axe principal (1,L) avec l'axe (1',x) de
référence (Fig. I1.5). La notation (1',2',3") est utilisée dans les relations matricielles, tandis que

la notation (x,y,z) trouve son application pour les relations tensorielles.
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Fig. I1.5 Axes principaux (1,2 ,3) d'une couche et référentiel (1',2',3") du stratifié
La matrice de passage du systeme (1,2,3) au systéme de référence (x,y,z) est donnée par la

relation suivante :

cosO —sin® 0 (I.35)
[T] = [sin 0 cosH 0]
0 0 1

Les matrices de rigidit¢é [C’] et de souplesse [S’] exprimée dans la base (1°,2°,3”) sont

obtenues en appliquant les relations de changement de base suivantes :

C' =T 1,CT, (11.36)
S =T 1.ST, (11.37)
Avec:
c2 s2 0 0 0 2sc
52 cz 0 0 0 —2sc
T = 0 0 1 0 O 0
o= 0 0 0 ¢ —-s 0 (11.38)
0 0 0 s ¢ 0
—sc sc 0 0 0 c%2-—5s2
Et:
c2 s2 0 0 0 sc
s2 ¢2 0 0 0 -sc
T = 0O O 1 0 O 0
£~ 0 0 0 ¢ —-s 0 (11.39)
0O O 0 s ¢ 0
2sc 2sc 0 0 0 c2—s2
Avec:
c=cosHO (11. 40)
Et:
s =sin0© (1. 41)
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T~1, et T~1, sont respectivement les matrices inverses de T, et T, . On considére (Fig.IL.5)
une couche de matériau composite unidirectionnel ou tissu de directions principales (1,2,3), le
plan (1,2) étant confondu avec le plan de la couche, et la direction 1 confondue avec la
direction des fibres ou de la chaine. Pour déterminer les propriétés élastiques de cette
couche par rapport au systeme d’axes de référence (1°,2°,3) du stratifié, la direction des fibres
ou de la chaine faisant un angle 6 avec la direction 1’. Ce systéme d’axes est usuellement
référencé comme systéme (X,y,z). Le comportement élastique d’une couche, rapporté a ses
axes principaux, est donné par les relations (I1.36) et (I1.37). Les matrices de rigidité C’ et de
souplesse S’°, exprimées dans la base (1°,2°,3), sont obtenues en appliquant aux matrices de
rigidité et de la matrice de souplesse, rapportées a la base (1,2,3), les relations de changement
de base. Ces relations permettent de déterminer la matrice de rigidité C’ et sont données dans
le tableau suivant :

Tableau II.2 Les constantes de rigidité et de souplesse

Constantes de rigidité Constantes de souplesse
C'i= C11C* + C,S* + 2(C1p + 2C44)S?C? S'11= S11C* + 5,55% + 2(S1, + 2546)S2C?
C'i = (Ci1 + Cyp — 4Ce6)S2C2 + C1(S*+CYH | S'42 = (S11 + Sy — 4S66)S?C2 + S1,(S* + CH
C'i3= C1,C? + C,35? S'13 = S12C% + 5,357
Cy = 0 S'14= 0
C'is= 0 S'ys = 0
Cio= | (€t Cip—2Ce)SCT+ (Ciy + Cpp + 2Ce0)S?C | S’y = (2(S11 + ;) — 255)SC?
+ (2(S1z + S22) + 2S46)SC
C'yy = C115* 4+ 2(Cyp + 2C46)S?C? + C,,CH* S’y = S118* 4+ 2(S;; + 2546)S%C? + S,,C*
C'ys = C,3C? + C;,S5? S’y = S,3C% 4+ 51,57
C'yy = 0 S’y = 0
C'ys = 0 S'y5 = 0
C,26 = (€11 — C1p — 2C46)S%C + (C1p — Cyp — 2C46)C2S S’26 = (2(S11 — S12) — Se6)SC? + (2(S13 — Sz3) + Se6)S%C
C'33 = Ca2 S'33 = S22
C'3y = 0 S'34 = 0
C'3s = 0 S'3s = 0
C'36 = (€1 — C33)SC 5’36 = 2(S12 — $23)SC
Clyy = ((C2z = €33)/2)C? + Co4S? S'4a = 2(S22 — $23)C? + Sg6S?
Clys = (Cs6 — (€22 — C33)/2)SC S'as = (Se6 — 2(Sa2 — S23))SC
Clye = 0 S'4e = 0
C'ss = ((Cyy — €33)/2)S?% + CeeC? S'ss = 2(Sy; — 553)52 + S¢6C?
C'se = 0 S'se = 0
Coe = (Ci1 = Cpo — 2(Crz + Coo))SPC2+ Cog(S* +CV) | S'gg = | 202011 + S50 — 251,) — 566)S7C + Sgg(S* + C*)

|g



Chapitre II : Comportement élastique des matériaux composites

les relations d’¢élasticité peuvent s’écrire dans le repére (X,y,z) sous I’une des deux formes :

/GXX -C'11 C'12 C’13 0 0 C’16 i Exx
ny\ Ci, Cyy Clyg 0 0 Clye /syy\
| Ozz | _ C'13 C'23 C'33 0 0 C’36 €7 (1142)
O'YZ O 0 0 C!44 C’45 O Eyz
Oxz 0 0 0 Chs Cles 0 Exy
O'xy 'C'16 C'26 C’36 0 0 C’66 Sxy
Ou bien :
/SXX Slll 5'12 S’13 00 S’16_ Oxx
Eyy\ S't2 S22 S'a3 0 0 S / ny\
E22 — S'ty3 S’z S'33 0 0 S'2 |1 Ozz | (11.43)
v 0 0 0 S4 Sy O Oyz |
EXZ 0 0 0 5145 5155 0 O-XZ/
Exy '5,16 S’26 S’36 0 0 S’66- O-Xy

I1.6.1 Etat de contraintes planes

Un état de contraintes planes est un état de contraintes a deux dimensions pour lequel les

composantes du tenseur des contraintes sont indépendantes de la coordonnée (z).Les plaques

composites sont généralement de faible épaisseur, la direction 3 est abandonnée dans ce cas

et les équations établies précédemment dans le cas général se simplifient d’une fagon

remarquable et on peut adopter I’hypothése suivante :
03 = 0y3 = 03, =0 (I1.44)

En utilisant la notation de 1’ingénieur, le vecteur de contrainte dans le plan (1,2) s’exprime

par :

(I1.45)

(op)

Fig. I1.6 Etat de contraintes planes dans le plan (1,2)
Pour un état de contraintes planes pour un pli dans son repere d’orthotropie (1,2,3) la relation

d’élasticité s’écrit:
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01 Qi1 Q2 O €1
(02> = [ Qiz Q2 O ] (£2>
Os 0 0 Qeel\&

(11. 46)

(11. 47)

(11 48)

Avec :
E;
QG = 1 =430y
E,
Qa2 = 1 =30y
Qup = vy E;
21— U12V21
Qss = G12
les relations d’¢lasticité peuvent s’écrire dans le repére (x,y,z) du stratifié, sous I’une des deux
formes :
&'y S Sz S'ie] /071
(3'2) = [5'12 S'22 5'26] (0'2>
€'s S'16 S'26 S'ecl \0's
Ou bien :

! ! !

0’1 Q 11 12 Q 16| /€1
! _ ! ’ ’ !
02 = |¥12 22 26| €2
' ' [ 4 4
O6 16 26 66) \E6

Les coefficients [Q’i].] et [S’;;] sont exprimées respectivement comme suivant :
Q,, = Qu1cos* 0 + Qz sin* B + 2(Qq; + 2Qg4) sin? 6 cos? 6
Q',, = (Q11 + Qa2 — 4Qqe) sin® B cos® B + Q;(cos* 6 + sin* )
Q16 = (Qu1 — Q12 — 2Qq6) sin® 8 cos® 6 — (Q11 — Q12 — 2Qee) Sin® B cos B
Q',, = Q11 5in* 8 + Qz, cos* 8 + 2(Q;; + 2Qge) sin® 6 cos® 6
Qs = [Qi1 + Q22 — 2(Q12 + Qg6)] Sin* B cos? B + Qg (cos* O + sin* 6)
Q¢ = (Q11 — Q22 — 2Q¢6) sin® 6 cos 8 + (Qq1 — Q12 — 2Qg6) Sin 6 cos® 6
Les coefficients de souplesse transformes S’;;
S'11 = S;1c05*0 + S,, sin* B + 2(S;, + 2S¢¢) sin? B cos? 0
S'12 = (S11 + Sy, — 4S¢e) sin? B cos? B + S;,(cos* 6 + sin* B)
S'i6 = (S11 — S13 — 2Se¢) sin? B cos3 8 — (Sy; — S5 — 2See) Sin® O cos
S'5, = S115in*B + S,, cos* B + 2(S;, + 2See) sin? B cos? B
S'¢6 = [S11 + S22 — 2(S12 + Sg6)] sin? B cos? B + See(cos* 6 + sin? 0)
S'56 = (S11 — Sz — 2S46) sin® 0 cos 0 + (S;; — S1, — 2S44) sin B cos® O

(11. 49)

(I1.50)

(I.51)
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I1.7 Approche théorique pour la détermination des modules élastiques d’un composite
unidirectionnel

Le probléme consiste a évaluer le comportement local de 1'association fibre-matrice a partir
des caractéristiques mécaniques et des proportions des constituants, et de les généraliser
ensuite au composite. Les fibres et la matrice sont considérées comme €tant des matériaux
isotropes a ¢lasticité linéaire. Leur comportement est décrit par les modules suivants :

Tableau I1.3 Caractéristiques mécaniques de la fibre et de la matrice

Caractéristiques Matrice Fibre
Module de Young En Ef
Coefficient de Poisson Up, s
Module de cisaillement _ E. G - Ef
™ 2(1 + uy) 721 +vp)
Module de compressibilité Enm E;
ke, = —1 ky = ——L—
3(1+vy) 3(1+wvyp)
Module de compression latérale K. =K, + G?m K, = K, + %

I1.8 Comportement local décrit par la loi des mélanges
Pour déterminer les caractéristiques mécaniques d'un composite, nous étudions un assemblage
de géométrie donné¢ de deux phases (fibre et matrice) de caractéristiques mécaniques
différentes, soumis a des sollicitations simples.
I1.8.1 Module d'élasticité longitudinal
Considérons un chargement F parallele au plan de séparation de la fibre et de la matrice
(Fig.IL.7). Les deux matériaux étant considérés parfaitement collés par hypothese, la matrice
m et la fibre f possedent la méme déformation longitudinale €;, que le matériau composite :

€m = & = £, (I1.52)
L'état de contraintes dans chaque constituant (fibre et matrice) matériau est un état de traction
pure et les contraintes de traction sont données par les relations suivantes :

or = Efeg, (I1.53)

Et:

Oom = EpeL (I1.54)
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250
T Al /2
: matrix % ::
|
fri = fibre — >

J sl matrix _h

1_:- . - :-_;‘?

Fig. I1.7 Chargement longitudinal
La charge totale appliquée est :
F = 0¢S¢+ 0nSi (I1.55)

Sy et S, sont respectivement les aires de la section droite de la fibre et de la matrice. En

reportant les expressions des contraintes (I1.53) et (II.54) dans la relation (II.54), nous

obtenons :
F = (EfS¢ + EnSm)eL (I1.56)
La contrainte de traction dans le composite est définie par :
oL=g= E e, (I.57)
En remplacant F par son expression on obtient.
—_— % B s?m (IL.58)
Avec :
E; : Module d'¢lasticité longitudinal du composite
S : Section droite du composite.
La section du composite est donnée par la relation :
S=S5+Sn (I1.59)

Pour un volume élémentaire représentatif VER du composite, de largeur et de longueur égales

a l'unité, les fractions volumiques de la fibre (V¢) et de la matrice (V,,,) sont données par :

_SfX]._ ef
Sy X1 ey

M Sx1  eften
Le module d'¢lasticité du composite s'écrit alors :

EL = EVk + E\Vin (I.61)
Finalement, en notons que :

La relation (II.61) devient :
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EL = Efo + Em(l - Vf) (H 62)
I1.8.2 Module d'élasticité transversal
Considérons a présent le méme matériau que précédemment, soumis a un chargement

transversal suivant 1'épaisseur du composite (Fig.IL.8).

4 4 £

matrice

fibre

matrice e

R

Fig. I1.8 Chargement transversal

Dans ce cas I’état de contraintes dans la fibre et dans la matrice est identique et il est défini

par la contrainte de traction dans le sens transversal or:

Op = Of = O (I1.63)
La déformation dans le composite est donné par :
1 A(e, + €f) Aey, (II.64)
€T Eq OT e + € e + e €TmVm T ETfVf

Cette expression peut étre réécrite sous la forme :

1 1 1 1 1 1 (I1.65)
=0y = — gV + =0V B — = — Vi + =V,

Le module d'¢lasticité transversal a pour expression :
EmEf (11.66)
Ep=——bt
VimEf + VFEqn
Ou encore :

1 (11.67)
Em =
(1= Vp) + Vg

Er =

I1.8.3 Coefficient de Poisson vyt
Le coefficient de Poisson vt est défini comme étant le rapport des déformations
transversales -longitudinale, pour un chargement longitudinal, il est donné par la relation

suivante :

T (I1.68)

En remplagant la déformation transversale (€t) par son expression (I1.64), nous obtenons
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ETme + ETfo (H. 69)
€L

ULt =

Et en introduisant les coefficients de Poisson de la matrice et de la fibre pour la méme

déformation :
= — 0 (11. 70)
€L
Et:
€
vp = — 2 (I.71)
€L

Le coefficient de Poisson du composite s'écrit :
Uit = Um(l - Vf) + Ufo (H 72)
11.8.4 Module de cisaillement G;

L'état de chargement donnant lieu a une déformation de cisaillement est illustré par la figure
- M

.

T Pl

Fig. I1.9 Changement de cisaillement

Les contraintes de cisaillement dans la matrice et dans la fibre sont identiques et égales a la
contrainte dans le composite :

Tutm = Ture = TuT (I11.73)
La déformation angulaire y;t dans un matériau ¢€lastique est reliée a la contrainte de

cisaillement par le module de cisaillement Gy 1 selon l'expression :

Vir = 2(1+vrr) o= T (I1.74)
=T ur T
D'autre part :
Yrr(€m + €f) = YLTmem + Yireer (I11.75)
Ce qui conduit a :
YLT = YLTmVm + YL Vs (I11.76)

L\
o



Chapitre II : Comportement élastique des matériaux composites

Ou encore :

T TLTm TLTf (I.77)
T my Ly,
Gir  Gm ™ Gr T

Finalement, en tenant compte de 1'égalit¢ des contraintes, le module de cisaillement du

composite prend la forme :

1 (I1.78)
Gm e

Gur =

I1.9 Méthodes analytiques pour la détermination des modules d'élasticité du pli
La comparaison entre les valeurs des modules déterminées expérimentalement sur des
unidirectionnels et évaluées par la loi des mélanges a montré que seules les formules (11.62) et
(I.72) donnent des valeurs proches de celles obtenues expérimentalement. De plus, cette
méthode ne permet pas d'évaluer le module de cisaillement Gpr,. Une approche plus précise
consiste a développer des modeles qui prennent en considération la géométrie des fibres et
leur arrangement a l'intérieur de la matrice. En considérant un arrangement cylindrique
(cellule élémentaire constituée d'une fibre entourée d'un cylindre de résine la résolution du
probléme d'¢lasticité correspondant permet d'aboutir & des solutions analytiques exactes [5]
représentant le comportement du composite constitu¢ d'une répartition uniforme de cette
cellule.
Les cinqg modules indépendants obtenus par cette approche sont :

a) Module d'élasticité longitudinal

4Ve(1 = V) (Vg — U)? (I1.79)
Vi1 1=V, = EfVe+ En(1 —Vp)

EL = Efo + Em(l + Vf) +

K | Gm T K
b) Coefficient de Poisson v; 1
Ve(1 = Vo) (vf — um) (ﬁ - Kif) (11.80)
vLT :Ufo+Um(1—Vf) + Vv 1 11—V
o+ £

Km Gm Kf
=~ veVr + o (1 —Vp)

¢) Module de cisaillement Gt

G Ge(1 + Vp) + Gy (1 — Vp) (11. 69)
M= Pme (1 —Vp) + Gy (1+ V)

|g
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d) Module de compression latéral K,
Ve (11.70)
(G —Gm) , _1-V
3 TK,t%G
m T 3Ym

KL:Km+

Kf— Ky +

e) Module de cisaillement transversal Gy,

[ ]

Vi |
Gf = Gm ' 2Ky, + 26y f

Le module de Young transversal est calcule a partir des modules précédents grace a la relation
d’élasticité :
2 (11.72)

1 1 UZLT
7K. T 26 T2 E,

ET:

|§
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Chapitre 111
Généraliteés sur la théorie des plaques
I1.1 Introduction
La théorie des plaques est une théorie qui permet de calculer les déformations et les
contraintes dans une plaque soumise a des charges. Elle s'inspire de la théorie des poutres .En
1888, Love utilise les hypothéses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspirées des hypothéses
d'Euler Bernoulli pour les poutres, pour fonder une théorie des plaques minces. La théorie des
plaques épaisses a ¢été¢ consolidée par Mindlin & partir des travaux de Rayleigh (1877),
Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).
II1.1.1 Définition d'une plaque
Une plaque est un solide délimité par deux plans paralleles distants I'un de l'autre d'une
distance h(x,y) petite par rapport aux deux autres dimensions (longueur et largeur), notée
h(x,y) (Fig. IIL.1). Le plan (O,x,y) est dit plan de référence. L’axe Oz correspond a la
direction de I’épaisseur. En fonction de l'ordre de grandeur de h(x,y) par rapport aux autres
dimensions, on introduit I'adjectif mince au épaisse aux plaques et aux coques. Cependant, ce
qualificatif n'implique pas seulement une caractéristique géométrique, mais définit aussi un
role particulier des déformations dites de cisaillement transversal (CT). Cette influence est
d'autant plus importante que les structures sont minces car 1'épaisseur h(x,y) varie en sens
inverse de l'influence du de cisaillement transversal CT. La plaque peut étre constituée d'un
matériau homogene (composite) ou non (isotrope), [16]. Nous admettons généralement que :
o pour les plaques épaisses. % < % < %

1

. h
o Pour les plaques minces. <%

Fig. III.1 Caractéristiques géométriques d’une plaque

|E
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II1.1.2 Classification des plaques

Les ¢léments de plaques en flexion du type déplacement peuvent étre classés en deux
catégories : les ¢léments basés sur la théorie de Kirchhoff (cisaillement transversal négligé) et
les éléments basés sur la théorie de Hencky- Mindlin-Reissner (avec cisaillement transversal).
I11.2 Champ de déplacement

La théorie générale des plaques est basée sur 1’expression des déplacements en tout point
M(x,y,z), sous la forme d’un polynome limité généralement au troisiéme degré. Le champs
de déplacement s’€écrit sous la forme suivante :

u(xy,z) = u(xy,0) + zx(x,y) + 22y (x y) + 2’ by (x,y)
V(X' Y Z) = V(X' Y, O) + Z(Py(XJ Y) + ZZIIJY(X, Y) + Z3¢y(XJ Y) (IIII)
w(xy,2) = w(xy,0) + 2@, (x y) + 2° Py (%, y)

Le déplacement d’un point quelconque M(x,y,z) est écrit sous la forme d’une série de la
variable (z) a coefficients en (x,y) a partir d’un point de référence My(x,y,0) appartenant au
plan de référence (O,x,y). Le champ de déplacement du point My(X,y,0) est désigné par :

up = u(xy,0) = ue(xy)
vo =V(xy,0) =vo(xy) (I11.2)
Wo = U(X, Y, 0) = Wo(X, Y)

AZ

Fig. I11.2 Elément de plaque
II1.3 Schémas du premier ordre
Les schémas du premier ordre sont basés sur 1'hypothése de Kirchhoff qui stipule que les
sections droites restent droites aprés chargement. L'expression mathématique de cette
hypothése consiste a développer les déplacements de tout point M(x, y, z) de la plaque, notés
u, v et w en polynomes du premier degré en z en fonctions des déplacements d'un point de
référence du plan de référence My (x,y, 0), notés ug, vy et wy.
Dans la théorie de plaques, on ramene le comportement des points de la plaque a celui de la
surface moyenne et on suppose un champ de déplacement selon la variable z. Le champ des

déplacements s'écrit alors :

L\
L\
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U(X, Y Z) = U(X, Y, 0) + Z(pX(X' Y)
v(xy,z) =v(xy,0) + zo,(x,y)

I11.3
W(X' yv Z) = W(Xr Y» 0) ( )
Ou bien :
ux,y,z) = up(x,y) +z@x(x,y)
v(x,y,2) = vo(x,y) + 29y (x,y) 14
w(x,y,2) = wo(%,y) (LIL4)
Dans la relation (I11.4) :

Uy, Vo: déplacement en membrane
wy: déplacement transversal (fléche)

@y , @y : Totations des sections droites respectivement dans les plans (x, z) et (y, z)

plan milieu

Brr

Fig. I11.3 Déformation d'une section dans le cas d’un schéma au premier degré
I11.4 Champ de déformation
Dans le cas d’un schéma du troisiéme ordre, le champ de déformation est déduit du champ de

déplacement grace a la relation :

1(ov; o, (I11.5)
Eii = —| — —_
Too2\ox; X
Donc :
( _0u_ 0ug 00, L0y, ,0by
T T TP R T R T
ov v, by, 0¥, 0Ody
ped =—=—4z7z— 47— 7> — (III6)
Woooy oy oy oy oy
ow 0wy
€27z = E = E + (PX(X' Y) + ZZqu(X‘ Y)
] o ow

6W0 a(PZ 2 al'I‘[Z
+g)+z<2w"+8x tz (3(PX+6X>
(e Oy (O, @) \ (ai &vy) +23<6&+6‘Py>

= 2 —_ — —_— = — —
Ty T “oxy oy * ox oy  0x tz oy + 0x oy = ox

|E
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Et dans le cas d’un schéma du premier ordre les équations (I11.6) devient :

_Ou_ dug o,
BT o Tax TP x
ov ov, 09
by ===z (11L.7)
oy oy oy
0w 0w,
b =5, T Ton
_ oV ow owg
'sz— 8yz—§+§—(py+ﬁ
ou ow ow,
T = 20 = T Tt e
ou ov  (du, Ov, op. 00
Txy T “Exy 6y+6x 6y+8x +Z<6y+8x

Fig. I11.4 Schématisation des déformations dans le cas des théories du premier ordre
ITL.5S Champ de contraires
Pour le cas d’un stratifi¢ unidirectionnel ou orthotrope constitué¢ de (k) couches, la relation qui
lie les contraintes aux déformations dans la couche, rapportée au référentiel du stratifié s'écrit
comme suit :
C'11 Cp Clys 0 0 C6] /&xx
C1z Cp Cys 0 0 Cly /EYY\
C'13 Cs (33 00 C'36 E22

|
118
Kcyz /l 0 0 0 Ch Cys O Yyz (IL8)
0

-C,16 Clzs C,36 0 0 C,66- Yxy

L\
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C';j représentent les coefficients de rigidité de la couche (k) du stratifié. Les déformations sont
exprimées en fonction de la variable (z), ceci implique que I’expression des contraintes est
aussi un polyndme en (z). La théorie des plaques est basée sur la simplification du probléme
de I’analyse du comportement mécanique d’une plaque en 3D (X,y,z) & un probléme a deux
dimensions (x,y).Cette hypothése stipule que les contraintes normales au plan de la couche

(o,,) sont négligeables dans la plaque par rapport aux autres composantes (Gxx , Gyy €t Oxy) :

0z, =033 =0 (I11.9)
En tenant compte de cette hypothése les équations de 1’¢lasticité (I11.7) devient :
Oxx C'y1 Cyz Clis 0 0 Ci6] /&xx
(GYY\I C12 Ca Cys 0 0 Cy /83/3’\

0 — C'y3 C'y3 C's3 0 0 C's6 €2z
Oyz l 0 0 0 Cu Cus O Yyz
Oxz 0 0 0 ¢, 5 Of\Y= (11.10)
Oxy €6 C26 Clz6 0 0 Ceel Yxy

Cette relation peut étre réécrite en séparant les contraintes et déformations de cisaillement

transverse des plans (x,z) et (y,z) :

Oxx C'y1 Chy Ci3 C'is 0 0 ] (Exx\
Oyy C'i2 Cyp (C'y C»s 0 0 Eyy
0 — Ciz Chs C'sg C'33 0 0 €zz
Oyz C'13 Ci3 Cis C'z 0 0 Iyyzl (IIL.11)
LU"ZJ 0 0 0 0 Cas Clys kyxzj
Oxy -0 0 0 0 C'4s C'ssl

Dans cette relation 1’état de contraintes Gy, Gyy et Oyy et celul des déformations &y, €y, Exy €t
€2, correspond a un état de contraintes planes. Si on applique les résultats liés a cet état de

contraintes, on peut exprimer les contraintes dans la couche (k) en fonction des coefficients de

la matrice de rigidité réduite Q'; :

ey
Qll

'
Q12

Oxx Q’16 0 0 Exx

Oyy QL Qy Qy 0 0 Eyy

Oxy | =(Q16 Qp Qs 0 0 Exy (12)

Oyz / 0 0 0 Qu Qs Vyz

ze | 0 O O Q’4,5 Q'55 “k YXZ
Avec :

1 , , '
€7 = —C,—33(C 13&xx + C 23€yy + C 36YXy) (11113)

Et:

|§
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Q. =C _Cels 126
T ey, T (I1L.14)
Sachant que le tenseur [Q’] est symétrique :

Q' = Qj; (111.15)

I11.6 Résultantes et moments
Soient Ny, Ny et Ny, les composantes qui représentent les résultantes par unité de longueur de
la plaque des contraintes normales suivant les directions (x) et (y) et des contraintes de

cisaillement dans le plan (x,y) comme illustré sur la (Figure IIL5) :

Fig. II1.5 Résultantes en membrane par unité de longueur de la plaque des actions exercées

Le champ des résultantes en membrane, noté N(x,y) est défini par :

h/,
Nxy) = J ox(M)dz (111.16)
_h/z
Ou bien :
Ny Oxx
N(xy)=|Ny|= [ny] dz (111.17)
ny —h/2 GXY

Ces résultantes sont relatives a I’unit¢ de longueur d’une section droite du stratifié. La
résultante de I’action exercée sur un ¢lément de surface de la plaque de longueur (dy) et
normal a la direction x est la superposition d’une résultante normale:

dR, = N,.dy (I1.18)

Et d’une résultante de cisaillement :

dRyy = Ny dy (I11.19)
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Y

A,
et
/

ar/
X

Fig. I11.6 Résultante de 1’action exercée sur un ¢lément de surface de la plaque
En passant d’une couche a une autre du stratifié, les contraintes sont discontinues, la relation

(ITI1.17) devient :

NX n k Oxx
N(xy) = [ Ny =2 J [ny] dz (I11.20)
ny k=1ny_, cFXY

II1.7 Résultantes en cisaillement

Les résultantes en cisaillement sont définies de la méme maniére par la relation suivante :

Q(x.y)=[8§]=z [ [52]e (IL.21)

Les résultantes en cisaillement sont définies par unité de longueur du stratifié¢ (Figure I11.8).

Fig. I11.7 Représentation schématique des résultantes en cisaillement
I11.8 Moments de flexion-torsion
Les contraintes de traction et de cisaillement exercées sur un ¢élément de plaque du stratifié
génerent des moments résultants de flexion et de torsion qui sont définis par unité de

longueur. Ces moments sont donnés par la relation suivante :

L\
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X B he [9xx
Me(xy) = | My | = f Z[ny] dz
Mxy k=1"Mk-1 |Oxy k

(111.22)

Dans la relation (I11.22), My et My sont les moments de flexion suivant les directions Xx et 'y,

M,y représente le moment de torsion (Fig.I1L.8).

Fig.I11.8 Représentation schématique des moments de flexion et de torsion
IT1.9 Relations fondamentales des plaques dans le cas d’un schéma du premier ordre
I11.9.1 Equations du mouvement
Les relations fondamentales ou €quations d'équilibre des plaques sont données par la forme
¢lémentaire des équations de mouvement. Si le repére choisi est galiléen et si on suppose que
les efforts de volume exercés sur la plaque (champ de gravité, champ magnétique...) ne sont
pas négligées, la relation fondamentale de la dynamique s'écrit localement suivant les axes X,

y et z comme suit :

aGij
—+f; = pyy i,j=123
0x; (111.23)
Ou bien sous forme matricielle :
do do do
o "oy Tan HhTP
00yy 00y, 00y,
ax oy "o =y (I1.24)
0 Jdo d
Oxz + X4 Ozz +f, =pa,

dx dy 0z

fy, fy et f,: sont les forces volumiques appliquées
ay, ay et a,: sont les composantes du vecteur d’accélération

p : représente la masse volumique
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I11.9.2 Equations de mouvement relatives aux résultantes en membranes

Les relations fondamentales relatives a un ¢lément de plaque sont obtenues par intégration des
équations (II1.24) sur D’épaisseur du stratifié. L’intégration de la premicre équation du
mouvement conduit a :

h h h h h
2 do 2 do 2 do 2 7

J-h a)}({xdz+-fh a;de+fh a;(z dZ+f_thdZ = fhpaxdz (IHZS)
2 2 2 >

D’apres la relation (IIL.16) :

h
f? Joyxy . ONy

b0 2= ox (I11.26)
De méme :
29 oN
2 ny _ Xy
f_ h dy dZ——ay (111.27)
Et:
h
zaoxzd B h h
f_ b9z 2= Ox (E) ~ Oxz (‘E) (I11.28)

Ces contraintes représentent les contraintes de cisaillement exercées sur les faces extérieures
et inferieures du stratifié¢. Ces contraintes sont souvent négligées. Dans le cas ou c’est

nécessaire de considérer ces contraintes, on note :

h
oy (E) _— (I11.29)
Et:
h 111.30
GXZ <_ E) - TZX ( )

Donc la relation (II1.28) devient :

h
2 00y,
dZ = T1x — Tox

_% 0z (ITL31)
Le dernier terme de la premiére équation du mouvement est :
h (ITL.32)

2
thxdz= Fy

Le second membre de 1’équation (II1.25) fait intervenir les composantes du vecteur
déplacement (u,v,w) en fonction de (X,y,z) et du temps (t). Pour le cas d’un schéma du

premier ordre :



Chapitre III : Généralités sur la théorie des plaques

u(xy,z) = up(xy) + 24 (xy)
v(%,,2) = Vo (5 y) + 260y (,Y)
W(Xr Y» Z) = WO (X' Y)

Nous avons :
h h h h
2z 2z 0%uy 0%, 0%u, (2 0%, (2
f_hpaxdz = f_hp(x,y,z) W+z 3 dz =Wf_hpdz+ 3 J_hpzdz (II1.33)
2 2 2 2
Donc, on peut noter :
h
2 0%u, 9%
f_g paydz = p_ Szt R 6t2x (111.34)
Avec:
h
= Jz dz
Ps=1].P
)b (I11.35)
Et:
h
R= Jz pz dz
—% (IT1.36)

L’expression finale de la premiere équation de mouvement devient :

N, 0N, o%u, 0%
ax Tay Thtmoo = e GE TR

(111.37)

De la méme maniére, 1’intégration de la deuxiéme équation de mouvement conduit a :

dN, ON o2v, 0%
y Xy 0 y
7 F — = —_— R
ay TTax Ty Ty Ty TR e TR (I11.38)
Avec :
)
(e -] =T
) (I11.39)
(-3)
(¢} —= ]| =1
N 2) (I11.40)
Et:

(IIL41)
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I11.9.3 Equations de mouvement relatives aux résultantes de cisaillement

L’intégration suivant de la troisieme équation de mouvement conduit a :
h h h h h
F aozzd N F 60yzd NE 9oy Ff 4 F 4
zZ zZ Z = pa, dz
h h h h'Z h"oz
- 0z - dy a - - (111.42)

Dans cette relation (I11.42) le second terme s’écrit comme suit :

2 doy, f q
=— vA
b ay h 2 (111.43)

Or, I’expression de I’effort tranchant Qy est donné par :
h

2
oy, dz =Q
f_g g d (I11.44)

Alors, la relation (I11.44) devient :

h
J‘ 2 0oy, 4 0Qy
Z=—
h
- dy dy (I1L45)

De méme, le troisiéme terme s’écrit :

h h
F aoxzd 9 F : 9Q,
——dz=— |, oy dz=
h h XZ
-h 0x 0x _h 0x (111.46)

Quand au premier terme, il s’écrit comme suit :
h
[0 =0a(3)-oa -
B AV A (IIL47)

: h h , . ,
Les contraintes o, (5) eto,, (— E)’ représentent les composantes de pression exercées sur

les faces inferieure et supérieure de la plaque. Soit en utilisant la notation suivante :
h h
q=q(xy) =0y (E) — Ogzz (_ E)
(I11.48)

Ainsi ;

20
J 2 202 dz=gq
_% 0z (111.49)

Le dernier terme de 1’équation (I11.42) devient en prenant en tenant compte de la relation

(1IL35):
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h
F q 9*w,
a,dz = psa, = ps—=—
nP Psdz = Ps 50 (I11.50)

Si on substitue les relations (I111.46), (111.46), (I11.49) et (II1.50) dans la relation (II1.42), on

obtient :
Q. 0 PE
e O e E, =g, T
x Oy ot (I1IL51)
Avec :
h
F, = f 2 f dz
A (111.52)

111.9.4 Equations de mouvement relatives aux moments
Les équations de mouvement relatives aux moments sont obtenues en multipliant par (z) les
deux premiceres équations de la relation (I11.24), et en intégrant suivant I’épaisseur du stratifié.

Considérons la premicre équation :
h

h h h
2 00y 2 004y 2 00y, J‘i _J‘E
f_%z I dz+f_%z 3y dz+f_%z p= dz + _%fodz— , ZPay dz (IIL53)

Or, les expressions des moments de flexion et de torsion sont sonnées par :

h
2
f b Z0xx dz = My
- (I11.54)
Et:
h
f 2 Z0yy dz = M
_% i i (IIL.55)
Si on substitue les relations (I11.54) et (I11.55) dans la relation (II1.53), on aboutit a :
oM, oMy, (3 @ : :
X Xy 2 Oxz Jz _ Jz
Ix + 3y + J_%z e dz + _%zfx dz = b zpay dz (IIL56)

Si on utilise la méthode d’intégration par parties, le troisieme terme de cette relation se

calcule de la maniére suivante :

N5

% aGXZd _ % d _h h b f _h
f_%zw z= [ZGXZ]_%—f_%GXz Z= 3Oz (§>+EGXZ (_E)_Qx —E(T1x+fzx)—Qx (11L57)

|g
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De méme, le second membre de I’équation (I11.53) :

E h 2 2 2 E 2 E
? spagdz = 2 pr (2204220 4 = 200 7 a4 T8 7 g
f b 2P Z‘J nP*\ e T e ) T e f_gpz GAFTe f_gpz ’ (IIL58)

D’apres la relation (I11.53), nous avons :

h
_ 2
R= J_ h pz dz
2
Et si on pose :
h
2 dz =1
PP T (111.59)
2
Alors la relation (II1.58) devient :
h
2 9%u, %
zpaydz = R— + I, —
J_g X ot Y ot? (111.60)

I,y est le moment d’inertie par rapport au plan (O,x,y). Finalement la relation (II1.56) devient :

0M, 6Mxy h 9%u, 9%
- - P, =R I =
aX + ay + 2 (Tlx + TZX) QX + X atz + Xy atz (III.61)
Avec :
h
P, = f Zh zf, dz
- (111.62)

P, : représente la composante des moments des forces volumiques exercées.

De la méme maniére, la deuxiéme équation de la relation (I11.24) devient :

oM, OM., h 9%y 0%
9y Oy D _ _goVo "%
oy | ox t5 0wt m) =+ P =RGF 1y o5 (11L63)
Avec :
h
2
P, =f zf, dz
. (IIL.64)

Les relations (II1.37), (II1.38), (IIL.151), (II.161) et (IIL.163) constituent les équations
d'équilibre ou équations du mouvement dans le cas de la théorie classique des plaques. Elles
s'appliquent aussi bien a des plaques homogenes (isotropes) qu'a des stratifiés (composites).

Finalement on obtient les équations de mouvement :
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| iere Ny | 0Ny PPt -t = p 621120 624;)(
0x 0 ° ot ot
5 iéme aa% . agxy FFy by -y =, 6;;720 N a;j;y
3 iéme aaix+aa_%]+q+l:z=ps%
4 1ome a;ix+ag“;Y+§(r1X+rzx)—Qx+Px=R%+Iw%
5 iéme 66_1\/;,},_}_%4_;(%4_%)_%4.%:R%+Ixy%

La combinaison des trois derniéres relations d'équilibre permet d'écrire une nouvelle équation

du mouvement indépendante des résultantes de cisaillement :

0°M, 0°M, 262Mxy 62w0+ <63u0 63v0> <63(px
xy

axz | ay? T4=Ps 50 axoc | ayoc FrFT

Py (IL65)
dy dt?

IT1.10 Théorie classique des stratifiés
La théorie classique des stratifiés notée (TCS) est basée sur I’utilisation d’un schéma du
premier ordre (Figure II.4). Elle est articulée sur I’hypothése qui consiste a négliger le

cisaillement transverse, soit :

Vg =Ygz =0 (I11.66)
Dans le cadre d’un schéma du premier ordre, les composantes nulles du cisaillement
transverse deviennent :
Vg = 2E€xz Zu_l_aa_\;v: 0, %: 0
(I11.67)
Et:
T ey Yy (IIL68)
Alors :
0. = — wo (111.69)
X 19)'¢
Et:
_ W
YT (I11.70)
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Le champ de déplacement donné par les équations suivantes :
ux,y,z) = up(x,y) +z9x(x,y)
v(xy,2) =vo(xy) +z0y(xy)
W(X' Y Z) =Wy (X, Y)
Si on substitue les relations (I11.69) et (I11.70) dans la relation (I11.4), on obtient :

( 0wy
u(XI Y, Z) = uO(X;Y) - Za_
X
0
v(0,7) = vo(x,) — 2 — (IIL71)
y

U wixy2) = wo(x,y)
Dans le cadre de cette théorie (TCS) et dans le cas d’un schéma du premier ordre, la déformée

de la normale au plan moyen (O,x,y) est un segment de droite [AB], normal a la déformée de
ce plan moyen .Les notations utilisées dans le cadre de cette hypothése sont présentés sur la
(Fig 111.4).

I11.11 Champ de déformations

Le champ de déformation s’écrit en tenant en considération les deux relations (I11.4) et

(1IL71) :

o =0 _ Qo 06, Uy W
) S ox ox  ox?
oV ovy  0*wy
Epy = — = ——12Z
yy ay ay ayZ

ow 0wy
= T e
oV ow ow, (IT1.72)
Yyz = Zsyz =&+g=(py+g= 0
_Ou  ow owg

T =20 = P o T e

3 _0u Ov_ (duy 0V, dp, 09, _ (Ouy OV 0w,
o= 2y = 5= (G 542G ) - (e 5 -

Le tenseur de déformation en un point quelconque (M) est donné par I’expression suivante :

Exx E&xy O
[e] = Exy &y O

0 0 O (ITL.73)
Ou bien en notation matricielle (notation de Voigt) :
Exx (I11.74)
(&) =| &y
EZZ

D’apres la relation (II1.72), le champ de déformation est composé de la superposition de
déformations en membrane qui s’expriment en fonction des déplacements (ug,vo) dans le plan

(x,y) et de déformations en flexion et torsion qui sont notées respectivement :
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du,
&0 { d0x \
o dvo (111.75)
— — | — |
Em=| €y |= ay |
0
€ xy kauo av,
dx  dy
Et:
02w,
ef Z oxz
xx 2
Er = Ef = —Za Yo
f yy 9y? | (IT1.76)
ef
xy K aZWO/
B dxdy

Les déformations en flexion et torsion s’expriment par :

g = z.x(X,y) (I1L.77)
Avec :
o*w
< 0x?
x 62w, (I1L.78)
k(x,y) =| Xy | = o2
Kyy y
5 o*wy
i z OX0Y |

La matrice [x(x,y)] est appelée matrice des courbures de la plaque stratifiée sollicitée en
flexion. Les angles de rotations sont exprimés en fonction du déplacement transversal wy(x,y)

en utilisant la notation suivante :

_ % (IT1.79)
X = oy
Et:
0. = % (I11.80)
Y oox

Si on substitue (I11.79) et (I11.80) dans (I11.4), le champ de déplacement devient :
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u(x,y,z) = ug(x,y) — z0y
V(X' Y, Z) =Vy (X' Y) - ZeX
W(X' Y, Z) = Wy (X' Y)

Finalement, le champ de déformation s’écrit sous la forme suivante :

A (IT1.81)

Ou bien en notation matricielle :

0
Exx €xx Kx
[Syy] = |eyy | + z Ky] (I11.82)
€2z Sgy Kxy
Ou bien encore :
e=exy,2) =en(xy) +exy) =en,xy) +zx(x,y) (111.83)

I1I.12 Champ de contraintes
Dans le cadre de la théorie classique des stratifiés, le champ de contraintes pour une couche

(k) est donné par la relation :

O_xx\‘ QA Q' Q6 0

0 | /&xx
Oyy Q, Qp Q 0 0 Eyy
Oxy | =[Q Que Qe 0 0 Exy (I11.84)
Oyz 0 0 0 Cys Clys J Yyz
Oxz 0 0 0 Cys C'ss I Yxz
Or, d’apres la relation (I11.66), nous avons :
T = Yy =0
Alors, la relation (I11.84), devient :
Oxx rQlll Q,12 Q,16 0 0 -l /Sxx\
ny | Q,12 Q’22 Q’26 0 0 | 8yy
Oxy | =1Q16 Q26 Qles 0 0 Yxy (I11.85)
Oyz 0 0 0 Clas Clys 0
Oxz 0 0 0 Cl4s Cssh \O
Ce qui conduit a :
Oxx = Qlllgxx + Qllzgyy + QI16ny
Oyy = Qllzgxx + lezgyy + Q’26ny (I11.86)

Oxy = Q’16£xx + Q’26£yy + Q’66ny
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gy, =0
Oxz =0

Sous forme matricielle, les équations (I11.86) deviennent :
XX XX
Oyy| = Q' |&yy (111.87)
Ozz €22
Avec :
Qi1 Qiz Qi
Qx=1Q12 Q2 Q%
Qs Qs Qsl,
Q’k représente la matrice de rigidité réduite de la couche (k). Si on substitue (I11.82) et (I11.88)
dans (I11.87), on obtient :

(I11.88)

0
=[Qi2 Q22 Q| |&yy|+2z[Q12 Q22 Q2| |

y (1IL.89)
Qe Q26 Qe Kk 82y Qe Q26 Qe Kk

Kxy

0
[Gxx] Qi1 Qi Qis| [&xx Qi1 Qi Qis [KX]
Ozz Iy

Ou bien :
ox(x,y,2) = Qe (x y) + zQrx(x y) (I1.90)

o : représente les contraintes dans la couche (k)

Z varie dans la zone : hy-1<z < hy

hy et h;_4 : représentent les bornes supérieure et inferieure de la couche (k)

La matrice de rigidité réduite Q’;, varie d’une couche a ’autre ce qui engendre une
discontinuité du champ de contraintes entre les différentes couches.

I11.13 Expressions des résultantes et moments

II1.13.1 Résultantes en membranes

L’expression des résultantes en membranes est donnée par la relation :

X n k GXX
N(xy) =|Ny|= Z f [ny] dz
v~ &) low (ITL91)

La substitution de la relation (II1.90) dans (I11.91), conduit a :

n

hy n
N(x,y) Z f Qie,, (%, y) + zQix(x,y)]d Z[ Qie, (% y) f dz + Qux(x,y) f zdz‘ (111.92)

k=1hy_, k=1 hy_1

Et en intégrant par rapport a I’épaisseur :
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n 1 n
N(x,y) = (Z (hg — hi_q) Qk) em(xy) +5 (Z (h? — hzk—l)) K(%,y) (11L.93)
k=1 k=1

Si on introduit les matrices suivantes :

A= (=) Qp
k=1

(II1.94)
Ou bien en notation indicielle :
n
Ay = Z(hk —hie-) (Q5), (111.95)
k=1
Et:
1
B = > (h* —h%_1) Qx (I11.96)
k=1
Ou bien en notation indicielle :
1
Bjj = Z 5 (0% —h%0) (Q3),, (111.97)
k=1
L’expression finale des résultantes en membrane devient :
N(x,y) =A.en(xy) + B.x(x,y) (I11.98)
Et sous forme matricielle :
Ny Aj; A Ags ng Bi1 Bz Bis Kx
Ny [=|A1z Az Azs| |eyy|+|Biz Ba Bze] [Ky] (111.99)
Nyy Ars Aze  Ascly [l Bie Bas Beely, v

111.13.2 Moments de flexion et de torsion

Le champ des moments est donné par la relation :

X n hy Oxx
Me(x,y) = | My =Z f z[(’yy] dz (111.100)
Mxy k=1 k-1 [Oxy K

Si on substitue la relation (I11.90) dans (I11.100), on obtient :
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n hy

M¢(x,y) = Z f [z Qk-£,, (% y) + 2% Q. x(x, y)|dz (1I1.101)

k=1 hy_1

Le développement de cette équation (II1.101), conduit au résultat suivant :

Z 30— (Qij)k] K&y) (1IL102)

M¢(xy) = % [E(hzk —h%y) (Q;j)k] em(x%,y) + %

En notant:
n
1ot
D=z z 5 (b —hi,) Qi (IIL103)
k=1

Ou bien en notation indicielle :

n
1 1 ’ (IIL.104)
Dy =3 [Z > (hi —hi-1) (Qi]’)k]
k=1
Sachant que d’apres la relation (I11.97), nous avons :
1
By = 5 (h?c —h%,) (Q;j)k
k=1
Alors, I’expression finale des moments devient :
M¢(x,y) = B.g,(%,y) + D.x(X,y) (II1.105)
Et sous forme matricielle :
My Bi1 Bz Bis ng D11 Diz Dis Kx
Me(x,y) = [ My [ = [Blz B, 826] Sgy +[D12 D22 Dy [KY] (I11.106)
Myy Bis B2s Bessly ggy Die D26 Des Kk Kxy

Les moments de flexion et de torsion sont exprimés en fonction des courbures en flexion et en
torsion et des déformations en membrane.

I11.14 Equation constitutive d’un stratifié

L’équation constitutive d’un stratifi¢ permet d’exprimer les résultantes et les moments en
fonction des déformations en membrane et des courbures. Elles s’obtiennent par
regroupement des relations (II1.99) et (II1.106), ce qui rameéne a une seule expression

matricielle écrite sous la forme suivante :
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— —_ — 0 -
EX A11 A1z Aig Bix Biz Big] SEX
y A1z Az Aze Biz Bz Bag|léeyy
Nyy _ Ajs Aze Age Bis Bzs Bes ggy (IT1. 107)
My Bi1 Biz Bis D11 D1z Diglf
My Biz B2z Bze D1z Daz Dagll
[ Myy | [Bis B2s Bss Dig D26 Des Kyy
Et sous forme compactée :
[N] _[A B] [am]
M¢| 1B DIllx (I11.108)

II1.15 Expression des conditions aux limites

Les conditions imposées aux frontieres d'une structure permettent d'aboutir a des solutions
uniques des équations du mouvement.

(Fig II1.9) représente un ¢lément de frontiere repéré au point P(x, y,0) par le systéme d'axes n,
normale extérieure, t la tangente dans le plan moyen et k = z. La déformée au point P du

stratifi¢ est caractérisée par le déplacement de ce point exprimé dans la base (— 2 ?) par ses
n, i

composantes Ug, (X, Y), Von (X, V) , Won(x,y), et par 'orientation de la déformée définie par

6W0
on’

Les efforts exercés au point P sont les résultantes en membrane N, N,;, en cisaillement Q,,,
les moments de flexion M, et de torsion M,,; . Les conditions imposées portent sur l'une des

grandeurs de chacune des paires suivantes :

0 oMy,
U Ny 5 Uoe Ne 5 52, My 5 wo,— "+ Qn (11 109)

‘.'_'

T— e Y

x ¥

Fig. I11.9 Elément de fronti¢re de la plaque et repere associé
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» Appui simple
(Fig IIL.10) représente la condition d'appui simple. L'expression de cette condition est

donnée par :

wo=0; M,=0; N,=0; N,;=0 (II1. 110)

Fig. II1.10 Schématisation d'un appui simple
» Encastrement

En considérant (Fig II1.11), la condition de bord encastré peut s'exprimer selon

Wo=0 ; 2220 ; up =0 ; up =0 (L. 111)

Fig. II1.11 Représentation d'un encastrement
» Condition de bord libre

Un bord libre est caractéris¢ par la nullité de tous les efforts et moments :

ow, (1. 112)
anNntanzanMnta_zo
n
L'équilibre des moments de torsion sur ce bord (fig II1.17) s'exprime sous la forme :
oM I11.113
—M,, + My, + ar;” dt + Q,dt =0 ( )

Ou:

Q,.dt : est le moment résultant dii a I'effort de cisaillement.

La résultante de cisaillement est donc reliée au moment de torsion par :

\J
L\
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My (111 114)
5, T =0

Qui est la condition de frontiére de Kirchhoff. Elle exprime la contribution du moment de

torsion sur le bord a l'effort tranchant total exercé sur ce dernier [6]. La condition de bord
libre se résume dans ce cas a :

Mne 0 =0 (1. 115)

N,=0 ; Np=0; M,=0 ; o

2

| !
- T

Fig. I11.12 Variation du moment de torsion le long d'un bord
I11.16 Formulation énergétique de la théorie des stratifiés
La résolution du probléme général de dynamique des stratifiés consiste a déterminer les trois
déplacements ug, vy et wy, et les deux rotations Qyet Q,, satisfaisant simultanément les
¢quations du mouvement et les conditions aux limites imposées sur la frontiere.
L'utilisation d'une approche variationnelle permet de développer des méthodes de résolution
approchées. Ces approches sont basées sur le calcul des énergies de la structure, énergie de
déformation, énergie cinétique, travail des efforts extérieurs et énergie dissipée [6].
I11.16.1 Energie de déformation
Pour un milieu élastique, I'énergie de déformation élémentaire s'exprime par :

1 [.116
dUd = Eo-ijgijdv ( )
L'intégration de cette relation sur le volume d'un solide permet d'obtenir 'expression de

I'énergie de déformation totale du solide élastique :

1 .117
Ud = Ef_[]- O-ijgijdv ( )

Ou sous forme explicite :

1 (II1.118)
Ua = E.U (xxexx + Oyyeyy + 02282, + 0ys8y, + Ouzsy + Oxyny) dxdydz

En tenant compte de I'hypothése de contraintes planes (g,, = 0), et des relations contraintes
déformations pour chaque couche k (II1.84), I'énergie de déformation totale d'un stratifié¢ peut

se mettre sous la forme :
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1
Ud = Eff (Qflg%x + Qéczgjzzy + Qé%%%y + Zszgxxgyy + 2Qf6€xx£xy
(II1.119)
+ 20556,y €¢y)dxdydz

En reportant les expressions des déformations (II1.6) dans cette derni¢re expression et en
intégrant dans I'épaisseur, nous obtenons l'expression de 1'énergie de déformation totale d'un

stratifi¢ en fonction des déplacements et des constantes de rigidité de 1'équation constitutive.

U _lﬂ‘A <6u0 + 24 6u06v0+A (6170)2
d2[11ax 1273% By 22\,

dug dvg\ (0uy  0Jvg Jdug 6170)2
2(A16—=—+ 45— )|— — dxd
+ (166x+ 266y)< * ) 22<ay+0x Jdxdy

dy Ox
4 1 -U D (GWO)Z 42D dwg dwy LD <6W0)2
> [ D11 o 12755 By 225y (I11.120)
aw, adwg\ /0wy  dwy adw, 6W0>
+2 (D16 0x * D2 dy )( dy * dx ) 22 ( dy Jdxdy
I11.16.2 Energie cinétique
L’¢énergie cinétique d’un volume ¢élémentaire est donnée par :
1 oy dy 1.121
2" 0t ot
Ou y; est le vecteur déplacement de composantes : u, v, w.
L’¢énergie cinétique totale d'un solide s'exprime donc selon l'intégrale :
2 (6w> dedod (111.122)
M at at) |

En remplagant chaque composante du vecteur déplacement par son expression (I11.4), et en

intégrant dans 1'épaisseur, 1'énergie cinétique du stratifié¢, dans le cas d'un schéma du premier

fff d%wq 2+ ov  0%w, 2+<6w0)2 dxdvd (II1.123)
ot “oxat ot Zayat ot ) |

ordre, s'écrit :

Ou:

n/, ,
R, I, = f_h/ (z,z*)pdz
2

n
(I1. 124)
ps = f pdz = z f prdz =z Pr(h — hy—1)
"y h k=1

k-1
Ps : Masse surfacique du stratifié au point (X,Y).
I,y : Moment d'inertie par rapport au plan (XOY) de I'élément unitaire de plaque situé au

point (X, y).
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Chapitre IV
Etude analytique du comportement vibratoire des plaques
composites minces

IV.1 Introduction

Dans 1'étude des vibrations libres des plaques stratifiées anisotropes, les vibrations
transversales de flexion sont généralement les plus dominantes [17], elles ont fait 1'objet de
beaucoup de recherche parce que dans la plus la plupart des cas elles peuvent conduire a la
ruine de la plaque. Les vibrations longitudinales quand a elles peuvent étre négligées devant
les premicres. Les vibrations en flexion des plaques sont modélisées essentiellement par deux

théories :

1. théorie des plaques minces : applicable aux structures de faibles épaisseurs
2. théorie des plaques épaisses : utilisée dans le cas des structures épaisses
IV.2 Vibrations de flexion des plaques minces symétriques
IV.2.1 Equation du mouvement
Dans le cadre de la théorie classique des stratifiés, les déformations de cisaillement transverse

sont négligées :

Yxz =0
(IV.1)
Yyz =0
En reportant cette égalité dans les relations (II1.7) nous obtenons :
adw,
ox(xy) = T %
(IvV.2)
adw,
py(xy) = _a_y

Dans le cas d’un stratifi¢ symétrique et pour celui d’une plaque orthotrope, les termes de
couplage membrane flexion torsion (relations (II1.95) et (II1.104)) ainsi que le terme

intégral R (relation (I11.36)) sont nuls [2].

Bij - 0
R=0 (IV.3)
Di; =Dy =0

Dans ces conditions et d'aprés les équations du mouvement, les déplacements du stratifié
dans le plan sont découplés du déplacement transversal. Les résultantes en cisaillement étant

nulles en tenant compte de ’hypothese (IV.1), le déplacement transversal (ou de flexion) est
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complétement décrit par 1'équation du mouvement (II1.65) qui en considérant I'expression

des moments (IV.4) et des courbures (IV.5), prend la forme de 1'expression (IV.6).

My D11 D1z Diys ky
My = D1z D2z Dy ky (Iv.4)
Mxy D16 D26 D66 kxy
9%w,
kX = - %2 (X, Y t)
0°wy (IV.5)
ky = — ayz (X, Y, t)
62
kXy = a (X y! t)
4 4 9 *w, (IV.6)

d*w d*w,
Diy—— % +2(D12+2D66)a 26y2+D22 y* +ps 5t

_ 0*w, N 0*w,
- Y \0x20t2  dy? ot2

La forme inverse du systéme (IV.4), s’écrit :

+q

Ky D;; " Dyt Dyg ']/ My (Iv.7)
kY = D12_1 Dzz_1 Dze_l MY
kXY D16_1 D26_1 D66_1 MXY

-1 . , .
[Di]-] estla matrice inverse de [Di]-]. Ces composantes sont données par la relation

suivante :
-1 1 2
Dy, ~ = Z(DzzDes — Dge )
4 1
Dy, = Z (D16D26 - D12D66)

B 1
D16 t= K(D12D26 - D16D22)

_ 1 IV.8
Dy, t= Z(D11D66 - D162) ( )
4 1
Dy = = Z(D12D26 - D26D11)
-1 1 2
Dee = = Z(D11D12 — D12 )
A représente le déterminent de la matrice [D]
A= Dy1D2;D66 + 2D1,D16D26 — D11Dze2 - D22D162 - DesD122 (IvV.9)
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Dans le cas ou les termes de l'inertie rotatifs peuvent étre négliges, Iy, = 0 l'équation de la

vibration (IV.6) devient:

*w, d*wy, d*wy, d*wy, (IV.10)
D11W + 2(D13 + 2Dge) %2 0y? + Dy ay* + Ps 5ea +q =0

IV.2.2 Fréquences et déformées propres des plaques rectangulaires
Considérant 1'équation du mouvement transversal libre du stratifi¢ (q=0). La solution
vibratoire harmonique de cette équation est recherchée, par la méthode de séparation des
variables de I’espace et du temps, sous la forme :
Wo(x,y, ) = Wo(x,y)el* (IV.11)

Ou:
w: est la pulsation ou fréquence circulaire du mouvement
Wy (%, y): est la solution spatiale ou déformée
En substituant cette forme de solution (IV.11) dans l'équation du mouvement (IV.6), on
aboutit a 'équation suivante :

D11%+ 2(Dyy + 2Dy0) W0y W 002w, = 0 av.12)
Ix 12 66) 52 dy? 22 dy* s 0
La résolution du probléme consiste a déterminer toutes les fonctions wy(x,y) satisfaisant les
conditions aux limites (déformées propres) et d'en déduire les fréquences propres
correspondantes. Dans le cas d'une plaque rectangulaire de longueur (a) et de largeur (b) et
d’épaisseur (h) (Fig. IV.1). Les conditions aux limites standards s'écrivent, pour les bords

paralléles a la direction y:

Fig. IV.1 Plaque rectangulaire

-
)



Chapitre IV : Etude analytique du comportement vibratoire des plaques composites minces

En appui simple :

Pour x=0 et x=a

wo =0 (Iv.13)
My, =0
Pour y=0 et y=b
wo =0 (Iv.14)
M, =0
Encastré :
wy=0 (IV.15)
adw,
0x
Libre :
My = (Iv.16)
ag/[y"y + Q=0
En tenant compte des différentes hypotheéses retenues, la condition de bord libre devient :
My, =0 (Iv.17)

En remplagant les moments et courbures par leurs expressions (IV.4) et (IV.5), les conditions
aux limites s'expriment en fonction du déplacement :
En appui simple :

wo =0 (IV.18)

Encastrement :

wy =0 (IV.19)
owg
0x
Coté libre :
Dy W0 4 op, IWo _
0x? 0x dy (IV.20)
3w, 2w, 2w, 9%w,

|g
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De méme pour les cotés parall¢les a la direction x, nous avons :
Appui simple :
wo =0 (IV.21)
Dy —5 0wy 2D g —— wo _
0x? 0x dy

Encastrement :

wy =0
% —0 (IV.22)
dy
Coté libre :
9%w, 9%w, 0%w,

(IV.23)

La solution recherchée doit donc satisfaire simultanément 1'équation du mouvement (IV.10) et
les conditions aux limites définies par une combinaison quelconque de quatre conditions
parmi (IV.21) a (IV.23). Dans le cas d'une plaque orthotrope (D1, = D¢ = 0), en appui
simple sur ses quatre bords, la solution analytique exacte est donnée sous la forme (IV.24) qui

satisfait explicitement les conditions (IV.18) et (IV.21).

Z Z A sin(mm —) sm(m‘t )

m=1n=

(IV.24)

La déformée propre du mode (m,n) et sa fréquence propre sont donnée respectivement par :

X
Wmn = App sin(mm 5) sin(nm %) (IV.25)

Et:

2 (IV.26)

Tt

1
(’00 S _\/p_ [m4D11 + Zmzl’lsz (Dlz + 2D66) + anzDzz]
S

a2

Dans cette relation R représente le facteur de forme défini par le rapport entre la longueur et

largeur :

_2a (IV.27)
R=%

L'absence de solutions exactes pour toutes les autres conditions aux limites conduit a la

recherche de solutions approchées.
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IV.2.3 Méthode de Rayleigh-Ritz

Parmi les problémes dynamiques gouvernés par un systetme d’équations aux dérivées
partielles, il n’en existe qu’un petit nombre pour lesquels une solution analytique est
disponible. La nécessité de trouver une solution analytique exacte peut étre contournée par
I’application de la méthode de Rayleigh-Ritz basée sur une approche vibrationnelle. Cette
méthode de Rayleigh-Ritz commenga en 1870 avec 1’étude des problémes de vibration par
lord Rayleigh : I’approximation du champ de déplacement était toutefois limitée a une seule
fonction (méthode de Rayleigh). En 1909, Ritz a généralis¢ la méthode de Rayleigh en
construisant une approximation du champ a partir de plusieurs fonctions, chacune satisfaisant
séparément les conditions aux limites essentielles (c'est-a-dire, les conditions aux frontiere de
type cinématique) et a chacune d’elle étant associ¢ un degré de liberté [17].

IV.2.4 Détermination des fréquences et modes propres des plaques par la méthode de
Rayleigh-Ritz

La méthode de Rayleigh-Ritz est une méthode d'approximation basée sur une approche
vibrationnelle. Elle consiste a écrire une solution approchée du déplacement (u) sous la forme
d'une série pondérée de fonctions admissibles u, chacune d'elles vérifiant séparément les

conditions aux limites essentielles imposées a la structure.

n

u= Z a0 (Iv.28)

i=1

L'ensemble de ces fonctions constitue la base fonctionnelle et I'approximation est d'autant
plus précise que le nombre de termes (n), (ou nombre de degrés de liberté) utilisé est
important. L'application de la méthode a la fonctionnelle énergie totale du solide déformable
et I'écriture du théoréme des travaux virtuels relatif a cette derniere (IV.29) permet de
déterminer les parameétres a; de 1'approximation (amplitudes ou coordonnées généralisées), en
écrivant les conditions de stationnarité de la fonctionnelle par rapport a chaque terme a selon
(IV.30).

t2

oU =38 f (Ec+W—-Uypdt| =0 (IV.29)
t1

Avec:

E. : Energie cinétique totale
W : Travail des forces extérieures
U, : Energie de déformation totale
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§U(d) = 80(a;) = 0

oUu (IVv.30)
—=0, i=1,n
6ai
Dans le cas des vibrations libres, le travail des forces extéricures est nul :
w=20 (IV.31)

Les conditions de stationnarité s'écrivent alors:

ot a ~

9 =7 (Udmax — Ecmax) = 0 (IV.32)
Ces n équations permettent de construire un systéme linéaire de dimension (n X n), équivalant
au probléme aux valeurs propres (fréquences) et vecteurs propres (déformées) du probléme
réel. Pour un stratifié symétrique, en considérant les hypothéses de la théorie classique des
stratifiés et en négligeant les inerties de rotation, les énergies cinétique et de déformation sont

respectivement exprimées par :

1 a b (IV.33)
E == Zwidxd
C max 2 pS(D WO X y
X=0y=0
Et:
a b 2 2 2 2 2
~ 1 0 0wy 0w, da°w,
Edmaxzzf f Dyy Ox2 127502 gy2 12| 52
x=0y=0
(IV.34)

IV.2.5 Application au probléeme de vibrations des plaques stratifiées symétriques
Un choix judicieux des fonctions admissibles pour décrire le déplacement transverse de la

plaque rectangulaire considérée, consiste a approcher ce dernier par une double somme :
M N

wo(xy) = Z AnnXm () Yn () (IV.35)
1

m=1n=

X, (x) et Yo(y) sont des fonctions vérifiant les conditions aux limites des deux plaques
reposant respectivement le long des directions x et y. En remplacant le déplacement

transversal par I’approximation (IV.36), I'énergie totale maximale de la plaque devient :

92w, 0%wg 02w,
y

dxd
*=0y=01Dy, A + 4Ds6 axay) ~Ps@Wo
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Avec :
aZWO M N 62Xm(x) (IV37)
3= D, D A )
m=1n=1
wo\’ _NNNN 02Xy () 62X( ) (IV.38)
oxz | z Z ZZAmHAIJ %2 Yh(MY;(y)
m=1n=1 i=1 j=1
Et:
1 8 (92w, 2 B M EN:A 92X m(x)azx (X)Y y (IV.39)
20A 0, \ 0x2 ) mn "5 3 n(MY;()
m=1n=1
L’intégrale de cet terme obtenue :
o7 M 2 b IV.40)
1 9 0°wo)” 0%X m(x)aZX() (
E(’)Amn f J<0X2> dxdy = Z Al]f Ox2 fYn(Y)Yj(Y)dy
x=0y=0 i=1j= 0 0

Pour simplifier cette intégrale, en utilise un changement de variable, on posant :

(1V.41)

(IV.42)

2 2 M N 22 2 b
0°w, b [0 Xm(x)a X; (x)
2 = 515, 5 [PPSO [y o
0

0

Soit, apres dérivation et réarrangement I’énergie de déformation donne:

aUd
Amn - ~ Ra2 Z Z{Dll + [D12( 121?) + 4D66Im1] ] R? (IV.43)

i=1 j=

+ Do ImJar R} Ay

Avec:

P9 — fapxm(u) 09X; (u) fapXm(X) 09X (X)
T T w7 ) o oxa (IV.44)

0 0
m,i=12..,M et p,q=00,02,11,20,22.
1
0" Y, (v) 0%Y;(v) aer(Y) 0°Y; (Y) dy (IV.45)

S _ 1 dv =
Jnj ovr avs J oy’ dys

0
nj=12..,N et r,s =000211,20,22.

Ig
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Et I’énergie cinétique devient :

M N a
1
Bemax = 50507 ). 9 [ XmGOX(0) f Y (%) (1v.46)
i=1 j=1 x=0 y=0
Alors :
OE 1 SR
cmax __ 4,2 00700
=—psa W | it o
on, R™ ;; milnj (IV.47)

Finalement, les M X N conditions de stationnarité (IV.30) conduisent a écrire les équations

homogenes :

z Z{Dlllfnzi + [D1 (I3 + 192120) + 4Deslii)nl |R? + Dol 20)22

i=1 j=1
V.48
— R*psatw?1%) g]o} Ay = ( )
mi=12,..,M et nj=12.. N
En peut écrire le produit de l’intégrale (IV.45) comme suit:
pars _ 1payr apXm(X) IPX; (X) 0"V () 35, (y)
Cmm] Im1]n] = dx
x4 9x4 dyr  dys (IV.49)
0 0
Et on posant :
Di; = a35D11
Des = D11 (IV.50)
D22 = az,D14
En introduisant 1’expression de la pulsation propre adimensionnelle :
(Iv.51)
Ps
Q= wa* |—
Dy4
On obtient :
M N
D> €200 + [ara(C20% + CO220) + 4oty CHEAR? + ty, COUE2R? v.s2)
i=1 j=1
— Q*Cini} Ay = 0
mi=12..,M et nj=12,..N
On définit alors les termes :
ag] = Crznmj [0(12 (Crznol(r)uz + Cglzlfl?) + 40(66C11nli}1]1]R2 + aZZCI(‘)nOlfl]z R* (IV.53)
b = Coning



Chapitre IV : Etude analytique du comportement vibratoire des plaques composites minces

Finalement le probléme aux valeurs et vecteurs propres est obtenu sous la forme :
([a] — Q*[b]){A} =0 (IV.54)

Dont les valeurs propres Q,,,, sont reliées aux fréquences propres de la plaque par la relation:

Wmn _ Qmn [D11
2m 2ma? | ps (IV.55)

fmn -

IV.2.6 Construction de la base fonctionnelle
Nous utilisons dans ce travail les fonctions caractéristiques des vibrations des poutres comme

fonctions admissibles. Cette méthode a été introduite par D. Young pour les plaques isotropes
et pour l'¢tude de différents types de plaques notamment composites [18]. Une poutre
stratifiée peut étre considérée comme une plaque dont le rapport (a/b) est élevé. La
formulation de base reste donc inchangée. Les hypothéses de condensation dans le cas d'une

flexion dans le plan (x, z) [22], sont données par :

Wo (%, ¥, 1) = wo(x,y) = el®X(x) (IV.56)
My =M,, =0 (IV.57)
Dans ces conditions, 1’équation du mouvement (I11.65) devient :
0*M . (IV.58)
aXZX — _psmzelwtx

Considérant la relation de constitution du stratifié¢ (IV.4), l'inversion de ce systéme permet
d'écrire :

ko) [Paa”t Dizt DigT |/ My

ky | = D70 Dpp ™t Dyt My

Ky Dig " Dag Des My

La combinaison des relations (IV.5), (IV.7) et (IV.58) conduisent a :

92w _ (IV.59)
ko= 6x20 = (D11 ")My
Et:
e 1 <azx> (IV.60)
My = —e —\\ 542
(D11 ) 0x

En reportant ce dernier résultat dans 1'équation aux fréquences (IV.58), celle-ci prend la
forme:
04X _ (Iv.el)
It (szs(Dn 1)X =0
Nous retrouvons ici une forme analogue a I'équation aux fréquences des poutres homogenes

isotropes en flexion, sous les hypothéses d'Euler-Bernoulli [9]. Les solutions (déformées
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propres) sont indépendantes des propriétés mécaniques du matériau de la poutre. En
considérant les variables adimensionnelles (IV.41), la solution générale de cette équation
différentielle prend la forme :
X;(x) = Ccos(A;u) + Dsin(A;u) + E cosh(A;u) + F sinh(A;u) (IV.62)

Ou A, est le nombre d'onde caractéristique du (iéme) mode de vibration. Les nombres d'onde
et les constantes C, D, E et F sont déterminés en imposant des conditions aux limites aux
extrémités de la poutre. Ces conditions sont déduites des expressions (IV.13) a (IV.16) en
tenant compte de 1'hypothese (IV.57) :

Pour ’appui simple :

x=0
0%X;
Xi|X=O = 0 ; axz Y = 0
x= (IV.63)
X =a
0%X;
Xilx=a =0 ; %2 =0
X=a
Pour ’encastrement :
x=0
Xiloo =0 5 29 =
ilx=0 — Y aX <=0 -
(IV.64)
X=a
Xilyes = 0 Kl
11X=a ) aX <=a
Pour le coté libre :
x=0
02%X; _ 93X _0
oxz| 7 oax3|
x=0 x=0
X=a (IV.65)
0%X; _ 93X _
oxz| 7 ooax3|
X=a X=a

IV.2.7 Calcul analytique des fréquences et modes propres

IV.2.7.1 Plaque rectangulaire orthotrope simplement appuyée (AAAA)

Pour déterminer les fréquences et les modes propres d’une plaque rectangulaire orthotrope,
simplement appuyée (AAAA), on utilise la méthode de Rayleigh-Ritz. D’aprés la relation

(IV.32) nous avons :
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aUd max aEc max (IV.66)

=0
0Amn 0Amn

Pour calculer les pulsations propres w,,, correspondant a chaque mode (m,n) en se basant sur
les relations (IV.52) et (IV.53) et en utilisant le logiciel mathématique MAPLE 10, nous
avons procédé comme suit :

On choisit la fonction de forme suivante :

X
w(x,y) = sin(mTt 5) sin(nTt %) (IV.67)
Avec:
X
Xm = sin(mm 5) (IV.68)
Y, = sin(nm %) (IV.69)
Les intégrales adimensionnelles sont calculées selon les expressions :
! ! (IvV.70)
(2200 _ 122700 _ 02X, 0%X; du 0%Yy, 0%Y; dv
iy mny du? 0du? ov? dv?
u=0 v=0
Si on utilise le changement de variable suivant :
X
u=- et v=%:>dx=adu et dy = bdv (Iv.71)
La relation (IV.70) est réécrite :
1 1 (Iv.72)
(2200 _ (22100 _ 1 [ 0% X . 0%Y,, 0%Y, y
minj min- o gh du? 0Ju? ov2 0v2
u=0 v=0
De méme fagon, les autres intégrales :
Ca = 1232
o = 1938
V.73
Chits = 153 7

0022 _ 700722
Cminj - Im' nj

0000 _ 700700
Cminj - Im' nj
La relation de fréquence correspondant a chaque (m,n) mode de vibration peut s’écrire sous la

forme suivante:

minj minj minj

. b (IV.74)
11
(Dmn = a_z E [CZZOO + 2(“12 + 20(66)C1111R2 + (X22C00-22R4]

Pour le premier mode m=n=1 la fonction de forme est :

|g
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X
W(x,y) = sin(mm 5) sin(nT %) (IV.75)
Et la pulsation propre :
1 b (IV.76)
11
S
Dans le cas de deux co6tés opposés en appuis simples :
Coing = m*n* ; Chint = m?n®n® ; Cpi2f = n*m* (IV.77)
Avec :
_ Dy _Dgs _ Dy, (IV.78)
C2=7— 5 QX6 =[{ 22 =
11 11 11
R=,
=2 [1 (Iv.79)
Omn = a_z i [m4D11 + Zmzanz(Dlz + 2D66) + n2R4D22]
S
Alors :
=2 [1 (IV.80)
O = 2 p_ [D11 + 2R?(Dy; + 2Dge) + R*Dy5]
S

Dans le cas d’une plaque rectangulaire orthotrope encastré (EEEE) et pour étudier le premier

mode de vibration on choisit comme fonction de comparaison, la fonction de forme m=n=1 :

e B _ﬁ 2 _ﬁ 2
xy) =(1-—5] (1-13 (IV.81)

Le probléme de la flexion d’une plaque revient a chercher la fonction w(x,y) qui vérifie les
conditions aux limites et qui rend minimale 1’énergie totale qui est la somme de I’énergie de

déformation et de 1’énergie potentielle [9].

|g
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Tableau IV.1 Différentes fonctions de formes pour différent variantes de conditions aux

limites

Conditions aux frontieres

Fonction de forme

AV
L, a4 (1 x? . y? oox. .y
/, E | w(x,y) = Amn e 17 ) Xy sin(m ) sin(w)
gE B ﬁ
E vz X
&t
Al
w(x,y) = Amn sin(mm —) sin(nm —)
A A
A x
Al
?" A <2 y? * X X y
AE A w(x,y) = <1 — ;) <1 — b_2> Z Z Amn sin(mn;) sin(nng)
? E ” m=1n=1
7 o
i
AV
7 ”
7 7 (1L 2 J
?, E E ﬁ w(x,y) <1 ) 2 Appy sin(mm )sm(m'[ )
m=1n=1
A A U x
'
??’%’Z”A”’fﬁ’z
E ,f/ 2 2
% /"J y TT . T
AE ED w(x,y) = Apn <1 b2> sin (mng) sin (l‘l‘l‘[ B)
3':" A U x
Ay
% = w(x,y) = Amn =z sin(mm a) sin(nm b)
B A
7 A Ry
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IV.3 Calcul des fréquences et modes propres des plaques composites avec diverses
conditions aux limites
Dans cette ¢tude, nous allons conduire une analyse analytique du comportement vibratoire des

plaques minces rectangulaires composites avec différentes configurations et diverses
conditions aux limites.

IV.3.1 Plaque monocouche unidirectionnelle

Pour ce premier cas d’étude, nous avons considéré une plaque monocouche constituée par une
matrice polymérique renforcée par des fibres longue unidirectionnelles (Figure .IV.2),
sollicitée par une action dynamique, en absence de charges latérale (q=0). L’intérét est porté
essentiellement sur la détermination et [’étude des réponses propres (fréquences et
pulsations), obtenues analytiquement par la méthode de Rayleigh-Ritz. Le mod¢éle étudié est
plaque composite (monocouche) constituée d’une seule couche unidirectionnelle avec un
angle d’orientation des fibres( 6 = 0). Différentes configurations géométriques de plaques
avec différents facteur de forme (R=a/b) (rapport longueur/largeur) sont considérées : (R=0.5,
R=1, R=1.5, R=2 et R=2.5). Les caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque

objet de cette étude sont présentées sur les Tableau IV.2 et Tableau IV.3.

Tableau IV.2 Caractéristiques géométriques du model plaque monocouche

Typesde | Longueur | Largeurb Rapport R=a/b Hauteur | Epaisseur
plaque a (m) (m) (longueur/largeur) totale H deplih
(mm) (mm)
Modele 01 0.5 1 0.5 1 1
Modele 02 1 1 1 1 1
Modele 03 1.5 1 1.5 1 1
Modele 04 2 1 2 1 1
Modele 05 2.5 1 25 1 1

Tableau IV.3 Caractéristiques mécaniques du model plaque composite monocouche [5].

Composite pc(kg/m?) | E1(Gpa) | Ez(Gpa) | Gip(Gpa) | Ga3(Gpa) | vy
Verre (E)/Epoxyde 2040 46 10 4.6 3.96 0.31
Carbonne 1650 230 14.4 4.9 4.32 0.32
(HM)/Epoxyde
Kevlar 1370 84 5.6 2.1 4.13 0.34
(49)/Epoxyde
Vi = 0.6
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0=0° [— hI =0 —>

longueur de la plaque (a) R largeur (b)

y
A

Fig. IV.2 Mod¢le de la plaque monocouche (Np=1).

La relation (IV.76) permet de calculer les pulsations naturelles pour une infinit¢é de modes
propres et pour différents conditions aux limites. Les fréquences naturelles sont déterminées

grace a la relation :

O)mn

fnn = 5 (IV.82)

La quantité w44 qui correspond a m = 1 et n = 1 est appelée pulsation propre de la plaque,
elle correspond au premier mode vibratoire ou mode fondamental. Par exemple pour une
plaque composite monocouche unidirectionnelle en Verre (E)/Epoxyde dont les
caractéristiques sont représentées sur (Tableau 1V.3), de dimensions (100x250 mm? et pour
divers configurations de conditions aux limites (AAAA, EEEE, AAEE, AEAE, EEAE,
AAAE). En utilisant l'approximation de Rayleigh-Ritz la pulsation propre qui correspond au

premier mode vibratoire fondamental est calculée d’apres la relation (IV.80) :

1 |1
Wmp = 5\/; \/[Dan +2(Dyz + 2Dg6)R?c; + R*Dypcs]

Les coefficients (cq, c, et c3) sont déterminés dans le Tableau 1.1 sur I’ Annexe 1.

Mode (1.1) : plague (AAAA)

T[Z

~ 2502

1
o1l J2.04 106 (D11 +2 % (2.5)2(D12 + 2De6) + (2.5)*Dz, ]

Les constantes de la matrice de rigidité réduites dans les axes principaux sont calculées

comme suit :
E, 46 x 103
Qi = = 0= 46981.504 MPa
1-vh, g2 1-0312xgg
E, 10
Qy, = E—.Q11 = % X 46981.504 = 10213.37 MPa
1

Q1 = Ugs.Qy = 0.31 X 10213.37 = 3166.144 MPa
Q66 = G12 = 4600 MPA
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3166.144 10213.37 O MPa

0 0 4600
La matrice D est déterminée grace a la relation :

11 :
Dij = § [;E (hi - hl?;—l) (Qll)k]

46981.504 3166.144 0
Q, =

1 ,
D;; = §(0.53 - (—0.53))(Qi]-)0

Soit :
1 ’
Dy = §(0.53 —(=0.5%)(Q11), = 3915.125 N.mm
1 ’
D,, = §(0.53 —(=0.5%)(Qz2), = 851.105 N.mm
1 :
Dyp = 5(0.53 — (=0.5%))(Q1z), = 263.845 N.mm
1 :
Degg = 5(0.53 — (=0.5%))(Qs6), = 383.333 N.mm
3915.125 263.845 0
D= 263.845 851105 0 N.mm
0 0 383.333
Finalement :
n? 1
_ 2 4 3
W1 = 2502 \]2.04 < 10-6 ([3915.125 + 2 x (2.5)%(263.845 + 2 x 383.333) + (2.5)* x 851.105].103)
rad
oy = 7821237 —
Et:

W11
fi; =——=124.4789 H
11 o Z

Mode (1.1) : plague (EEEE)

W11 =

1
2502

1
\jz 04 < 10-6 ([3915.125 x 4.73* + 2.52 X (263.845 + 2 x 383.333) x 151.3 4+ (2.5)* x 851.105 x 4.73%] x 103)

rad
(,011 = 1605.9 T

Et:
£, = =1L _ 2555822 Hz
11 21_[ .

Mode (1.1) : plague (AAEE)

W11 =

1
2507

1
\]2 04 x 10-6 ([3915.125 x 3.927* 4+ 2.52 X (263.845 + 2 x 383.333) x 57.2645 + 2.5% x 851.105 x 3.9274] x 103)
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rad
(,011 = 1096.2 T

Et:
£, = =1L _ 1744618 Hz
11 21_[ .

Mode (1.1) : plague (AEAE)

011 =
1 1
5502 12,02 x 106 ([3915.125 x 4.73% + 2.52 X (263.845 + 2 x 383.333) x 121.3961 + 2.5% x 851.105 X *] x 103)
rad
S
Et:

w11
f;; =—=——=146.6091H
11 o Z

Mode (1.1) : plague (EEAE)

W11 =
1 1
502 \]2 04 x 106 ([3915.125 x 4.73* + 2.52 X (263.845 + 2 x 383.333) x 93.0781 + 2.5 x 851.105 x 3.9274] x 103)
rad
W11 = 11784 —
S
Et:

w11
f,; =—=——=187.5448 H
11 o Z

Mode (1.1) : plaque (AAAE)

W1 =
1 1
550Z.|2.04 < 10-6 ([3915.125 x 3.927% + 2.52 X (263.845 + 2 x 383.333) x 74.6865 + 2.5% X 851.105 x w*] x 103)
rad
(,011 = 802.4’773 T
Et:

W11
f.;, =——=127.7182 H
11 o Z

Les autres pulsations et fréquences qui correspondent aux 16 premiers modes vibratoires

(m, n) sont déterminées et calculés par un programme de calcul écrit en langage MATLAB.

D
AN
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IV.3.1.1 Influence des conditions aux limites

Pour examiner I’effet des diverses conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-
EEAE et AAAE) sur le comportement vibratoire de la plaque composite monocouche a fibres
unidirectionnelles, pour les trois types de matériaux choisis, on étudie la variation des
fréquences et pulsations propres pour différents modes vibratoires.

Plaque en Verre (E) /Epoxyde (AAAA)

Pour le cas de la plaque verre (E)/Epoxyde, les pulsations et les fréquences naturelles
correspondant aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et présenté dans le Tableau
V4.

Tableau IV.4 Pulsations et fréquences propres de la plaque monocouche verre (E)/époxyde

(AAAA)
Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]

N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 =4

n=1 782.1237 13424 2387.5 3895.8 | 124.4789 | 426.4664 | 933.2413 | 1643.3

n=2 2679.6 3128.5 4005.9 5369.5 | 213.6456 | 497.9154 | 998.4054 | 1705.9

n=3 5863.70 6273.2 7039.1 8236.8 | 379.9787 | 637.5634 1120.3 1818.8

n=4 10325 10718.06 | 11428 12514 620.0393 | 854.5823 13109 1991.7

Plague en Carbone (HM)/Epoxvde (AAAA)

Pour la plaque carbone (HM)/Epoxyde, les pulsations et les fréquences naturelles
correspondant aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et présenté dans le Tableau
IV.5S.

Tableau IV.5 Pulsations et fréquences propres de la plaque monocouche carbone
(HM)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 =4 m=1 m=2 m=3 =4
n=1 1109,9 2507,3 5135,5 8887,3 | 176,6426 | 399,0562 | 817,3379 | 1414,5
n=2 3550,9 4439,5 6573,1 10029 565,1392 | 706,5704 1046,1 1596,2
n=3 7751,8 8402,4 9988,9 12850 1233,7 1337,3 1589,8 2045,1
n=4 13655 14203 15456 17758 2173,2 2260,6 2459,8 2826,3

Plaque en Kevlar (49)/Epoxvde (AAAA)

Dans le cas de la plaque kevlar (49)/époxyde, les pulsations et les fréquences naturelles
correspondant aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et présenté dans le Tableau

IV.6.
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Tableau IV.6 Pulsations et fréquences propres de la plaque kevlar/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]

N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4
n=1 809,803 1777,9 3531,6 6024,4 | 128,8842 | 282,9564 | 562,0671 | 958,8151
n=2 2500,1 3239,2 4764,3 7111,5 397,904 515,5366 | 758,2624 1131,8
n=3 5380,6 6007,3 7288,2 9367,4 | 856,3431 | 956,0872 1160 1490,9
n=4 9424,4 10000 11126 12957 1499,9 1591,6 1770,8 2062,1

Les figures. IV.3, IV.4 et IV.5 présentent la variation des fréquences propres en fonction des

des modes vibratoires de la plaque pour les 6 conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-
AEAE-EEAE et AAAE), cas du facteur de forme (R=2.5).

2500

2000

1500

1000

Fréquences (Hz)

500 —

Plaque Verre/Epoxyde

—m—EEEE i
—m—AAAA a

AAEE
—m—AEAE

EEAE
—m—AAAE

/'/

T
9 10 1

Modes

T T T
1 12 13 14 15 16 17 18

Fig. IV.3 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires (Verre /Epoxyde)
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Fig. IV.5 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires (Kevlar /Epoxyde)

L’analyse des trois courbes précédentes révele que quelque soit le matériau de la plaque
monocouche unidirectionnelle, la plaque EEEE présente le niveau de fréquence le plus élevée
et la plaque AAAA le niveau de fréquence le plus bas. Les autres plaques (AAEE, AEAE,
EEAE, et AAAE) se situent entre les deux. Ainsi les fréquences propres de la plaque
augmentent avec 1’augmentation de la rigidité de la plaque.

1V.3.1.2 Influence du type de matériau

Dans le but d’analyser I’influence du type du matériau sur le comportement vibratoire des
plaques composites monocouches unidirectionnelles, nous avons comparé trois types
différents de matériaux composites (verre (E)/époxyde, carbone (HM)/époxyde et kevlar
(49)/époxyde). Deux variantes de conditions aux limites ont été examinées (AAAA et

EEEE).
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Fig. IV.7 Influence du type de matériau sur le comportement vibratoire
des plaques (EEEE)

Les figures ci-dessus (Fig. [IV.6 et Fig. IV.7) montrent I’influence du type de matériau sur
le comportement vibratoire des plaques monocouches unidirectionnelles avec deux variantes
de conditions aux limites (AAAA et EEEE). Dans les deux cas, les plaques en carbone
présentent le niveau des fréquences le plus ¢élevé. Ce résultat montre que la rigidité du

matériau a une influence sur I’augmentation des fréquences propres.
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1V.3.1.3 Influence du facteur de forme sur le comportement vibratoire des plaques

Le facteur de forme ou encore rapport longueur sur largeur (a/b) est parmi les facteurs
essentiels qui influencent le comportement vibratoire des plaques composites. Le rapport (a/b)
est varié de 0.5 a 2.5. La largeur de la plaque est fixée a 100 mm et la longueur de la plaque
est variée. Pour chaque cas les six premicres fréquences naturelles sont obtenues. Les
fréquences propres de la plaque (AAAA) en verre/époxyde pour différents rapport
(R=a/b) sont présentées sur le Tableau IV.7. Les figures (Fig. IV.8 et Fig. IV.9) montrent
I’influence du facteur de forme sur le comportement vibratoire des plaques monocouches
unidirectionnelles avec deux variantes de conditions aux limites (AAAA et EEEE) et trois
types de matériaux, pour le premier mode propre. Sur la figure IV.10, on montre la variation
des fréquences propre de la plaque en verre/époxyde en fonction du facteur de forme pour
diverses conditions aux limites.

Tableau IV.7 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en
verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : AAAA

Fréquence f,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 =2 R=2.5
(1,1) 931.4874 287.361 175.292 139.59 124.4789
(1,2) 11494 558.3674 467.3093 438.85 426.4664
(1,3) 1577.6 1051.4 971.029 94491 933.2413
(1,4) 22335 1755.4 1679.9 1654.7 1643.3
(2,1) 3540 931.4874 451.9653 287.35 213.6456
(2,2) 3725.9 11494 701.168 558.36 497.9154
(2,3) 4067.7 1577.6 1175.7 1051.4 998.4054
(2,4) 4597.8 22335 1869.2 1755.5 1705.9
(3,1) 7891.7 2017.5 931.4874 553.27 379.9787
(3,2) 8070 2213.1 11494 792.95 637.5634
(3,3) 8383.4 2586.2 1577.6 1256.3 1120.3
(3,4) 8852.4 3171.9 22335 1942.3 1818.8
(4,1) 13985 3540 1606.9 931.48 620.0393
(4,2) 14160 3725.9 1807.9 11494 854.5823
(4,3) 14462 4067.7 2196.3 1577.6 1310.9
(4,4) 14904 4597.8 2804.7 22334 1991.7
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Fig. IV.10 Influence du rapport (a/b) sur le comportement vibratoire de la plaque en
verre/époxyde pour diverse des conditions aux limites
En se référant aux courbes précédentes, on constate que le comportement vibratoire des
plaques monocouches unidirectionnelle est influencé par le facteur de forme :

e Le comportement des plaques est similaire (méme forme de courbe) pour les six
conditions aux limites

e [’écart de fréquences propres pour les six conditions aux limites devient de plus en
plus au fur et a mesure que le rapport (a/b) devient plus grand.

e Le niveau des fréquences est d’autant plus élevé que le rapport (a/b) devient petit.

e Les plaques avec les conditions aux limites (EEEE) et (EEAE) présentent le niveau de
fréquences le plus élevé a cause de la rigidit¢ qui augmente avec la réduction des
degrés de liberté

1V.3.1.4 Effet de ’angle d’orientation des fibres

Les fibres ont pour réle principal de renforcer et de consolider la matrice afin d’obtenir des
matériaux composites plus consistant et plus rigides. Pour obtenir les propriétés optimales
souhaitées des matériaux composites, on peut jouer sur l‘orientation des fibres. Dans cette
partie du travail on examine 1’effet de 1’orientation des fibres sur la comportement vibratoire
des plaques monocouches composites pour diverses conditions aux limites et pour différents
matériaux. Les fréquences naturelles sont calculées et portées sur le Tableau IV.8, pour

différentes orientations des fibres de (0°) a (90°).
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Tableau IV.8 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (AAAA) en
Verre/époxyde avec différentes angles d’orientation des fibres (0)

Fréquence f,,[Hz]

N° 6 =0° 0 = 15° 6 = 30° 0 = 45° 0 = 60° 0 =75° 0 =90°
(1,1) 124,4789 133,3413 155,309 181,6954 205,3685 221,4783 227,1677
(1,2) | 426,4664 443,4122 505,0958 614,9752 742,3763 842,201 879,7003
(1,3) 933,2413 961,2238 1084,9 13339 1636,3 1876,9 1967,7
(1,4) 1643,3 1686,3 1896,2 2339,8 2887,7 3325,5 3490,9
(2,1) 213,6456 228,2102 256,9567 276,5193 277,4287 266,5116 259,8507
(2,2) | 497,9154 533,3652 621,236 726,7817 821,474 885,9133 908,6708
(2,3) 998,4054 1049,3 1206,7 1451,5 1717,4 1920,3 1995,9
(2,4) 1705,9 1773,6 2020,4 2459,9 2969,5 3368,8 3518,8
(3,1) 379,9787 391,2809 410,5981 412,333 385,613 344,4478 323,4074
(3,2) 637,5634 689,0376 797,9197 894,0802 945,9005 960,0686 960,5071
(3,3) 1120,3 1200,1 1397,8 1635,3 1848,3 1993,3 2044,5
(3,4) 1818,8 1921,8 2219,3 2651,9 3103,3 3441,3 3566,2
4,1) 620,0393 621,7908 617,1665 587,698 527,2457 456,4915 422,6426
(4,2) 854,5823 912,841 1027,8 1106,1 1109,7 1066 1039,4
(4,3) 1310,9 1416,7 1649 1874,2 2024,5 2096,7 2116
(4,4) 1991,7 2133,5 2484,9 2907,1 3285,9 3543,7 3634,7
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Fig. IV.11 Variation des fréquences propres en fonction de I’angle d’orientation des fibres
de la plaque monocouche pour diverses conditions aux limites
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Fig. IV.12 Variation des fréquences propres en fonction de I’angle d’orientation des fibres

de la plaque monocouche (AAAA) pour différents type de matériaux
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Fig. IV.13 Variation des fréquences propres en fonction de I’angle d’orientation des fibres

de la plaque monocouche (EEEE) pour différents type de matériaux

D’apres les courbes précédentes (Fig. IV.11, Fig. IV.12 et Fig. IV.13), on remarque que le

comportement vibratoire des plaques monocouches unidirectionnelles est fortement influencé

par le ’angle d’orientation des fibres :

Le comportement des plaques est similaire (méme forme de courbe) pour les six
conditions aux limites

Les fréquences ont tendance a augmenter avec 1’augmentation de 1’angle d’orientation
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des fibres
e Les plaques avec les conditions aux limites (EEEE) et (EEAE) présentent le niveau de
fréquences le plus élevé a cause de la rigidit¢ qui augmente avec la réduction des
degrés de liberté
e [’écart de fréquences propres pour les six conditions aux limites devient de plus en
plus au fur et a mesure que 1’angle d’orientation des fibres devient plus grand.
e La plaque en carbone présente le niveau de fréquences le plus élevé puis celle en
kevlar et enfin la plaque en verre
IV.3.2 Plaque monocouche orthotrope
Dans cette section, nous avons mené une analyse du comportement vibratoire d’une plaque
monocouche orthotrope de dimensions (250 X 100 mm?) et d’épaisseur h=Immm dont les
caractéristiques mécaniques sont présentées dans (Tableau IV.9).

Tableau IV.9 Caractéristiques mécaniques de la plaque monocouche orthotrope

Verre (E)/Epoxy Carbonne Kevlar (49)/Epoxy
(HM)/Epoxy
Pe (kg/m3) 2040 1650 1370
E,(Mpa) 45178.86 139369.49 73385.35
E,(Mpa) 13852.18 16139.80 15003.60
E;(Mpa) 13854.28 16143.57 15006.51
V12 0.2656 0.3346 0.3691
V13 0.2656 0.3346 0.3691
Va3 0.2209 0.2068 0.2227
G12(Mpa) 4803.66 5388.84 5068.88
Gy3(Mpa) 4804.05 5389.39 5069.34
G,3(Mpa) 3435.43 3645.06 3536.83
Vi =0.6

1V.3.2.1 Influence des conditions aux limites

Comme pour le cas de la plaque monocouche unidirectionnelle, on se propose d’examiner
I’effet des diverses conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE) sur le
comportement vibratoire de la plaque monocouche orthotrope.

Plaque en Verre (E) /Epoxvde

Pour le cas de la plaque verre (E)/Epoxyde (AAAA), les pulsations et les fréquences
naturelles correspondants aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et présentés dans le
Tableau IV.10. La figure IV.14, montre la variation des fréquences propres de la plaque
monocouche orthotrope, en fibre de verre (R=2.5), en fonction des modes propres pour

diverses conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).

)
AN
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Tableau IV.10 Pulsations et fréquences propres de la plaque monocouche orthotrope en

verre/époxyde (AAAA)
Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4
n=1 | 883,5459 1413,1 2430,1 3915,2 | 140,6207 | 224,9039 | 386,7659 | 623,1235
=2 | 3121,3 3534,2 4353,4 5652,5 | 496,7639 | 562,4828 | 692,8694 | 899,6154
n=3 | 68713 7246,8 7951,9 9065,8 1093,6 1153,4 1265,6 1442,9
=4 12124 12485 13136 14137 1929,7 1987,1 2090,6 2249,9
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Fig. IV.14 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque
orthotrope (Verre /Epoxyde)

Plaque en Carbone (HM) /Epoxvde

Pour la plaque carbone(HM)/Epoxyde (AAAA), les pulsations et les fréquences naturelles
correspondants aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et présentés dans le Tableau
IV.11. La figure IV.15, illustre la variation des fréquences propres de la plaque monocouche
en fibre de carbone (R=2.5), en fonction des modes propres pour diverses

conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).

orthotrope,
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Tableau IV.11 Pulsations et fréquences naturelles de la plaque orthotrope

carbone(HM)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4
n=1| 1112,8 2161,8 4184,7 7100,9 | 177,1049 | 344,0548 | 666,0124 | 1130,2
n=2 | 3751,7 4451,1 6040,5 8647 597,1074 | 708,4194 | 961,3769 1376,2
n=3 | 82254 8788,1 10015 12146 1309,1 1398,7 1593,9 1933,2
n=4 14500 15007 16038 17805 2307,8 2388,4 2552,6 2833,7
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orthotrope (Carbone /Epoxyde)

Plaque en Kevlar (49) /Epoxvde

Fig. IV.15 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque

Pour le dernier cas traité est celui de la plaque Kevlar (49)/Epoxyde (AAAA), les pulsations

et les fréquences naturelles correspondants aux 16 premiers modes vibratoire sont calculées et

présentés dans le Tableau IV.12. La figure IV.16, présente la variation des fréquences

propres de la plaque monocouche orthotrope, en kevlar

(R=2.5), en fonction des modes

propres pour diverses conditions aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).
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Tableau IV.12 Pulsations et fréquences naturelles de la plaque orthotrope en
kevlar(49)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4
n=1 1152,9 1986,8 3590,4 5918,7 183,4884 | 316,2087 | 571,4344 | 941,9872
n=2 3993,3 4611,6 5891,8 7947,2 635,5519 | 733,9536 | 937,7136 1264,8
n=3 | 87685 9311,8 10376 12108 1395,5 1482 1651,4 1927,1
n=4 15460 15973 16929 18446 2460,5 2542,2 2694,4 2935,8
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Fig. IV.18 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque
orthotrope (Kevlar /Epoxyde)

L’analyse des courbes ci-dessus (Fig. IV.14, Fig. IV.15 et Fig. IV.16) révele que quelque soit
le matériau de la plaque monocouche orthotrope, la plaque EEEE présente le niveau de
fréquence le plus ¢€levée et la plaque AAAA le niveau de fréquence le plus bas. Les autres
plaques (AAEE, AEAE, EEAE, et AAAE) se situent entre ces deux configurations. Cela peut
étre expliqué par le fait que la réduction des degrés de liberté engendre une augmentation de
la rigidité de la plaque et par la suite une augmentation des fréquences. Ainsi les fréquences
propres de la plaque augmentent avec 1’augmentation de la rigidité de la plaque.

Comparaison entre le comportement vibratoire de la plaque unidirectionnelle et celui de
la plaque orthotrope

Pour mieux analyser le comportement vibratoire des plaques composites, une comparaison

entre les deux configurations de plaques unidirectionnelle monocouche et orthotrope

monocouche en Verre (E)/Epoxyde a été effectuée. La figure IV.19 montre que le niveau de
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fréquence de la plaque orthotrope est supérieur a celui de la plaque unidirectionnelle pour les
modes vibratoires ¢élevés. Ceci peut étre expliqué par le fait que la plaque orthotrope est plus

équilibré au point de vue rigidité (deux directions d’anisotropie).
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Fig. IV.19 Comparaison entre deux plaques unidirectionnelle et orthotrope Verre /Epoxyde

1V.3.3 Plaque stratifiée multicouches

Dans ce cas d’étude, nous avons conduit une investigation du comportement vibratoire d une
plaque stratifiée multicouches de dimensions (250 x 100 mm?) et d’épaisseur h=1 mm.
Trois types de matériaux sont considérés dans cette étude. Les caractéristiques mécaniques
des plaques sont présentées dans (Tableau IV.13). Plusieurs configurations de stratification
sont traités (Tableau IV.14).

Tableau IV.13 Caractéristiques mécaniques de la plaque stratifiée multicouches [5].

Composite pc(kg/m?| E;(Gpa) | E;(Gpa)| Gip(Gpa) | Gp3(Gpa) | vy,
Verre (E)/Epoxy 2040 46 10 4.6 3.96 0.31
Carbonne (HM)/Epoxy 1650 230 14.4 4.9 4.32 0.32
Kevlar (49)/Epoxy 1370 84 5.6 2.1 4.13 0.34

Tableau IV.14 Types de stratification

Type de stratifié Désignation en anglais Cas d’¢étude
Stratifié équilibré Balanced laminate 0/+45/—45/0/+45/—45
Stratifié¢ symétrique Symetric laminate 0/+45/—45/0/—45/+45/0
Stratifié croisé Cross laminate 0/90/0/90/0
Stratifi¢ orthogonal Orthogonal laminate 0/90/0/90/0/90
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Stratifié équilibré

Pour ce premier cas, nous avons considéré une plaque en verre/époxyde constituée d’un
stratifi¢ équilibré composé de 6 plis (Fig. IV.20). Les pulsations et les fréquences naturelles
correspondantes aux 16 premiers modes vibratoires, de la plaque (AAAA) sont calculées et
présentés dans le Tableau IV.15. La figure IV.16, présente la variation des fréquences
propres de cette plaque, en fonction des modes propres pour diverses conditions aux limites

(EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).

Longueur de la plaque (a)

< »
< »

Fig. IV.20 Stratifi¢ équilibré (Np=6)

Tableau IV.15 Pulsations et fréquences propres de la plaque stratifié¢ équilibré en
verre(E)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]

N° m=1 m=2 m=3 m= m=1 m=2 m=3 m=

n=1 6140 9615,2 15105 22615 977,2048 1530,3 2404 3599,3

n=2 20837 24560 30485 38461 3316,3 3908,8 4851,8 6121,2

=3 45284 49093 55260 63623 7207,2 7813,4 8794,8 10126

n= 79503 83347 89636 98239 12653 13265 14266 15635

-]
)
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Fig. IV.21 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque
stratifié¢ équilibré (Verre /Epoxyde)

D’apres la figure. IV.21, on peut constater que la plaque stratifié¢ équilibré (EEEE) présente le
niveau de fréquence le plus élevée et que la plaque (AAAA) le niveau de fréquence le plus
bas. Les plaques (AAEE, EEAE, AAAE et AEAE) manifestent un niveau de fréquences
proche de celui de la plaque (AAAA) pour les premiers modes propres. Au-dela du 9 ieme
mode on remarque un écart de fréquences entre les plaques (AAAA, AAAE et AEAE) et les
deux plaques (AAEE et AEAE). Cela peut étre aussi expliqué par le fait que la réduction des
degrés de liberté engendre une augmentation de la rigidité de la plaque et par la suite une
augmentation des fréquences. Ainsi les fréquences propres de la plaque augmentent avec

I’augmentation de la rigidité de la plaque.

Stratifié symétrique

Pour ce second cas, nous avons considéré une plaque en verre/époxyde constituée d’un
stratifi¢ symétrique constituée de 7 plis (Fig. 1V.22). Les pulsations et les fréquences
naturelles correspondantes aux 16 premiers modes vibratoires, de la plaque (AAAA) sont
calculées et présentés dans le Tableau IV.16. La figure IV.23, présente la variation des
fréquences propres de cette plaque, en fonction des modes propres pour diverses conditions

aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).

Sy
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Longueur de la plaque (a)

»

d
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|

Fig. IV.22 Stratifié symétrique (Np=7).

Tableau IV.16 Pulsations et fréquences propres de la plaque stratifi¢ symétrique en

verre(E)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4
n=1 6497,9 10481 17240 26765 1034,2 1668,1 2743,9 4259,8
n=2 22115 25991 32573 41923 3519,7 4136,7 5184,2 6672,2
n=3 48164 52004 58481 67666 7665,6 8276,6 9307,5 10769
n= 84636 88460 94884 103970 13470 14079 15101 16547
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Fig. IV.23 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque
stratifié¢ symétrique (Verre /Epoxyde)

Comme pour le cas précédant, en se référant a la courbe de la figure. IV.23, on peut constater
que la plaque stratifi¢ symétrique (EEEE) présente le niveau de fréquence le plus élevée et
que la plaque (AAAA) le niveau de fréquence le plus bas. Les plaques (AAEE, EEAE, AAAE
et AEAE) présentent un niveau de fréquences proche de celui de la plaque (AAAA) pour les
premiers modes propres. Au-dela du 9 iéme mode on remarque un écart de fréquences entre
les plaques (AAAA, AAAE et AEAE) et les deux plaques (AAEE et AEAE).Cela peut étre
aussi expliqué par le fait que la réduction des degrés de liberté¢ engendre une augmentation de
la rigidité de la plaque et par la suite une augmentation des fréquences. Ainsi les fréquences
propres de la plaque augmentent avec 1’augmentation de la rigidité de la plaque.

Stratifié croisé

Pour ce troisiéme cas, nous avons considéré une plaque en verre/époxyde constituée d’un
stratifi¢ croisé composé¢ de 5 plis (Fig. IV.24). Les pulsations et les fréquences naturelles
correspondantes aux 16 premiers modes vibratoires, de la plaque (AAAA) sont calculées et
présentés dans le Tableau IV.17. La figure IV.25, présente la variation des fréquences
propres de cette plaque, en fonction des modes propres pour diverses conditions aux limites

(EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).
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0=90°
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Fig. 1V.24 Stratifié croisé (Np=5).
Tableau IV.17 Pulsations et fréquences propres de la plaque stratifié¢ croisé en

verre(E)/époxyde (AAAA)
Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=
n=1| 47651 7038,6 11590 18363 758,3864 1120,2 1844,7 2922,5
=2 17350 19060 22520 28154 2761,4 3033,5 3584,1 4480,9
n=3 38414 39962 42886 47566 6113,7 6360,1 6825,5 7570,3
n= 67915 69401 72087 76241 10809 11045 11473 12134
16000 ] Stratifié croisé (Verre/Epoxyde) -
14000 —"
] =
. —E= 'l
12000 - I /E/E/Ei / ,-/'/
§ 10000 —=— AAEE y /
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§ 8000 + +E§QE ././-/
2 o] =
g 6000 - . j.
% 4000 7
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—
7 18

Fig. IV.25 Variation de la fréquence en fonction des modes vibratoires de la plaque

stratifié croisé (Verre /Epoxyde)

D’apres la figure IV.25, on peut constater que la plaque stratifié croisé présente le méme

comportement vibratoire que celui des deux cas précédant.
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Chapitre IV : Etude analytique du comportement vibratoire des plaques composites minces

Stratifié orthogonal

Pour ce dernier cas d’étude, nous avons considéré une plaque en verre/€poxyde constituée

d’un stratifié orthogonal composé de 5 plis (Fig. IV.26). Les pulsations et les fréquences

naturelles correspondantes aux 16 premiers modes vibratoires, de la plaque (AAAA) sont

calculées et présentés dans le Tableau IV.18. La figure IV.27, présente la variation des

fréquences propres de cette plaque, en fonction des modes propres pour diverses conditions

aux limites (EEEE-AAAA-AAEE-AEAE-EEAE-AAAE).

i= 0 =90°

i= 0 =90°

Longueur de la plaque (a)

A
v

Fig. IV.26 Stratifié orthogonal (Np=06).

Tableau IV.18 Pulsations et fréquences naturelles d’une plaque multicouche
(Stratifié orthogonal) en Verre(E)/époxyde (AAAA)

Pulsation w,,[rad/s] Fréquence f,,[Hz]
N° m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=
n=1 6905,2 8967,7 13301 20003 1099 1427,2 2117 3183,6
n=2 26061 27621 30732 35871 4147,7 4396 4891,2 5709
n=3 58054 59490 62147 66355 9239,5 9468,1 9891 10561
n=4 | 102850 104240 106720 110480 16370 16591 16984 17584

)
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Fig. IV.27 Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale (Verre
(E)/Epoxyde).
Dans ce cas aussi et d’aprés la figure IV.27, on peut constater une similitude du
comportement vibratoire de la plaque stratifi¢ orthogonal avec les autres types examinés dans
les trois cas précédents.

Comparaison du comportement vibratoire des stratifiés

18000 -
]
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] I g
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Fig. IV.28 Comparaison du comportement vibratoire des stratifiés Verre /Epoxyde
(équilibré, symétrique, croisé et orthogonal) : plaques AAAA

Pour analyser le comportement vibratoire des différentes plaques stratifiées, une comparaison

entre quatre configurations de plaques Verre (E)/Epoxyde (équilibré, symétrique, croisé et

Ia
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orthogonal) a été effectuée. La figure IV.28, montre que le niveau de fréquence du stratifié
orthogonal est supérieur a celui des autres stratifié et que le stratifié croisé est caractérisé par

le plus bas niveau de fréquence.

)
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calcul ABAQUS

Chapitre V

Etude et simulation du comportement vibratoire des plaques

composites minces par le code de calcul ABAQUS
V.1 Introduction

La résolution analytique des problémes mécaniques ne peut se faire que dans un nombre
de cas limité, cependant les méthodes numériques basées sur la discrétisation de ses problémes,
présentent une alternative trés efficace, souvent utilisées dans le domaine de la mécanique pour
résoudre des problémes complexes. La méthode des ¢léments finis est de toutes ses méthodes de
discrétisation la plus utilisée car elle peut traiter des problemes de géométrie complexe, elle
couvre de nombreux domaines de la physique [23]. Les moyens informatiques actuels (puissance
des calculateurs, outils de visualisation et de simulation) la rende facile a la mise en ouvre. La
méthode des éléments finis est la méthode la plus utilisée actuellement, son champ d’application
ne cesse de s’¢largir. Le succes de la méthode est que sa formulation utilise des procédés
standards qui se répetent au cours de la résolution de problémes de natures différentes [24,25].

La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode numérique utilisée pour
résoudre certains problémes de la physique. C'est une méthode qui permet de déterminer une
solution approchée sur un domaine spatial, c'est-a-dire qui permet de calculer un champ (de
scalaires, de vecteurs, de tenseurs) qui correspond a certaines équations et a certaines conditions
imposées. La méthode consiste a découper le domaine spatial en petits éléments, également
appelés mailles, et a rechercher une formulation simplifiée du probléme sur chaque élément,
c'est-a-dire a transformer le systéme d'équations quelconque en un systéme d'équations linéaires.
Chaque systéme d'équations linéaires peut se représenter par une matrice. Les systémes
d'équations pour tous les éléments sont ensuite rassemblés, ce qui forme une grande matrice ; la
résolution de ce systéme global donne la solution approchée au probléme [26].

De nombreux logiciels basés sur cette méthode, généraux ou dédiés sont disponibles sur
le marché. Nous utilisons dans cette ¢tude le logiciel de calcul (ABAQUS) pour étudier et
déterminer le comportement vibratoire des plaques composites.

V.1.1 Code de calcul ABAQUS

Fondé en 1978, ABAQUS, est I'un des premiers fournisseurs mondiaux de logiciels et services
pour I’analyse par ¢léments finis. La gamme de logiciels d’ABAQUS est particulierement
réputée pour sa technologie, sa qualité et sa fiabilité. Elle s’est imposée comme partie intégrante
des processus de conception de sociétés de renommées mondiale dans tous les secteurs

industriels. ABAQUS offre les meilleures solutions pour des problémes linéaires, non linéaires,
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explicites et dynamiques. Le logiciel fournit un environnement inégalé pour analyse par éléments

fini, proposant un grand nombre d’alternatives aux opérations impliquant des fournisseurs et des

produits multiples [26].
V.2 Définition d’ABAQUS
ABAQUS est un logiciel de calcul en ¢léments finis développé par la firme Dassault
Systémes. Il est composé de trois produits qui sont : ABAQUS/Standard, ABAQUS/Explicit
et ABAQUS/CAE. La gamme de logiciels d’ABAQUS est particuliérement réputée pour sa
technologie, sa qualit¢ et sa fiabilité. Elle s’est imposée comme partie intégrante des
processus de conception de sociétés de renommées mondiale dans tous les secteurs
industriels. ABAQUS offre les meilleures solutions pour des problémes linéaires, non
linéaires, explicites et dynamiques. Le logiciel fournit un environnement inégalé pour analyse
par ¢léments fini, proposant un grand nombre d’alternatives aux opérations impliquant des
fournisseurs et des produits multiples [26].
V.3 Description du probléme
On se propose d’étudier numériquement par la méthode des éléments finis en utilisant le code
de calcul ABAQUS, le comportement vibratoire des plaques composites qui ont fait 1’objet
de I’étude analytique dans le chapitre IV.
V.4 Modélisation sous ABAQUS
V.4 .1 Systéme d’unités

ABAQUS ne posseéde aucun systeme d'unités intégré. Toutes les données doivent étre
spécifiées et choisis dans un systéme d'unités conforme [26]. Nous adoptons dans cette étude
le systeme d'unités SI (mm) (Tableau V.1).

Tableau V.1 Systémes d’unités compatibles avec ABAQUS

Longueur Systéme International (m) | Systéme International (mm)
Force Newton Newton
Contrainte Pascal MPa
Densité Kg/m’ Tonnes/mm’
Masse Kg Tonnes
Température Kelvin Kelvin

V.4.2 Hypothése de la modélisation
La plaque est modélisée en 2D/Shell/Planar, pour s’approcher au mieux du probléme réel

(plaque mince de faible épaisseur).
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V.4.3 Dimensions et caractéristiques mécaniques
Les caractéristiques géométriques et mécaniques des plaques composites utilisées dans les
simulations sont résumées dans les Tableau [V.2 et Tableau IV.3. La plaque modélisée est

représentée sur la figure V.1.

Wiawport: 1 hodal: kcdal-1 Part: Part-1 wloda @ Modal-1

Layer: “Compozielayas-1"
Talal nickeess: 1 DODOTD.

k Fhatal ples Lo £, ul L

L.

Fig.V.1 Mode¢le plaque monocouche unidirectionnelle
V.4.4 Conditions aux limites
Dans ce travail, six configurations de conditions aux limites (AAAA, EEEE, AAEE, AEAE,
EEAE, AAAE) ont été examinées. Pour les extrémités de la plaque en appui simple, tous les
nceuds  sont bloqués en translation (U;=U,=U;=0) (Figure IV.2) . Pour les extrémités
encastrées les nceuds sont bloqués en translation et en rotation (U;=U,=Us=

URl =UR2=UR3=O) .

Fig.V.2 Conditions aux limites imposées a la plaque simplement appuyée
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V.4.5 Maillage

La plaque est modélisée en utilisant des ¢éléments shell linéaires du type SR4 (Figure.V.3).
Le manuel d'utilisation d’ABAQUS recommande pour la modélisation des plaques minces,
I’utilisation de 1’élément S4R (élément coque a 4 nceuds avec intégration réduite), car son
efficacit¢ dans la modélisation des plaques minces est prouvée [27]. Pour optimiser le choix
du nombre d’élément, une étude de la convergence du maillage a ét¢é menée pour le cas de la
plaque monocouche unidirectionnelle en verre/époxyde. En prenant comme référence les
résultats de I’étude analytique Tableau IV.4. Pour le premier mode : o, = 782.1237 rad/s
et f;; =124.4789Hz). En variant la taille du maillage (Approximate global size),
respectivement : AGS =10, 5, 4 et 3. Nous avons trouvé les résultats présentés dans le
Tableau V.2:

Tableau V.2 Fréquences et pulsations propres de la plaque pour différentes densités de
maillage plaque monocouche unidirectionnelle en verre/époxyde

AGS | Nombre Fréquence naturelle f;;[Hz] Pulsation naturelle w4, [Rad/s]
10 250 125.52 788.6654
5 1000 124.63 783.0734
4 1575 124.58 782.7592
3 2739 124.41 781.6911

¥

L.

Fig.V.3 Maillage la plaque par des ¢éléments shell de type SR4
(Discrétisation avec 1575 éléments)

V.5 Calcul numérique des fréquences et modes propres des plaques composites avec
diverses conditions aux limites

Dans cette section nous allons conduire une analyse numérique du comportement vibratoire
des plaques minces rectangulaires composites avec différentes configurations et diverses

conditions aux limites.
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V.5.1 Plaque monocouche unidirectionnelle (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélis¢ sous ABAQUS la plaque
monocouche unidirectionnelle, dans le but de déterminer et calculer numériquement les
fréquences et pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans ce premier cas,
le modele ¢tudié est une plaque composite monocouche unidirectionnelle avec un angle
d’orientation des fibres (6 = 0) (Figure .V.1). Les résultats obtenus a partir de la simulation
numérique (ABAQUYS) et ceux de I’étude analytique (Chapitre IV) ainsi que I’erreur relative
déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.3. Les
déformées modales de la plaque qui correspondent aux 4 premiers modes vibratoires (m,n),
sont représentées sur la figure V.4

_ |faBaqus—fanaLy| (V.1)
L=

[fanaLyl

Tableau. V.3 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
monocouche unidirectionnelle Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) wo(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 781.2948 124.41 782.1237 124.4789 0.0535
2 (2,1) 1339.7752 213.34 1340 213.6456 0.1430
3 (3,1) 2384.0764 379.63 2390 379.9787 0.0917
4 (1,2) 2686.5212 427.79 2680 426.4664 0.3103
5 (2,2) 3130.894 498.55 3130 497.9154 0.1274
6 (4,1) 3893.286 619.95 3900 620.0393 0.01441
7 (3,2) 4002.3696 637.32 4010 637.5634 0.0381
8 (4,2) 5360.7336 853.62 5370 854.5823 0.1126
9 (1,3) 5853.9648 932.16 5860 933.2413 0.1158
10 (2,3) 6311.4 1005 6270 998.4054 0.6605
11 (3,3) 7065.628 1125.1 7040 1120 0.4553
12 (4,3) 8248.78 1313.5 8240 1310 0.2671
13 (1,4) 10475.668 1668.1 10300 1640 1.7134
14 (2,4) 10859.376 1729.2 10700 1710 1.1228
15 (3,4) 11551.432 1839.4 11400 1820 1.0659
16 (4,4) 12614.008 2008.6 12500 1990 0.9346
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Mode 1 m=1, n=1

Mode 2 m=2, n=1

Mode 3 m=3, n=1

Mode 4 m=1, n=2

Fig. V.4 Déformées modales de la plaque monocouche unidirectionnelle en
Verre(E)/Epoxyde (AAAA) : (quatre premiers modes)
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V.5.2 Plaque monocouche unidirectionnelle (carbone/époxyde)

Le deuxiéme cas d’é¢tude est celui de la plaque monocouche unidirectionnelle
(carbone/époxyde). Les résultats fournis par (ABAQUS) et ceux de 1’étude analytique, ainsi
que Perreur relative déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le

Tableau V 4.

Tableau. V.4 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
monocouche unidirectionnelle Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUYS)
Ne° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 1108,8596 176,57 1109,9 176,6426 0,0410
2 (2,1) 2501,7008 398,36 2507,3 399,0562 0,1740
3 (1,2) 3559,6296 566,82 3550,9 565,1392 0,2974
4 (2,2) 4439,2692 706,89 4439,5 706,5704 0,0452
5 (3,1) 5117,886 814,95 5135,5 817,3379 0,2921
6 (3,2) 6552,552 1043,4 6573,1 1046,1 0,2581
7 (1,3) 7808,552 1243,4 7751,8 1233,7 0,7862
8 (2,3) 8447,228 1345,1 8402,4 1337,3 0,5832
9 (4,1) 8841,612 1407,9 8887,3 1414,5 0,4665
10 (3,3) 9972,012 1587,9 9988,9 1589,8 0,1195
11 (4,2) 10003,412 1592,9 10029 1596,2 0,2067
12 (4,3) 12808,688 2039,6 12850 2045,1 0,2689
13 (1,4) 13633,252 2170,9 13655 2173,2 0,1058
14 (2,4) 14378,688 2289,6 14203 2260,6 1,2828
15 (3,4) 15591,984 2482,8 15456 2459,8 0,9350
16 (4,4) 17821,384 2837,8 17758 2826,3 0,4068

V.5.3 Plaque monocouche unidirectionnelle (kevlar/époxyde)
Le dernier cas traité est celui de la plaque monocouche unidirectionnelle (kevlar/époxyde).
Les résultats numériques (ABAQUS) et analytiques (Rayleigh), ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.4.
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Tableau. V.5 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque

monocouche unidirectionnelle Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUS)
N° Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
wo(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 800,6372 127,49 809,803 128,8842 1,0817
2 1753,6272 279,24 1777,9 282,9564 1,3134
3 2492,1552 396,84 2500,1 397,904 0,2674
4 3084,8616 491,22 3239,2 515,5366 4,7167
5 3446,3384 548,78 3531,6 562,0671 2,3639
6 4492,7748 715,41 4764,3 758,2624 5,6513
7 5359,6032 853,44 5380,6 856,3431 0,3390
8 5977,5552 951,84 6007,3 956,0872 0,4442
9 6043,7464 962,38 6024,4 958,8151 0,3718
10 7070,024 1125,8 7111,5 1131,8 0,5301
11 7070,024 1125,8 7288,2 1160 2,9482
12 9288,748 1479,1 9367,4 1490,9 0,7914
13 9357,828 1490,1 9424,4 1499,9 0,6533
14 9965,732 1586,9 10000 1591,6 0,2953
15 11479,84 1828 11126 1770,8 3,2301
16 12911,052 2055,9 12957 2062,1 0,3006

La figure V.5 présente

la variation des fréquences propres analytiques et fournies par

ABAQUS, en fonction des 16 premiers modes vibratoires pour les trois plaques

(verre/époxyde —carbone-époxyde-kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA), pour une

géométrie de la plaque correspondante au cas du facteur de forme (R=2.5). D’apres ces

courbes on remarque la bonne concordance entre les résultats numériques des simulations par

ABAQUS et analytiques obtenus par la méthode de Rayleigh. On peut aussi constater que la

plaque composite en carbone /époxyde présente le niveau de fréquences le plus élevé, suivie

des plaques kevlar/époxyde et verre/époxyde. Ceci peut étre expliqué par la rigidité ¢levée des

fibres de carbone qui conférent a la plaque une grande rigidité.

‘g
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Fig. V.5 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)

V.6.1 Plaque monocouche orthotrope (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélisé sous ABAQUS la plaque
monocouche orthotrope, dans le but de déterminer et calculer numériquement les fréquences
et pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans ce premier cas, le modele
¢tudié est une plaque composite monocouche orthotrope avec un angle d’orientation des
fibres (0 = 0). Les résultats obtenus a partir de la simulation numérique (ABAQUYS) et
ceux de I’étude analytique (Chapitre IV) ainsi que ’erreur relative déterminée et calculée
d’aprées la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.6. Les déformées modales de la
plaque qui correspondent aux 4 premiers modes vibratoires (m,n), sont représentées sur la

figure V.6.



Chapitre V : Etude et simulation du comportement vibratoire des plaques composites minces par le code de
calcul ABAQUS

Tableau. V.6 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
monocouche orthotrope Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) wo(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 882,8424 140,58 883,5459 140,6207 0,0289
2 (2,1) 1410,6136 224,62 1413,1 224,9039 0,1262
3 (3,1) 2426,9688 386,46 2430,1 386,7659 0,0790
4 (1,2) 3128,9472 498,24 3121,3 496,7639 0,2971
5 (2,2) 3537,524 563,3 3534,2 562,4828 0,1452
6 (4,1) 3913,5076 623,17 3915,2 623,1235 0,0074
7 (3,2) 4350,9096 692,82 4353,4 692,8694 0,0071
8 (4,2) 5644,9664 898,88 5652,5 899,6154 0,0817
9 (1,3) 6919,932 1101,9 6871,3 1093,6 0,7589
10 (2,3) 7288,568 1160,6 7246,8 11534 0,6242
11 (3,3) 7982,508 1271,1 7951,9 1265,6 0,4345
12 (4,3) 9082,764 1446,3 9065,8 1442,9 0,2356
13 (1,4) 12287,448 1956,6 12124 1929,7 1,3939
14 (2,4) 12469,568 1985,6 12485 1987,1 0,0754
15 (3,4) 13272,78 2113,5 13136 2090,6 1,0953
16 (4,4) 14249,948 2269,1 14137 2249,9 0,8533
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Mode 1 m=1, n=1

Mode 2 m=2, n=1

Mode 3 m=3, n=1

Mode 4 m=1, n=2

Fig. V.6 Déformées modales de la plaque monocouche orthotrope en Verre(E)/Epoxyde
(AAAA) : (quatre premier modes)



Chapitre V : Etude et simulation du comportement vibratoire des plaques composites minces par le code de
calcul ABAQUS

V.6.2 Plaque monocouche orthotrope (carbone/époxyde)
Le deuxieme cas d’étude est celui de la plaque monocouche orthotrope (carbone/époxyde).
Les résultats fournis par (ABAQUYS) et ceux de I’étude analytique, ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.7.

Tableau. V.7 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
monocouche orthotrope Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 1111,7484 177,03 1112,8 177,1049 0,0422
2 (2,1) 2157,9964 343,63 2161,8 344,0548 0,1237
3 (1,2) 3760,0244 598,73 3751,7 597,1074 0,2717
4 (3,1) 4177,142 665,15 4184,7 666,0124 0,1294
5 (2,2) 4452,7712 709,04 4451,1 708,4194 0,0876
6 (3,2) 6030,8724 960,33 6040,5 961,3769 0,1088
7 (4,1) 7087,608 1128,6 7100,9 1130,2 0,1415
8 (1,3) 8280,808 1318,6 8225,4 1309,1 0,7256
9 (4,2) 8622,44 1373 8647 1376,2 0,2325
10 (2,3) 8833,448 1406,6 8788,1 1398,7 0,5648
11 (3,3) 10040,464 1598,8 10015 1593,9 0,3074
12 (4,3) 12141,752 1933,4 12146 1933,2 0,0103
13 (1,4) 14688,92 2339 14500 2307,8 1,3519
14 (2,4) 15181,272 24174 15007 2388,4 1,2142
15 (3,4) 16184,816 2577,2 16038 2552,6 0,9637
16 (4,4) 17905,536 2851,2 17805 2833,7 0,6175

V.6.3 Plaque monocouche orthotrope (kevlar/époxyde)
Le dernier cas trait¢é est celui de la plaque monocouche orthotrope (kevlar/époxyde). Une

comparaison des résultats numériques et analytiques sont représentés sur le Tableau V.8.
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Tableau. V.8 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
monocouche orthotrope Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 1151,9404 183,43 1152,9 183,4884 0,0318
2 (2,1) 1983,538 315,85 1986,8 316,2087 0,1134
3 (3,1) 3585,6288 570,96 3590,4 571,4344 0,0830
4 (1,2) 4002,872 637,4 3993,3 635,5519 0,2907
5 (2,2) 4615,1092 734,89 4611,6 733,9536 0,1274
6 (3,2) 5886,6836 937,37 5891,8 937,7136 0,0366
7 (4,1) 5914,0016 941,72 5918,7 941,9872 0,0283
8 (4,2) 7933,524 1263,3 7947,2 1264,8 0,1185
9 (1,3) 8829,68 1406 8768,5 1395,5 0,7524
10 (2,3) 9363,48 1491 9311,8 1482 0,6072
11 (3,3) 10410,984 1657,8 10376 1651,4 0,3875
12 (4,3) 12121,656 1930,2 12108 1927,1 0,1608
13 (1,4) 15664,204 24943 15460 2460,5 1,3737
14 (2,4) 16164,092 2573,9 15973 2542,2 1,2469
15 (3,4) 17066,528 2717,6 16929 2694,4 0,8610
16 (4,4) 18577,496 2958,2 18446 2935,8 0,7629

La figure V.7 présente la variation des fréquences propres déterminées par la méthode de
Rayleigh et numériques fournies par ABAQUS, en fonction des 16 premiers modes
vibratoires pour les trois plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-kevlar-époxyde) pour la
configuration (AAAA), avec un facteur de forme (R=2.5). D’apres cette on remarque une
bonne concordance entre les résultats numériques et analytiques. Dans ce cas aussi on peut
remarquer que la plaque composite en carbone /époxyde présente le niveau de fréquences le
plus élevé, suivie des plaques kevlar/époxyde et verre/époxyde. Ceci peut étre expliqué par la

rigidité €élevée des fibres de carbone qui conférent a la plaque une grande rigidité.
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Fig. V.7 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)

V.7 Plaque stratifiée multicouche

V.7.1 Stratifié équilibré (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélis¢ sous ABAQUS la plaque
stratifiée équilibré, dans le but de déterminer et calculer numériquement les fréquences et
pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans le cadre de 1’étude
d’optimisation du maillage, la taille du maillage qui convient, est celle qui correspond a la
valeur AGS =18 (Approximate global size) (Figure .V.8). Les résultats obtenus a partir de la
simulation numérique (ABAQUS) et ceux de 1’étude analytique (Chapitre IV) ainsi que
I’erreur relative déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le
Tableau V.9. Les déformées modales de la plaque qui correspondent aux 4 premiers modes

vibratoires (m,n), sont représentées sur la figure V.9.
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¥

Les

Fig.V.8 Maillage la plaque par des ¢léments shell de type SR4
(Discrétisation avec 84 ¢léments)

Tableau. V.9 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque stratifié

équilibré Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUYS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 6077,7212 967,79 6140 977,2048 0,9634
2 (2,1) 9671,2 1540 9615,2 1530,3 0,6338
3 (3,1) 14609,792 2326,4 15105 2404 3,2279
4 (1,2) 22161,492 3528,9 20837 3316,3 6,4107
5 (4,1) 22289,604 3549,3 22615 3599,3 1,3891
6 (2,2) 25074,784 3992,8 24560 3908,8 2,1489
7 (3,2) 29911,012 4762,9 30485 4851,8 1,8323
8 (4,2) 36852,296 5868,2 38461 6121,2 4,1331
9 (1,3) 45868,492 7303,9 45284 7207,2 1,3417
10 (2,3) 46469,488 7399,6 49093 7813,4 5,2960
11 (3,3) 54566,92 8689 55260 8794,8 1,2029
12 (4,3) 63522,2 10115 63623 10126 0,1086
13 (1,4) 82067,04 13068 79503 12653 3,2798
14 (2,4) 83674,72 13324 83347 13265 0,4447
15 (3,4) 92743,04 14768 89636 14266 3,5188
16 (4,4) 94451,2 15040 98239 15635 3,8055
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Mode 1 m=1, n=1

—=

Mode 2 m=2, n=1

Mode 3 m=3, n=1

Mode 4 m=1, n=2
Fig. V.9 Déformées modales de la plaque multicouche (stratifi¢ équilibré) en
Verre(E)/Epoxyde (AAAA) : (quatre premier modes)
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calcul ABAQUS

V.7.2 Stratifié équilibré (carbone/époxyde)

Le deuxiéme cas d’étude est celui de la plaque stratifié équilibré (carbone/époxyde). Les

résultats fournis par (ABAQUS) et ceux de I’étude analytique, ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.10.

Tableau. V.10 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ équilibré Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUS)
N° Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
wo(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 11531,964 1836,3 12580 2002,2 8,2858
2 20143,728 3207,6 21091 3356,8 4,4447
3 34600,916 5509,7 34006 5412,3 1,7996
4 41956,052 6680,9 40609 6463,2 3,3683
5 51431,316 8189,7 50322 8008,9 2,2574
6 51669,956 8227,7 51420 8183,7 0,5376
7 63245,88 10071 65101 10361 2,7989
8 83850,56 13352 84366 13427 0,5585
9 85382,88 13596 87059 13856 1,8764
10 97654 15550 97245 15477 0,4716
11 111670,96 17782 113220 18020 1,3207
12 131892,56 21002 134230 21364 1,6944
13 152691,92 24314 152040 24198 0,4793
14 164410,4 26180 162440 25853 1,2648
15 178044,28 28351 179080 28501 0,5262
16 202373 32225 201290 32036 0,5899
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V.7.3 Stratifié équilibré (kevlar/époxyde)
Le dernier cas trait¢ est celui de la plaque stratifi¢ équilibré (kevlar/époxyde). Une

comparaison des résultats numériques et analytiques sont représentés sur le Tableau V.11.

Tableau. V.11 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ équilibré Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 8189,748 1304,1 8415,1 1339,3 2,6282
2 (2,1) 13198,676 2101,7 14062 2238 6,0902
3 (3,1) 21169,88 3371 22649 3604,7 6,4832
4 (1,2) 29255,38 4658,5 27241 4335,6 7,4476
5 (2,2) 33834,756 5387,7 33661 5357,2 0,5693
6 (4,1) 34563,236 5503,7 34237 5449 1,0038
7 (3,2) 41125,208 6548,6 43455 6916,1 5,3136
8 (4,2) 51222,192 8156,4 56246 8951,8 8,8853
9 (1,3) 60039,94 9560,5 58449 9302,4 2,7745
10 (2,3) 64288,36 10237 65171 10372 1,3015
11 (3,3) 76013,12 12104 75736 12054 0,4148
12 (4,3) 90413,16 14397 89655 14269 0,8970
13 (1,4) 101616,68 16181 102110 16251 0,4307
14 (2,4) 111400,92 17739 108970 17342 2,2892
15 (3,4) 119301,16 18997 119950 19091 0,4923
16 (4,4) 134479,92 21414 134640 21429 0,0696

La figure V.10 illustre la variation des fréquences propres déterminées par la méthode de
analytique (Rayleigh) et par la méthode des ¢éléments finis (ABAQUS), en fonction des 16
premiers modes vibratoires pour les trois types de plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde), simplement appuyées (AAAA), cas du facteur de forme (R=2.5). Les
courbes de cette figure montrent une bonne concordance entre les résultats numériques et
analytiques. On peut constater que la plaque en carbone/époxyde présente le niveau de
fréquences le plus €levé et la plaque verre/€époxyde le niveau plus pas. Ceci peut étre expliqué
par la rigidité élevée des fibres de carbone par rapport a celle du kevlar et du verre. On peut
aussi remarquer que dans ce cas un maillage grossier converge mieux vers la solution

analytique.

‘g
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Fig. V.10 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)

V.7.4 Stratifié symétrique (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélisé sous ABAQUS la plaque
stratifiée symétrique, dans le but de déterminer et calculer numériquement les fréquences et
pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans ce premier cas, le modele
¢tudié est une plaque composite multicouche stratifié symétrique. Les résultats obtenus a
partir de la simulation numérique (ABAQUS) et ceux de I’étude analytique (Chapitre IV)
ainsi que I’erreur relative déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur
le Tableau V.12. Les déformées modales de la plaque qui correspondent aux 4 premiers

modes vibratoires (m,n) sont représentées sur la figure V.11.
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Tableau. V.12 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
multicouche stratifi¢ symétrique Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) wo(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 6449,56 1027 6497,9 1034,2 0,6961
2 (2,1) 10137,176 1614,2 10481 1668,1 3,2312
3 (3,1) 16726,78 2663,5 17240 2743,9 2,9301
4 (1,2) 23755,356 3782,7 22115 3519,7 7,4722
5 (2,2) 26384,792 4201,4 25991 4136,7 1,5640
6 (4,1) 26705,072 4252,4 26765 4259,8 0,1737
7 (3,2) 32048,096 5103,2 32573 5184,2 1,5624
8 (4,2) 40611,504 6466,8 41923 6672,2 3,0784
9 (1,3) 50970,992 8116,4 48164 7665,6 5,8808
10 (2,3) 52057,432 8289,4 52004 8276,6 0,1546
11 (3,3) 58022,804 9239,3 58481 9307,5 0,7327
12 (4,3) 65732,76 10467 67666 10769 2,8043
13 (1,4) 83674,72 13324 84636 13470 1,0838
14 (2,4) 88585,68 14106 88460 14079 0,1917
15 (3,4) 92209,24 14683 94884 15101 2,7680
16 (4,4) 101673,2 16190 103970 16547 2,1574
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Fig. V.11 Déformées modales de la plaque multicouche (stratifié symétrique) en
Verre(E)/Epoxyde (AAAA) : (quatre premier modes)
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V.7.5 Stratifié symétrique (carbone/époxyde)
Le deuxieme cas d’étude est celui de la plaque stratifié symétrique (carbone/époxyde). Les
résultats fournis par (ABAQUS) et ceux de I’étude analytique, ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.13.

Tableau. V.13 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
multicouche stratifi¢ symétrique Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 12251,024 1950,8 12222 1945,2 0,2878
2 (2,1) 20271,84 3228 21882 3482,7 7,3132
3 (3,1) 36802,056 5860,2 38132 6068,9 3,4388
4 (1,2) 37654,252 5995,9 39393 6269,6 4,3655
5 (2,2) 50247,536 8001,2 48889 7781 2,8299
6 (4,1) 59416,336 9461,2 60945 9699,7 2,4588
7 (3,2) 66222,6 10545 64912 10331 2,0714
8 (1,3) 85533,6 13620 84715 13483 1,0160
9 (4,2) 87040,8 13860 87529 13931 0,5096
10 (2,3) 93195,2 14840 94144 14984 0,9610
11 (3,3) 113680,56 18102 110000 17507 3,3986
12 (4,3) 135503,56 21577 132390 21070 2,4062
13 (1,4) 149696,36 23837 148170 23582 1,0813
14 (2,4) 155806,8 24810 157570 25078 1,0686
15 (3,4) 175563,68 27956 173340 27587 1,3375
16 (4,4) 193411,44 30798 195560 31124 1,0474

V.7.6 Stratifié symétrique (kevlar/époxyde)
Le dernier cas trait¢ est celui de la plaque stratifi¢ symétrique (kevlar/époxyde). Une

comparaison des résultats numériques et analytiques sont représentés sur le Tableau V.14.



Chapitre V : Etude et simulation du comportement vibratoire des plaques composites minces par le code de
calcul ABAQUS

Tableau. V.14 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
multicouche stratifi¢ symétrique Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 8239,36 1312 8211,2 1306,9 0,3902
2 (2,1) 14101,74 2245,5 14631 2328,6 3,5686
3 (3,1) 24903,34 3965,5 25430 4047,4 2,0235
4 (1,2) 25816,452 4110,9 26533 4222,9 2,6522
5 (2,2) 33253,856 5295,2 32845 5227,4 1,2970
6 (4,1) 40995, 84 6528 40592 6460,4 1,0463
7 (3,2) 45463,432 7239,4 43493 6922,2 4,5823
8 (1,3) 56584,056 9010,2 57094 9086,8 0,8429
9 (4,2) 57786,676 9201,7 58524 9314,3 1,2088
10 (2,3) 65494,12 10429 63362 10084 3,4214
11 (3,3) 74845,04 11918 73901 11762 1,3263
12 (4,3) 89986,12 14329 88780 14130 1,4083
13 (1,4) 100611,88 16021 99884 15897 0,7800
14 (2,4) 104568,28 16651 106130 16892 1,4267
15 (3,4) 115558,28 18401 116610 18559 0,8513
16 (4,4) 133198,8 21210 131380 20910 1,4347

La figure V.12 présente la variation des fréquences propres analytiques et fournies par
ABAQUS, en fonction des modes vibratoires pour les trois plaques (verre/époxyde —
carbone-époxyde-kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA), cas du facteur de forme
(R=2.5). ). Les courbes de cette figure illustrent la bonne concordance entre les résultats
numériques et analytiques. Dans ce cas aussi, on peut remarquer que la plaque en
carbone/époxyde posséde le niveau de fréquences le plus €levé et la plaque verre/époxyde le
niveau plus pas. Ceci peut étre expliqué par la rigidité €élevée des fibres de carbone par rapport
a celle du kevlar et du verre. On peut aussi remarquer que dans ce cas un maillage grossier

converge mieux vers la solution analytique.
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Fig. V.12 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)

V.7.7 Stratifié croisé (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélisé sous ABAQUS la plaque
stratifiée croisé, dans le but de déterminer et calculer numériquement les fréquences et
pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans ce premier cas, le modele
¢tudié est une plaque composite multicouche stratifié croisé. Les résultats obtenus a partir de
la simulation numérique (ABAQUS) et ceux de 1I’étude analytique (Chapitre IV) ainsi que
I’erreur relative déterminée et calculée d’aprés la relation (V.1) sont représentés sur le
Tableau V.15. Les déformées modales de la plaque qui correspondent aux 4 premiers modes

vibratoires (m,n), sont représentées sur la figure V.13
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Tableau. V.15 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ croisé Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUYS)
N° Modes | Pulsations | Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) o(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 4748,622 756,15 4765,1 758,3864 0,2948
2 (2,1) 6941,912 1105,4 7038,6 1120,2 1,3211
3 (3,1) 11403,852 1815,9 11590 1844,7 1,5612
4 (1,2) 17588,396 2800,7 17350 2761,4 1,4231
5 (4,1) 18075,724 2878,3 18363 2922,5 1,5124
6 (2,2) 19092,456 3040,2 19060 3033,5 0,2208
7 (3,2) 22206,08 3536 22520 3584,1 1,3420
8 (4,2) 27390,848 4361,6 28154 4480,9 2,6624
9 (1,3) 37631,016 5992,2 38414 6113,7 1,9873
10 (2,3) 39859,788 6347,1 39962 6360,1 0,2043
11 (3,3) 43339,536 6901,2 42886 6825,5 1,1090
12 (4,3) 47100,628 7500,1 47566 7570,3 0,9273
13 (1,4) 68778,56 10952 67915 10809 1,3229
14 (2,4) 68998,36 10987 69401 11045 0,5251
15 (3,4) 72640,76 11567 72087 11473 0,8193
16 (4,4) 75297,2 11990 76241 12134 1,1867
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Fig. V.13 Déformées modales de la plaque multicouche (stratifié crois¢€) en
Verre(E)/Epoxyde (AAAA) : (quatre premier modes)
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V.7.8 Stratifié croisé (carbone/époxyde)

Le deuxiéme cas d’étude est celui de la plaque stratifi¢é croisé (carbone/époxyde). Les

résultats fournis par (ABAQUS) et ceux de I’étude analytique, ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.16.

Tableau. V.16 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifié croisé Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUYS)
N° Modes | Pulsations | Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,2) 9160,636 1458,7 9213,1 1466,3 0,5183
2 (2,1) 13687,26 2179,5 13781 2193,4 0,6337
3 (3,1) 23446,38 3733,5 24489 3897,5 4,2078
4 (1,2) 34523,672 5497,4 34669 5517,7 0,3679
5 (2,2) 36247,532 57719 36852 5865,2 1,5907
6 (4,1) 41297,28 6576 40819 6496,6 1,2221
7 (3,2) 42171,456 6715,2 43047 6851,1 1,9836
8 (4,2) 56677,628 9025,1 55125 8773,5 2,8677
9 (1,3) 77872 12400 77441 12325 0,6085
10 (2,3) 78412,08 12486 78983 12571 0,6761
11 (3,3) 84629,28 13476 82917 13197 2,1141
12 (4,3) 91512,16 14572 90884 14465 0,7397
13 (1,4) 136005,96 21657 137370 21863 0,9422
14 (2,4) 138982,68 22131 138680 22071 0,2718
15 (3,4) 143027 22775 141660 22545 1,0201
16 (4,4) 149627,28 23826 147410 23461 1,5557

V.7.9 Stratifié croisé (kevlar/époxyde)

Le dernier cas traité est celui de la plaque stratifi¢ croisé (kevlar/époxyde). Une comparaison

des résultats numériques et analytiques sont représentés sur le Tableau V.17.
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Tableau. V.17 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifié¢ croisé Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUS)
N° Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
wo(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 6169,4092 982,39 6179,8 983,5503 0,1179
2 9376,668 1493,1 9257,2 1473,3 1,3439
3 16089,988 2562,1 16381 2607,2 1,7298
4 23306,964 3711,3 23183 3689,6 0,5881
5 24673,492 3928,9 24719 3934,2 0,1347
6 26518,556 4222,7 27228 4333,5 2,5568
7 28494,244 4537,3 28935 4605,1 1,4722
8 35874,5 5712,5 37029 5893,3 3,0678
9 52542,248 8366,6 51745 8235,5 1,5918
10 53374,348 8499,1 52865 8413,7 1,0150
11 55522,736 8841,2 55618 8852 0,1220
12 61586,076 9806,7 61065 9718,7 0,9054
13 92328,56 14702 91765 14605 0,6641
14 92874,92 14789 92730 14758 0,2100
15 94903,36 15112 94864 15098 0,0927
16 98765,56 15727 98877 15737 0,0635

Dans ce cas aussi et d’apres la figure V.14, on peut remarquer une bonne concordance entre

les résultats numériques (ABAQUYS) et analytiques (Rayleigh). La plaque en carbone/époxyde

admet un niveau de fréquences plus ¢élevé par comparaison aux plaques, verre/époxyde et

kevlar/époxyde. Ceci peut étre expliqué par la rigidité élevée des fibres de carbone par rapport

a celle du kevlar et du verre. On peut aussi remarquer que dans ce cas un maillage grossier

converge mieux vers la solution analytique.
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Fig. V.14 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)

V.7.10 Stratifié orthogonal (verre/époxyde)

Comme pour le cas de I’étude analytique, nous avons modélis¢ sous ABAQUS la plaque
stratifiée orthogonal, dans le but de déterminer et calculer numériquement les fréquences et
pulsations correspondants aux 16 premiers modes propres. Dans ce premier cas, le modéle
¢tudié est une plaque composite multicouche stratifié orthogonal. Les résultats obtenus a
partir de la simulation numérique (ABAQUS) et ceux de 1’étude analytique (Chapitre IV)
ainsi que I’erreur relative déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur
le Tableau V.18. Les déformées modales de la plaque qui correspondent aux 4 premiers

modes vibratoires (m,n), sont représentées sur la figure V.14.
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Tableau. V.18 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ orthogonal Verre(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUYS)
N° Modes | Pulsations | Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) o(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 6901,72 1099 6905,2 1099 0
2 (2,1) 8833,448 1406,6 8967,7 1427,2 1,4433
3 (3,1) 13044,816 2077,2 13301 2117 1,8800
4 (4,1) 19771,324 3148,3 20003 3183,6 1,1088
5 (1,2) 26560,004 4229,3 26061 4147,7 1,9670
6 (2,2) 27795,28 4426 27621 4396 0,6824
7 (3,2) 30368,196 4835,7 30732 4891,2 1,1346
8 (4,2) 34858,396 5550,7 35871 5709 2,7728
9 (1,3) 55843,644 8892,3 58054 9239,5 3,7571
10 (2,3) 62123,644 9892,3 59490 9468,1 4,4803
11 (3,3) 62215,332 9906,9 62147 9891 0,1607
12 (4,3) 66925,96 10657 66355 10561 0,9090
13 (1,4) 99839,44 15898 102850 16370 2,8833
14 (2,4) 105912,2 16865 104240 16591 1,6514
15 (3,4) 106113,16 16897 106720 16984 0,5122
16 (4,4) 109692,76 17467 110480 17584 0,9090

D’apres la figure V.15, on peut constater la bonne concordance entre les résultats obtenus

par les simulations numériques (ABAQUYS) et ceux analytiques par la méthode de Rayleigh.

La plaque en carbone/époxyde

a toujours le niveau de fréquences

le plus élevé par

comparaison aux autres plaques. Ceci peut étre expliqué par la rigidité élevée des fibres de

carbone par rapport a celle du kevlar et du verre. On peut aussi remarquer que dans ce cas un

maillage grossier converge mieux vers la solution analytique.
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Fig. V.15 Déformées modales de la plaque multicouche (stratifié orthogonal) en
Verre(E)/Epoxyde (AAAA) : (quatre premier modes)
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V.7.11 Stratifié orthogonal (carbone/époxyde)

Le deuxieme cas d’étude est celui de la plaque stratifi¢ orthogonal (carbone/époxyde). Les

résultats fournis par (ABAQUS) et ceux de I’étude analytique, ainsi que I’erreur relative

déterminée et calculée d’apres la relation (V.1) sont représentés sur le Tableau V.19.

Tableau. V.19 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ orthogonal Carbone(E)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF

Résultats : Rayleigh-Ritz

(ABAQUS)
N° Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
wo(rad/s) f(Hz) wo(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 14945,144 2379,8 15218 2422 1,7423
2 17788,1 2832,5 18433 2933,7 3,4494
3 26090,26 4154,5 27261 4338,7 4,2455
4 40500,348 6449,1 42146 6707,7 3,8552
5 59523,724 9478,3 59359 9447,2 0,3291
6 60752,092 9673,9 60871 9688 0,1455
7 66009,08 10511 65049 10353 1,5261
8 78192,28 12451 73732 11735 6,1014
9 131283,4 20905 133130 21188 1,3356
10 132972,72 21174 134270 21369 0,9125
11 138342,12 22029 136960 21798 1,0597
12 144509,08 23011 142300 22648 1,6027
13 237635,2 37840 236430 37629 0,5607
14 238338,56 37952 237440 37789 0,4313
15 252412,04 40193 239570 38128 5,4159
16 260444,16 41472 243490 38752 7,0189

V.7.12 Stratifié orthogonal (kevlar/époxyde)

Le dernier cas traité

est celui de la plaque stratifié orthogonal (kevlar/époxyde). Une

comparaison des résultats numériques et analytiques sont représentés sur le Tableau V.20.
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Tableau. V.20 Comparaison des résultats numériques et analytiques cas de la plaque
stratifi¢ orthogonal Kevlar (49)/Epoxyde : AAAA

Résultats : MEF Résultats : Rayleigh-Ritz
(ABAQUS)
N° Modes | Pulsations Fréquences Pulsations Fréquences Ecart
(m,n) | o(rad/s) f(Hz) o(rad/s) f(Hz) relatif (%)
1 (1,1) 10160,412 1617,9 10146 1614,8 0,1919
2 (2,1) 12180,688 1939,6 12347 1965,1 1,2976
3 (3,1) 17919,98 2853,5 18264 2906,9 1,8370
4 (4,1) 27944,744 4449,8 28183 4485 ,4 0,7936
5 (1,2) 39964,664 6363,8 39497 6286,1 1,2360
6 (2,2) 40649,812 6472,9 40585 6459,2 0,2121
7 (3,2) 42804,48 6816 43484 6920,7 1,5128
8 (4,2) 47775,1 7607,5 49389 7860,5 3,2186
9 (1,3) 89019 14175 88547 14093 0,5818
10 (2,3) 90959,52 14484 89388 14227 1,8064
11 (3,3) 94664,72 15074 91315 14533 3,7225
12 (4,3) 95022,68 15131 95042 15126 0,0330
13 (1,4) 155725,16 24797 157230 25025 0,9110
14 (2,4) 160039,52 25484 157990 25145 1,3481
15 (3,4) 166319,52 26480 159540 25392 4,3005
16 (4,4) 167814,16 26722 162340 25837 3,4253

Comme pour les cas précédents, la figure V.16 montre une bonne concordance entre les
résultats numériques (ABAQUS) et analytiques (Rayleigh). La plaque en carbone/époxyde
posséde toujours le niveau de fréquences le plus élevé par comparaison aux autres plaques.
Ceci peut étre expliqué par la rigidité ¢levée des fibres de carbone par rapport a celle du
kevlar et du verre. On peut aussi remarquer que dans ce cas un maillage grossier converge

mieux vers la solution analytique.
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Fig. V.16 Comparaison des fréquences propres calculées par la méthode de Rayleigh et
numériques fournies par ABAQUS : cas des plaques (verre/époxyde —carbone-époxyde-
kevlar-époxyde) pour la configuration (AAAA)
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Conclusion générale

Conclusion générale

Ce travail de mémoire constitue une contribution a I’étude des vibrations libres des

plaques minces en matériaux composites possédant un comportement mécanique anisotrope

¢lastique par deux approches analytique basée sur la méthode de Rayleigh-Ritz et numérique

par le code de calcul par ¢éléments finis ABAQUS. Les structures étudiées sont des plaques

composites monocouches et stratifiées avec différentes configurations géométriques et trois

types de matériaux différents (verre/époxyde, carbone/époxyde et kevlar/€poxyde).

Suite a cette étude nous nous sommes parvenu aux résultats suivants :

Calcul et détermination des pulsations et des fréquences naturelles des plaques
analytiquement a partir de la résolution des équations différentielles du mouvement
analytiquement par la méthode de Rayleigh-Ritz et numériquement grace au code de
calcul ABAQUS.

Réalisation d’un programme de calcul écrit en langage MATLAB qui permet de
calculer les pulsations et les fréquences naturelles des plaques pour
différentes configurations de conditions aux limites, du rapport (longueur/largeur),
d’angle d’orientation des fibres, et du type de stratification.

Que quelque soit le type et le matériau de la plaque composite, la plaque EEEE
présente le niveau de fréquence le plus élevée et la plaque AAAA le niveau de
fréquence le plus bas. Ainsi les fréquences propres de la plaque augmentent avec
I’augmentation de la rigidité de la plaque.

Les plaques composites renforcées par les fibres de carbone présentent le niveau des
fréquences le plus élevé, suivi de celle en kevlar et enfin de la plaque en verre.

Le comportement vibratoire des plaques composites est fortement influencé par le
facteur de forme (rapport longueur/largeur).

Les résultats du calcul analytique et numérique sont en parfaites concordances, ce qui
permet de valider I’approche numérique.

En plus des résultats trouvé nous avons pu grace a ce travail, compléter les lacunes de
notre formation et nous somme parvenu a apprendre et voir méme maitriser quelques

logiciels (ABAQUS, MATLAB MAPLE10, EXCELL...etc.).
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Annexe I

Tableau I.1 Coefficients intervenant dans 1’expression des fréquences propres de vibration

d’une plaque composite (cotés encastrés : E ou en appuis simples : 4) [5].
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Tableau 1.2 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en

verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : EEEE

Fréquence f,,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 R=2 R=2.5
(1,1) 2.0251e+003 578.7487 343.7619 278.9 255.5822
(1,2) 2.2078e+003 888.9191 717.2924 673.43 656.8913
(1,3) 2.5852e+003 1.4490e+003 1.3158e+003 1279.8 1.2652e+003
(1,4) 3.2055e+003 2.2371e+003 2.1235e+003 2090.8 2.0770e+003
2,1 5.4980e+003 1.4309e+003 694.6995 452.42 351.2946
(2,2) 5.6712e+003 1.6712e+003 1.0040e+003 808.06 732.1416
(2,3) 5.9830e+003 2.1350e+003 1.5580e+003 1396.9 1.3335e+003
(2,4) 6.4725e+003 2.8443e+003 2.3418e+003 2200.3 2.1428e+003
3,1) 1.0724e+004 2.7332e+003 1.2629e+003 758.19 533.5064
(3,2) 1.0897e+004 2.9448e+003 1.5242e+003 1066.4 877.6377
3,3) 1.1192e+004 3.3399e+003 2.0152e+003 1617 1.4585e+003
(3,4) 1.1632e+004 3.9586e+003 2.7487e+003 2398.1 2.2579e+003
4,1) 1.7689e+004 4.4734e+003 2.0319e+003 1183.9 797.7600
4,2) 1.7865e+004 4.6732e+003 2.2661e+003 1456.2 1.1056e+003
4,3) 1.8155e+004 5.0305e+003 2.7039e+003 1960.6 1.6543e+003
4,4) 1.8576e+004 5.5834e+003 3.3772e+003 2705.3 2.4339e+003

Tableau 1.3 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en
verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : AAEE
Fréquence f,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 R=2 R=2.5
(1,1) 1.3905e+003 394.2057 233.4147 189.79 174.4618
(1,2) 1.5463e+003 669.9443 563.4759 536.98 527.1551
(1,3) 1.9099e+003 1.1943e+003 1.1151e+003 1093.8 1.0851e+003
(1,4) 2.5263e+003 1.9410e+003 1.8740e+003 1854.5 1.8462e+003
(2,1) 4.4408e+003 1.1437e+003 543.7834 343.99 259.4281
(2,2) 4.5821e+003 1.3439e+003 805.9518 649.46 589.4567
(2,3) 4.8622e+003 1.7694e+003 1.3152e+003 1190.2 1.1413e+003
(2,4) 5.3231e+003 2.4417e+003 2.0533e+003 1944.7 1.9005e+003
3,1) 9.2306e+003 2.3389e+003 1.0681e+003 629.21 431.6886
(3,2) 9.3738e+003 2.5131e+003 1.2841e+003 886.66 722.5328
3,3) 9.6370e+003 2.8688e+003 1.7295e+003 1388.6 1.2536e+003
(3,4) 1.0045e+004 3.4486e+003 2.4181e+003 2121.7 2.0035e+003
4,1) 1.5760e+004 3.9709e+003 1.7909e+003 1031.5 683.8139
4,2) 1.5906e+004 4.1356e+003 1.9832e+003 1255.7 938.9830
4,3) 1.6166e+004 4.4553e+003 2.3760e+003 1710.8 1.4367e+003
4,4) 1.6555e+004 4.9686e+003 3.0039e+003 2407.1 2.1667e+003




Tableau 1.4 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en

verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : AEAE

Fréquence f,,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 R=2 R=2.5
(1,1) 2.0070e+003 533.5669 268.6399 182.39 146.6091
(1,2) 2.1343e+003 729.5950 517.6915 459.32 436.8305
(1,3) 2.4178e+003 1.1648e+003 1.0031e+003 958.6 940.6409
(1,4) 2.9184e+003 1.8373e+003 1.7042e+003 1665.7 1.6496e+003
2,1 5.4837e+003 1.4058e+003 653.6775 387.89 276.0957
2,2) 5.6231e+003 1.5745e+003 858.2219 629.63 535.1489
2,3) 5.8831e+003 1.9310e+003 1.2899e+003 1100.3 1.0239e+003
2,4) 6.2979e+003 2.5186e+003 1.9561e+003 1793.2 1.7263e+003
3,1 1.0710e+004 2.7141e+003 1.2349e+003 718.93 481.8534
3.,2) 1.0856e+004 2.8758e+003 1.4186e+003 926.63 711.6990
(3.,3) 1.1114e+004 3.1919e+003 1.7991e+003 1356.5 1.1728e+003
3.4) 1.1503e+004 3.7066e+003 2.4115e+003 2019.5 1.8592e+003
4,1) 1.7676e+004 4.4567e+003 2.0096e+003 1154.2 759.4358
4,2) 1.7827e+004 4.6170e+003 2.1842e+003 1346 969.1130
4,3) 1.8087e+004 4.9145e+003 2.5304e+003 1738.6 1.3982e+003
4,4) 1.8468e+004 5.3840e+003 3.0908e+003 2362.7 2.0596e+003

Tableau 1.5 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en

verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : EEAE

Fréquence f,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 R=2 R=2.5
(1,1) 2.0034e+003 540.6338 289.4561 215.16 187.5448
(1,2) 2.1467e+003 787.3629 601.6810 554.28 536.7542
(1,3) 2.4693e+003 1.2867e+003 1.1462e+003 1108.9 1.0941e+003
(1,4) 3.0266e+003 2.0197e+003 1.9023e+003 1869 1.8550e+003
2,1 5.4752e+003 1.4014e+003 655.8146 403.72 294.5044
2,2) 5.6166e+003 1.5922e+003 903.6494 696.3 615.3344
2,3) 5.8898e+003 1.9961e+003 1.3972e+003 1229.1 1.1635e+003
2,4) 6.3315e+003 2.6442e+003 2.1252e+003 1979.9 1.9213e+003
3,1 1.0700e+004 2.7061e+003 1.2304e+003 719.12 487.5414
3,2) 1.0844e+004 2.8769e+003 1.4389e+003 966.78 768.6694
3.,3) 1.1106e+004 3.2213e+003 1.8696e+003 1457.1 1.2923e+003
3.4 1.1507e+004 3.7817e+003 2.5431e+003 2182.2 2.0382e+003
4,1) 1.7665e+004 4.4470e+003 2.0021e+003 1149.7 758.5535
4,2) 1.7811e+004 4.6103e+003 2.1906e+003 1367.8 1.0063e+003
4,3) 1.8071e+004 4.9242e+003 2.5730e+003 1811.7 1.4948e+003
4,4) 1.8457e+004 5.4252e+003 3.1863e+003 2497.1 2.2182e+003




verre(E)/époxyde avec différents rapport (R=a/b) : AAAE

Tableau 1.6 Fréquences naturelles de la plaque monocouche unidirectionnelle en

Fréquence f,,,[Hz]

N° R=0.5 R=1 R=1.5 R=2 R=2.5
(1,1) 1.3916e+003 380.8090 204.0237 149.32 127.7182
(1,2) 1.5233e+003 597.2960 470.6638 437.08 424.1472
(1,3) 1.8362e+003 1.0590e+003 965.9853 940.23 929.6886
(1,4) 2.3892e+003 1.7483e+003 1.6716e+003 1649 1.6393e+003
2,1 4.4486e+003 1.1465e+003 538.7430 329.8 236.3094
2,2) 4.5859e+003 1.3192e+003 751.8727 575.37 503.6786
2,3) 4.8487e+003 1.6917e+003 1.1981e+003 1055.1 997.6043
2,4) 5.2768e+003 2.3015e+003 1.8758e+003 1753.1 1.7024e+003
3,1 9.2405e+003 2.3463e+003 1.0714e+003 627.22 423.5791
3.,2) 9.3852e+003 2.5089e+003 1.2588e+003 840.6 659.8973
(3.,3) 9.6429e+003 2.8324e+003 1.6506e+003 1280.8 1.1287e+003
3.4) 1.0036e+004 3.3624e+003 2.2769e+003 1952.5 1.8201e+003
4,1) 1.5771e+004 3.9803e+003 1.7978e+003 1035.2 683.4129
4,2) 1.5921e+004 4.1407e+003 1.9741e+003 1230.1 897.3415
4,3) 1.6180e+004 4.4416e+003 2.3274e+003 1631.2 1.3344e+003
4,4) 1.6563e+004 4.9203e+003 2.8999e+003 2265.4 2.0027e+003

Tableau 1.7 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (EEEE) en Verre/époxyde
avec différentes angles d’orientation des fibres (8), R=2.5

Fréquence f,,,[Hz]

N° 6 = 15° 0 =30° 0 = 45° 0 = 60° 0 =75° 0 =90°
(1,1) 264.6231 297.5393 356.6346 425.8038 480.3369 500.8789
(1,2) 677.7966 765.4723 936.9469 1.1434e+003 | 1.3072e+003 | 1.3690e+003
(1,3) | 1.3002e+003 | 1.4636e+003 | 1.8024e+003 | 2.2182e+003 | 2.5500e+003 | 2.6753e+003
(1,4) | 2.1296e+003 | 2.3923e+003 | 2.9538e+003 | 3.6495e+003 | 4.2062e+003 | 4.4165e+003
(2,1) 364.0420 397.8535 442.1177 484.7415 515.1233 526.0975
(2,2) 768.8988 877.9090 1.0412e+003 | 1.2149e+003 | 1.3464e+003 | 1.3952e+003
(2,3) | 1.3897e+003 | 1.5836e+003 | 1.9161e+003 | 2.2956e+003 | 2.5914e+003 | 2.7023e+003
(2,4) | 2.2194e+003 | 2.5173e+003 | 3.0733e+003 | 3.7305e+003 | 4.2490e+003 | 4.4443e+003
(3,1) 542.2207 561.3527 577.2992 582.3652 579.3346 576.7903
(3,2) 928.2261 1.0528e+003 | 1.1994e+003 | 1.3270e+003 | 1.4114e+003 | 1.4407e+003
(3,3) | 1.5404e+003 | 1.7690e+003 | 2.0896e+003 | 2.4164e+003 | 2.6581e+003 | 2.7470e+003
(3,4) | 2.3669e+003 | 2.7109e+003 | 3.2570e+003 | 3.8569e+003 | 4.3174e+003 | 4.4892e+003
(4,1) 796.0365 786.4208 761.1451 720.5243 679.4685 661.6671
(4,2) | 1.1622e+003 | 1.2884e+003 | 1.4079e+003 | 1.4796e+003 | 1.5059e+003 | 1.5102e+003
(4,3) | 1.7598e+003 | 2.0177e+003 | 2.3190e+003 | 2.5802e+003 | 2.7525e+003 | 2.8123e+003

(4.4)

2.5786e+003

2.9709e+003

3.5016e+003

4.0286e+003

4.4128e+003

4.5532e+003




Tableau 1.8 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (AAEE) en Verre/époxyde
avec différentes angles d’orientation des fibres (8) , R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

N° 6 = 15° 0 = 30° 6 = 45° 0 = 60° 6 =75° 0 =90°
(1,1) 179.9355 201.4423 242.1813 290.9636 329.7377 344.3809
(1,2) 542.4880 611.1847 750.5550 920.4830 1.0559e+003 | 1.1070e+003
(1,3) | 1.1130e+003 | 1.2506e+003 | 1.5432e+003 | 1.9053e+003 | 2.1949e+003 | 2.3043e+003
(1,4) | 1.8905e+003 | 2.1209e+003 | 2.6222e+003 | 3.2469e+003 | 3.7474e+003 | 3.9366e+003
(2,1) 266.2047 285.0169 311.2905 338.1067 357.9997 365.3278
(2,2) 617.7188 703.6996 835.8601 978.7421 1.0877e+003 | 1.1282e+003
(2,3) | 1.1870e+003 | 1.3503e+003 | 1.6376e+003 | 1.9694e+003 | 2.2290e+003 | 2.3265e+003
(2,4) | 1.9650e+003 | 2.2252e+003 | 2.7219e+003 | 3.3143e+003 | 3.7830e+003 | 3.9596e+003
(3,1 432.7545 434.0161 431.8237 425.0714 417.0935 413.5007
(3,2) 762.1461 860.1697 976.2795 1.0779e+003 | 1.1453e+003 | 1.1688e+003
(3,3) | 1.3225e+003 | 1.5171e+003 | 1.7934e+003 | 2.0775e+003 | 2.2887e+003 | 2.3665e+003
(3,4) | 2.0976e+003 | 2.3999e+003 | 2.8877e+003 | 3.4281e+003 | 3.8444e+003 | 3.9999e+003
(4,1) 673.7720 644.9579 601.8611 553.5759 514.0690 498.5427
(4,2) 982.1043 1.0778e+003 | 1.1669e+003 | 1.2173e+003 | 1.2325e+003 | 1.2337e+003
(4,3) | 1.5269e+003 | 1.7473e+003 | 2.0050e+003 | 2.2284e+003 | 2.3757e+003 | 2.4268e+003
(4,4) | 2.2940e+003 | 2.6413e+003 | 3.1145e+003 | 3.5871e+003 | 3.9326e+003 | 4.0591e+003

Tableau 1.9 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (AEAE) en Verre/époxyde
avec différentes angles d’orientation des fibres (8) , R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

N° 6 = 15° 0 = 30° 6 = 45° 0 = 60° 6 =75° 0 =90°
(1,1) 154.2169 173.0287 195.2337 214.5486 228.3366 231.6849
(1,2) 454.9897 517.9185 626.1374 749.8533 847.4890 882.5523
(1,3) 970.4066 1.0965e+003 | 1.3445e+003 | 1.6434e+003 | 1.8819e+003 | 1.9702e+003
(1,4) | 1.6946e+003 | 1.9073e+003 | 2.3503e+003 | 2.8947e+003 | 3.3304e+003 | 3.4934e+003
(2,1) 285.1031 302.3198 310.5606 302.3195 288.2473 276.0908
(2,2) 570.4737 656.3688 756.0352 841.8837 902.2595 917.7534
(2,3) | 1.0778e+003 | 1.2383e+003 | 1.4796e+003 | 1.7366e+003 | 1.9353e+003 | 2.0033e+003
(2,4) | 1.7983e+003 | 2.0506e+003 | 2.4876e+003 | 2.9883e+003 | 3.3833e+003 | 3.5256e+003
(3.1) 484.6656 484.9545 467.5650 427.2309 384.1604 356.1852
(3,2) 758.1693 856.4774 940.3630 979.2074 990.2303 978.3064
(3,3) | 1.2532e+003 | 1.4495e+003 | 1.6791e+003 | 1.8791e+003 | 2.0204e+003 | 2.0579e+003
(3,4) | 1.9663e+003 | 2.2679e+003 | 2.6950e+003 | 3.1330e+003 | 3.4672e+003 | 3.5779e+003
(4,1) 750.8532 721.5335 665.7442 587.0444 515.4483 474.0813
(4,2) | 1.0174e+003 | 1.1123e+003 | 1.1707e+003 | 1.1572e+003 | 1.1130e+003 | 1.0691e+003
(4,3) | 1.5000e+003 | 1.7229e+003 | 1.9343e+003 | 2.0676e+003 | 2.1385e+003 | 2.1372e+003

(4.4)

2.2028e+003

2.5534e+003

2.9657e+003

3.3270e+003

3.5832e+003

3.6524e+003




Tableau I.10 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (EEAE) en Verre/époxyde
avec différentes angles d’orientation des fibres (8) , R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

N° 6 = 15° 0 = 30° 6 = 45° 0 = 60° 6 =75° 0 =90°
(1,1) 193.7060 215.4468 253.8319 298.6951 334.1499 347.5273
(1,2) 554.6263 626.8563 765.0947 930.2750 1.0611e+003 | 1.1104e+003
(1,3) | 1.1252e+003 | 1.2675e+003 | 1.5592e+003 | 1.9161e+003 | 2.2006e+003 | 2.3080e+003
(1,4) | 1.9029e+003 | 2.1385e+003 | 2.6390e+003 | 3.2582e+003 | 3.7534e+003 | 3.9404e+003
(2,1) 300.4757 316.2476 336.6560 355.9798 369.5228 374.3648
(2,2) 646.9360 736.9301 866.0093 999.7182 1.0995e+003 | 1.1364e+003
(2,3) | 1.2148e+003 | 1.3858e+003 | 1.6710e+003 | 1.9923e+003 | 2.2415e+003 | 2.3348e+003
(2,4) | 1.9925e+003 | 2.2624e+003 | 2.7573e+003 | 3.3385e+003 | 3.7959e+003 | 3.9680e+003
(3,1 486.2678 481.0788 469.7785 453.3116 437.6273 431.0466
(3,2) 809.9977 908.9535 1.0194e+003 | 1.1090e+003 | 1.1642e+003 | 1.1825e+003
(3,3) | 1.3669e+003 | 1.5689e+003 | 1.8413e+003 | 2.1113e+003 | 2.3078e+003 | 2.3795e+003
(3,4) | 2.1405e+003 | 2.4542e+003 | 2.9389e+003 | 3.4637e+003 | 3.8639e+003 | 4.0128e+003
(4,1) 745.0570 707.0309 651.8779 592.1254 544.5632 526.1500
(4,2) | 1.0489e+003 | 1.1415e+003 | 1.2219e+003 | 1.2583e+003 | 1.2593e+003 | 1.2543e+003
(4,3) | 1.5893e+003 | 1.8144e+003 | 2.0660e+003 | 2.2726e+003 | 2.4020e+003 | 2.4454e+003
(4,4) | 2.3537e+003 | 2.7116e+003 | 3.1801e+003 | 3.6337e+003 | 3.9590e+003 | 4.0770e+003

Tableau I.11 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle (AAAE) en Verre/époxyde
avec différentes angles d’orientation des fibres (8) , R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

N° 6 = 15° 0 =30° 0 = 45° 0 = 60° 0 =75° 0 =90°
(1,1) 134.0592 151.6430 176.1046 200.9159 219.2266 225.9502
(1,2) 438.9110 497.0767 606.5564 736.4816 839.1374 877.7920
(1,3) 955.5336 1.0759e+003 | 1.3248e+003 | 1.6301e+003 | 1.8737e+003 | 1.9656e+003
(1,4) | 1.6802e+003 | 1.8868e+003 | 2.3305e+003 | 2.8814e+003 | 3.3222e+003 | 3.4888e+003
(2,1) 245.8362 265.0465 277.7984 276.8066 267.3434 261.8847
(2,2) 535.0046 615.7880 718.1793 814.5645 882.4325 906.8111
(2,3) | 1.0449e+003 | 1.1963e+003 | 1.4396e+003 | 1.7088e+003 | 1.9158e+003 | 1.9931e+003
(2,4) | 1.7667e+003 | 2.0078e+003 | 2.4467e+003 | 2.9602e+003 | 3.3640e+003 | 3.5158e+003
(3,1 428.4845 434.2720 424.4707 392.6814 352.1758 332.6057
(3,2) 704.4365 801.0439 889.6911 940.8645 958.1648 960.4885
(3,3) | 1.2027e+003 | 1.3906e+003 | 1.6237e+003 | 1.8390e+003 | 1.9886e+003 | 2.0420e+003
(3,4) | 1.9179e+003 | 2.2069e+003 | 2.6368e+003 | 3.0921e+003 | 3.4356e+003 | 3.5628e+003
(4,1) 678.1023 657.2772 612.2938 543.8563 473.1377 441.1072
(4,2) 946.0426 1.0433e+003 | 1.1091e+003 | 1.1091e+003 | 1.0679e+003 | 1.0434e+003
(4,3) | 1.4316e+003 | 1.6491e+003 | 1.8658e+003 | 2.0164e+003 | 2.0931e+003 | 2.1149e+003

(4.4)

2.1372e+003

2.4760e+003

2.8925e+003

3.2741e+003

3.5377e+003

3.6316e+003




Annexe I1

Tableau II.1 Fréquences propres de la plaque unidirectionnelle en Verre/époxyde avec
deux méthodes, R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE
N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 255.66 255.5822 182.43 174.4618 146.25 146.6091
(1,2) 659.47 656.8913 534.06 527.1551 437 436.8305

(1,3) 1278.2 1.2652e+003 1089.9 1.0851e+003 | 946.38 940.6409

(1,4) 2036.7 2.0770e+003 1847.1 1.8462e+003 1672 1.6496e+003

2,1) 350.8 351.2946 275.32 259.4281 275.61 276.0957

(2,2) 733.44 732.1416 606.43 589.4567 534.25 535.1489

(2,3) 1344.1 1.3335e+003 1155.2 1.1413e+003 | 1027.3 1.0239e+003

(2,4) 2115.2 2.1428e+003 1909.4 1.9005e+003 | 1712.5 1.7263e+003

(3,1) 532.38 533.5064 450.22 431.6886 481.45 481.8534

(3,2) 877.8 877.6377 748.29 722.5328 710.5 711.6990

(3.3) 1467.2 1.4585e+003 1270.7 1.2536e+003 | 1174.9 1.1728e+003

3.4 2273.8 2.2579e+003 2021.7 2.0035e+003 | 1875.2 1.8592e+003

4,1) 796.08 797.7600 702.08 683.8139 759.31 759.4358

4,2) 1104 1.1056e+003 969.58 938.9830 967.52 969.1130

4,3) 1660.3 1.6543e+003 1421 1.4367e+003 | 1398.6 1.3982e+003

(4,4) 2461.1 2.4339e+003 2194 2.1667e+003 | 2072.2 2.0596e+003

EEAE AAAE AAAA

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 192.21 187.5448 133.22 127.7182 124.41 124.4789
(1,2) 538.63 536.7542 427.36 424.1472 427.79 426.4664
(1,3) 1093.6 1.0941e+003 935.1 929.6886 932.16 933.2413
(1,4) 1852.1 1.8550e+003 1643.6 1.6393e+003 | 1668.1 1.6433e+003
2,1 305.61 294.5044 241.62 236.3094 213.34 213.6456
2,2) 623.58 615.3344 513.07 503.6786 498.55 497.9154
(2,3) 1167 1.1635e+003 1007.2 997.6043 1005 998.4054
(2,4) 1920.2 1.9213e+003 1710.7 1.7024e+003 1729.2 1.7059e+003
(3,1) 501.3 487.5414 430.15 423.5791 379.63 379.9787
(3,2) 783.93 768.6694 669.76 659.8973 637.32 637.5634

3.3) 1302.6 1.2923e+003 1140.7 1.1287e+003 | 1125.1 1.1203e+003

3.4) 2042.4 2.0382e+003 1831.3 1.8201e+003 | 1839.4 1.8188e+003

4,1) 772.5 758.5535 685.45 683.4129 619.95 620.0393

(4,2) 1025.8 1.0063e+003 905.53 897.3415 853.62 854.5823

(4,3) 1511.4 1.4948e+003 1346.3 1.3344e+003 | 1313.5 1.3109e+003

(4,4) 192.21 187.5448 2014.9 2.0027e+003 | 2008.6 1.9917e+003




Tableau II.2 Fréquences propres de la plaque orthotrope en Verre/époxyde avec deux
méthodes, R=2.5
Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 293.6 293.5180 208.2 200.7121 160.17 160.5213
(1,2) 769.85 767.2165 623.17 616.9793 506.26 505.9196
(1,3) 1475.7 1.4838e+003 1277.9 1.2740e+003 1106.7 1.1002e+003
(1,4) 2432.7 2.4396e+003 2169.6 2.1702e+003 1960 1.9353e+003
2,1) 380.24 380.6684 294.33 278.1718 283.97 284.4297
(2,2) 836.6 835.2118 689.06 673.1327 595.27 596.0072
(2,3) 1550.9 1.5458e+003 1318.8 1.3250e+003 | 1180.3 1.1761e+003
(2,4) 2479.6 2.4996e+003 2226.4 2.2197e+003 | 2008.8 2.0053e+003
3,1) 552.25 553.1599 462.46 442.5530 485.83 486.0902
(3,2) 968.68 968.2796 820.13 794.7474 760.59 761.5672
(3,3) 1668.6 1.6593e+003 1420.2 1.4269e+003 | 1315.8 1.3129e+003
(3,4) 2587.6 2.6042e+003 2328.9 2.3133e+003 | 2145.2 2.1269e+003
4,1) 808.31 809.5352 689.06 688.7265 760.38 760.1495
(4,2) 1180.1 1.1812e+003 1028.5 997.4239 1007.2 1.0084e+003
(4,3) 1845.6 1.8389e+003 1625.9 1.5948e+003 | 1524.2 1.5229e+003
(4,4) 2793.7 2.7647e+003 2486.5 2.4620e+003 | 2326.1 2.3111e+003

EEAE AAAE AAAA

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 216.74 212.3306 148.43 143.1288 140.58 140.6207
(1,2) 626.9 625.6058 499.82 494.4398 498.24 496.7639
(1,3) 1280.2 1.2822e+003 1094.4 1.0902e+003 | 1101.9 1.0936e+003
(1,4) 2171.3 2.1782e+003 1927.2 1.9259e+003 | 1956.6 1.9297e+003
(2,1) 322.57 311.1036 251.44 245.8863 224.62 224.9039
(2,2) | 704.04 696.5721 575.86 566.9937 563.3 562.4828
(2,3) 1346.8 1.3451e+003 1160.2 1.1521e+003 | 1160.6 1.1534e+003
(2,4) 2242.8 2.2385e+003 1988.6 1.9835e+003 | 1985.6 1.9871e+003
(3,1) 577.74 496.7639 432.94 428.7485 386.46 386.7659
(3,2) 852.5 837.5062 722.44 712.5707 692.82 692.8694
(3,3) 1470.7 1.4622e+003 1282.9 1.2722e+003 | 1271.1 1.2656e+003
(3,4) 23445 2.3449e+003 2088.4 2.0910e+003 | 2113.5 2.0906e+003
4,1) 777.97 762.1742 687.59 684.9975 623.17 623.1235
(4,2) 1081.7 1.0613e+003 947.85 939.1113 898.88 899.6154
(4,3) 1663.6 1.6485e+003 1474.3 1.4631e+003 | 1446.3 1.4429e+003
(4,4) 2514.2 2.5091e+003 2267.9 2.2587e+003 | 2269.1 2.2499e+003




Tableau I1.3 Fréquences propres de la plaque stratifié équilibré en Verre/époxyde avec deux

méthode

s, R=2.5

Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(L,1) 1942.2 1.9375e+003 1353.8 1.3173e+003 1048 1.0727e+003
(1,2) 5552.6 5.0648e+003 4024.4 4.0589e+003 | 3562.3 3.3810e+003
(1,3) 9838.9 9.7457e+003 8278.4 8.3477e+003 | 7249.6 7.2645e+003
(1,4) 16205 1.5978e+004 14211 1.4188e+004 12661 1.2708e+004
2,1) 2385.3 2.4650e+003 1841.2 1.7589e+003 1716 1.7896e+003
(2,2) 5894 5.6320e+003 4466.6 4.5243e+003 | 4104.4 4.0957e+003
(2,3) 10688 1.0341e+004 8991.5 8.8406e+003 | 7890.4 7.9752e+003
(2,4) 16239 1.6593e+004 14863 1.4700e+004 13359 1.3416e+004
(3,1) 3214.6 3.3689e+003 2657.3 2.5907e+003 | 2744.1 2.8375e+003
(3,2) 6512.1 6.5481e+003 5231.8 5.3447e+003 | 4993.6 5.1767e+003
(3,3) 11453 1.1285e+004 9289.8 9.6881e+003 | 9065.2 9.0692e+003
(3,4) 16904 1.7562e+004 15547 1.5574e+004 14965 1.4516e+004
4,1) 4482.5 4.6495e+003 3790 3.8007e+003 | 4157.7 4.2115e+003
(4,2) 7467.1 7.8247e+003 6970 6.5284e+003 | 6249.6 6.6021e+003
(4,3) 12659 1.2585e+004 10979 1.0893e+004 10606 1.0530e+004
4,4) 19090 1.8892e+004 16819 1.6807e+004 16200 1.5998e+004

EEAE AAAE AAAA

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 1411.5 1.3890e+003 990.94 959.4147 967.79 977.2048
(1,2) 4177.1 4.1364e+003 3356.1 3.2769e+003 | 3528.9 3.3163e+003
(1,3) 8072.4 8.4303e+003 7245.8 7.1631e+003 | 7303.9 7.2072e+003
(1,4) 14770 1.4274e+004 12390 1.2607e+004 13068 1.2653e+004
2,1) 1973.9 1.9302e+003 15750 1.5792e+003 1540 1.5303e+003
(2,2) 4749.4 4.6956e+003 3869.3 3.8825e+003 | 3992.8 3.9088e+003
(2,3) 9398.1 9.0191e+003 7638.3 7.7620e+003 | 7399.6 7.8134e+003
(2,4) 14972 1.4885e+004 13191 1.3203e+004 | 13324 1.3265e+004
3,1 2895.6 2.8586e+003 2463.2 2.5449e+003 | 2326.4 2.4040e+003
(3,2) 5519.3 5.6066e+003 4695.1 4.8733e+003 | 4762.9 4.8518e+003
(3,3) 9873.1 9.9558e+003 8730.4 8.7604e+003 8689 8.7948e+003
(3,4) 16048 1.5848e+004 14229 1.4205e+004 14768 1.4266e+004
4,1) 4292.4 4.1599e+003 3869.3 3.8374e+003 | 3549.3 3.5993e+003
(4,2) 6618 6.8809e+003 5820.2 6.2144e+003 | 5868.2 6.1212e+003
(4,3) 11135 1.1249e+004 9683.2 1.0132e+004 10115 1.0126e+004
(4,4) 17425 1.7171e+004 15750 1.5593e+004 15040 1.5635e+004




Tableau I1.4 Fréquences propres de la plaque stratifi¢ symétrique en Verre/époxyde avec
deux méthodes, R=2.5
Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE
N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 2097.9 2.0728e+003 1457 1.4110e+003 | 1138.1 1.1609e+003
(1,2) 5293.2 5.3897e+003 4304 4.3211e+003 | 3221.8 3.5936e+003
(1,3) 10273 1.0374e+004 8805.9 8.8892e+003 | 7300.7 7.7265e+003
(1,4) 17544 1.7014e+004 15289 1.5114e+004 13497 1.3526e+004
2,1) 2637.6 2.7061e+003 2029.8 1.9550e+003 1945 2.0232e+003
(2,2) 5916.6 5.9975e+003 4772.3 4.8213e+003 | 4401.1 4.3685e+003
(2,3) 10999 1.0985e+004 9190.2 9.3941e+003 | 8805.1 8.4603e+003
(2,4) 17544 1.7633e+004 15675 1.5628e+004 14181 1.4242e+004
3,1) 3920 3.8482e+003 3046.3 3.0222e+003 | 3221.8 3.3372e+003
(3,2) 6990.5 7.0411e+003 5598.3 5.7632e+003 | 5423.6 5.6133e+003
(3,3) 11999 1.1996e+004 10237 1.0302e+004 | 9625.6 9.6422e+003
(3,4) 18625 1.8638e+004 16531 1.6531e+004 15817 1.5388e+004
4,1) 5293.2 5.4930e+003 4476.5 4.5876e+003 4963 5.0888e+003
(4,2) 8147.6 8.5643e+003 6816.7 7.1904e+003 | 7300.7 7.3251e+003
(4,3) 13600 1.3449e+004 12090 1.1653e+004 11268 1.1289e+004
4,4) 20769 2.0062e+004 17610 1.7852e+004 16769 1.6985e+004
EEAE AAAE AAAA
N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 1517.8 1.4972e+003 1038.6 1.0294e+003 1027 1.0342e+003
(1,2) 4466.2 4.4024e+003 3546.2 3.4849e+003 | 3782.7 3.5197e+003
(1,3) 8786.4 8.9726e+003 7875.1 7.6241e+003 | 8116.4 7.6656e+003
(1,4) 15168 1.5199e+004 13221 1.3426e+004 13324 1.3470e+004
(2,1) 2195.2 2.1728e+003 1739.4 1.7647e+003 | 1614.2 1.6681e+003
(2,2) 4972.8 5.0129e+003 4089.2 4.1319e+003 | 4201.4 4.1367e+003
(2,3) 9513.1 9.5816e+003 8307.3 8.2368e+003 | 8116.4 8.2766e+003
(2,4) 15607 1.5816e+004 14224 1.4025e+004 14106 1.4079e+004
3,1 3335.1 3.3684e+003 2845.7 2.9673e+003 | 2663.5 2.7439e+003
(3,2) 5960.5 6.0738e+003 5023.6 5.2578e+003 | 5103.2 5.1842e+003
(3,3) 10423 1.0597e+004 9030.2 9.3033e+003 | 9239.3 9.3075e+003
(3,4) 16916 1.6821e+004 15090 1.5059e+004 14683 1.5101e+004
4,1) 4972.8 5.0527e+003 4638.8 4.6102e+003 | 4252.4 4.2598e+003
4,2) 7786.4 7.6242e+003 6801.9 6.8542e+003 | 6466.8 6.6722e+003
4,3) 12041 1.2063e+004 11001 1.0834e+004 | 10467 1.0769e+004
(4,4) 18391 1.8250e+004 16590 1.6543e+004 16190 1.6547e+004




Tableau II.5 Fréquences propres de la plaque stratifié croisé en Verre/époxyde avec deux
méthodes, R=2.5
Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 1597.3 1.6118e+003 1111.9 1.1042e+003 | 833.23 839.4734
(1,2) 4273.4 4.2767e+003 3303.7 3.4459e+003 | 2828.7 2.7979e+003
(1,3) 8413.6 8.3014e+003 7146.8 7.1361e+003 | 6105.5 6.1404e+003
(1,4) 14174 1.3669e+004 11933 1.2168e+004 10952 1.0832e+004
2,1) 1933.4 1.9705e+003 1458.6 1.4236e+003 1355.4 1.3805e+003
(2,2) 4499.9 4.5537e+003 3550.2 3.6741e+003 | 3154.7 3.1702e+003
(2,3) 8598 8.5548e+003 7373 7.3442e+003 | 6361.5 6.4519e+003
(2,4) 14179 1.3915e+004 12401 1.2371e+004 10952 1.1119e+004
(3,1) 2641.5 2.7140e+003 2161.2 2.1399e+003 | 2240.5 2.2928e+003
(3,2) 5187 5.1033e+003 4048.6 4.1761e+003 | 3786.6 3.8738e+003
(3,3) 9068 9.0200e+003 7776.9 7.7612e+003 | 7038.1 7.0183e+003
(3.4) 14298 1.4343e+004 12904 1.2754e+004 11576 1.1620e+004
4,1) 3736.1 3.8572e+003 3303.7 3.2482e+003 | 3455.8 3.5480e+003
(4,2) 6053.2 6.0051e+003 4853.8 5.0370e+003 | 4984.1 4.9538e+003
(4,3) 9473.2 9.7630e+003 8673 8.4555e+003 | 7781.2 7.9033e+003
4.4) 15029 1.5003e+004 13371 1.3365e+004 12564 1.2384e+004

EEAE AAAE AAAA

N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 1149.8 1.1508e+003 779.45 767.1129 756.15 758.3864
(1,2) 3488.9 3.4808e+003 2688.9 2.7511e+003 | 2800.7 2.7614e+003
(1,3) 6961.8 7.1692e+003 6009.9 6.0996e+003 | 5992.2 6.1137e+003
(1,4) 12181 1.2201e+004 10806 1.0794e+004 10952 1.0809e+004
(2,1) 1577.1 1.5640e+003 1208.1 1.2093e+003 | 1105.4 1.1202e+003
(2,2) 3648.5 3.7699e+003 3072.5 3.0495e+003 | 3040.2 3.0335e+003
(2,3) 7385.9 7.4262e+003 6413.9 6.3532e+003 | 6347.1 6.3601e+003
(2,4) 12181 1.2448e+004 10899 1.1030e+004 10952 1.1045e+004
(3,1) 2369.5 2.3817e+003 1987.1 2.0317e+003 | 1815.9 1.8447e+003
(3,2) 4206.2 4.3555e+003 3543.7 3.6633e+003 3536 3.5841e+003
(3,3) 7765.2 7.9062e+003 7084.6 6.8490e+003 | 6901.2 6.8255e+003
(3,4) 12931 1.2884e+004 11644 1.1472e+004 11567 1.1473e+004
4,1) 3648.5 3.5823e+003 3543.7 3.2031e+003 | 2878.3 2.9225e+003
4,2) 5083.7 5.3134e+003 4429.3 4.6481e+003 | 4361.6 4.4809e+003
4,3) 8417.3 8.6800e+003 7800.1 7.6495e+003 | 7500.1 7.5703e+003
4.4) 13633 1.3560e+004 12524 1.2165e+004 11990 1.2134e+004




Tableau I1.6 Fréquences propres de la plaque stratifi¢ orthogonal en Verre/époxyde avec
deux méthodes, R=2.5
Fréquence f,,[Hz]

EEEE AAEE AEAE
N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 2366.5 2.3857e+003 1643.1 1.6379e+003 | 1164.9 1.1632e+003
(1,2) 6739.9 6.4424e+003 5272.5 5.2018e+003 | 4396.2 4.1779e+003
(1,3) 12372 1.2556e+004 10683 1.0806e+004 | 9168.5 9.2627e+003
(1,4) 20983 2.0706e+004 18503 1.8447e+004 16438 1.6390e+004
2,1) 2622 2.6839e+003 19030 1.9010e+003 16938 1.6566e+003
(2,2) 6739.9 6.6849e+003 5446.2 5.4007e+003 4644 4.5073e+003
(2,3) 13012 1.2785e+004 11043 1.0994e+004 9557 9.5451e+003
(2,4) 20983 2.0933e+004 18728 1.8634e+004 16938 1.6655e+004
3,1) 3231.9 3.3334e+003 2578.4 2.5362e+003 | 2506.7 2.5422e+003
(3,2) 7176.4 7.1571e+003 5816.4 5.8297e+003 | 5150.8 5.1327e+003
(3,3) 13077 1.3196e+004 11354 1.1362e+004 10557 1.0049e+004
(3,4) 21483 2.1319e+004 18950 1.8980e+004 16954 1.7107e+004
4,1) 4308 4.3973e+003 3649.5 3.5904e+003 | 3807.6 3.7983e+003
(4,2) 7758.7 7.9408e+003 6479.7 6.5777e+003 | 6018.3 6.1222e+003
4,3) 14012 1.3843e+004 12024 1.1965e+004 | 10834 1.0836e+004
(4,4) 22411 2.1904e+004 19728 1.9521e+004 17859 1.7790e+004
EEAE AAAE AAAA
N° ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh ABAQUS Rayleigh
(1,1) 1688.6 1.6754e+003 1116.9 1.1012e+003 1099 1.0990e+003
(1,2) 5518.3 5.2326e+003 4145.3 4.1362e+003 | 4229.3 4.1477e+003
(1,3) 10923 1.0836e+004 9442.6 9.2253e+003 | 8892.3 9.2395e+003
(1,4) 18378 1.8478e+004 16573 1.6354e+004 15898 1.6370e+004
2,1) 2043.5 2.0209e+003 14868 1.4966e+003 | 1406.6 1.4272e+003
(2,2) 5703.6 5.4827e+003 4376.6 4.4010e+003 4426 4.3960e+003
(2,3) 10728 1.1067e+004 9442.6 9.4564e+003 | 9892.3 9.4681e+003
(2,4) 19122 1.8704e+004 16812 1.6573e+004 | 16865 1.6591e+004
(3,1) 2797.4 2.7610e+003 2254.2 2.2849e+003 | 2077.2 2.1170e+003
(3,2) 6101.7 5.9837e+003 4908.9 4.9442e+003 | 4835.7 4.8912e+003
(3,3) 11923 1.1488e+004 9887.9 9.8990e+003 | 9906.9 9.8910e+003
(3,4) 19122 1.9095e+004 17057 1.6974e+004 16865 1.6984e+004
4,1) 4006.1 3.9167e+003 3394.6 3.4510e+003 | 3148.3 3.1836e+003
(4,2) 6820.9 6.8227e+003 5636.6 5.8386e+003 | 5550.7 5.7090e+003
(4,3) 12368 1.2160e+004 10650 1.0610e+004 10657 1.0561e+004
(4,4) 20096 1.9692e+004 17658 1.7595e+004 17467 1.7584e+004




