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Résumé

Les structures mécaniques ont une grande importance dans le domaine d’application de
I’industrie. Cependant, durant leur fonctionnement ces structures sont souvent soumises a
des sollicitations externes considérables qui peuvent leur causer de larges déformations et
des contraintes internes pouvant leur provoquer des fissurations internes. Afin d’éviter ces
types de problemes, le concept de I'analyse statique et dynamique de ces structures est
recommandé, et en raison de la complexité de leur forme et de leur dimension, la méthode
des éléments finis est la plus utilisée. La méthode des déplacements a été choisi pour
déterminer la matrice de rigidité élementaire ainsi la matrice de rigidité globale. Cette
derniere est actuellement reconnue comme étant une technique trés puissante pour
I’analyse statique et dynamique des structures discrétes ou continues de forme compliquée
appliquée dans le domaine de la mécanique, Notre travail est limité uniquement a I’analyse
statique d’une plaque bidimensionnels utilisant la méthode des éléments finis en
discrétisant la plaque rectangulaire en ¢élément triangulaire a 9 ddl sous D’effet des
excitations extérieures avec différentes conditions aux limites. Un exemple de quatre
éléments est concrétisé pour maitriser les différentes étapes de la méthode des éléments
finis et trouver les déplacements en se basant sur le logiciel Scientifique WorkPlace et le
logiciel ABAQUS.

Mots Clés : Structures mécaniques, élément plaque, rigidité, déformation, contrainte,

MEF, énergie de déformation.
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Abstract

Mechanical structures are of great importance in the application field of industry.
However, during their operation these structures are often subjected to considerable
external stresses which can cause them large deformations and internal stresses which can
cause them internal cracks. In order to avoid these types of problems, the concept of static
and dynamic analysis of these structures is recommended, and due to the complexity of
their shape and size, the finite element method is the most used. The method of
displacements was chosen to determine the elementary stiffness matrix thus the total
matrix. The latter is currently recognized as being a very powerful technique for the static
and dynamic analysis of discrete or continuous structures of complicated shape applied in
the field of mechanics, Our work is limited only to the static analysis of a two-dimensional
plate using the finite element method by discretizing the rectangular plate into a triangular
element with 9 dof under the effect of the external excitations with various boundary
conditions. An example of four elements is materialized to master the different stages of
the finite element method and find the displacements based on the Scientific WorkPlace
software and the ABAQUS software.

Keywords: Mechanical structures, plate element, rigidity, strain, stress, strain energy,
FEM.
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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

Les plaques sont des éléments structurels tridimensionnels, ayant des épaisseurs beaucoup plus
petites que les autres dimensions. Le comportement des plaques dépend fortement du rapport de
I'épaisseur a la moindre dimension latérale. Ainsi, les plaques ont été classées en en général en
deux groupes plagues minces et plaques épaisses. Les plaques sont largement utilisées dans
diverses ingénieries applications notamment dans le génie civil telles que les dalles de plancher,
les tabliers de ponts, des pistes d'aéroport et les ponts de navires. Le comportement des plaques
dépend du type et de la nature des applications de charge, et en général, les plaques peuvent étre
soumises a des comportements de flexion, dynamiques et de flambage. Les plaques sont
également classés selon leurs formes et matériaux comme rectangulaires, circulaires, elliptiques,
polygonaux, orthotropes, anisotrope, isotrope, homogene et non homogeéne (hétérogene). Dans ce
travail, la flexion statique I'analyse des plaques minces rectangulaires du modeéle de plague de
Kirchhoff est réalisée en utilisant la méthode de déplacement

Notre travail comporte cing chapitres, le chapitre est consacré a une généralité sur les plaques et
leur classification en s’appuyant sur les théories des plaques minces de Love-Kirchhoff, la
théorie des plaques épaisses de Mindlin et leurs hypotheses.

Le second chapitre est consacré a généralités sur 1’¢lasticité, les différentes relations entre
contraintes et déformations ont été évoqueés.

Le troisieme chapitre est consacré aux théories des plaques en traitant le phénomeéne de la flexion
des plaques minces (théorie de Kirchhoff). Bien sdr, en déterminant le champ de déplacement et
de déformation.

La recherche d’éléments de la matrice de rigidité fait I’objet du quatriéme chapitre en se basant
sur la méthode de déplacement, dont le quel la méthode des éléments finis a été décrite sous leur
étapes connus pour calculer ces éléments.

Le dernier chapitre contient une représentation de 1’outil informatique ou 1’on utilise le logiciel
ABAQUS et Scientifique WorkPlace pour estimer des résultats de quelques matériaux isotropes.
L’analyse des résultats permettra de déterminer les déplacements et les contraintes sur la plaque

étudiée

Introduction Générale 1



Chapitre 1 :

Geéeneéralités sur les structures



Merhbaoui Ibtissem Chapitrel

Chapitrel : Généralités sur les structures

1.1 Généralités sur les plaques
1.1.1 Introduction

Les plaques sont des structures trés utilisées dans I'industrie sous-marine, aérospatial, le
génie civil et dans des constructions courantes (ponts, toits de batiments...), dans le domaine de
I'énergie, et dans la conception industrielle (turbines, piéces de mécanique, carrosserie de
voiture...), et méme dans le monde du vivant (artéres, bronches...) figure (1.1). Tous ces
domaines sont stratégiques et économiquement treés importants. C'est pour cette raison que les

plaques ont fait I'objet de trés grand nombre de travaux depuis plus d'un siecle.[1]

Fig.1.1. Domaine d’utilisation des plaques [2]

1.1.2 Définition d’une plaque

Une plaque est un solide limité par deux faces paralléle, distante de "e" (épaisseur) et par
une bande cylindrique normale a ces plans, de largeur e, appelée bord. L’épaisseur e de la plaque
est beaucoup plus petite que les autres dimensions latérales dans le plan xoy (longueur "L" et
largeur " b"). le plan équidistant des deux faces est le plan moyen figure (1.2), nous utiliserons

Généralité Sur Les Structures 3



Merhbaoui Ibtissem Chapitrel

un repére orthonormé direct (O, x,y,z) lié a la plaque, les axes Ox et Oy étant situés dans le plan

moyen les faces ont alors pour équation z - —= et 7 — <.une partie de plaque comprise entre les
2 2

plan de cotes z et z+dz constitue un feuillet, le feuillet équidistant des face est le feuillet moyen.

Il existe des :

o fibres longitudinales sont paralleles au plan moyen.

o fibres transversales (ou normales) lui sont perpendiculaire.[3]

Fig. 1.2 : Description géométrique d’une plaque.
1.1.3 Classification des plaques

Une plaque peut étre soit une plague mince ou une plaque épaisse. Le domaine de validité

de chacune d’entre elles dépend de ses caractéristiques geométriques :

. Théorie de Kirchhoff (plague mince) : R.os
e

. Théorie de Mindlin (plaque épaisses) : 5 < — <10

R
e
Ou R est une dimension caractéristique de la plaque dans le plan (x ; y) [4]

1.1.4 Différents types des plaques

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur section

transversale, les plaques peuvent étre classées en trois categories :

+ Les plaques isotropes : elles sont constituées d'un matériau isotrope et leur section

transversale est homogeéne. Elles sont définies par deux parametres élastiques, le module

Généralité Sur Les Structures 4
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délasticité et le coefficient de Poisson. On les retrouve dans les constructions civiles
courantes (batiments, ouvrages d’art....).

= Les plaques orthotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux directions
perpendiculaires. L'orthotropie peut étre naturelle (bois) ou techniques. Le comportement
des plaques est défini par quatre parametres élastiques. On les retrouve dans les
constructions navales, aéronavales, de réservoirs de I'industrie chimique, des batiments et
d'ouvrages d'art.

# Les plaques anisotropes : leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les
directions. Neuf parameétres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent
constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie

aéronavale.[5]
1.1.5 Plaque circulaire

Les plaques circulaires sont courantes dans de nombreuses structures telles que les
couvertures de buses, les fermetures d'extrémité dans les récipients sous pression, membranes de

pompes, les disques de turbine, et les cloisons dans les sous-marins et avions, etc. [6]

Fig.1.3 : Domaine d’utilisation des plaques circulaires [2]

1.2 Rappel sur la théorie des plaques

Il existe différentes configurations de plaques. Dans la littérature, les plaques sont trés
souvent classées selon leur géométrie (plaque plane, circulaire), la sollicitation subie (charges
ponctuelles, réparties), mais également selon leur comportement type (membrane, flexion) et la

prise en compte ou non du cisaillement transverse.
Pour ce dernier aspect, on distingue :

e Les plaques sans cisaillement (souvent minces et homogenes dans leur épaisseur), dites

plaques de Love-Kirchhoff ;

Généralité Sur Les Structures 5
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e Les plaques prenant en compte le cisaillement (souvent épaisses et/ou hétérogénes dans

leur épaisseur), dites plaques de Hencky-Mindlin.

On peut rapprocher ces theories des cinématiques de poutres, respectivement Bernoulli et
Timoshenko. [7]

1.2.1 Théorie des plaques minces (Théorie de Love-Kirchhoff)

La théorie des plagues permet de calculer les contraintes et les déformations dans une plaque

soumise & des efforts. Elle s'inspire de la théorie des poutres.

w

Fig.1.4 : Cinématique de love- Kirchhoff.[8]
1.2.2 Hypothéses
La théorie des plaques minces, ou théorie de Love-Kirchhoff, suppose que :

+ le plan moyen est initialement plan ;

+ le feuillet moyen ne subit pas de déformation dans son plan, on ne considéere que le
déplacement transversal (w) des points du feuillet moyen ;

+ Modeéle de Kirchhoff : les sections normales au feuillet moyen restent normales lors de la
déformation, en conséquence, on peut négliger le cisaillement ;

+ [’¢épaisseur de la plaque est faible; en conséquence, les contraintes dans le sens de
I'épaisseur sont supposées nulles ;

+ On reste en petites déformations. [9]
1.2.3 Théorie des plaques epaisses (Théorie de Mindlin)

Lorsque I’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypothéses de Kirkchoff, une

théorie plus compléte basée sur celle des poutres de Timoshenko est nécessaire.

Généralité Sur Les Structures 6
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Fig.1.5 : Cinématique de Reissner-Mindlin.[8]
1.2.4 Hypotheses

La théorie de Mandlin se base sur les hypotheses suivantes :

+ La déformation transversale est nulles, = 0.
+ La contrainte normale o, est négligeable devant les autres contraintes.

+ Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent
sur une droite dans la configuration déformeée. Les déplacements U et V (suivant X et y)
d’un point quelconque (x, X, y) varient linéairement en z et le déplacement transversal W
(suivant z) n’est fonction que de x et y. Cette hypothése permet de prendre en compte

I’influence des déformations de CT [10]
1.3. Le comportement des plaques

L'énergie de déformation d'une plaque peut étre décomposée en trois termes principaux:
la flexion, la membrane et le cisaillement. Lorsqu'on fait tendre I'épaisseur vers zéro, I'énergie
de cisaillement devienne négligeable et la déformation subie par la plague appartient a 1'une des
trois catégories asymptotiques suivantes en fonction de la géométrie, des conditions aux limites

et des forces appliquées :

. La flexion dominante ;
. La membrane dominante ;
. Le cas mixte.

Dans les deux premiéres catégories, c'est la partie correspondante de I'énergie de déformation qui

est dominante, tandis que dans les cas mixtes aucune partie n‘est négligeable par rapport a l'autre.

Généralité Sur Les Structures 7
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En considérant la méme force, matériau et conditions aux limites, une plagque peut exhiber des
comportements asymptotiques completement différents en fonction de la nature géométrique de

la surface moyenne. [11][12]
1.3.1. Etat membrane et état flexionnel

L’état de contrainte par lequel 1’élément structural résiste aux actions extérieures, est
caractérise par les efforts intérieurs définis au niveau de la surface moyenne. La trace de cette
surface dans une section droite s’appelle le linge moyen. Les efforts intérieurs sont décrits par

unité de longueur de ligne moyenne dans les sections droites.

e L'état membranaire : S’associe aux efforts intérieurs de type force agissant dans la
surface moyenne, a savoir les efforts normaux et les efforts tangentiels.
e L'état flexionnel : Regroupe les efforts intérieurs de caractére flexionnel, soit les

moments de flexion, les moments de torsion et les efforts tranchants.
1.3.2. Les types d’élément structural

Selon le mode du comportement, on peut distinguer quatre types d'éléments structuraux :

e L'élément de paroi : Est défini par la géométrie plane de surface moyenne (plan
moyen) et par son épaisseur : sollicitée par des charges agissant dans son plan moyen, il
résiste par un état membranaire (fig.1.6.a) ; les efforts normaux et tangentiels résultent
dailleurs de I'état plan de contrainte.

e L'élément de plaque : Est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan ou
feuillet moyen) ; il résiste aux charges agissantes normalement a son plan moyen par un
état flexionnel (fig.1.6.b).

e L'élément de plague membrane : C’est la superposition des deux cas précédents et
réunit donc I'état membranaire de paroi et I'état flexionnel de plaque (figl.6.c) ; bien que
plan, il se comporte de maniére spatiale, pouvant étre soumis a des charges quelconques,
tant paralléles que perpendiculaires a son plan moyen ; il constitue la base des structures
plissées.

e L'élément structural de plaque : il utilise les deux états d'effort, membranaire et
flexionnel, pour s'opposer aux actions arbitraires pouvant le solliciter (figl.6.d);
exceptionnellement grace a sa courbure, une plaque peut ne résister aux charges que par

I'état membranaire (structure gonflable, textile, peau, etc...). [13]

Généralité Sur Les Structures 8
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(c) superposition des états membranaire (d) plaque de forme courbure et flexionnel

Fig.1.6 : Efforts intérieurs dans une plague.
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Chapitre 2 : Elasticité Des Solides

2. Elasticité des solides
2.1. Définition

Elasticité c’est la mécanique des corps solides déformables (La mécanique étudie la
réponse d'un corps solide a des forces ou moments appliqués). Forces ou moments (contraintes)
qui s'exercent sur un objet fait d'un matériau donné, de forme donnée et de volume donné

donnent : translation, rotation, déformation (changement de forme et de volume). [14]

_---F""-f F) / x
f"')--
®

|r N Ix" \
| [ — | o
I.l'll . jl" T II |I|I | MN i | MIN,
/ M/ Action d'une x M’ J
L___h / contrainte (- /
~ TV

Fig.2.1 : déformation d’un corps élastique soumis a une contrainte.[14]
2.2. La théorie de I'élasticité classique

La théorie d’élasticité s’appuie sur le postula fondamental de I’existence du vecteur
contrainte et les équations générales d’élasticité lineaire isotrope sont obtenues avec les
hypotheses de petites déformations, d’homogénéités et isotropie des matériaux ainsi que la

linéarité des relations liants les contraintes et les déformations. [15]
La théorie de I'elasticité classique repose sur les hypotheses suivantes :

e hypothése de continuité : Les propriétés physiques de la matiére (densité, rigidité,
conductivité) sont continuées. L’intérét de cette hypothése est de présenter
mathématiquement toutes les grandeurs par des champs continus et dérivables en temps

et en espace.
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e hypothése d’homogénéité : La matiere est supposée uniformément distribuée dans tout

le volume du corps.

e hypothése d’isotropie : Le corps est suppose posséder les mémes propriétés élastiques
dans toutes les directions.

e hypothese de linéarité : Les relations entre les contraintes et les déformations du

matériau sont linéaires.
e hypothése d’¢lasticité : Le corps solide est supposé reprendre sa forme initiale des que

les forces appliquées sont supprimées.[16]
2.3. Contrainte autour d’un point [17]

En chaque point M d’un solide, il existe des forces intérieures que 1’on met en évidence
en effectuant une coupure du solide, par une surface S, en deux parties A et B. La partie A, par
exemple, est en équilibre sous I’action des forces extérieures qui lui sont directement appliquées

et des forces intérieures réparties sur la coupure.

N\

Fig.2.2 : coupure et facette n en M.[16]

Considerons un point M de S. Soit un élément infinitésimal de la surface S entourant M et le

vecteur unitaire, perpendiculaire en M a S et dirigé vers D’extérieur de la partie A. Nous

appellerons cet ensemble facette n en M.

Soit dF la force qui s’exerce sur cette facette. On appelle vecteur contrainte sur la facette n en

M, la quantité :

T(M,n):— (2.1)
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2.3.1. Composantes normales et tangentielles du vecteur contrainte

Le vecteur de contrainte permet de définir une contrainte normale o et une contrainte
tangentielle =, s’exercant sur une facette (figure 2.3). La contrainte normale o est la projection

du vecteur contrainte sur la normale a cette facette, et la contrainte tangentielle -, s’exergant sur
une facette est la projection du vecteur contrainte sur cette facette, c’est- a-dire sur le plan de

normalen . [18]

On peut écrire le vecteur de contrainte sous la forme :

T(M,n)zan.n+rn (22)

Fig.2.3 : les composantes du vecteur contrainte.

Pour une facette donnée, on distingue différents cas :

e o >0 ,lafacette esten traction ;

e o <0, lafacette est en compression ;

e r =0, lafacette est soumise a la traction pure si o, >0 ou de la compression pure si
o, <0 ;

e o, =0 etr, =0, lafacette est soumise a du cisaillement pur ;

e o =0 etz =0,lafacette est libre. [19]

Elasticité Des Solides 13
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2.3.2. Tenseur de contrainte

Le tenseur o, du champ des contraintes (tenseur de Cauchy-Euler) est représenté par une matrice

symeétrigque notée [o ] qui a pour composantes (en 3D) : [20]

o, Ty r, |
[0]= I Ty Oy, Ty I (2.3)
LTXZ z-yz GZZJ

Fig.2.4 : Les composantes du tenseur de contrainte.
2.4. Déformations
2.4.1. Définition

Sous I’action des forces appliquées, les points d’un solide se déplacent. Il en résulte, pour des

fibres infinitésimales de matiere, des variations de longueural et des variations d’angle,

appelées déformations. [18]
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@0 .o 6o &5 &
@0Ge ® o o0

Extensionai et glissement, a 1’échelle microscopique

A
v

I/y\ —_——
- — -

1+Al

Extensional et glissement, a 1’échelle macroscopique

Fig.2.5 : les déformations a I’échelle microscopique et macroscopique.[21]

2.4.2. Tenseur de déformation

Le tenseure; du champ des déformations (tenseur de Green-Lagrange linéarisé) est représenté

par une matrice symétrique notée [ ] qui a pour composantes (en 3D) :

|—gxX €y gxz—|
[¢]= I €y €, €, I (2.4)
Lgxz gyz gzzJ
Autres composantes de déformations notées :
J}/Xy = 2£Xy]
2|
}/XZ 8)(2 (2.5)
tyﬂ N 28sz
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2.5. Tenseur des déplacements

Le tenseuru, du champ des déplacements est un vecteur noté U, et qui a pour composantes (en

3D):

2.6. Relations entre déplacements et déeformations

On peut déterminer facilement les déformations a partir de la connaissance des déplacements en

utilisant les relations classiques :

( ou

6x=—

| oX

\ ov

& = —

o

\ oW

e = —

! oz

2.6
‘ ou ov ( )
V= "+ —
\ dy  ox
} ou ow
7xz:_+_
\ 0z OX
} oV  ow
V= "+
[y 0z oy
(ou ov) (ou  ow) (ov ow)

. 1
Ou:e =-—
2

2.7. Relations entre déformations et contraintes

C’est grace a la propriété ¢lastique des corps déformables qu’on a pu relier la

déformation a la contrainte et établir une relation entre les deux phénomenes (loi de Hooke).

Dans le domaine de I’élasticité linéaire, les contraintes (o) et les deformations (¢;) sont

associées au tenseur de rigidité (C,,, ) par la loi de Hooke genéralisée et sont exprimées en

notation indicielle par la relation suivante :
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1
o —ap. 2 (5,)+ ;”).(a”) 2.7)
Ou 3p:—(axx+0'yy+au)=—dkk
Donc :
(1+U) v
&, = n (Gij)_EUkk 5 (2.8)

Pour un matériau isotrope (en un point donne du solide, le matériau a les méme propriétés dans

toute direction) les relations entre les déformations et les contraintes sont les suivantes :

( 1
|8xx:E(O-XX_U(O-yy+O-ZZ))
|

1
Igyy:E(O'yy—U(GXX-FO'ZZ))
|

1
|gzz:E(Gzz_U(O-XX+O-W))
[ F (2.9
|, -
"
|7XZ:GXZ
| G
| o,
Yy = G

Avec :

E : Module de Young.,

v : Coefficient de poisson,

G : le module de cisaillement,

E

G =z —
2(1-v)

Les champs de déformation et de contrainte dans un milieu continu sont liés par des lois
appelées lois de comportement. Ces lois caractérisent le comportement mecanique de ce milieu.
Le comportement ¢lastique d’un milieu continu est caractérisé par une relation linéaire liant les

contraintes aux déformations :[17][20][22]
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lo}=[H]{¢} (2.10)

Ou la matrice [H ]est appelée matrice de Hooke :

[ +2u A A 0 0 0]
i A A+2u A 0 o0 ol
|2 y) A+2u 0 0 0 |
[H]= |
|0 0 0 2u 0 0
i 0 0 0 0 24 ol
| o 0 0 0 0 24|

Avec 2 et , les coefficients de lamé tel que :

E.v E
A= U=

(1+v)+(1-2v) 2(1+v)

2.8. Les équations d’équilibre [16]

Considerons un domaine élémentaire dv en forme de cube aligné selon les axes (X, y, z). On

considere la force F par unité de volume appliquée au centre du cube. Soient y 1’accélération

du centre de gravité du cube et , la masse volumique du matériau qui constitue le cube.

T,
Xy ,
Te+—
1 &y
A——
'| ” /)
|
| o
¥ (o8 | . o, +——dx
o ————— - | fer ————— —p X
T, H—=dz
x =
/,I ———————— ——
z dy s ————
; T . dz —_—
dx F

Fig.2.6 : Equilibre d’une portion du solide infiniment petit suivant I’axe x.
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Examinons 1’équilibre en translation suivant les axes X, y, z en effet nous pouvons écrire que cet
équilibre impose 1’égalité entre la somme des forces appliquées au volume élémentaire et la

masse pdv de ce volume fois son accélération.
L’¢équilibre suivant I’axe X :

~ ( LR ( oo, )
D A R b A T

v ) 2.12)

OX

o
Xz

0z

+ {—ru +T,,+ dz}dxdy + F,.dx.dy.dz -y, p.dx.dy.dz =0

Apres simplification I’équation d’équilibre est :

aGxx 60'” agxz
+ + +F, =py, (2.13)
O0X oy 0z

De la méme fagon, on obtient pour les autres directions les équations d’équilibre suivantes :

oo oo oo
yx vy yz
+ + +F,=py,
oX oy 0z

(2.14)
aO-zx 60_2)’ acrzz
+ + + F, = py,
OX oy oz
Donc les trois équations d’équilibres sont:
ao—xx aaxy ao—xz
+ + +F =py,
oX ay 0z
aayx 60yy Gayz
+ + +F,=pr, (2.15)
ox oy 0z
aO-zx ao-ly 60—21
+ + +F, = py,

2.9. Elasticité plane

La recherche de solutions analytiques sur des corps de formes quelconques tridimensionnels
soumis a des chargements quelconques est quasiment impossible. Pour des prés
dimensionnements, on peut fréquemment faire des études bidimensionnelles. Ces géométries

sont plus faciles a traiter mathématiquement. En pratique il existe deux cas d’¢lasticité plane,

I’état plan de contraintes planes et 1’état de deformations planes. [23]
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2.9.1. Contraintes planes [20][22]

Un solide est en état de contraintes planes par rapport a un plan (0.xy) si en tout point (M) de

se solide le tenseur de contraintes par rapport a un repére(o X, y,2) est de la forme :

(2.16)

Les composantes (o) , (o,,) €t(c,, ) sontindépendantes de la direction (z) qui représente

une direction principale pour tous les points de ce solide.

U.‘C‘C
—

N / 4 —
X / )

Fapd
i »
Q
b=

Fig.2.7 : Etat de contraintes planes.

L’état de contraintes planes correspond pour ce qui est des déformations a un état de
déformations tridimensionnel ou certaines composantes sont néanmoins nulles. En effet, pour un

état de contraintes planes, les termes non nuls de la matrice des déformations sont les suivants

(2.17)

Cet état de contraintes peut notamment étre considéré, de maniére pratique, pour des plaques

minces chargées dans leur plan.

La loi de comportement qui permet de relier les contraintes aux déformations s’écrit :
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[ 1
(O'XX\ l1 o 0 |($XX\
| | E | TR
o, |= ~jv 10 &, | (2.18)
1-v
| |
LUXVJ LO 0 ! UJLSWJ
2
Avec:: - (o +o,) (2.19)
E

2.9.2. Déformation planes

Un solide est en état de déformations planes dans un plan(o,x, y), si en tout point (M) de se

solide et par rapport a un repére (0.x,y,z) le champ de déplacement est de la forme :

|(U =U (x,y)
IV =V (x,y) (2.20)
-

Le tenseur de déformation est alors de la forme :

(2.21)

En tout point de ce solide les déformations et les contraintes sont indépendantes de la direction

( z ) et le tenseur de contrainte est de la forme :

(2.22)

Cet etat de deformations peut se produire pratiqguement pour des objets trés épais dans certaines

conditions de sollicitation.

La loi de comportement qui permet de relier les contraintes aux déformations s’écrit :
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(2.23)

2.10. Théorie des plaques minces (déplacement, déformation) [7]
2.10.1. Champs de déplacement

Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques minces s’expriment

sous la forme d’un vecteur colonne {U} a trois composantes :

f_zaw(x,y)l

(U] X

Ul = = 2.24

P e (224
l oy |

Les champs de pente {¢,} sont définis comme les dérivées partielles du champ de fleche w(x,y)

dans les directions des deux axes x et y. Ces champs sont présents sous la forme d’un vecteur

colonne {6} :
[ow(x,y) |
g (x,
{H}JX( y)l—J o L (2.25)
Ley(x’y)J |_6W(X'y)|
[

2.10.2. Champs de déformation

On en déduit les champs de déformation correspondants :

|[6U (X,Y,Z) ]| |[6zw(X,y) ]|
o1 e e
5o oV (x.y.2 a’w(x,y
{5}=<5y>’>= ( ) LZ_ZJ (2 ! L (2.26)
T o
(€ ) Iau (le,z)+av(xyz)l I252W(X'y)l
| ay ox J L oxey
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2.11. Théorie des plagues épaisses (déplacement, déformation)
2.11.1. Champs de déplacement

Les rotationsé, et ¢, n’étant pas exactement les dérivées du déplacement normalw (x,y) par les

variable d’espace x et y, ¢’est-a-dire :

( ow
0, —
o 2.27)
|9 # —6—W
ox
Alors le champ des déplacements est
|fU =u(x,y)+z0,(x,y)
IV o=v(x,y)+26, (%, y) (2.28)
|[W =w(x,y)

2.11.2. Champs de déformation

En plus des déformations de membrane et de flexion sont exprimées ici les déformations de

cisaillement :
[au 89y ] [ ov ] fagy ]
| —+ z —L | ‘6_ | | |
[g ) | Ox OX | ‘ y | | ox |
| ov 00 | av | 20
{e}={e, b=d—-2— ={— bezi-— (2.29)
S oy || oy | | oy \
&
o) lay 06, ov a0l lou avl  loo, a6 |
—+z +——z—=] —+ —| | - —
| oy ox  ox ox | 9y ox] oy  ox |
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Chapitre 3 : Les Théories des Plaques

3.1. Les plaques minces [24] [25]
La théorie de Kirchhoff relative aux plaques minces, elle s’articule sur les hypothéses suivantes :

e [’¢paisseur de la plaque est négligeable devant les autres dimensions sans prendre en

compte I’effort tranchant (sans déformation).
e Les plaques possedent un plan moyen appelé plan neutre qui reste indéformé pendant la

fleXion(u(x,y =0)=v(x,y= O)): 0.

e Les sections planes reste planes apres déformation (cisaillement transverse est donc
négligeable).

e Lacontrainte o, est nulle (quel que soit z) sur tout élément parallele au plan moyen.
3.1.1. Equation d’équilibre d’une plaque

Considérons un élément dxdy de la plaque et on fait 1’équilibre statique de cet élément :

Fig.3.1 : schématisation des Moments de flexion et des efforts de cisaillement dans un élément

de plaque.
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En étudiant 1’équilibre suivant I’axe z (Les forces par rapport a I’axe z) :

0,

cQ
—=x d-
O+ o *

0,+% 4
>

Fig.3.2 : schématisation des efforts de cisaillement appliqués sur un élément de plaque.

ZF/2=O

( oq,
| Q, +
\ o )

0
dex+
oy

3
dy |dx—dex+

o

Q, d
dxdy —dex +Q dy +

0Q 0
— 2 dxdy + Q. dxdy + Pdxdy = 0

oy ox
oQ, o

-4 &+ P=0
oy oX

De la méme maniére, en étudiant 1’équilibre des moments autour de l'axe y et X :

oX

X

X

OX

dx}dy -Q,dy + Pdxdy =0

dxdy - Q dy + Pdxdy =0

3.1)

(3.2)
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M,
M -
»X
oM
M_+—Ldx
- o

Fig.3.3 : schématisation des moments de flexion et de torsion appliqués sur un élément de

plaque.
e Les moments autour de I’axe y :
> MI/ly=0 (3.3)
( oM ) ( oM, )
M.+ dx dy—dey+|MXy+ dy|dx—Mxydx—Qxdxdy=0
e Ty )
oM oM,
M dy+ ~dxdy -M dy + M dx+ dydx - M  dx-Q dxdy =0
ox oy

oM oM
dxdy + dydx - Q dxdy =0
oX oy
oM oM
X + y _ Qx (34)
oX oy

e Les moments autour de I’axe X:
S M /x=0 (3.5)

( oM | 3\ ( oM 3\
| M+ dy|dx—Mydx+|MXy+ dx|dy—Mxydy—dexdy:0

\ o ) \ ox
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M ydx+
oy oX
oM | oM
—dydx + dxdy—dexdy =0
oy 0X
oM oM
y n Xy _ Qy
oy oX

Mettons (3.4) et (3.6) dans (3.2) :

(oM, oM Y 5 (oM, oM )
— +— |+ — +—|+P=0

oy oy ox ) ox| ox oy )

o°’M o°M a’M  9°M
y Xy X Xy
P + o+ =-P
oy oXoy oX oxoy

O’M, M a'm,
+

. + 2 =
oy oXoy OX

M, oM
dydx - M ydx+Mxydy+ dxdy—Mxydy—dexdy=0

(3.6)

(3.7)

Cherchons maintenant les valeurs des moments(m ,,m ), pour cela il faut chercher les relations

moment-courbures. les déplacements peuvent étre exprimes en fonction de w comme suit :

JU =u(x,y,z=0)+20 (x,y)

LV =v(x,y,z:0)—z€x(x,y)

T z.w(x.y)

Fig.3.4 : schématisation d’une Plaques minces de cotés b, L.

(3.8)
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Avec les termes de rotation :

ow
fgx _ow
0
y (3.9)
| P ow
L ’ ox
Les déformationsz , ¢, ete, est donnes par :
( ou a0,
&, =—+1
0X oX (3.10)
| ov 00
g,=—-1——
oy oy
En négligeant les termes de membrane :
ou ov
—_Z_y (3.11)
ox 0oy
Donc :
( 00, o (ow) a’w
g, =l——=-1—|—|=-1—7;
ox oX L oX J oX
, (3.12)
| 00, o (ow) o'w
&’y:—Z :—Z—L—J:—Z >
| oy ay | ay oy
D’apres ’¢lasticité la relation entre la contrainte et la déformation s’écrit :
E Ez (a'w  a'w)
o, = — (&, tve,) =~ - —+ v —
(1-07) (1-v )Lax ay
Ez (o°w 2w ) (3.13)

(1—02)|\ay2 asz

Q
Il
—
[y
|
C
~
&
]
|
—
[y
|
C
~

Les contraintes distribuées sur 1’épaisseur de la plaque produit des moments de flexion, torsion et

des forces tranchantes (cisaillement) par unité de longueur s’écrivent :
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i
{M b= [{o, fzdz (3.14)
||v| S
(Mw) 2 (9w
Remplagant (3.13) dans (3.14) :
2 Ez (o°w o%w )
° MX=J_ —| St - |zdz
Ze (L-07)( ox oy” )
E (o°w o'w) 2 ) E (6°w o’w(e® €’
M, = - e[ rdz=- N i
(1-0")( ox oy" )%, 3(1-0v")( ox oy" JL 8 8
Moo 2,0 (3.15)
12(1-0") ox ay’ )
2 Ez (0°w o°w
[ My=J— —| —+ v — | zdz
e (1-07) Loy ox” )
E [(o°w 0w 2 s E (o°w o'w (e’ ¢’
M, == |l e re | [rdz=- N whidversl | ekl
(1-0")L oy ox” )2, 3(1-v") oy ox” JL 8 8 )
s (316)
12(1-0") oy ox” )
* M, :JZ'— E? (1—0)62W zdz
T (1m0 oxay
E o'w 2 , E o'w (e® e°
M, =- (1-v [zdz=- 1-v | —+—|
(1-07) oxay °, 3(1-0") oxoy | 8 8 )
M, =- Ee 1o o) Y (3.17)
To12(1-0%) oxay
On pose :
p-_Et° (3.18)
12(1-0")
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( (o°w o°w )
‘Mx:_D‘ ;, tv 2‘
‘  Ox oy )

(o%w o°w )

M,=-D| ——+v—| (3.19)
‘ oy ox" )
}M D (1 0w
= - -v

[ Xy 0X0y

Remplacgant (3.19) dans I’équation (3.7) :

o> (o°w a*w ) a° [ a’'w ) o _(d’w a°w )
~| -D| —+v —|1+2 |-D(1-v |+ —| -D| —+ v —|l=-P
oy L oy ox )) oxay oxay ) ox L  Ox oy ))
o'w o'w o'w o'w o'w o'w P
. TV 2 2+2 2 2_20 2. 2 T PR 2. 2
oy ox" oy ox" oy ox oy oX ox oy D
o'w otw otw o'w  a'w P
4+20 . 2+2 . 2—21) 5t =
oy ox- oy ox oy ox- oy oX D
Donc I’équation d’équilibre de la flexion des plaques minces est :
0w o'w  a'w P
22— — = — (3.20)
oy ox o0y X D

3.2. Théorie des plaques épaisse (Théorie de Mindlin)

Cette théorie proposée par Mindlin prend en compte 1’effort tranchant qui a une déformation et
en plus I’effet due a I’inertie de rotation qui va obtenir a une autre expression sous d’autres

conditions aux limites.

3.2.1. Champ de déplacement

Pour cette théorie des déplacements horizontaux sont alors en fonction de rotationé, , ¢, définit

comme suit :
(U(va)} (—GY(X,V)}

U (xy2) =] v(xy) |-z 0,(x.y) | (3.21)
i) o
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PJ:UU,”+2%(Ly)
1V =v(x,y)-20_(x,y)
L

W =w(x,y)

Y

Fig.3.5 : schématisation d’une Plaques épaisse de cotés b, L.

3.2.2. Champ de déformation

Les déformations relatives a la flexione , sont par définition :

(
ou @ 00, (x,y
|5X:-———:-——(zey(x y))=1z ()
| oxX oX oX
oV 0 20, (x,y)
g, =——=—(-20,(x,y))=~-12
| oy oy oy
| oV au (06,(x,y) 80,(xy))
|m=—+—=2|— + |
L ox  dy L ox oy )
Ou bien sous une autre forme :
|fau 1| {aey ]l
[8 ) | OX | | ox |
I 71 lav | 20,
{e,)=4¢e, t=4— b=24-
| 9 | | oy |
) Tav aul | 59 a6 |
| —+ —| | - —=+ —|
[ OX y ) | ox oy |

Eten plus les termes de«,, ete , ne sont pas nuls :

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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( ow
y. =0, +—
XZ T ox
(3.25)
|}/ =-0 +8—W
yz X 6y
Le cisaillement transverse n’est pas pris en compte ¢’est -a- dire que :
Ve =7u=0 (3.26)
De I’équation (3.25) :
o 0= 0 (x,y)= -2
+—=0= X =-—
y y
X oX (3.27)
ow ow
l_g +—-0= 0,(x,y)=—
l ay oy
Pour la flexion, la contrainte plane permet de déduire :
[0 ]
r 11— |
|[ax]| l1 o 0 || ox |
Ez | Il o0
(o }=40,}= ZZ jo 1 0 |J— : (3.28)
o e
xy 0 0
L 2 J|_89X+59y|
| ox oy |
{o}=[H,]{e} (3.29)
Avec :
[ 1
Il v 0 I
[H,]-——jv 1 0 | (3.30)
(1—!.) )| . ; 1-» |
2 |
Pour le cisaillement :
T [1 0—|[8_W+9y]
. E d
wy-171- J ! L (3.31)
7] 2(1+v)[0 1J|6w |
—+0,
Lox ]
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{o ) =[H.]{e.} (3.32)
Avec :
[H.]= S (3.32)

2(1+0) Lo 1J
3.2.3. Energie de déformation

L’¢énergie élastique totale sera égale a la somme des énergies de flexion et de cisaillement :

U, =U_ +U (3.33)

d f [

1 T 1 T k
WSt el =Sfte ) e JaveTiad o ey (3.34)

v

Avec «k : coefficient de correction de cisaillement.

w :%j{g,}T [H f]{gf}ds.dz+§j{gc}T H, ]-{e,} ds.dz
12( T ) kgf T )
Wo=—T[1[{ef -|H,|{ejdsdz+—[][{e} [H]{s.}ds|dz
A L AT J

L’énergie de déformation d’une plaque en flexion peut se mettre sous forme suivante :

v zéj{gf}T'[Hif]{gf}ds+§.[{gc}T -[ch]-{gc}ds (335)
Avec :

[ i
, Il v 0 I

(H, )]s ——j0 1 0 | (3.36)
12(1-v )| .
Lo 0 5 J

(H.]- Eek [1 0] (3.37)
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Chapitre 4 : La Méthode D’éléments Finis

4.1. Introduction sur la méthode des éléments finis

4.1.1. Introduction

Pour analyser un phénomeéne naturel en générale ou un probléme d’ingénierie en

particulier, on est souvent amené a développer un modéle mathématique pouvant décrire d’une

maniere aussi fiable que possible le probléeme en question. Le développement d’un modéle

mathématique s’appuis généralement sur quelques postulats de base et plusieurs hypothéses

simplificatrices pour aboutir a des équations gouvernantes qui sont souvent des équations

différentielles auxquelles sont ajoutées des conditions aux limites.[26]

4.1.2. Historique

La méthode des éléments finis est le fruit de deux domaines de recherche : Les

mathématiques et les sciences de I'ingénieur.

Mathématique : Outils qui remontent jusqu'aux résidus pondérés de Gauss (1775),
Galerkin (1915) et Biezenokoch (1923), ainsi qu'aux méthodes variationnelles de
Rayleigh (1870) et Ritz (1909).

Sciences de I'ingénieur : Dont la contribution a debuté dans les années quarante avec
Hrenikoff (1941), Henry (1943) et Newmark (1949) qui touchérent pour la premiere fois
aux structures continues, en faisant une approximation sur des portions de petites
dimensions dans un probléme continue d'une barre longue. D'ou l'idée de base des
éléments finis.

Argyris (1955), Turner (1956), Glough (1956) et Martin (1956) ont fait une analogie
directe en adoptant un comportement simplifié pour des petites portions : ils représentent
un milieu continu élastique a deux dimensions par un assemblage de panneaux
triangulaires, sur lesquels les deplacements sont supposés variés linéairement comme
pour chaque barre ou poutre du systeme discret : chaque panneau est décrit par une
matrice de rigidité et I'assemblage donnait la rigidité globale du milieu continu. D'ou la
naissance d'éléments finis avec "panneaux" comme nom. Argyris et Kelsy (1960)

utilisent la notion d'énergie dans l'analyse des structures et font appel a des methodes
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mathématiques (résidus pondeérés, principes variationnels ...). Le terme " élément fini "
est utilisé pour la premiére fois par Glough (1960), et des lors, il y a un développement
rapide de la méthode. Dans les années soixante; Zienkiwicz (1965), De Arante (1968),
Oliviera (1968), Green (1969), Tones (1969), Lay (1969), Storne (1969), et Finlayson
(1975) ont reformulé la méthode a partir de considérations énergétiques et variationnelles
sous forme générale de résidus pondérés, d'ou le modéle mathématique de la MEF. En
1969 la MEF est reconnue comme un outil général de résolution d'EDP, et utilisee pour
résoudre des problémes non linéaires et non stationnaires dans plusieurs domaines. En
meécanique des fluides, la résolution des equations de Navier Stokes incompressibles par
éléments finis en utilisant la formulation vitesse — pression a commencé dans les annéees
1970.[26]

4.1.3. Définition de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode d’approximation numérique de

solutions de problémes aux limites statiques ou dynamiques tels que

diffusion thermique
mécanique des milieux continus (solides et fluides)
électromagnétisme et électrostatique

Problémes multi-physiques (couplage thermomécanique ou piézo-électrique).[27]

4.1.4 Principe de la méthode des éléments finis

Le principe fondamental de la MEF est de transformer un probléme continu (modélisé

mathématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles avec des conditions aux

limites) en un probleme discret qui est modélisé mathématiquement par un systéme d’équations

linéaires. La solution d’un probléme continu est un champ continu d’une grandeur physique (par

exemple les déplacements en mécanique), alors que la solution d’un probléme discret est un

ensemble de valeurs prises par une grandeur physique en des points particuliers, appelés nceuds
dans le cadre de la MEF.[28]
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(a) (b)

Fig.4.1 : (a) Solide (Poutre en 1) ; (b) Modéle éléments finis.[24]
4.1.5 Etat actuel

La méthode des éeléments finis est maintenant trés répondue dans les industries, en
particulier en construction aéronautique, aérospatiale, navale et nucléaire. Elle se développe en
ce moment dans les applications de la mécanique des fluides : étude de la marée, des transports
de sediments, étude des phénomeénes de pollution thermique ou chimique, des interactions fluide
—structure.[29]

4.1.6 Les étapes de la méthode des éléments finis
Les principales étapes de construction d’un modele éléments finis, sont les suivantes :

discrétisation du milieu continu en sous domaines ;
construction de I’approximation nodale par sous domaine ;

calcul des matrices élémentaires correspondant a la forme intégrale du probleme ;

1

2

3

4. assemblage des matrices élémentaires ;

5. prise en compte des conditions aux limites ;
6

résolution du systéme d’équations.[30]
4.1.7 Formes d’éléments classiques

Chague élément est identifié par un nom précisant sa forme ainsi que par le type de courbe
ou de surface qui en forme la frontiere :[29]
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a) Elément finis a une dimension (1D)

. ° — — |

linéaire(2) quadratique(3) cubique(4)

b) Elément finis a deux dimensions (2D)

Elément triangulaire :

VAN

linéaire(3) quadratique(6) cubique(9)

Elément quadratique :

]

linéaire(4) quadratique(8) cubique(12)

c) Elément finis a trois dimensions (3D)

Elément tétraédrique :

linaire(4) quadratique(10) cubique(16)
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Elément hexaédrique :

< S 7

linéaire(8) quadratique(20) cubique(24)

=7 A £

linéaire(6) quadratique(15) cubique(24)

Elément prismatique :

4.1.8. Construction des fonctions d’interpolation [31]

La fonction d’approximation est choisie généralement sous forme de série polynomiale :
U(x)=> N, (x)u,=N(x)u, (4.2)
i=1

e Pour le cas des problémes uni dimensionnels la fonction d’interpolation est généralement

de la forme :

U(x)=Y a.x (4.2)

i=1

e Pour les problémes bis dimensionnels elle est généralement de la forme :
p .
U(x)=Y a.x'y" 4.3)
i=1

Avec:. j+k<n

e Pour les problémes tri dimensionnels :
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U(x)=Z}ai.xjykzI (4.4)

Avec: j+k+1<n

4.2 Calcul d’une plague mince soumis a la flexion
4.2.1 Calcul de la matrice de rigidité de I’élément triangulaire [32][33][34]
Il existe quelques étapes qui sont utiles pour calculer les matrices de rigidité :

4.2.1.1. Etapel

Le choix d’un systéme de coordonnes, en numérotant les nceuds les coordonnes sont sSchématiseés

sur la figure (4.2).dans le cas de la flexion des plaques, 1’élément a3 DDL deux rotations :

e 0, :rotation suivant I’axe (0x)

e 0, :rotation suivant I’axe (0Y)

e w :une fleche suivant (0z)

Donc au total on a 9 DDL.

Fig.4.2 : les coordonnées et les déplacements nodaux

Les sollicitations deux moments M, , M _ et la force de cisaillement F, (Q) pour chaque nceud.
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Le vecteur de déplacement pour le nceud i :
)
{5i}=<|9xi|> (4.5)
195 ]
Les sollicitations au nceud i :
o
{Fi}=4|Mxi|> (4.6)
My
Donc, pour tous les nceuds de I’élément :
Wl
9)(1
0,
(6,1 lw,
4.7)

Fig.4.3 les forces nodales
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1
|
|
|
F, |
v, | (4.8)
y |
|
|
|
)

(P =[x ]{o7 (4.9)
4.2.1.2. Etape?

Le choix de la fonction de déplacement, la fonction de déplacement a été choisis par ADINI
comme un polynéme a neuf termes qui est un polynéme complet du troisieme ordre moins le
terme de la torsion uniforme (x,y) ,on négligeant le terme xy a I’avantage de maintenir I’isotropie

de la géométrie .

On peut inspirer le polyndéme a travers le triangle de pascale

L]
-,
-
-
3
Bt
[FY]
ok

Fig.4.4 .triangle de pascal

Donc, le polynéme proposé par ADINI est :

2 2 3 2 2 3
W(X,y)=C +C,X+Cy+C,X +C Y +CX +C,X Y+C Xy +Cyy (4.10)

La Méthode Des Eléments Finis 43



Merhbaoui Ibtissem Chapitre4

TOCHER a pris en considerons le terme xy de la torsion. Mais, pour qu’il reste neuf coefficients,

il a combine deux termes cubiques pour partager un seul coefficientc, .
2 2 3 2 2 3
W(X,y)=C +C,X+C,Y+C,X +CXy+Cy +C,X +cs(x y+xy )+c,y (4.11)

Dans le cas de la flexion I’Etat de déplacement pour la flexion des plaques ou la fleche est petite,

peut étre représenté par trois composantes :

(w ]
5(X,V)=<: :> (4.12)
%]

[ oW
"o
Y (4.13)
| ow
6, =-—
[ OX
On se basant sur 1I’équation (4.11) :
f ow 2 2
0,=—=0+0+c,+0+cx+2c,y+0+c,(x +2xy)+3c,y
y
(4.14)
| ow 2 2
Lé)y:—6—=—0—c2—0—2c4x—c5y—0—3c7x —c,(2xy+y )-0
X
.
| ©2 |
lc. |
3
(w) ‘Fl x y x2 xy vy’ x® (x2y+xy2) y3—}|c4
{|9X|}=0 0 1 0 x 2y 0 x* 4+ 2xy 3YZI-J05L (4.15)
|[‘9yJ| LO -1 0 -2x -y 0 -3x° 2xy+y2 0 J :c6|‘
lc, |
|
| e |
o)
S(x,y)=p(x,y).{c} (4.16)
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4.2.1.3. Etape3

Exprimant les déplacements en fonction de déplacement nodaux {s°} .

¥
4
i
d 61'. 2 ! l

x2 el K ﬂ 0,3

Fig.4.5 Les degreé de liberté d’un élément

Le polyndme utilisé est :
2 2 3 2 2 3
W(X,y)=C +C,X+C,Y+C,X +CXy+Cy +C,X +c8(x y+xy ) +c,y

e Pour (x,y,)=(0,0) :

(

WOy =W (0.0) = w, =,

Jaw ow
|_y(X1'y1)_g(O 0)=0,=c,

I ow 8

t__x(xl yl)__g(o 0):9y1:_cz
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 Pour (Xz'yz):(o'yz) :
wW(x,y)=w,
0

6W

(
|
|
J_ny x2
|6
S

):W(O’yz)zwz =cl+c3y2+csy22+cgy23

;

w (X,

|

J w ow )
— (XY, )_ (0,y2)=0X2=C3+2C6y2+309y2
|8 oy

| ow

ow 2
= __(o’yz): Hyz =—C, =Gy, + Gy,
oX

® POUF(X3,y3)=(X3,y3) :

2 2 3 2 2 3
W (X, ¥,) =W, =C, +C,X;+C,y¥, +C,Xy +CX,¥, +Coy, +C X, +C 8(x3y3+ Xs¥s )+ €Y,

(

|

|

Jaw ) ,
—(%,,¥,) =0, =C, +C,X, +2C,y, +c8(x3 + 2x3y3)+3c9y3

|

| 2 2
{__(xa’ya) = 9y3 =—-C,—-2C,X; - Cyy, - 3C, X, _C8(2X3y3+ ys)
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(w. ) [ 0 0 0 0 0 ] (e
1 1
e 0 g 0 0 0 0 0 o | |
10| | | |G |
lp | 1o -1 0 0 0 0 0 0 o | o]
| yl| | 3 | |C3|
lw. | |1 0 Yy, 0 0 Yy, 0 0 Y, | .
“I ' lo o 1 o 0 2y, 0 0 3y? | J 4L
59()( Y):J9X2L2| 2 ) 2|. Cg
|, | |0 =10 o -y, 0 0 -, O[] |
%] | : : o 1%
|W | |1 Xs Y, Xs X3Y, Y, Xs (X3y3+X3y3) Y3 | |C7|
I9X3: IO 0 1 0 x, 2y, O (x; +2%,,) 3y32I ICS:
L9y3J lLO -1 0 -2x, -y, 0 3x; —(2x,y,+y,) O J {CgJ
Donc :
5°(x,y)=[A].{c} (4.17)
e} =[A] 5°(x.y) (4.18)
Remplacant 1’équation (4.18) dans 1’équation (4.16) :
5(x.y)=p(xy)feh = p(xy).[A] 8" (x) (4.19)

4.2.1.4. Etape4

Reliant les déformations {s(x,y)} aux déplacements nodaux, pour les plaques en flexion, la

déformation peut étre représentée par deux courbures suivant X et y, et la torsion.

Donc, I’état de déformations dans I’élément est donné par :

)
|
|
v L (4.20)
|
|
|
J
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Dérivant I’équation (4.11) :

|(62w
|

2

=2c, + 6c,x+ 2¢c,y
X
2

o

=

o= 2c, + 2cx + 6C,y

0

<

2

o"w o (ow)
=2—| — |=2c,+4c,(x+Y)
Loy )

|

|

|2

[ oXoy

o))

On se basant sur (4.20) :

lfngl [0 0 0 2 0 0 6x 2y 0
4gy;=—z|o 0 0 0 0 2 O 2X 6yl

|

7 0 0 0 0 2 0 0 4(x+y) 0] ¢,

Et qui peut étre écrite :
{e(xy)p=[T]{c}

[0 0 0 2 0 0 6x 2y 0

Avec:[T]:Io 00 0 0 2 0 2x 6y

Remplacant le vecteur de coefficient {c} dans (4.21) :

{e oy} =[TLIA] 6" (xoy) = [B]8° (x.y)

Avec: [B]=[T].[A]"

(4.21)
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4.2.1.5. Etape 5

Dans cette étape on relie les contraintes aux déformations et aux déplacements nodaux, 1’état de
contrainte est relie aux moments :

M
fo(xy)f=4im, (4.22)
M

Avec :
M., M : Moments de flexion interne
M, : Moments de torsion interne

Pour les plaques orthotropes (cas général), les défirent moments sont donnés par :

( ( o’w o°w )
|Mx__‘\Dx aXz-’_Dlasz
|
( o’w o°w )
M, =-|D +D | (4.23)
y y 2 1 2
| N oy ox" )
| o’w
M, =2D
[ OXoy

D et D, : Les rigidités de flexion dans les directions x et y
D,, : Rigidité de torsion

D, : Rigidité de couplage a un effet de type coefficient de poisson

Pour une plaque isotrope :

Ee®
D,=D,=D=—"—
12(1—u )
D,=0vD (4.24)
1-v
D, = D
2

Sous forme matricielle les deux équations (4.23) et (4.24) s’écrivent :
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o
fMX] [D D, o | |0X2 |
ot Ijazw L

{o(x.y)f=4M =D, D, 0 |{—
Wl o o o J‘ay |
LMny Xy | 62W|
| 2 |
| oxay |
C’est- a- dire :
{o(x.y)}=[D].{¢} (4.25)
D, D, o1
Ave(::[D]le1 D, 0 I
o o b,|

La relation entre les contraintes et ces déplacements nodaux est :
{o(x,y)}=[D].[B].{5°} (4.26)
4.2.1.6. Etape 6

Pour obtenir la matrice de rigidité élémentaire, on doit replacer les contraintes internes par des

forces nodales.

Exprimons le travail de déformation pour un champ de déplacement virtuel :

(57} [k ]} =(a") J[B) [D][BJav.{s") (4.27)

e
v

On peuttirer[Ke]:
[K°]=[B] [D].[B]dV (4.28)

Avec v° : le volume de I’élément

La matrice [K J appelée matrice de rigidité¢ de 1’élément dépend de la fonction d’interpolation

choisie et des propriétés élastique du matériau.
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(

[T [a°] Lo

|( ]
Ly

L 3
[r] oI er AT
X J]

ffaaf[r I [D1[T Jdz = u(li—iuz”dxdy

: ( )
[0
Io 0
lo 0o o symetrie
|
|0 0 0 4
XIO 0 0 0 2(1-v)
[0 0 0 40 0 4
Io 0 0 12x 0 120x 36x°
IO 0 0 4(ox+y) 4(1l-v)(x+y) 4(x+vy) 12x(vx+y) {(12—80)(x+y)2—8(1—u)xy}
[0 0 0 120y 0 12y 360 xy
”dxdy_ Y,

J'J' xdxdy = %X;y2

aire

1
[[ ydxdy = S5 (Y, +7,;)

aire

J'J' x“dxdy = ixjy2

aire

1
[f xydxdy=2—x Y, (Y, +2y,)

aire

1
[y axdy = —xy, (v: + v,y v))

aire

12(x+vy)y

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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4.2.2 La détermination de la matrice de rigidité pour la plaque

Le probleme a considéré est celui de la plaque rectangulaire soumise a une charge concentrée a
I’extrémité libre. La figure montre la géométrie de la plaque (dimensions, nceuds) et la

sollicitation.

Voila un exemple illustratif pour la détermination de la matrice de rigidité. Une plaque

subdivisée en 4 éléments et 6 nceuds :

10.11.12

F=0.1KN

16,17.18

Fig.4.6 : Une plaque subdivisée en 4 éléments

Elément (1) Elément(2) Elément(3) Elément(4)

Neceuds | X Y Neceuds | X Y Neeuds | X Y Neeuds | X Y

1 0 0 1 0 0 2 1 0 2 1 0
4 0 08 |5 1 08 |5 1 08 |6 2 0.8
5 1 08 |2 1 0 6 2 08 |3 2 0

Les numéros de 1 a 18 sont les déplacements aux nceuds

Tableau4.1 : les éléments et les nceuds de la plaque a étudiée
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4.2.2.1 La matrice de rigidité de I’élément 1

Cherchons maintenant les éléments de la matrice de rigidité de I’élément en se basant sur
I’équation (4.29) et on utilise le logiciel Scientifique WorkPlace pour calculer les différentes

matrices de 1’équation (4.29)

K] = LAY {04 (0BT 0 812)]

Ti]olol o 0o |0 o 0 0 ||
olof1| 0 0 |0 o 0 0
o|-1{0| 0 0o |0 o 0 0
110 |y] 0| 0 [43] 0 0 v3
[A]l=|lo]o|1] o 0 |2 | 0 0 33
ol-1{0| 0 |- | 0| 0 —v} 0
1|x3|ws| x5 |xavs | ¥ | x3 |xdva+xapd |03
0|0 | 1] 0 s |2ws | 0 | x%+ 2xsvs | 3y3
L 0[-1]0 |~2xs | -ys | 0 |-3x3 | 2xays 23 0 =1 32-0 808

([1JoJofo]o ool o 0o ||
olo|1]o| 0 |0 0] O 0
o|-1|ofo| o0 |0 |o]| o0 0
10080 | 0 |0o64[0 | 0 |0.512

[A]=]|olo|1]o| o0 |[tL6|0] 0 |19
0|-1[ 0|0 |-08] 0 |0 |-0.64| O
1| 1]08]1]08 |064[1 1440512
olo|1]0| 1 |16]0]|26 |19
0|-1| 0 |-2|-08] 0 |-3|096 | 0
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(a1 -

jjdA

aire

X

o O o o o o o

o

:
|
|
|
|
|
|
|
i
|
i

0

1.0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1.0 0 0 0 0 0 0
~-2.0195% 10728 | -5.0487 x 107° | 2.7778 -3.0 22222 |-0.77778 | 3.0 | -2.2222 | 1.0
= | |-2.2439x 107 | -5.6097x 1070 | 1.8056 | 2.2439x1072° | 0.44444 | -1.8056 | 0 |-0.44444| 0
—4.6875 -2.5 4.6875 -1.25 0 0 0 0
8.9755x 107 | 2.2439x 107 | -2.2222 2.0 -1.7778 | 1.2222 |-2.0| 1.7778 |-1.0
2.8048 %107 | 7.0121x 107" | -0.69444 | -2.8048 % 1072° | —0.55556 | 0.69444 | 0 | 0.55556 | 0
3.9063 1.5625 ~3.9063 1.5625 0 0 0 0
10 o 0 |2 0195 x 1028 |2 2439 x 102 | -4 6875 |8 9755 x 102 | 2 8048 x 102 | 3 9063 | |
0| 0 |1.0|-50487 x107 |-5.6097x 107°| -2. 2.2439x 107 | 7.0121x 10730 | 1.3625
0 |-1.0] 0 2.7778 1.8056 0 —2.2222 —0.69444 0
0| 0 |0 -3.0 J2439 %107 | 4687 2.0 —2.8048 x 1072% [ -3. 9063
0| 0 |0 2.2222 0.44444 -1.25 -1.777%8 —0.55556 1.5625
0| 0 |0 —0.77778 ~1. 8056 0 1.2222 0.694 44 0
0| 0 |0 3.0 0 0 2.0 0 0
0| 0 |0 —2.2222 —0.44444 0 1.7778 0.55556 0
0| 0 |0 1.0 0 0 -1.0 0 0
}[B]T[D][B]dz =E—e32”dxdy
L (12(1-07)z
2
;
0 | (4.40)
0 0 symetrie |
0 0 4 I
0 0 0 2(1-v) |
0 0 4o 0 4 I
0 0 12x 0 120X 36x° I
0 0 4(vx+y) 4(l-v)(x+y) 4(x+vy) 12x(vx+y) {(12—80)(x+ y)2—8(1—u)xy} :
0 0 12vy 0 12y 36v Xy 12(x+vy)y 36y2J

Calculons les différents termes de I’équation (4.40)

”4dxdy = 4.§x3y2 =2x,Y,

J'J'Z(l—u)dxdy = 2(1—0).§x3y2 =(1-v)x,y,

1
J'J'4udxdy =4v.—X,y, = 20X,Y,
2

”4dxdy = 4.§x3y2 =2x,Y,
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1 2 2
o ”12xdxdy =12.Ex3 y, =2X,Y,
° 1 2 2
12vxdxdy =120.—X,y, = 20X, Y,
i 6
° 2 1 3 3
”36x dxdy = 36.—x,y, = 3X,y,
12

1 1
”4(ux +y)dxdy = ” 4p xdxdy + ”4ydxdy = 4u.gx32y2 + 4u.gx3y2(y2 +Y,)

w | N

» 2
UX3y2+;X3yz(yz+ ys)
”4(1—0)(x+ y)dxdy = 4(1—u)” xdxdy+4(1—u)” ydxdy
1, 1
° =4(1—v).gx3y2+4(1—u).gx3y2(y2+y3)
2 2
= _(1_U)X32y2+_(1_U)X3y2(yz+ y3)
3 3
“4(x+uy)dxdy = ”4xdxdy+”4uydxdy
1, 1
® :4'gx3y2+40'gx3yz(yz+y3)

2, 2
gxsyz"'guxsyz(yz + ys)

”12x(ux+ y)dxdy = ”120x2dxdy + “12xydxdy
1 3 1 2

o :120.;x3y2 +12.Zx3y2(y2 +2y,)

3 1 2
=UvX3Y, +;vx3y2(y2 + 2y3)
”[(12—81))(x+ y)2 —8(1—u)nydxdy
= ”(12—80)x2dxdy+ ”2(12—80)xydxdy + ”(12—80)y2dxdy +HB(1—u)xydxdy

1 3 1 3

= (12—80).;x3y2 + 2(12—81)).§x3y2(y2 +2Y,)

1 2 2 1 2
+(12—81)).;x3y2(y2 Y, Y, + ys)—8(1—u).;x3y2(y2 +2y,)

1
o IIlZuydxdy :121).gx3y2(y2 +Y,)=20%Y,(Y,+Y,)
1
o ”12ydxdy =12.Ex3y2(y2 + ¥, ) =2%Y, (Y, +Y,)

2

1 3
* [[36uxydxdy = 36u.;x32y2(y2 +2y,)= ;xa y,(y, +2y,)
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le(x +vy)ydxdy = “12xydxdy + ”120 yZdxdy

2

1, 1 2
12'5)(3 yz(yz + 2y3)+120'EX3y2(y2 tY Yt y3)

1
=;X§y2(yz+2ya)+vxayz(y§+ Y.V, + Y5 )

2

1
° ”36y2dxdy = 36.;x3y2 (yz2 +Y,Y, + y32) =3Xx,Y, (y2 +Y,Y, + ysz)

1.0 0 | 0 |-2.0195x1072% [-2.2439% 10727 | —4.6875 | 8.9755x 1072 | 2.8048 = 107>* | 3.9063 ||0|0|0| © 0 0 0 0 0
0 0 [10]-5 0487107 [-56097= 1070 | -2.5 |22439x107 | 70121x107% | 1.5625 ||0|0|0| O 0 0 0 0 0
0 |-10|0 2.7778 1.8056 0 -2.2222 ~0.69444 0 ojojo| o 0 0 0 0
) 0 0|0 2.2439= 1077 | 4.6875 2.0 -2.8048x 107 | -3.9063 |0 |0 (0| L6 0 [0.552| 1.6 |1.037|0.883
[k“]= ol 0|0 0.44444 -1.25 -1.7778 ~0.55556 15625 ||ofojo| o |0524] o0 0 [0908| 0
0ol 0|0 -1.8056 0 1.2222 0.69444 0 ojo|o|oss2| o 1.6 [0.552|1.241| 2.56
0ol 0|0 0 0 -2.0 0 0 ojo|o| 16 0 [0552| 24 |1.236|0993
0ol 0|0 -0.44444 0 1.7778 0.55556 0 0]0]0[1.037|0.908 | 1.241 | 1.236 |4.736 | 1.489
0ol 0|0 0 0 -1.0 0 0 0/0|0[0883| 0 | 256 |0993|1489|4 608
1.0 i 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1.0 0 0 0 0 0 0
0 1.0 0 0 0 0 0 0
—2.0195 % 10728 | -5. 0487 x 1072% | 2.7778 -3.0 2.2222 |-0.77778 | 3.0 | -2.2222 | 1.0
% | -2 2439107 | 5 60971077 | 1.8056 | 22439 107%° | 044444 | -1 8056 | 0 |-044444| 0
—4.6875 -2.5 0 4.6875 -1.25 0 0 0 0
8 9755x 1072 | 2 2439x107% | -2 1222 20 -1.7778 | 1.2222 [-20| 1.7778 |-1.0
2.8048% 107 | 7.0121% 1070 | -0.69444 | -2.8048 x 1072% [ -0.55556 | 0.69444 | 0 | 0.55556 | 0
39063 1.5625 0 -3.9063 15625 0 0 0 0
11.719 3.125 —0.47558 | —11.722 | 5.8697 | 0.90766 |2.3769x 107 | 0.38055 |—0.42969
3.125 1.25 0.15673 | =2. 7810 | 1.3754 |-0.32892 -0.34406 —0.12538 |-0.17188
-0.47558 0.15673 5.9736 | -3.5252 | 3.9262 | -3.8889 4.0007 —-4.4634 1.9160
-11.722 —2.7810 | —3.5252 16.524 | -9 4161 | -0.10696 —4. 8024 2.8200 | -1.1703
1)
[k }= 58697 1.3754 3.9262 | —9.4161 | 6.7328 | —1.7407 35465 -3.4126 1.3609
0.907 66 —0.32892 | -3 8889 | -0.10696 |—1.7407 | 4.2041 —0.8007 2.7957 | -1.1160
2.3769 % 107 | -0.34406 | 4.0007 | —4. 8024 | 3.5465 | —0.8007 4.8 -3.2005 1.6
0.38055 —0.12538 | —4_ 4634 28200 |[-3.4126| 2.7957 —-3.2005 38423 —1.5328
—0.42969 —0.17188 | 1.9160 | —-1.1703 1.3609 | —-1.1160 1.6 —-1.5328 0.8
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Djo|0

1

0|o(0|0]|0

oOjof0O|0jO|D

1

|

lo(oj0|0(0D|0O]|0

1

ojofoj0jojo|0j0O|0O|O|0O(O|0O|O(0D]|0O

1

1jojofojojofo0jOf0|0|O(D|O|0OO|0O]|O0

0

glo(rjof(o(0|jojo(0|0Oj0O|0O|0O|0O|0O|O(0O]0O

gljo|o0jofo|0|j0O|0|0O

g|jo(ojof{o|0|j0Oj0O(0|0O0

glo(ojojO|0O|0|O(0O|0O|0O|D

olo(0jof0O|0|jOjO(O|0O|O|O|O|L|O|Of0O]O

ol|o(0jof0O|0O|0O|O(0|0O|O|0O]|0O]O

[8]=|o|o|ojojo|o|o|olofoft|o|o|o|o|ofofo]

On cherche matrice transposé de la matrice [S]

1

0

1

0|j0]0

1

o(oj0o]0

1

O|(ojOo|0O]O0O

1

ojojo|0jO]0

1

ojojojo|j0ojOofo0O

1

oljojofOo|0O|O|O|O

1
0

1

oj(ojo|jofojojo|lofoO
oj(ojo|jofojOo|jO|O|DO
oj(oj|jo|OfO|O|O|O|O
oj(oj|jo|OfO|O|O|O|O
oj(oj|jo|OfO|O|O|O|O
oj(ojo|ofO0O|O|O|O|O

olo|o

o(o|0o|0

0|0 |0|0O|0

0|0 |0OjO(D]|0O

o|jojojofo|0]|0

o(ojo|jofojoj0o|l0O

oj(ojo|jofojojo|lofoO
oj(ojo|jofojojo|lofoO
oj(oj|jo|OfO|O|O|O|O

[s]7-

57

La Méthode Des Eléments Finis



Merhbaoui Ibtissem Chapitred

Lofofaapapafafe

11712 L1 [HO4THIE (-ILTID | 36T [ 0.BOTES [13T6Gw 107 | 033053 |0 4l9dL|O(0(G (D)oo (@@ |aoo(@(a]o)0@{a
LI LI Q13673 (L7810 [ L3754 (0315511 0034406 [-0.DIF3E | QUITHEE((O(D (0|00 Ga |00 0@ afo)o)@lal@e
SO4TEER [ QUIBETE | ROTHE [-RRIRD | GSD | -RLRERED | 4 Q00T |- qfia | LSUSQ (00| oo oo oo e e oo mogole)e
SILTID | -LTELD (REIRD [ DG RIS (Ro4l60(-Qol0esE | -4 3024 [ TEI00 | =L DTOR ()0 (O[O o o) oja e 1 e fafooaa e
[I;':]- 1.3807 L3734 | 15081 |-o4l6] (G 731F |-L 7407 | RM4EE [-E4LDE [ L3E0G ({00 [0 {0 (ool oo fofb fo (e faata @ (o
0.80766 |-0.31397 3. 3EE0 |0UI0696 (-1 T40T| 41041 | -0EGOT [ LT9ET (L D060 ({G (G (@ (O (a(C|a (@@ (G (@ (L@ (alala@(e
L IT69w 10 | 034406 | 4.0007 |4 3004 (3 5463 | 03007 4.3 el I (I (el (e [ (] rel (e ((el D (e () 8 L0 (e 1eN (R 1]
| o |13 |+ 43t | Lak0 |5 4106 | LT | 5.00% |83 |-LaazE |plofelelelofelelelelelefplIfele e o
041968 [-00TIEE| L9160 [-11703 | 13609 | -1 1160 L& foy e e (I (e (e [ () Rl (e[ D (e U (B D0 0 1 R 1)

Les ¢éléments de la matrice de 1’élément 1 dans la matrice globale

11. 719 3,125 |-0.47552 0|0 |0 [0|0|0| -11.722 | 5.8697 | 0.90766 |2.3769 = 107 | 0.38055 |-0.42969 [0 |0 |0

3.125 1.25 0.15673 |0 |0|0|0O|0O 0| —2.781 1.3754 | -0.32892 —0.34406 —0.12538 | -0.17188 (O (O | O

—0.47558 0.15673 | 5.9736 |0 0|0|0|0|0|-3.5252 | 3.9262 | —3. 8889 4.0007 -4 4634 1.916 |0|0 |0

0 0 0 0Djofojo|of0 0 0 0 0 0 0 o(o0

0 0 0 0j0j0j0O|0O]|0 0 0 0 0 0 0 0|00

0 0 0 Djofojojof0 0 0 0 0 0 0 0(o0

0 0 0 0Djofojo|of0 0 0 0 0 0 0 o(o0

0 0 0 0|0j0]|0]0O]|0 0 0 0 0 0 0 0|00
[k(:)} _ 0 0 0 00|00 (0]|0 0 0 0 0 0 0 0(o0 |

-11.722 =2.781 | -3.5252 |00 (0|0|0|0]| 16.524 |-9. 4161 |-0.106%6 —4. 8024 2.82 -1.1703 |0 (0|0

5.8697 1.3754 3.9262 |0|{0]|0|0|0|0|-9.4161 | 6.7328 | —-1.7407 3.5465 -3.4126 | 1.3609 (0 (0|0

0.907 66 —0.32892 | -3.8889 [0 |0|0|0|0|0|-0.10696 |-1.7407 | 4.2041 -0.8007 2.7957 -1.116 [0|0]|0

2.3769 % 107 |-0.34406 | 4.0007 |[0[0|0|0|0|0| -4 8024 | 3.5465 | —0.8007 4.8 —3.2005 1.6 0]01|0

0.38055 —0.12538 | -4.4634 |0 |0|0|0|0 |0 2.82 —3.4126 | 2.7957 -3.2005 3.8423 | -1.5328 (0|00

—0.42969 -0.17188| 1.916 |[0|0|0|0|0|0O|-1.1703 | 1.3609 | -1.116 1.6 —-1.5328 0.8 0|00

0 0 0 0Djofojo|o|0 0 0 0 0 0 0 o(o0

0 0 0 0]0]0]0]0]|0 0 0 0 0 0 0 0]0]0

0 0 0 0|0j0|0O]|0O]|0O 0 0 0 0 0 0 0|00

La méme chose pour les éléments 2, 3,4 (voir I’annexe)
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4.2.2.2 La matrice de rigidité globale

Donc la matrice de rigidité globale est :

(K= [k ] [k [0 ]+ [

RN ] "] "] ] ] ] "] e (e o ] o ] "] e}
RN ] "] "] ] ] ] "] e (e o ] o ] "] e}
RN ] "] "] ] ] ] "] e (e o ] o ] "] e}
RN ] 43. 074 13. 06 —0.599 7% 4. 3367 L1S46w 107 |0 |0 |0 47474 11541 | 036087 =11 45%
o|o|a 13085 13 331 —0.30% 65 -1 564 0. 10455 oo 007247 =7 09
o|o|a 10,573 4. 7139 046557 043073 oo -3.4163 T
o0|o] -035eTe |-0300&3 =X] 04 oo |o=rt ] 033308
o|o|o -4 3367 =1 564 013313 -3 1181w 107 |0 |00 4 4535 o ] 3952 1w 107
[K] _ 00|03 1846w 107 | 020455 o4 04 ool 043163 o ] 0431 &5 -5 0731w 10—
o|o|o o o o o o o ool ] o ] o o <]
o|o|o o o o o o o ool ] o ] o o <]
o|o|o o o o o ool ] ] o o <]
o|o|o 47474 =1 HEEw 10— 4 4533 043063 ool —03s1ol 11 338 -5 5314 11 bss
o|o|o 1 ] o o oo 0.91552 088657 =0, 19802 0.33644
o|o|o ] o o oo 14344 048553 0.74062 087178
o|o|o 4. 4533 043063 oo 068657 |-0.43563 4. 038 -6 Te4 3 11534
oo |0 1 71 -0.3331 & oo -5.0814 =0 19302 | 074081 31333 -1 3911
oo |0 =11 459 =7.3099 | L 1ITT 0.33308 o520 w 007 [-E 0732w 107F |0 |0 (0 1. 1&8 0.33644 |-0.3T178 -1.3911 0. 56704

oo o o o o o o oo o o o o o o w_ F,
oo o o o o o 0 ofoye o 0 o 0 o o & M
ofoo L] ] ] ] ] o o foo L] o L] o ] L] By My
oo 43074 15, 58 -0.5597% 4. 3357 L L (el 1 =N ] L Fi
ofoa Py 13,331 030588 =185 0. 20455 ofoa B M
ofoge 10. 873 4. 713G | & 6564 0. 45652 oo B Me
Ofoe| QleeTe  |-030563 | 046652 "X oo ] F3
ofoo 4. 3367 -1864 | 01943 013323 o foo Fa Ma
0|0 |3 1546 1077 | OI04SS | 043073 o4 -3 1192« 10 o4 ofoa B Mn
-0 L [ o o o o o ¢ o oo o ¢ o ¢ o o " - F
oo o o o o o 0 ofoye o 0 o 0 o o B M=
ofoo L] ] ] ] ] o o foo L] o ] L] By My
ofoo 1 0431465 o foo 47, 473 11 338 -5. 6814 1L 166 s F_
-0 L [ ¢ ofoa -1 %4 088537 0. 15302 Ba Ma
oo o oo -0.5s101 —0.43593 0.74082 B Mp
oo ofoye pilgc ) QLERE3T |-0.48553 4. 038 —6. Té43 e Fi
ofoo 0. & o foo -5.8814 =0 19302 | 0.T4061 =6, T4 3 3. 1133 B Ma
-0 L [ —5.0732wx 107 |0 |0 |0 11 0.33644 |-0.3T178 11,534 -1 3821 By My

4.2.2.4 Les conditions aux limites

e les déplacements(w,,6,,,6 ) du nceud 1 et les déplacements(w,,6,,,6,,) du nceud 4

sont nuls (encastrements).
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e Les charges appliquées dans les nceuds 3 et 6 d’une valeur 0.1KN.

Donc :

43074 pae —0.3597% -4 3367 3 leéx 10 47474 11541 | 0.56087 33098 T F.
pa ] 15831 =0.30085 =1 G 010435 =11 763 1 3604 |-0.07347 1 3 3 . M
0. 373 4. 7139 045562 01548 043073 1134 Q45T | 3. 4263 £ Ql71 04351 - My
—-0.3597%  [-0.30063 | 046652 o6 013313 o4 -1 IEE w10 o o -L 138w 10~ | QLITISE 033308 s F3
-4 3867 L9 | 01943 013313 013441 -3. 1182 107 4. 4533 o o 4. 4533 -0.33320 | 19521 w 07 ||Ea Ma
316w 1070 | 0210455 | 043073 o4 -3. 1192 1072 o4 -0.43163 -0.43163 QITI6E |-E.0731x 10 (|6, _ M=
47,474 i 1 =L 1EEx 10~ 4. 4533 -0.43163 47,473 ol s -5.5314 11 166 L F.
11 541 o o o 06863 0. 15802 033644 B M=
036067 o o o £101 -0.43303 0.T4052 =0 S My
-11 333 & 1380 10— 4. 4533 043183 11 33% 4. 033 6. Tt 5 e F:
33093 3.TIES | 0.4361 [ bl -0.83311 QLITI66 -5.9314 =6 T4 3 315133 B My
-11. 459 -1.508% | 1117 033308 19510 x 107 |8 0731x 010 10 166 11 534 -1 5511 By My
T 1026 & |-10.000 | -5.3350 | 1035 1 |-1L. 330 | . 3777 | 1OQE 7 | -D5 D166 | -3. 166 1 3374 =5 1021 | < 953% II_ =104 17
: SIL 000 [ 4.4450 | LOSIT |-14.306 | 30837 | L4543 |-5.3073 | . TE4T | 0.T0E0S 1 34311 | L &7 Q 1. 5658
w2 L1124 |-T.3347 | L7576 | 090074 | 3.004 | 3 5163 |048348 13956 | Q80851 o 033143

-T. 3847 | 10550 | -16.603 | 1L 219 | 10241 | -20 343 |3 3443
11074 |6 21TS | 6.9931 | L4191
30430 |- 8166 | 18335 013313

-3.004 | 10240 |8 E1TS | -1 E166 | 10114 |-5.3470 |1 s1M49 14430 -5, 1506 | -1 7301 o -102 35
E

-11 307 [ -6.3043 |01 -106. 10
40433 | 0594372 o L7186

35163 [-I0343 | 69930 | 19339 |- 3470 | B T91T | 13493 -1. 1543 36349

3
0455638 [-3.3453 | L4291 | 015325 |1 &145 | 13498 |0.23037 -1.0541 031335 (ol

3 |-0.82073 | 39535 |-L0T33 |0U5I04E | L4430 (-1 2545 | -1 0S40 (43510 107 | -1 0853 |-0.34351 |01 —0.35505
L3956 |-11307 | 40433 | L7801 |-5.1508 | 5 6340 [031333 -1.0833 38008 | L4338

QUEGEST [-6.3043 | 094371 | 033308 |-1 TEON | 3ITI |QATRIT | 0348391 L4356 | 087434 @ QLTI6E2

Apres la résolution, les déplacements sont :

—5.8603 x 107* -3.8640 % 107
612 1.5851 % 1072 1.0451 x 1072
8,2 77254 % 1072 50937 x 107
w3 -0.75492 —4.9775 % 1072
B3 7.0359 % 1072 4.6391x 1073
0,3 . 0.61452 4.0518 x 1072
ws | P —0.02963 ~1.9536 x 107
Bx5 0025 % 1072 1.3203 x 1072
8,5 6.6561 x 1072 4.3887 x 1072
We 1.7395 % 1072 1. 1469 x 1073
616 0.10363 .8328x 1073
B 4.0549 % 1072 6736 % 1072

=
b

2

[ B (=]
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Chapitre 5 : Présentation de L’outil Informatique

5.1. Introduction

L’avenir est a ’outil numérique et a la réalité virtuelle; la simulation et 1’analyse
numérique se sont développées ces derniéres années dans la recherche industrielle privée ou
publique (constructeurs automobile, aéronautique, spatial...) améliorant ainsi la productivité des
industriels et la vie de tous les consommateurs. La solution d'analyse par éléments finis optimise
le prototypage virtuel et la simulation numérique pour I'entreprise en utilisant les hypotheses de
la mécanique de la rupture en élasticité et de la dynamique. Ainsi elle simule et améliore les
performances. D un point de vue technique, les résultats obtenus grace a ABAQUS sont le bilan
des énergies, des forces nodales, des déformations, des déplacements, des contraintes, des
vitesses, des accélérations et de toutes les grandeurs physiques nécessaires a la conception d’un
modele. [35]

5.2. Définition

ABAQUS est un code de calcul par éléments finis utilisé pour simuler la réponse
physique de piéces ou structures soumises a des chargements mécaniques, thermiques, du
contact ,d’impact, ou d’autres conditions . Il est connu et répandu, en particulier pour ses

traitements performants de problémes non-linéaires. [36]
5.3. Description des possibilités d’ABAQUS [36]

e ABAQUS/CAE (Complete Abaqus Environnent): il s’agit d’un environnement
possédant les fonctions permettant de créer géométrie et des modeles éléments finis, de
lancer des calculs et d’en suivre la progression puis de visualiser et d’évaluer les

résultats.
Ce systeme regroupe donc les trois fonctions (préprocesseur), (solveur) et (postprocesseur).
5.3.1 Préprocesseur
La préparation de modeles éléments finis pour Abaqus s’effectue de différentes manieres :

e Utilisation d’Abaqus/CAE,
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e Programmation (manuelle) du fichier de commande (fichier texte),
e Utilisation d’un autre logiciel (exemple : I-deas pour générer le modele éléments finis a

partir d’une CAO puis exportation du modele au format Abaqus ...).
5.3.2 Les solveurs

e ABAQUS/Standard : solveur éléments finis utilisant un schéma d’intégration implicite,
permettant tout type d’analyse excepté les analyses dynamique non linéaires nécessitant
un schéma d’intégration explicite (Cf.Abaqus/Explicit).

e ABAQUS/Explicite : module permettant de traiter des problémes dynamiques non-
linaire, transitoires, pour des solides et des structures.il utilise un schéma d’intégration
explicite.il peut gérer des problemes de contact, mais aussi des applications quasi-
statique impliquant un comportement discontinue non linéaire.

e Aide au calcul (option)

_ABAQUS/Aqua : module rajouté a ABAQUS/Standard permettant le calcul de structures
offshore (pipeline, plate-forme).

_ABAQUS/Design : ce module associé a ABAQUS/Standard ou ABAQUS/Explicit permet la
définition de modéles paramétrés et donc d’effectuer facilement une étude d’influence (plan

d’expérience).les études paramétriques se font par I’intermédiaire de scripts écrits en python.

_ABAQUS/Safe : ce module permet a partir des résultats issus des différents solveurs

d’effectuer un dimensionnement a la fatigue de piéces mécanique.

_ABAQUS/USA : cette option ajoutée a ABAQUS/Standard permet le calcul au choc de
structures immergées. Application initialement développée par les laboratoires de recherche de
Lockheed (Unique Software Application : USA).

5.3.3 Exploitation et visualisation-Postprocesseur

e ABAQUS/Post : version mise a jour du premier postprocesseur interactif livré avec
Abaqus. Il permet d’afficher la déformée d’une piéce, des isovaleurs, des vecteurs, des
courbes fonctions d’une variable ou du temps et peut fournir une animation des résultats.
Abaqus/Post est fourni quelque soit le solveur utilis¢€ jusqu’a la version 5.8.

e ABAQUS/Viewer : postprocesseur interactif utilisant une interface graphique. Il permet

d’effectuer des opérations analogiques a celles présentées dans ABAQUS/Post. Son
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utilisation est impérative a partir de la version6. Le module Visualization
d’ABAQUS/CAE est identique 8 ABAQUS/Viewer.

5.4. Fonctionnement du code ABAQUS

ABAQUS est un solveur (Standard, Explicit, Implicit, etc.) qui effectue la résolution d’un
probléme décrit par un fichier « entrée » (ou fichier de données) et dont il écrit la solution vers

un fichier « de sortie » (ou fichier de résultats).[37]
5.4.1 Le fichier (« texte ») de données

e Extension : inp
e Contenu : mots clés qui décrivent les géométries, les matériaux, les conditions aux

limites.
5.4.2 Le fichier de résultats

e Extension : odb

e Contenu : contours et courbes résultats.
5.5. Présentation des différents modules [36]
5.5.1 Module PART

Ce module est le modeleur d’Abaqus. Il permet la création et la gestion des picces (géométrie
2D, 3D, filaire ou volumique). Il est possible d’importer de la géométrie sous divers formats

(ACIS.sat, STEP.stp, IGES.igs, VDA-FS.vda...).
5.5.2 Module PROPERTY

Module permettant de définir les lois de comportement des matériaux et d’affecter ces lois a

différentes pieces ou parties de piéces (section au sens large).
5.5.3 Module ASSEMBLY

Module permettant la création et la gestion d’assemblage de différentes piéces et la gestion des
différents référentiels. Le module Assembly permet de créer des modeéles multi-pieces,

déformables et/ou rigide.
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5.5.4 Module STEP

Module permettant la création et la configuration d’une étape de calcul STEP d’une analyse

mécanique (statique, ou thermique, dynamique...).
5.5.5 Module INTERACTION

Module de définition et de gestion des lois d’interaction (mécanique, thermique ...) entre

différentes parties d’un mode¢le.
5.5.6 Module LOAD
Module de définition et de gestion des :

e Chargement mécanique, thermiques, acoustique... (force, pression, gravité...),

e Conditions aux limites mécanique, thermique, acoustiques... (restrictions de ddl,
blocage, symétrie, encastrement, forcer un déplacement...),

e Conditions initiales,

o Création et gestion de cas de charge en HPP.
5.5.7 Module MECH

Module présentant les outils de maillage. Gestion du raffinement du maillage, chois de

I’algorithme de maillage (libre, structuré, extrudé), chois du type d’élément.
5.5.8 Module JOB

Module d’exécution et de controle des calculs. Possibilité de lancement d’un ou plusieurs calculs

en mode batch ou interactif.
5.5.9 Module VISUALIZATION

Module interne au CAE mais similaire a Abaqus/Viewer. Il permet 1’affichage et la visualisation

d’un modeéle éléments finis et de 1’ensemble des résultats issus du calcul.
5.5.10 Module SKETCH

Module de définition 2D de géométries CAE. Le passage par le Sketcher se fait

automatiquement lorsque I’on travaille dans le module Part.
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5.6 Domaines physiques

e Meécanique
e Thermique
e Electrique (piézo et thermique)

e Problémes couplés [38]
5.7 Problémes

e Statique et dynamique

e Linéaires et non linéaires
5.8 Le systéeme d’unités [36]

Abaqus ne possede pas de systeme d’unités défini par défaut. Il est donc nécessaire pour
I’utilisateur de choisir un systéme cohérent qu’il doit impérativement conserver tout au long de

I’étude. On travaille généralement avec le systeme SI en métres ou millimetres.

Quantité Unités S.1. (m) Unités S.1. (mm)
Longueur M Mm
Force N N
Masse Kg Tonne (10°Kg)
Temps S S
Contrainte Pa (N /m?) MPa (N /mm?)
Energie J mJ (107°J)
Masse vol Kg/m’ tonne/mm°®

Tableau 5.1 : systéme d’unité [36]
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5.9 Application de logiciel ABAQUS

Dans cette partie de simulation, nous avons utilisé le code ABAQUS avec les données cité ci-
dessus voir figure (4.6).

e Données :
Epaisseur e=0.01m, Module de Young E = 2x10°KN /m? et le coefficient de poisson » = 0.3

La plaque est soumise a deux forces concentrées qui engendre une flexion F= 0.1 KN
5.9.1 Réalisation d’un exemple 1 avec un maillage fin

La réalisation compeéte d’une simulation de notre probléme (flexion d’une plaque rectangulaire)

s’effectue aprés un passage successif dans les modules intégré dans le code de calcul ABAQUS
suivant :

e Part, Property, Assembly, Step, Load, Mesh, Job.
a) Module Part

C’est dans ce module qu’est définie la géométrie des entités du modele.

Création de la part :
e Cliquez sur I’icone Create Part
e Entrez dans le champ Name : plaque 1
e Cliquez sur 3D, puis Deformable, puis Shell, puis Planar
e Entrez dans le champ Approximate size : 200

e Cliquer sur la commande Done pour terminer

rodule: |2 Parte - rodel: o rloder-1 Rt 1
| [=]

== Create Part == 1

/IZ rlame: | plague 1

e rodeling Space

. == 20D Planar TO Socisyormirmeekric

000
i

Twrpe O pricns
== & Deforrmable
Discrete rigid

rdone awvailable

o Anmalytical rigid

L= = S
[ ss - Euleriam

Spproxirmate size: | 200

Continue... Cancel |
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b) Module Property

e Cliquez sur I’icone Create Material

e Cliquez sur Mechanical, sélectionnez Elasticity et Elastic
e Entrez 2e8 sur la ligne Young’s modulus

e Entrez 0.3 sur la ligne Possion’s ratio

e Cliquez sur OK

it Material ==
arne: rimi-
zeri e
] Module: [[5] Property Material Behawviars
| = E=
&L B3
-, T
e Geners | Bdechanical Thermal  Electrical/Magnetic  Grher
i N Elas
== o
Type: | leotropic = [Zsubspticns]
= B ] Use termperature-dependent date
[ Number of field variables: ols
- T PModuli time scale (for viscoslasticity): | Long-term |=|
g [ Ne comprassion
] Mo tension
+ Data
EE= | Voung = Poizzon's
Mol Ratio
TN b, 2 Zen 0
[Mop, Chay
ooyes 4
Leom= hos bo=n cz=
========= [ [

c) Création de la section

e Cliquez sur I’icone Create section

e Entrez dans le champ Name : section-1

e Cliquez sur Shell, puis Homonegeneous, puis Continue
e Entrez 0.01 sur la ligne Shell thickness, value

e Cliquez sur OK
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; Module: |5 Property : Model: |- Model-1 |E| Part: |: plaquel |E|

e
jE' Mame: | Section-1

:,_r-"l- Category = Type

=

E :‘%ntl @ Shell Compaosite
i b © Beam Membrane

. General Shell Stiffness
3%) ©) Other

g [ Continue... J [ Cancel ]

2= Create Section @

Module: [5 Property ] moder [ moderrs []  Pare [[plaquer  [7]

== Edit Section

Mame: Section-1

Shell ¥ Continuum Shell, Homeogeneous

Type:

B Section integration: @ During analysis ) Before analysis
B, | Basic | Advancea |
= Thickness

m‘ Shell thickness: @ Value: 0.01

@ ) Element distribution:

- @) Modal distribution: & oo
L, e, Material: Material-1 F E=

o Thickness integration rule: @ Simpson () Gauss

2 Thickness integration points: | 5 =

Options:

d) Application de la section a la plaque
e Sélectionnez dans la barre de menu a coté de Part, plaque 1

e Cliquez sur I’icone Assign Section

e Cliquez sur la fenétre graphique un bord de la plaque, puis sur Done, puis sur OK

Mo
B == Edit Section Assignment
-
egion
Region: Set-1
= Section
nZEna

I

Section: | Section-1 [=] aE-

Mote: List contains onby sections
applicable to the sclected regions.

Type: Shell, Homogeneous
Faterial: Material-1

R N

il

Thickness

+

i
i
[

Shell Offset

'

dule: [£] Properss =l racaer [ rmoder-a - Part: |- plaque1 -

Assignment: @ From section 00 From geormetry:

e Definition: | Middle surface [~ ==
I
. B
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Mnaulzﬁpmpmy 3 Mndab‘:Mmd—l B Flm‘:pliquzl B

e) Module Assembly
Dans ce module, il s’agit de créer une (voire plusieurs) instance(s) a partir des entités que vous
avez définies dans le module Part. Ces instances seront celles que vous manipulerez par la suite
dans le modele.
Création de ’instance

Sélectionnez plaque 1 dans la liste et cliquez sur OK

Module: ||§| Assembly :] Model: |: PModel-1 :] Step: I: Initial

M= Create Instance

Create instances from:
@) Parts 1 Models
Parts

plaque 1

Instance Type
@ Dependent (mesh on part)
@ Independent (mesh on instance)

Mote: To change a Dependent instance's
mesh, you must edit its part's mesh.

Auto-offset from other instances

ok ] [ apphy | | cancel |

wodet [Tmoders [+ step: [Finmar 5]

f) Création du pas de calcul Step

e Cliquez sur I’icone Create Step

e Entrez dans le champ Name : Step-1

e Sélectionnez dans la liste Static General

e Cliquez sur Continue
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Module: [Hstep  [f] Modek: [ Model-1 step: | i g
e [}

] oo = 2 Create Step =)
u?: Mame: | Step-1
E‘._: Insert new step after
+‘:S‘ &l‘
[ Ly,
ﬂ(:'li A‘
A

Procedure type: | General

Dynamic, Temp-disp, Explicit
Geostatic
Heat transfer
Mass diffusion
Soils
:
Static, Riks
< | 1

[ Continue... ]

g) Module Load

waD
==
¥E

R, 23,
Bh

1 woset [Thosed 1] sepe [Tl [

it
Mame: Step-1

wu p Ngear © O Thisseting controlstheinclusion of nanfinear effects:
- = On oflarge dispacsments and fectssubseguert teps)
JA )
il Automatic sabizstion: None -
I ncde aabtic besting fects
ass bas boor
1 has Been (o] ol

e Cliquez sur I’icone Create Boundary Condition

e Entrez dans le champ Name : BC-1

e Veérifiez que pour la ligne Step I’item soit sur initial (Step-1)

e Sélectionnez dans la liste Category, Mechanical et dans la liste Types for selected step,

Symmetry/Antisymmetry/Encastre

e Cliquez sur Continue

e Sélectionnez dans la fenétre graphique le bord gauche de la plaque

e Cliquez sur Done
e Sélectionnez dans la liste ENCASTRE
e Cliquez sur OK

Medule: ‘: Load H Model: | Model-1 H Step: |‘ Step-1 H

L
% Create Boundary Condition
Name: |BC-1 (S
Step: [Step-1 E| Ly

Procedure: Static, General

i L
Category Types for Selected Step ‘—J d

Symmetry/Antisymmetry/Encastre g

Displacement/Rotation "'E b
Velocity/Angular velocity ' ‘
I L,

Connector displacement
[arz)
™A

A

@ Mechanical

() Electrical/Magnetic

() Other .
Connector velocity

Module: |: Load

H Model: ‘ Model-1 E| Step: |f Step-1

# Edit Boundary Condition

Mame:  BC-1

Type:  Symmetry/Antisymmetry/Encastre
Step:  Step-1 (Static, General)

Region: Set-1

5

CsY¥s: (Global) [3p L

() XSYMM (U1 = UR2= UR3 =0)

7 ¥SYMM (U2 = URL = UR3 = 0)
) ZSYMM (U3 = URL = UR2 = 0)
() KASYMM (U2 = U3 = URL = 0; Abaqus/Standard only)
() YASYMM (U1 = U3 = UR2 = 0; Abaqus/Standard only)
(©) ZASYMM (U1 = U2 = UR3 = 0; Abaqus/Standard only)
) PINNED (U1 = U2= 3 =10)
@ ENCASTRE (U1 = U2= U3 = URL = UR2 = UR3 = 0)
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i Load ﬂ Model: |~ Model-1 E Step: | Initial ﬂ

h) Application de la charge sur le bord droite la géométrie

e Cliquez sur I’icone Create load

e Entrez dans le champ Name : load-1

e Veérifiez que pour la ligne Step I’item soit sur initial (Step-1)

e Sélectionnez dans la liste Category, Mechanical et dans la liste Types for selected step,
concentrated force

e Cliquez sur Continue

e Sélectionnez dans la fenétre graphique le le bord droite de la géométrie Cliquez sur
Done

e Entrez dans CF3 de la fenétre graphique qui apparait : -0.1

e Cliquez sur OK

Module:

< Load EI MOdE‘i‘:MOdEH EI 5tep=|: Step-1 EI Module: |+ Load : Model: | Model-1 : Step
2= Edit Load

A
= Create Load =
[h Name: Load-1
Name: |Load-1 -
ame: | Loa &.|| Type:  Concentrated force
Step: | Step-l il
ep: ep- Step: Step-1 (Static, General)
Procedure: Static, General % Region: Set-2
Category Types for Selected Step & U]-. CSVS: (Glabal) ﬁ? .L
_ N-1-] : oba
herma Moment g Distribution: | Uniform H fix)
Pressure
| = CFL:
Shell edge load %, g,
Surface traction %v CF2:
() Electrical/Magnetic Pipe pressure = _— o1
I i Body force EXlEJ A I
Line load }'j‘ + : Amplitude: | (Ramp) H PU
Gravity bl

] Follow nodal rotation

Bolt load

Note: Force will be applied per node.

Gane
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Module: [Load [ Modet [T moder [f] step: F Step-1

tl

Fig. 5.1 : les conditions aux limites et les charges appliquée sur la plaque

) Module Mesh

Cliquez sur I’icone Mesh

Cliquez sur I’icone Seed Part Instance

Sélectionnez dans la fenétre graphique la plaque, puis cliquez sur Done

e Entrez sur la ligne Global size element (approximate) : 1 et tapez Entrée a clavier

Medule: | Mesh : Model: | Model-1 : Object: () Assembly @ Part: |~ plaquel :

.
ation foctor 0 < WL <105

umber of elements per circle: 8)

control

ini
@ By fraction of global size (0.0 < min < 1.0)
© By absolutevalue (0.0 < min < global size) 002 |

[ox |

[_Apply | [ Defauks | [ Cancel |

Type d’élément
e Cliquez sur I’icone Assigh Mesh Controls
e Sélectionnez dans la fenétre graphique la plaque
e Cliquez sur Done, puis sur tri dans la liste Element shape, puis sur Free dans liste

Technique, puis sur OK
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Module: [2 Mesh ] Mot [TModer1 [f] bject: © Assembly @ Pan:

3 Mesh Controls
Element Shape
) Quad ) Quad-dominated @ Tri
Technique Algorithm
Asis Use mapped meshing where appropriate
@ Free O
© Structured [J]

sweep [

Multiple

ek | [ Defaults | [ Cancel |

Module: = Mesh E| Madet|: Model-1 E| Object: ) Assembly @ Part:[*| plaque 1 :

Fig.5.2a : Maillagel de la plaque.

j)  Module Job

Création d’un « job » de travail
e Cliquez sur I’icone Create Job
e Entrez dans le champ Name : flexion plague
e Cliquez sur Continue, puis sur OK

Lancement du calcul

e Cliquez sur I’icone Job Manager

e Cliquez sur Submit
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Module: EJOb : Model: | Model-1 : Ste Module: ‘an H Model:|:Mnde\-l H Step: Fﬁtep-l H
= L.
@.E # Create Job

M MName:
m‘! Source: | Model

# Job Manager

(=]
Name Wiite Input
Model-1 Full Analysis  Completed

Continue
Kill

k) Module Visualisation
+ Déplacements

Modula:EVi;ua\ization [ Modek: [2] i Temp/tlesioplague.ods [+]

RN <] o)

Fig.5.2b : Le déplacement 1 (U, U3)

0.000,,

-0.005 — -

-0.010 - -

-0.015 - —

Displacement

-0.020 — —

-0.025 — —

-0.030 — —

-0.035 — -

|
oo 0.5 1.0 1.5 2.0
True distance along path

‘ — U, U3: True Dist. along 'Path-1"

Fig.5.2c : Diagramme de déplacement 1 (U, U3)
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Pour la figure (5.2b), la plaque est subdivisée en quatre éléments et 6 nceuds. La figure (5.2¢)
montre que les déplacements sont nuls a I’encastrement et qui augmentent progressivement

jusqu’a ’extrémité d’une valeur maximale de 35,7 mm

+ Contraintes

Module:‘:\t’isua\izatmn E| Mods\:|;(:ﬁemp/ﬂexioplaque.ndb E| WA DM R @@

+
H
+
+
+1.
+1.5
Y
+1.
+1.
b
+
+
+

me = 1,000

Fig.5.2d : La contraintel (S, Misses)

Par contre, la figure (5.2d) montre que les contraintes sont inversement proportionnelles a
I’application de la force. Elle prend une valeur maximale a 1’encastrement et une valeur minimale a

I’extrémité.
5.9. 2 Réalisation d’un exemple 2 avec un maillage grossier

Un autre exemple a été traité par Abaqus en changeant le maillage (nombre d’élément = 2000 et

nombre de nceuds =1020) avec les mémes conditions
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+ Maillage et conditions aux limites

Module: EMesh [1] Medel [Z Model-d -] Object: © Assembly © Part: [ plaguel :

Fig.5.3a : Maillage

+ Déplacement

Module: [ Visualzation [v| Modek [} CyTemp/fiesiplagueodb v WA D m‘ B0
iy B
ka By

u,.

¥,
NS
B
B
==
by A
Lt}
K

Fig.5.3b : Le déplacement 2 (U, U3)

Displacement

. . I
0.00 0oz 0.04 0.08 0.08
True distance along path

‘ —— U, U3 True Dist. along 'Path-1'

Fig.5.3c : Diagramme de déplacement 2 (U, U3)
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La figure 5.3¢c montre que les déplacements sont nuls a ’encastrement et sont maximal a

I’extrémité d’une valeur de 35,7 mm

<+ Contrainte

Module: ‘: Visualization H Model: |, C/Temp/flexioplaque.odb E|

E

=
il

=
4]

Fig.5.3d : La contrainte2 (S, Misses)

MaPw EBHD

Pour cette figure c’est la méme allure les contraintes sont maximales a 1’encastrement d’une

valeur de 3.0E4 et minimale a ’extrémité libre d’une valeur 1.47 ES3.

5.10 La variation de la fleche en fonction de I’épaisseur

Epaisseur(m) 0.01 0.05 0.02 0.03 0.04 0.06 0.08

5. (m) -0.0385 | -3.1°-4 | -4.82°-3 | -1.43%-3 | -6.04°-4 | -1.79°-4 |-7.58%5
Epaisseur(m) 0.1 0.12 0.15 0.2 0.4 0.015 0.012

5. (m) -3.89°5 | -2.25°5 | -1.16°-5 | -4.9°6 | -6.4°7 |-1.14°-2 |-2.23°-2

Tableau 5. 2: variation de la fleche en fonction de 1’épaisseur
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Chapitre 5

La figure 5.4, montre que le déplacement diminue progressivement avec 1’augmentation de

I’épaisseur, car la plaque devient plus rigide.

5.11 La variation de la fleche en fonction de maillage (nombre d’élément)

La plaque étudier est discrétisé respectivement en différents maillage, il s’agit de passer du

maillage grossier au maillage fin pour montrer 1’effet de la discrétisation géométrique.

Nombre 4 6 16 42 320 500 858 1280 | 2000 | 128000
d’élément
S (cm) -2.068 | -2.128 | -2.148 | -2.183 | -2.223 | -2.227 | -2.231 | -2.232 | -2.23 | -2.236

Tableau 5. 3: variation de la fleche en fonction de maillage
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Fig. 5.5 : Convergence du déplacement en fonction de nombre d’éléments

Pour la variation du déplacement en fonction du nombre d’éléments, la figure 5.5 montre que le

type d’élément linéaire S3 converge vers la solution analytique aprés un certain nombre

d’¢éléments.
5.12 La comparaison entre deux types éléments
La comparaison de deux éléments constituants

- Un ¢lément quadratique T6 a 6 nceuds (STRI6S)

- Un ¢élément linéaire a 3 nceuds (S3)

On voit que le présent élément quadratique (élément a 6 nouds) est convergé plus vite vers la

solution analytique (référentielle) que 1’élément linéaire car, il est riche en cinématique

(déplacement)
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Fig. 5.6 : Comparaison entre deux types éléments

On constate une convergence lente de I’élément S3 vers la valeur objective, celle-ci n’étant atteinte a
moins de 3% qu’au bout de 350 éléments. Bien évidemment, un élément quadratique aurait permis
d’avoir une bien meilleure précision plus rapidement.

Par exemple, un élément T6 avec 50 éléments permet d’obtenir un déplacement de 2.22 cm en
extrémité de la plaque console soit une erreur inférieure a 0.08 % :

5.13 La comparaison entre deux solutions

On a assimilé notre plague a une poutre en flexion console (encastrée) chargé de 200N. La

solution analytique du déplacement vertical W a I’extrémité libre de la plaque est donnée par :

En négligeant I’effet transversal (effet de cisaillement), I’expression de la fléche deveint ;

4FL®
5= -
Ebh

. . (o . . 1
Le déplacement varie avec I’épaisseur, il prend la forme suivante @ 5 = A—, avec A une
h

constante.

Les résultats (figure 5.7) montrent que la solution analytique converge avec la solution trouvée

avec le logiciel Abaqus.
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Conclusion Générale

La plaque étudiée a été considérée comme isotrope, homogene, mince, sous de faibles
déformations et soumise a une charge concentrée aux deux extrémités de la plaque. Une
modélisation par la méthode des éléments finis a été appliquée dans cette étude pour déterminer
la déflexion maximale d'une plaque de Kirchhoff rectangulaire encastré (x =0) et libre a 1’autre
extrémité (x=2m) qui est simplement pris en charge. La plaque été discrétisée par des éléments
finis triangulaires, chaque élément possede 9 degrés de liberté (un déplacement — fleche- et deux
rotations). Le polynbme de TOCHER a été pris en considération comme une fonction
d’interpolation. L approche déplacement a été utilisée permettant la détermination de la matrice
de rigidité des éléments, ainsi la matrice globale K en assemblant les matrices élémentaires pour
exprimer 1’énergie potentielle du systéme. Le logiciel Scientific Work Place a été utilise pour
résoudre le probleme en statique linéaire pour calculer les différentes matrices de rigidité ainsi
les déplacements pour chaque nceud du modé¢le représentant la plaque en flexion discrétisée par
quatre ¢léments et 6 nceuds.

Une validation numérique a été faite en utilisant le Logiciel Abaqus pour comparer les résultats
trouvés par 1’approche analytique.
En perspective, le travail peut étre élargi pour traiter le comportement des plaques épaisses et

sandwichs en introduisant I’effet de cisaillement transverse.
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Annexe

Le calcul des matrices de rigidités des éléments (2,3,4)

Elément 2

1{o|0] O 0 0 0 0 0
00| 1| O 0 0 0 0 0
0(-1]0| © 0 0 0 0 0
110 |v2| © 0 | v 0 0 i
[A]l=||o]o|1] o 0 |21 0 0 313
0(-1l0| O |—=w2| O 0 —ya 0
2 2 3 2 2 3
1l xs |wya | x5 |x3va | w3 | x3 |x3v3+x3yi| s
0] 0 0 | x5 |2ws| 0 | x%+2x3vs |33
0[-1]0 |-2xz|-vzs | 0 |-3x3| 2xaya—»3i | O
L gl g =) B pa=
0(o|0 3.25 -28.514 9 6283 010[0|0|0|0|-4 5445 26,627 —11.554 0(o|0
000 10 966 —52.54 12. 982 0|0(0|0|0|0|—14 808 | 50.907 -16.231 0(o|0
0(o|0 8399 -33.774 7.6271 010(0]|0|0|0|—-11.324 | 34 208 -9 5586 0(o|0
0(oj0| —0.661 664 —6.2501 O|ojojo|0|0| 0661 —6.002 7.5 0(o|0
0(o|0 -8 44 35 415 —10.283 Qlojoj0|0|0| 11.42 |-34.707 12,992 0(o|0
0(o|0 1.49 0.07 0 g|ojojojo|0| -2.29 —0.056 0 0(o|0
0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
[k(z)] _ 0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
0(o|0 0 0 0 O|ojoj0|0|0 0 0 0 0(o|0
Dj0|0] —2. 589 21_874 —3.3783 D|0|0|0O|0|0| 3.8835 |-20.625 40539 Dj10]|0
0|0|0|-0.45438 | —0.375 |3.6622x107 |0|0|0|0|0|0|D.28156 0.3 -4.3945x 1072 |0 |00
DJ0|0] —10.55 40344 —-13. 877 D|0|0|0|0 |0 14.275 |—-40.244 17. 059 Dj10]|0
Dj10]|0 0 0 0 D|0|0O|0|0O]|0O 0 0 0 Dj10]|0
Dj10]|0 0 0 0 D|0|0O|0|0O]|0O 0 0 0 Dj10]|0
Dj10]|0 0 0 0 D|0|0O|0|0O]|0O 0 0 0 Dj10]|0
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Elément 3

100 O 0 0 0 0 0
0o |1] 0 0 0 0 0 0
0(-1|0] © 0 0 0 0 0
110 |v2| © 0 | v 0 0 V3
[Al=|lojo|1]| 0 | 0 |2m:] © 0 313
0(-1]0] 0 |—-w| O 0 —v3 0
2 2 3 2 2 3
1|23 w3 | x5 |2x3y3| ¥3 | x3 |x3¥3+2x3V5 | )3
00| 1] 0 | x3 |2vs| 0 | x3+2x3vs |33
) .l
0(-1]0 |-2x3| —ys 0 | —3x3 | 2xsys — 3 0
L =2 3 =0.8,05=0.8
o000 0 0 0 o(o|0|0|{0(0 0 0 0 0 0 0
of|o|0 0 0 0 o(o|0|0O|O|0 0 0 0 0 0 0
of|o|0 0 0 0 o(o|0|0O|O|0 0 0 0 0 0 0
O(0|0]| 24.037 5.8096 0.63741 (0|0 |O|O|0Of0O —24.037 12.941 0.56097 | 0.59924 [-0.26769 -0.03165
0(0|0]| 5 8096 2.6369 | -1.2959 (0|0 |0OjO|O|0O -5 8096 2. 5604 |-0.07847 | -0.68719 | 0.39533 -0.68176
O[0|0] 063741 | —1.2959 67982 |0|0|0|0|0]|0 —0.63744 0.4572 | -3.4263 1.6859 | —-1.7694 1.6728
ofo|o 0 0 0 O(o|ojojofo 0 0 0 0 0 0
0j0f(0 0 0 0 0l0(0|0|0|f0 0 0 0 0 0 0
[km} _ 0jof0 0 0 0 0l0f(0|0|0|f0 0 0 0 0 0 0
0jof0 0 0 0 0l0f(0|0|0|f0 0 0 0 0 0 0
0jof0 0 0 0 0l0f(0|0|0|f0 0 0 0 0 0 0
o(0|0 0 0 0 o(o|0|o|ofo 0 0 0 0 0 0
000 -24 037 | -5 8096 |-0.63744 |0 (0 (0 (0 |0]|0 24 037 -12.94 |-0.56101 |-0.59924 | 0.26769 |3 1646 x 1072
Of(0|0] 12.941 2. 3604 0.4572 |O|O(O|0O|O]|0O -12.94 7.2422 0.91592 | 0.68657 [-0.19802 0.33644
0(0|0]| 0.56097 |-0.07847 | —3.4263 |0 (0 (O (0 |0O]|0O -0.56101 0.91592 24544 | -0.48593 | 0.74062 -0.87278
O(0|0) 0.59924 | -0.68719| 1.6859 |0(0(O(0|OD]|O —0.59924 0.68657 |—-0.48593 0.6 —0.51438 0.4
0(0|0]|-0.26769| 0.39533 | -1.7694 (O (O (O[O |OD]|O 0.26769 —0.19802 | 0.74062 | -0.51438 | 0.653378 -0.5091
0]0|0|-0.03165|-0.68176| 1.6728 |0[0|0|0|0|0|3.1646%1072 | 0.33644 |-0.87278 0.4 -0.5091 0.4
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Elément 4

1|00 O 0 0 0 0 0
0|0 |1] O 0 0 0 0 0
0|-1l0] O 0 0 0 0 0
1|0 |y2| O 0 ¥ | 0 0 Vi
=||lolO|1] O 0 [2wa| O 0 33
0|-1|0| O |—=w ]| O 0 —3 0
2 2 3 2 2 3
1 |x3|yva| x3 |x3w3 | ¥5 | x3 |x3¥3+x3y5 | V3
gl gl
00 |1 0 x3 |23 0 x5+ 2xsys | 3y
g g
O(-1]0|-2xs| —ws | 0 |-3x5| Zxsys —y3 0
— — 1'5—2;1.-':—':].3;1;5—'3
000 0 0 0 0 0 0 0|00 0 00 0 0 0
0|0]0 0 0 0 0 0 0 ofof0 0 00 0 0 0
010]0 0 0 0 0 0 0 afof0 0 00 0 0 0
010|0 24 037 17259 10.236 -0 59979 -4 5867 3.1646x 1072 [0[0|0 -23 437 00 -23 437 60773 —11.467
000 17.259 13.194 6.0118 —-0.30565 —2.964 0.20495 0|00 —-16.953 00 —-16.953 3.3332 —6. 8281
000 10.236 6.0118 |-0.10176 0.46692 0.2948 0.48073 0|00 —-10.703 00 -10.703 2.2556 0.55486
0|00 -0.59979 -0.30565 | 0.46692 0.6 0.13323 0.4 0[0]0|-2.1188%107 [0 |0|-2. 1188 %107 | 0.17258 0.33308
0100 —-4.5867 -2.964 0.2948 0.13323 0.23441 -3.2292x 102 |0 |0 |0 44535 00 4. 4535 —0.83321 | 3.9521x 107
0/0[0|3.1646x 1072 | 0.20495 | 0.48073 0.4 -3.2292 % 1072 0.4 ofof0 —0.43165 00 —0.43165 0.17266 |—8.0732x 1072
0|0]0 0 0 0 0 0 0 ofof0 0 00 0 0 0
010]0 0 0 0 0 0 0 afof0 0 00 0 0 0
010|0 0 0 0 0 0 0 ofof0 0 00 0 0 0
000 -13.437 -16.953 | -10.703 |-2. 1188 = 107* 44535 —0.43165 0|00 23.438 00 23.438 —6.2501 11. 134
0100 0 0 0 ] ] 0 0|00 0 00 0 0 0
0100 0 0 0 ] ] 0 0|00 0 00 0 0 0
000 —13.437 -16.953 | -10.703 |-2. 1188 = 107 44535 —0.43165 0|00 23.438 00 23.438 —6.2501 11. 134
0|0]0 3.3332 2.2556 0.17258 —0.83321 0.17266 ofof0 —6.2501 00 —6.2501 25 -2.0831
010]0 —11 467 -6 8281 | 0 55486 033308 3.9521% 107 [-8.0732x 102 (0|00 11.134 00 11.134 -2.0831 0.19204
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