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Résumé

Nous étudions des systèmes elliptiques linéaires ou non linéaires, coopé-
ratifs dé�nis sur Rn de la forme8<:

��u = m11u+m12v + f , x 2 Rn;
��v = m21u+m22v + g, x 2 Rn;
u; v �! 0 quand jxj �! +1:

Concernant les systèmes linéaires coopératifs, l�établissement du prin-
cipe du maximum et l�application du théorème du Lax-Milgram garantissent
l�existence de solution positive.
Pour les systèmes non linéaires coopératifs on applique un théorème du

point �xe de type Krasnosel�skii.
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Introduction

Ce travail consiste à étudier quelques systèmes elliptiques de deux équa-
tions à deux fonctions inconnues, dé�nis sur Rn de la forme8><>:

��u = m11 (x)u+m12 (x) v + f; x 2 Rn:
��v = m21 (x)u+m22 (x) v + g; x 2 Rn;

u �! 0
jxj!+1

; v �! 0
jxj!+1

:

Ici � désigne le Laplacien.
Les fonctions mij (x) ; i; j = 1; 2; dites fonctions poids tendent

vers zéro assez vite à l�in�ni. De plus f; g sont des fonctions mesurables et
peuvent dépendre de u et v.
Dans le cas où mij (x) ; i 6= j sont positifs le système est dit coopératif.
Lorsque f et g dépendent de u et v il est dit non linéaire (semi-linéaire.).
Ce type de problèmes caractérise plusieurs phénomènes, par exemple :

�uides neutonian, l�étude de la théorie du Transport, en biologies et dans
l�hydrodynamique, espèces en compétition,...
L�étude des systèmes elliptiques est liée à l�étude des valeurs propres de

ces problèmes qui �gure dans les travaux de A. Djellit, A. Djellit-A. Yechoui
et A. Djellit-J. Fleckinger,...
Cette étude est une extension des travaux déjà e¤ectue par A. Djellit et

A. Yechoui sur les systèmes coopératifs de la forme8>>><>>>:
��u+ qu = a�u+ b�v + f (x) ; x 2 

��v + qv = c�u+ d�v + g (x) ; x 2 


u = v = 0; sur @
;
u �! 0
jxj!+1

; v �! 0
jxj!+1

:

Ici 
 un ouvert non borné de Rn , q et � sont des fonctions positives
tendant vers zéro à l�in�ni, a, b, c, d sont des constantes avec b > 0 et c > 0:
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Dans ce travail les auteurs établissent une condition nécessaire et su¢ -
sante pour l�obtention du principe de Maximum.
L�existence et l�unicité de la solution ont été prouvées par une approche

variationnelle. Le principe de Maximum garantit la positivité de la solution.
Ensuite S. Tas a étudié des systèmes elliptiques coopératifs avec des poids

di¤érents, et des systèmes elliptiques non coopératifs.
Les systèmes elliptiques coopératifs sont de la forme8>>><>>>:

��u+ q1u = �1u+ �2v + f;
 � Rn
��v + q2v = �3u+ �4v + g;
 � Rn

u = v = 0 sur @

u �! 0
jxj!+1

; v �! 0
jxj!+1

:

Où qi; i = 1; 2; �j; j = 1; 2; 3; 4 sont des fonctions positives qui s�annulent
à l�in�ni, et telles que

�2 (x) �
p
�1 (x) �4 (x); x 2 


�3 (x) �
p
�1 (x) �4 (x); x 2 


;

et f , g sont des fonctions mesurables.
Encore une fois l�approche variationnelle est concluante pour démontrer

l�existence et l�unicité de la solution du système linéaire.
Cependant l�auteur applique la méthode de sur et sous-solution et le théo-

rème du point �xe de Schauder pour prouver l�existence d�une solution du
système elliptique coopératif semi-linéaire.
Concernant le système elliptique non coopératif linéaire8>>><>>>:

��u+ q1u = a�1u+ b�2v + f; x 2 

��v + q2v = c�3u+ d�4v + g; x 2 


u = v = 0; sur @

u �! 0
jxj!+1

; v �! 0
jxj!+1

:

L�auteur approche le système par une suite de système non linéaire admet-
tant des solutions. La suite des solutions construites converge vers la solution
du système linéaire,et par la méthode de sur et sous-solution et le théorème
du point �xe de Schauder l�auteur a prouvé l�existence d�une solution du
système semi-linéaire.
D�autres auteurs ont établi en même temps le principe de Maximum et

l�existence de la solution de systèmes semi-linéaire nous citons les travaux de
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Boccardo- Fleckinger, Fleckinger- Harnendez- deThélin, et Fleckinger- Pellé-
Serag,...
Le choix des méthodes de résolutions de ces systèmes est étroitement

lié aux contraintes imposées, par exemple dans le cas linéaire coopératif
l�approche variationnelle est e¢ cace, mais elle n�est plus valable dans les
systèmes non coopératifs. D�autres techniques sont engagées, comme les mé-
thodes d�approximations, la méthode des itérations monotones, les théorèmes
du point �xe.
En ce qui nous concerne nous étudions précisément des systèmes ellip-

tiques coopératifs, linéaires et non linéaires avec des poids non constants.
Plan
Dans le chapitre I nous énonçons quelques dé�nitions et certains rappels

d�analyse fonctionnelle.
Le chapitre II est consacré à l�étude d�un système elliptique linéaire co-

opératif.
Dans un premier pas nous établissons un principe du Maximum. En suite

nous prouvons l�existence et l�unicité de la solution à l�aide de lemme de Lax-
Milgam. La positivité de la solution est assurée par l�application du principe
de Maximum.
Le troisième chapitre, traite l�existence d�un solution non triviale d�un

système coopératif semi- linéaire.
Nous supposons que les non linéarités sont des fonctions de Crathéodory

et véri�ent des conditions de croissances. Nous appliquons le théorème du
point �xe de type Krasnosel�skii.
Il s�agit de construire une application compacte qui laisse invariant le cône

positif d�un espace de Banach ré�exif. La solution du système n�est autre que
le point �xe de cette application.

MOTS CLES
Systèmes elliptiques linéaires, non linéaires, coopératifs- Espace Sobolev

avec poids- Principe de Maximum- Premières valeurs propres- Conditions de
croissance sous critiques- Point �xe de Krasnosel�skii.
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Chapitre 1

Notations et dé�nitions

Nous commençons par dé�nir une fonction réelle d�expression

p (x) =
�
1 + jxj2

�
: (1.1)

Pour � > 0, nous notons

p� (x) =
�
1 + jxj2

���
: (1.2)

L�espace à poids L2
p�1�
(Rn) désigne l�espace L2 (Rn) muni du poids p�, ie

L2
p�1�
(Rn) =

n
f 2 D0 (Rn) ; p�

1
2

� f 2 L2 (Rn)
o
; (1.3)

muni de la norme

kfkL2
p�1�

=

0@Z
Rn

�
1 + jxj2

��
f 2dx

1A 1
2

:

Nous dé�nissons l�espace de Sobolev à poids suivant

V =
n
u 2 D0 (Rn) ; p

1
2
1 u 2 L2 (Rn) ; jgraduj = jruj 2 L2 (Rn)

o
; (1.4)

muni de la norme

kukV =

0@Z
Rn

�
jruj2 + p1 juj2

�
dx

1A 1
2

: (1.5)
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CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Nous munissons l�espace produit V2=V� V de la norme

kUkV2 =
�
kuk2V + kvk

2
V
� 1
2 ; U =

�
u

v

�
2 V2: (1.6)

Bien évidemment cette norme est équivalente à la norme suivante

kUkV2 = kukV + kvkV ; U =
�
u

v

�
2 V2: (1.7)

Pour n � 2, V (resp V2) est un espace de Hilbert séparable (voir [8]).
Pour n � 3,V (respV2) s�injecte de façon continue dans L2� (Rn) (resp

�
L2� (Rn)

�2
),

où 2�désigne l�exposons de Sobolev de 2; ie

2� =
2n

n� 2 :

Toute fonction mesurable h peut être décomposée en deux fonctions me-
surables

h = h+ � h�; avec h � = max (0;�h) : (1.8)

Pour R > 0 donné, nous désignons par BR (respB0
R) la boule de Rn,

centrée à l�origine et de rayon R:(resp le complémentaire de BR dans Rn).
Nous introduisons les dé�nitions suivantes :
Dé�nition 1 : soient A, B deux opérateurs linéaires dé�nis sur V; tels

que

Au = �Bu: (1.9)

Nous appelons valeur propre principale de (1.9), toute valeur propre réelle
� associée à une fonction propre qui ne change pas de signe dans V.
Exemple 1.1
A = ��:
Bu = m (x)u; (B l�opérateur de multiplication).
Caractérisation de �1
Soit V l�espace dé�nie par (1.4), et le problème aux valeurs propres ellip-

tiques

(P )��u = �m (x)u; x 2 Rn:
u �! 0
jxj!+1

;

2



qui consiste a trouver le couple (u; �) 2 V� R, tel que (P ) soit véri�é.
Si m décroît assez vite à l�in�ni par exemple jm (x)j � k

�
1 + jxj2

���
;

� > 1, alors (P ) admet une valeur propre �1 > 0, associée à la fonction
propre '1 � 0.
On caractérise �1 à l�aide du principe de Courant-Hilbert (principe du

Min-Max)

�1 = inf
u

R
Rn
jruj2 dxR

Rn
mu2dx

=

R
Rn
jr'1j

2 dxR
Rn
m'21dx

:

On a Z
Rn

rur'1dx = �1

Z
Rn

mu'1dx;8u 2 V:

Pour plus de détail voir [7].
Dé�nition 2 : (Principe de Maximum) Un opérateur A dé�ni de V

dans V satisfait le principe du Maximum si pour Au positif ou nul on a
nécessairement u positive ou nul.
Dé�nition 3 : Soit M = (mij (x)) ; i; j = 1; 2 une matrice ; M est dite

positive si pour tout U =
�
s
t

�
2 R2 on a

(MU;U) � 0;

autrement dit

m11s
2 + (m12 +m21)st+m22t

2 � 0: (1.10)

Dé�nition 4 : Une fonction f :Rn�R�!R est dite de Carathéodory ssi
f (:; s) est mesurable sur Rn pour tout s 2 R et continue sur R pour presque
tout x 2 Rn:
Remarque 1 :
Si f est une fonction de Carathéodory et u 2 V alors la composition f

(x; u (x)) est une fonction mesurable.
Dé�nition 5 : Nous dé�nissons l�opérateur de Nemytskii F associe à

une fonction de Carathéodory f (x; u) de Rn � R dans R, par

F (u) (x) = f (x; u (x)) : (1.11)

3



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Un résultat remarquable concerne les opérateurs de Nemytskii. On peut
a¢ rmer que ces opérateurs sont continus si la fonction de Carathéodory as-
sociée véri�e certaines conditions de croissances en particulier si

jf (x; u)j � c (1 + jujs) pour s � 1;
alors F : LSP �! LP est continue pour 1 � p < +1:
Dé�nition 6 : Soit H un espace de Hilbert muni de la norme usuelle

kuk = (u; u)
1
2 :

Soit b une forme linéaire dé�nie sur H à valeurs réelles. Dire que b (:) est
continue signi�e qu�il 9 M > 0 tel que

M = sup fjb (u)j ; u 2 H; kuk = 1g < +1:

En particulier pour tout u 2 H on a

jb (u)j �M kuk :

De même nous disons que la forme bilinéaire a (:; :) dé�nie sur V�V est
continue s�il existe une constante M 0 tel que pour tous u; v 2 V, on a

ja (u; v)j �M 0 kuk kvk :
La forme a est dite coercive ou uniformément elliptique sur V s�il existe

une constante � > 0 telle que

8u 2 H, a (u; u) � � kuk2 :
Lemme 1.1 (Lax-Milgram).
Soit a (u; v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors pour

toute b 2 H 0 ( le dual de H) il existe u 2 H unique tel que

a (u; v) = b (v) , 8v 2 H:
Nous utilisons les inégalités suivantes à chaque fois que c�est nécessaire

tout au long de ce développement.
L�inégalité de Young :

ab � 1

p
ap +

1

q
bq;

1

p
+
1

q
= 1. (1.12)
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1.1. L�ORDRE ET CÔNE

L�inégalité de Cauchy :

j(u; v)j � (u; u)
1
2 (v; v)

1
2 ; u; v 2 V: (1.13)

L�inégalité de Hardy

Z
Rn

juj2

jxj2
dx � C

Z
Rn

jruj2 dx; u 2 V; x 2 Rn; n � 3: (1.14)

tel que C =

�
2

n� 2

�2
, (voir [24]).

1.1 L�ordre et cône

1.1.1 Ordre

Soit X un ensemble non vide et A un sous ensemble de X non vide. Nous
disons que la relation � dé�nit un ordre sur A, si elle est ré�exive, transitive
et antisymétrique.
1-Un ensemble muni d�un ordre c�est un ensemble ordonné.
2-Tout sous ensemble d�un ensemble ordonné est aussi un ensemble or-

donné.
3-Nous écrivons x � y (x � y) pour dire que x > y, (x < y) ou x = y ;
4-Nous écrivons A � x (A � x) si a � x (a � x) pour tout a 2 A � X.
5-Pour tous pair x; y, l�ensemble [x; y] = fz 2 X; x � z � yg s�appelle

l�intervalle ordonné entre x et y, il est claire que [x; y] est non vide ssi x � y.
6-Un sous ensemble A de X est dit (borné) ordonné si A est contenu dans

un intervalle ordonné.
7-Le sous ensemble A est dit ensemble convexe ordonné si 8x; y 2 A :

[x; y] � A.
8-Pour tout sous ensemble non vide A de X nous dé�nissons l�enveloppe

convexe de A par

[A] = [f[x; y] ; x; y 2 Ag ;

L�ensemble [A] c�est le plus petit sous ensemble convexe qui contient A.
9-Soient X et Y deux ensembles ordonnés (l�ordre dans chaque ensemble

est noté par �).

5



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Une fonction f : X ! Y est dite croissante (strictement croissante) si
x � y implique f (x) � f (y), (x < y ) f (x) < f (y)), est dite décroissante
(strictement décroissante) si x � y implique : f (x) � f (y), (x < y ) f (x) >
f (y)).

1.1.2 L�ordre dans un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel réel. L�ordre dans V est dit linéaire si
1-x � y ) x+ z � y + z pour tout z 2 V , x; y 2 V ,
2-x � y ) �x � �y pour tout � 2 R+:
Un espace vectoriel réel muni d�un ordre linéaire est dit espace vectoriel

ordonné.
Soit V un espace vectoriel réel ordonné (E.V.O).
Soit P = fx 2 V; x � 0g Alors P véri�e les propriétés suivantes
1-P + P � P;
2-R+P � P;
3-P \ f�Pg = f0g :
Le sous ensemble non vide P qui véri�e les propriétés (1,2,3) s�appelle un

cône ; tout cône est convexe.
Un cône P est générateur si V = P �P . (P �P = fx� y; x 2 P; y 2 Pg).
Tout cône P dans un espace vectoriel réel dé�ni un ordre linéaire sur V

pour x � y () x� y 2 P: (L�ordre induit par le cône P )
Le cône P = fx 2 V; x > 0g est dit le cône positif.. Par conséquent pour

tout espace vectoriel V il existe une correspondance (un par un) entre les
familles linéaires ordonnées et les familles des cônes dans V .
Exemple 1.2 (L�espace des fonctions)
Soit RX l�espace vectoriel des fonctions f : X �! R, le cône positif dans

RX c�est

P = RX+ = ff : X �! R=f (x) � 0; pour tout x 2 Xg :

1.1.3 L�ordre dans un Banach

Soit X = (X; k:k) un espace de Banach ordonné par un cône C (E.B.O).
Alors nous disons que l�espace X est ordonné, si le cône positif est fermé.
Dans un Banach X on dit que la norme k:k est une norme monotone ssi

0 � x � y =) kxk � kyk ;8x; y 2 X:

6



1.2. LE DEGRÉ TOPOLOGIQUE DE LERAY-SCHAUDER

Et elle dite semi monotone ssi

9� < 0; 0 � x � y =) kxk � � kyk ;8x; y 2 X:

Si la norme est semi monotone, alors le cône C est dit normal.
Soit (X;C) un espace de Banach ordonné par le cône C (E.B.O).
Théorème 1.1
Dans l�espace (X;C) les résultats suivants sont équivalents
1-C est normal.
2-tout intervalle ordonné est borné.
3-il existe une norme semi monotone équivalente à la norme de X:
4-l�enveloppe convexe d�un ensemble ordonné est ordonnée.
5-il existe une constante positive � telle que :

kx+ yk � � pour tous vecteurs unitaires x; y 2 C:

Théorème 1.2
Le cône C donne une décomposition ouverte de X ssi C est générateur.
Proposition 1.1
Si le cône positif dans (X;C) n�admet pas un intérieur vide. Alors il est

générateur.
Exemple 1.3 (Sous espaces et injections continues)
Soit E et F deux espaces de Banach, tel que F est un sous espace vectoriel

de E.
L�injection naturelle i : F �! E dé�nie par i (x) = x est continue, on dit

que F s�injecte continûment dans E on écrit F ,! E:
Soit (E;P ) un (E.B.O) et F un espace tel que F ,! E:
Alors F est un (E.V.O), par respect de l�ordre d�inclusion, le cône positif

dans F c�est i�1 (P ), puisque I est continue et i�1 (P ) est fermé dans F , alors
(F; i�1 (P )) c�est un (E.B.O). En plus si F est un sous espace fermé de E et
P normale alors i�1 (P ) est aussi normale, (voir [15]).

1.2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Soit X un espace de Banach

Lemme 1.2 Soit 
 un ouvert borné de X, T :
�

 �! X un opérateur

compact sans point �xe sur @
. Alors si " > 0 est tel que ku� Tuk � 4"

7



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

pour tout u 2 @
 il existe un sous-espace vectoriel de dimension �nie E" de
X et un opérateur T" :

�

 �! E" tel que

8u 2 
; kT"u� Tuk � ";

8u 2 @
; ku� T"uk � 3":

Lemme 1.3 Soit 
 un ouvert borné de X, et T :
�

 �! X un opérateur

compact sans point �xe sur @
, et " > 0; tel que ku� Tuk � 4" sur @
: On
suppose que T1" et T2" sont deux approximations de T telle que pour i=1,2
on ait Ti" (
) � E"; où E" est dé�ni par le lemme 1.2, et de plus
kTi"u� Tuk � " pour u 2 
; et ku� T"uk � 3" pour u 2 @
: Alors, si F

est un s.e.v de dimension �nie de X contenant E" tel que 
F = 
 \ F 6= �,
on a

deg (I � T1";
F ; 0) = degF (IF � T2";
F ; 0):

Théorème 1.3 Soit 
 un ouvert borné de X , et T :
�

 �! X un

opérateur compact sans point �xe sur @
, alors " > 0; E" � X et T" :
�

 �!

E" étant donnés par le lemme 1.2, on considère F un s.e.v de dimension �nie
de X contenant E" tel que 
F = 
 \ F 6= �.
On dé�nit le degré topologique de Leray-Schauder par

deg (I � T;
; 0) = degF (IF � T";
F ; 0F ): (voir[23]). (1.15)

1.2.1 Propriétés du degré de Leray-Schauder

1-(Additivité). Si 
1; 
2 sont deux ouverts bornés disjoints et
T : 
1[
2 ! X est un opérateur compact sans point �xe sur @
1[@
2:

Alors

deg (I � T;
1 [ 
2; 0) = deg (I � T;
1; 0) + deg (I � T;
2; 0) : (1.16)

2-Si b 2 X et b =2 (I � T ) (@
), alors le degré de I � T par rapport à la
cible b est dé�ni comme étant

deg (I � T;
; b) = deg(I � T � b;
; 0): (1.17)
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1.2. LE DEGRÉ TOPOLOGIQUE DE LERAY-SCHAUDER

3-Si b 2 X est pour tout u 2 
 on a

u� Tu 6= b:

Alors

deg (I � T;
; b) = 0: (1.18)

4-Si b 2 X tel que pour tout u 2 @
 on a u� Tu 6= b, et
deg (I � T;
; b) 6= 0.
Alors il existe u 2 
 tel que u� Tu = b.
5-Soient T1, T2 deux applications compactes de 
 dans X et b 2 X tel

que

0 < dist (b; T1 (@
) [ T2 (@
)) = 4":

Alors si

sup
u 2


kT1u� T2uk � "; on a

deg (I � T1;
; b) = deg(I � T2;
; b): (1.19)

6-Soient b 2 X et H : 
 � [0; 1] �! X une application compacte telle
que pour tout (u; t) 2 @
� [0; 1] on ait u�H (u� t) 6= b:
Alors le degré topologique deg (I �H (:; 0) ;
; b) est constant pour
t 2 [0; 1],

deg (I �H (:; t) ;
; b) = deg (I �H (:; 0) ;
; b) :

7-Soient b; b
0 2 X tels que b, b

0
=2 (I � T ) @
. Alors si b et b

0
appartiennent

à la même composante connexe de Xn (I � T ) (@
) on a

deg (I � T;
; b) = deg(I � T;
; b
0
): (1.20)

Théorème1.4
Soit C un cône dans un Banach X, et � : C �! C une application

compacte. Supposons qu�il existe deux réels R; r > 0 tel que
(1) x 6= t � (x) pour 0 < t < 1 et kxk = r; x 2 C,
(2) Il existe une application compacte F :

_

BR � [0;+1) �! C tel que
F (x; 0) = � (x) pour kxk = R, F (x; t) 6= x pour kxk = R, t � 0, et

9



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

F (x; t) = x n�admet pas une solution x 2
_

BR pour t � t0. Alors
1) (1) =) iC (�; Br) = 1,
2) (2) =) iC (�; BR) = 0:

1.3 Théorème du point �xe (de type Krasno-
sel�skii )

Théorème 1.5
Soit C un cône dans un espace de Banach X; et soit ' : C �! C un

opérateur compact. Supposons qu�il existe deux constantes positives r; R et
t0 > 0 tels que
1= x 6= t' (x) ; jxj = r; x 2 C; 0 < t0 � t:
2= Il existe une application  : C � R+ �! C; telle que
(i)  (x; 0) = ' (x) ; jxj � R; x 2 C;
(ii)  (x; t) 6= x; jxj � R; x 2 C; t � t0;
(iii)  (x; t) 6= x; jxj = R; x 2 C; t � 0:
Alors ' admet un point �xe dans C; avec r < jxj < R.
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Chapitre 2

Existence de solutions positives
d�un système linéaire elliptique
coopératif dans Rn

Considérons le système elliptique linéaire coopératif suivant

(SL)

8><>:
��u = m11 (x)u+m12 (x) v + f (x) ; x 2 Rn
��v = m21 (x)u+m22 (x) + g (x) ; x 2 Rn

u �!
jxj!+1

0; v �!
jxj!+1

0:

Réécrivons le système (SL) sous la forme

��U =M (x)U + F (x) ; x 2 Rn;
avec U =

�
u
v

�
, M (x) = (mij (x)), F (x) =

�
f(x)
g(x)

�
et �U =

�
�u
�v

�
:

HYPOTHESES
(2.1) f; g 2 L2

p�11
(Rn);

(2.2) 8i; j = 1; 2; 9Cij > 0; � > 1; jmij (x)j < Cijp� (x) :p:p dans Rn:
(2.3) La matrice (�M) est positive.
En outre pour prouver l�existence et l�unicité de la solution du système

(SL) le lemme de Lax-Milgram prend toute sa dimension.
La positivité de la solution est une conséquence du principe du maximum.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF DANS RN

2.1 Le principe de Maximum

Lemme 2.1
Si la matrice �M (x) est positive alors le système (SL) satisfait le principe

du maximum.
Preuve :

Réécrivons le système (SL) sous la forme :

(SL�)

8><>:
��u� �1mu = (m11 � �1m)u+m12v + f; x 2 Rn
��v � �1mv = m21u+ (m22 � �1m) v + g; x 2 Rn

u �!
jxj!+1

0; v �!
jxj!+1

0

Ici m (x) = max
x2Rn

jmij (x)j
Puisque �M (x) est positive l�expression (�1m (x) I �M) est positive.
Soit maintenant f � 0; g � 0 et supposons que u et v change de signe.

En multipliant la première équation de (SL�) par u� et intégrant sur Rn on
obtient

Z
Rn

ruru�dx�
Z
Rn

�1m uu
�dx =

Z
Rn

(m11 � �1m) uu
�dx

+

Z
Rn

m12u
�vdx+

Z
Rn

fu�dx:

En vertu de la caractérisation variationnelle de �1

�
Z
Rn

(m11 � �1m)
��u���2 dx� Z

Rn

m12u
�v�dx+

Z
Rn

fu�dx � 0:

Alors

�
Z
Rn

(m11 � �1m)
��u���2 dx� Z

Rn

m12u
�v�dx � 0

Donc Z
Rn

(�1m�m11)
��u���2 dx� Z

Rn

m12u
�v�dx � 0;

12



2.2. RÉSOLUTION DU SYSTÈME LINÉAIRE

En procédant de manière similaire sur la deuxième équation de (SL�), nous
trouvons Z

Rn

(�1m�m22)
��v���2 dx� Z

Rn

m21u
�v�dx � 0:

Ce qui contredit le fait que la matrice (�1mI �M (x)) est positive.
Par conséquence u � 0 et v � 0:

2.2 Résolution du système linéaire

Nous dé�nissons la forme bilinéaire L sur (V� V)2 dans R par

L [(u; v) ; (w; z)] =

Z
Rn

rurwdx+
Z
Rn

rvrzdx�
Z
Rn

m11uwdx

�
Z
Rn

m22vzdx�
Z
Rn

m12vwdx�
Z
Rn

m21uzdx

et la forme linéaire F sur (V� V) dans R par

F (w; z) =

Z
Rn

fwdx+

Z
Rn

gzdx:

Nous écrivons en suite le système (SL) sous sa forme variationnelle

L [(u; v) ; (w; z)] = F (w; z) ; (u; v) ; (w; z) 2 (V� V) :
Nous allons montrer que la forme L est continue et coercive sur (V� V)2,

et que la forme F est continue sur (V� V). Les propriétés de L et F garan-
tissent l�existence d�une solution unique du système (SL) ; en vertu du lemme
de Lax-Milgram.
Théorème 2.1
On suppose que les hypothèses (2.1), (2.2) et (2.3) sont satisfaites. Alors

le système (SL) admet une unique solution positive.
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF DANS RN

Preuve :
La forme L est continue sur (V� V)2 :
En e¤et

jL [(u; v) ; (w; z)]j �
Z
Rn

jrurwj dx+
Z
Rn

jrvrzj dx+
Z
Rn

jm11j juwj dx

+

Z
Rn

jm22j jvzj dx+
Z
Rn

jm12j jvwj dx+
Z
Rn

jm21j juzj dx:

En tenant compte de (2.2) on trouve

jL [(u; v) ; (w; z)]j �
Z
Rn

jrurwj dx+
Z
Rn

jrvrzj dx+
Z
Rn

jp1j (juwj+ jvzj+ jvwj+ juzj) dx

Appliquons l�inégalité de Cauchy

jL [(u; v) ; (w; z)]j � kruk
L2
krwk

L2
+ krvk

L2
krzk

L2
+ kp1uk

L2
kp1wk

L2

+ kp1vk
L2
kp1zk

L2
+ kp1vk

L2
kp1wk

L2
+ kp1uk

L2
kp1zk

L2
;

� kruk
L2
krwk

L2
+ kp1wk

L2

�
kp1uk

L2
+ kp1vk

L2

�
+ krvk

L2
krzk

L2
+ kp1zk

L2

�
kp1uk

L2
+ kp1vk

L2

�
;

� kwkV (kukV + kvkV) + kzkV (kukV + kvkV) :

La croecivité de L est une conséquence de l�hypothèse (2.3) et de l�inéga-
lité de Hardy

L [(u; v) ; (u; v)] =

Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx�
Z
Rn

m11 juj2 dx

�
Z
Rn

m22 jvj2 dx�
Z
Rn

(m12 +m21)uvdx:

Puisque (�M) est positive on a :
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2.2. RÉSOLUTION DU SYSTÈME LINÉAIRE

L [(u; v) ; (u; v)] �
Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx; :

Nous appliquons l�inégalité de Hardy pour obtenir que

L [(u; v) ; (u; v)] � K
�
kuk2V + kvk

2
V
�
:

Remarque 2 :
Si n � 5, la condition (2.3) n�est pas nécessaire pour démontrer la coer-

civité de L.
En e¤et :

L [(u; v) ; (u; v)] �
Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx

�
Z
Rn

m11 juj2 dx�
Z
Rn

m22 jvj2 dx�
1

2

Z
Rn

(m12 +m21)
�
juj2 + jvj2

�
dx;

�
Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx� 2
Z
Rn

m
�
juj2 + jvj2

�
dx:

Et par la caractérisation variationelle de �1 on a

L [(u; v) ; (u; v)] �
�
1� 2

�1

�0@Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx

1A :

Puisque nous avonsZ
Rn

juj2

jxj2
dx �

�
2

n� 2

�2 Z
Rn

jruj2 dx; u 2 V;

donc

�
2

n� 2

��2
�

R
Rn
jruj2 dxR
Rn

juj2

jxj2dx
;

alors
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF DANS RN

�
n� 2
2

�2
� �1;

et pour que la quantité
�
n�2
2

�2
soit supérieur strictement à 2 il su¢ t que

n � 5: D�où la coercivité de L.
Continuité de la forme F

jF (w; z)j �
Z
Rn

jfwj dx+
Z
Rn

jgzj dx;

�

0@Z
Rn

p�11 f 2dx

1A 1
2
0@Z
Rn

p1w
2dx

1A 1
2

+

0@Z
Rn

p�11 g2dx

1A 1
2
0@Z
Rn

p1z
2dx

1A 1
2

;

� kfkL2
p�11

kwkV + kgkL2
p�11

kzkV :

� max
�
kfkL2

p�11

; kgkL2
p�11

�
(kwkV + kzkV)

D�où la continuité de la forme F:
Par conséquent le système (SL) admet bien une solution unique qui est

positive grâce au lemme (1.1).
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Chapitre 3

Existence de solutions positives
d�un système non linéaire
elliptique coopératif dans IRn

Maintenant nous allons établir l�existence des solutions positives pour le
système non linéaire. Pour cela nous utilisons les résultats du lemme suivant
Lemme 3.1
Si la matrice (�M) est positive, et ��U �M (x)U; dans Rn, U =

�
u
v

�
2

V2; et U � 0. Alors U = 0:
Preuve :

Soit U � 0, on a

��U �M (x)U () (��U;U) + (�M (x)U;U) � 0;

()
Z
Rn

jruj2 dx+
Z
Rn

jrvj2 dx�
Z
Rn

m11 juj2 dx�
Z
Rn

m22 jvj2 dx�
Z
Rn

(m12 +m21)uvdx � 0:

Par conséquence u = v = 0:
Considérons le système elliptique non linéaire coopératif suivant :

(SN)

8><>:
��u1 = m11 (x)u1 +m12 (x)u2 + f1 (x; u1; u2) ; x 2 Rn:
��u2 = m11 (x)u1 +m12 (x)u2 + f2 (x; u1; u2) ; x 2 Rn:

u1 �!
jxj!+1

0;u2 �!
jxj!+1

0:
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME NON LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF

DANS IRN

où bien

��U =M (x)U + F (x; U) :

Ici U =
�
u1
u2

�
; �U =

�
�u1
�u2

�
; M (x) = (mij (x)) :

L�opérateur F est l�opérateur deNemytskii associé au vecteur de fonctions
de Carathéodory

�
f1
f2

�
dé�ni par l�expression

F (x; U) =

�
f1 (x; u1;u2)

f2 (x; u1; u2)

�
:

HYPOTHESES
On suppose que
(3.1) Les hypothèses (2.1), (2.2) et (2.3) sont véri�ées
(3.2) Les non linéarités fk, k = 1; 2 véri�ent des conditions de croissance

jfk (x; u1; u2)j � ak (x)

 
2X
i=1

juij
!�k

+ bk (x) ;

tels que

0 < �k (x) <
2�

2
;

0 � p�11 a2k (x) 2 Lk (Rn) ; k =
2�

2� � 2�k
;

0 � bk (x) 2 L2P�11
(Rn) :

(3.3)

fk (x; u1; u2) � �kp1 (x)uk � ckp1 (x) ; �k � �1 + 1, pour uk � 0; k = 1; 2:

(3.4) Soit U = (u1; u2) ; jU j est la norme euclidienne de U dans R2; et

lim
jU j�!0

fk (x; U)

p1 jU j
= 0:

Lemme 3.2
L�opérateur de Nemytskii F est compact de V2 dans

�
L2
p�11
(Rn)

�2
:
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Preuve :
Soit Un = (un1 ; u

n
2 ) une suite bornée dans V2: Pour R > 0; nous avons :

kF (x; Up)� F (x:; Uq)k2 �
�
1 +R2

� 2X
k=1

Z
BR

jfk (x; Up)� fk (x; Uq)j2 dx

+

2X
k=1

Z
B
0
R

p�11 jfk (x; Up)� fk (x; Uq)j2 dx:

La suite (Un) est une suite bornée de (H 1 (BR))
2 donc elle l�est dans

(L2 (BR))
2
; alors on peut extraire une sous suite notée encore (Un) qui

converge fortement dans (L2 (BR))
2
:

D�autre part
R
BR

jfk (x; Up)� fk (x; Uq)j2 dx tend vers zéro quand p; q tendent

vers l�in�ni, car l�opérateur deNemytskii est continue de L2 (BR) �! L2 (BR) :
D�autre part

2X
k=1

Z
B0R

p�11 jfk (x; Up)� fk (x; Uq)j2 dx �
2

2
X
k=1

Z
B0R

p�11 jfk (x; Up)j2 dx

+
2

2
X
k=1

Z
B0R

p�11 jfk (x; Uq)j2 dx;

tenant compte l�hypothèse (3.2), on a

Z
B0R

p�11 jfk (x; Um)j2 dx �
Z
B0R

p�11

0@ak (x) 2X
i=1

jumi j
!�k

+ bk (x)

1A2

dx;

� 2

Z
p�11

B0R

0@a2k (x)
 

2X
i=1

jumi j
!2�k

+ b2k (x)

1A dx;

k = 1; 2;m = p; q:
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME NON LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF

DANS IRN

On a bk 2 L2p�11 (Rn) donc
R
B0R

p�11 b2k (x) dx tend vers zéro quand R tend

vers l�in�ni.

En outre le terme
R
B0R

p�11 a2k (x)

�
2P
i=1

jumi j
�2�k

dx est aussi petit que l�on

veut pour R su¢ samment grand.
En e¤et puisque V2 s�injecte continûment dans

�
L2� (Rn)

�2
nous avons,

on applique l�inégalité de Holder

Z
B0R

p�11 a2k (x)

 
2X
i=1

jumi j
!2�k

dx �

0B@Z
B0R

 
2X
i=1

jumi j
!2�

dx

1CA
2�k
2�
0B@Z
B0R

�
p�11 a2k

� 2�
2��2�k dx

1CA
2��2�k

2�

;

� C kUmk2�kV2

0B@Z
B0R

�
p�11 a2k

�k dx
1CA

1
k

;m = p; q:

Comme (Un) est une suite bornée dans V2 et p�11 a2k 2 L (Rn) l�expres-

sion
R
B0R

p�11 a2k (x)

�
2P
i=1

jumi j
�2�k

dx tend vers zéro quand R tend vers l�in-

�ni pour m = p; q: Alors
2P
k=1

R
B0R

p�11 jfk (x; um)j2 dx; m = p; q tend vers zéro

quand R tend vers l�in�ni. La suite F (x; Un) est une suite de Cauchy dans�
L2
p�11
(Rn)

�2
; donc elle est convergente.

Par conséquent l�opérateur F est compact.

20



3.1. RÉSOLUTION DU SYSTÈME NON LINÉAIRE

3.1 Résolution du système non linéaire

Le système (SN) étant non variatinnelle, nous ne pouvons utiliser le lemme
de Lax-Milgram.
Nous allons nous servir d�une technique de point �xe type Krasnosel�skii

pour montrer l�existence de solution. Précisément, il s�agit de application
compacte qui laisse invariant un cône positif d�espace de Banach.
Théorème 3.1
Si les hypothèses (3.1) � (3.4) sont véri�ées alors le système (SN) admet

une solution positive.
Preuve :

Dé�nissons l�application linéaire S :
�
L2
p�11
(Rn)

�2
�! V2

�
f1
f2

�
7�! U =

�
u1
u2

�
:

tel que U soit solution du système (SL) ; on écrit

U = S

�
f1
f2

�
:

L�application S est bien dé�nie en vertu des résultats du chapitre 2.
De plus l�application S est une application bornée, en e¤et

Z
Rn

jru1j2 dx+
Z
Rn

jru2j2 dx�
Z
Rn

m11 ju1j2 dx�
Z
Rn

m22 ju2j2 dx�
Z
Rn

(m12 +m21)u1u2dx

=

Z
Rn

f1u1dx+

Z
Rn

f2u2dx;

Z
Rn

jru1j2 dx+
Z
Rn

jru2j2 dx+
Z
Rn

(�M (x)U;U) dx =

Z
Rn

f1u1dx+

Z
Rn

f2u2dx;
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
SYSTÈME NON LINÉAIRE ELLIPTIQUE COOPÉRATIF

DANS IRN

Z
Rn

jru1j2 dx+
Z
Rn

jru2j2 dx �
Z
Rn

f1u1dx+

Z
Rn

f2u2dx;

kru1k2L2 + kru2k
2
L2 � kf1kL2

p�11

ku1kV + kf2kL2
p�11

ku2kV ;

ku1k2V + ku2k
2
V � kf1kL2

p�11

ku1kV + kf2kL2
p�11

ku2kV ;

ku1k2V + ku2k
2
V � (ku1kV + ku2kV)

�
kf1kL2

p�11

+ kf2kL2
p�11

�
;

kUk2V2 � K kUkV2
�
kf1kL2

p�11

+ kf2kL2
p�11

�
;

kUkV2 � K

�
kf1kL2

p�11

+ kf2kL2
p�11

�
Donc on a S�f1f2

�
V2
� K

�
kf1kL2

p�11

+ kf2kL2
p�11

�
:

Soit C le cône dé�ni par l�ensemble de toutes les fonctions positives de
V2 c�est à dire C = fU = (u1; u2) 2 V2;ui � 0; i = 1; 2:g :
Soit ' l�application dé�nie sur C par

' : C �! C

U �! S

�
f1 (:; u1; u2)

f2 (:; u1; u2)

�
:

Autrement dit

' (U) = S � F (U) ;

l�application ' est un opérateur compact puisque il est le produit de
composition de l�opérateur linéaire borné S et de l�opérateur compact F:
De plus le cône C reste invariant par l�application '
En e¤et
Soit (w; z) l�image de (u1; u2) par ', dans ce cas (w; z) est une solution

du système(SL)
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3.1. RÉSOLUTION DU SYSTÈME NON LINÉAIRE

8><>:
��w = m11 (x)w +m12(x)z + f1 (x; u1; u2) ; x 2 Rn;
��z = m11 (x)w +m12 (x) z + f2 (x; u1; u2) ; x 2 Rn;

w �!
jxj!+1

0; z �!
jxj!+1

0:

D�après le chapitre 2 système (SL) admet une unique solution positive,
ce ci entraîne l�invariance de C par l�application ':
Nous véri�ons maintenant que le ' satisfait les conditions du Théorème1.5
1) En vertu du l�hypothèse (3.4) pour toute " il existe r > 0 tel que

jU j � r =) fk (x; U) � " (u1 + u2) ; k = 1; 2:

Supposons que U = t' (U), U 2 Br; t 2 [0; 1].
Il découle

��U � (M (x) + "J)U; sur Rn;

avec

J =

�
1 1
1 1

�
:

Choisissons " su¢ samment petit pour que U véri�e

��U �M(x)U ; sur Rn

En tenant compte du lemme 3.1 nous obtenons U = 0. Donc ' satisfait
la condition (1) du Théorème 1.5
2) On dé�nit l�application  : V2�R+ �! C par

 (U; t) = S

�
f1 (x; u1 + t; u2)

f2 (x; u1; u2 + t)

�
;U =

�
u1
u2

�
2 C:

Clairement  (U; 0) = ' (U) :
L�application  véri�e aussi les conditions (ii) et (iii) du Théorème 1.5
En e¤et :
Si  (U; t) = U pour U 2 C; on a

Z
Rn

��(u1+t)'1dx =
Z
Rn

m11(u1+t)'1dx+

Z
Rn

m12u2'1dx+

Z
Rn

f1 (x; u1 + t; u2)'1dx;
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D�UN
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DANS IRN

Z
Rn

ru1r'1dx =
Z
Rn

m11(u1+t)'1dx+

Z
Rn

m12u2'1dx+

Z
Rn

f1 (x; u1 + t; u2)'1dx;

�1

Z
Rn

mu1'1dx �
Z
Rn

m11(u1 + t)'1dx+

Z
Rn

(�1p1 (u1 + t)� c1p1)'1dx;

�
Z
Rn

(m11 + �1p1)u1'1dx+

Z
Rn

p1 (�1t� c1)'1dx;

Z
Rn

(�1m�m11 � �1p1)u1'1dx �
Z
Rn

p1 (�1t� c1)'1dx;

Ce qui implique

�1t� c1 � 0: =) t � c1
�1
:

De même on trouve

t � c2
�2
:

Pour avoir U 6=  (U; t) pour tout t � t0, il su¢ t de prendre

t0 = max
�
ck
�k

�
; k = 1; 2:

En outre la solution U 2 C de l�équation U =  (U; t) est bornée c�est à
dir kUkV2 � K (voir [23]).
Pour monter que l�équation  (U; t) = U; kUkV2 = R n�admet pas de

solution dans C, il su¢ t de choisir R > K.
Ce qui achève la démonstration du Théorème 3.1.
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Conclusion

Nous venons de voir que les techniques choisies pour résoudre les systèmes
sont étroitement liées aux données fi:
Si les fi dépendent simplement de la variable spatiale , le système est

alors linéaire. Dans ce cas la formulation variationnelle garantie l�existence
et l�unicité des solutions.
Au contraire lorsque les fi sont dépendants de l�inconnue U , le système

devient non variationnelle. On fait appel alors aux théorèmes de point �xe
pour assurer l�existence de solution. Quant à l�unicité de la solution, le pro-
blème reste ouvert.
Dans le futur, nous orienterons notre recherches sur les systèmes où les

fi dérive d�un potentiel.
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