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 أ
 

كوسيلة فعالة  إن علم الإحصاء يعد أحد الأساليب العلمية الشائعة الاستخدام الذي يستعمل

أيضا أداة لخدمة متخذي  لتحليل المشكلات ومعالجتها في الحياة العملية بشكل موضوعي، ويعد

 تزويدهم بالمؤشرات التحليلية التي تساعدهم القرار والعلماء في مختلف مجالات المعرفة عن طريق

  المشكلات قيد الدراسة. على اتخاذ القرارات الرشيدة بشأن

خلال القرنين التاسع عشر  سريعاكبقية العلوم الأخرى قد شهد تطورا  وعلم الإحصاء

ول من ) كان أFrancis Galton(ليزي جفالعالم الان والعشرين، مقترنا بتطور نظرية الاحتمالات،

ولوجية، الحقول البي جال استخدام هذا الموضوع في، وكان رائدا في مموضوع الانحدار كتب في

الذي اكتشف نظرية  الإحصاءعباقرة علم  أحد )Karl Pearson(ليزي جفي حين كان العالم الان

) الخاص t( اختبارفقد استطاع صياغة وبناء ) Gosset( الإحصائيتحليل الارتباط، أما العالم 

يعد رائدا في دراسة  )Fisherالإحصائي () ، في حين كان العالم n < 30بالعينات الصغيرة (

  باين.تحليل الت أسلوبباستخدام  الفروق بين متوسطات المجموعات اختبارموضوع 

مطبوعة  صياغة تمتوتسهيل فهمهم له،  2الإحصاء  مقياسب وبهدف إلمام الطلبة

وفهم أفضل لهذا المقياس،  بغرض تخفيف الصعوبات التي يواجهونها 2محاضرات في الإحصاء 

سلسلة من المحاضرات في الإحصاء الوصفي موجهة لطلبة السنة وهذه المطبوعة هي عبارة عن 

نقدم من خلالها دروس  (LMD) نظام الأولى في العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيير

 .عرض بحلول نموذجيةوالتمارين التي ت مبسطة ومختصرة وسهلة الفهم مدعمة بالعديد من الأمثلة

 لطلبة العلوم الاقتصادية 2سعينا إلى تقديم ما هو مقرر دراسته في مقياس الإحصاء 

فصول، يتضمن  ثلاثةبتقسيم محتوى هذه المطبوعة إلى  ، لذلك قمناوالتجارية وعلوم التسيير

أما  ،المتغير العشوائي مفاهيم حول الفصل الثاني ، ويتناولمدخل للاحتمالاتالفصل الأول 

  التوزيعات الاحتمالية. مختلف أنواع الفصل الثالث تضمن
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   تمهيد:

 لقد درست طرق ترتيب وتلخيص البيانات وعرضها في موضوع الإحصاء، ولكن الهدف

للمجتمع من العينة  الرئيسي لأغلب الأبحاث هو تجاوز عملية التلخيص هذه ووضع استنتاجات

المأخوذة، ولذا فان نظرية الاحتمالات تزودنا بالأساس المنطقي لجعل الإحصاء الاستدلالي 

 المجتمع. بيانات العينة في دراسةيستخدم 

غير غير المحتمل أو  مننلاحظها يوميا في الحياة فمثلا  إن فكرة الحظ أو عدم التأكد

في  آخر،للفوز على فريق  ظن الحيلا ميملك قل أول دمالمتوقع بان المطر ينزل غدا أو فريق كرة ق

احتمال أن الحدث سيحصل  ولح عبر بطريقة غير دقيقة عن موقفهفان الفرد ي مثل هذه الحالات

من مجموعة واحدة من  نوع القلب نمة لك عندما نقول إن احتمال سحب ورقبشكل أكيد أو لا ،كذ

1و ورقة ه 52ددها ورق اللعب ع
ننا إذا ما سحبنا ورقة واحدة من أ الحقيقة هو ه في، فان ما نعني4

1في  بالقلوع ورقة من ن لىورق اللعب فإننا نتوقع أن نحصل عمجموعة 
مرات السحب وذلك لان  4

13إذن فان الاحتمال هو  ،13هو  ةفي المجموع بالقلدد أوراق ع
52   = 1

4 

والبحوث  اتماما بارزا بهذا النوع من الدراسهد القرنان السادس عشر والسابع عشر اهتش

ورمي حجر اللعب  ورقظروف مواتية لذلك في تلك الفترة، إذ أن العاب المقامرة بحيث كانت ال

شعر المقامرون بحاجتهم  دة في قصور المترفين في أوربا خاصة في فرنسا، وقالنرد كانت منتشر 

فلجؤوا إلى علماء  ،الخسارة سب أوفرصهم في الك إلى أسس علمية تساعدهم على حساب

)، وغيرهم BERNOULLIو( )FERMAT(و ) PASCAL( كل من العلماء الالرياضيات أمث

الاحتمالات، ولذلك نعتبر الاحتمالات التي  البدء في إجراء دراسات جدية في علموهنا كانت نقطة 

  على هذا الأساس. تدخل فيها فرصة الحدوث قيما كمية وسنتعامل معها

تسليط  )، لا بد منProbability Theoryقبل الخوض في موضوع نظرية الاحتمالات (

 منها ما يأتي: وثيقة بنظرية الاحتمال، نذكرالضوء على بعض المفاهيم الأساسية التي لها علاقة 

  نظرية المجموعاتمدخل الى  -1

والتي هي تجميع  المجموعاتتهتم تلك النظرية بدراسة  علم المنطق الرياضيهو فرع من 

  .الحديثة الرياضياتمجردة والعمليات المطبقة عليها، وتشكل إحدى أهم ركائز  كائنات رياضيةل
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  المجموعاتالعلاقات في نظرية  -1-1

  1تتمثل تلك العلاقات فيما يأتي:

أحد أهم المصطلحات الاساسية في نظرية المجموعة هي الانتماء، نقول أن : الانتماءعلاقة  -

وهذا A	إذا كان أحد أعضاء المجموعة ϵ	ونرمز لذلك A	تابع (ينتمي) للمجموعة  	αالشيء

 .وقد تكون بين المجموعات كذلك علاقة ثنائيةالمصطلح هو 

أخرى بين المجموعات هي علاقة المجموعة الجزئية  علاقة ثنائية: علاقة الجزئية (الاحتواء) -

α إذا كل عضو Bللمجموعة  جزئية مجموعةهي A	وهي مشتقة من علاقة الانتماء نقول أن  ∈

A تابع أيضا للمجموعة B  أيα ∈ B   

 .B محتواة في A ونقول أيضا B	ϲ	A نرمز لهذه العلاقة بالشكل التالي

Aيرمز لها  B و A عملية اتحاد مجموعتين: علاقة الاتحاد - ∪ B  ونتيجتها هي مجموعة جديدة

 ينتمي إلى α أي أن عنصر B أو A تحوي العناصر التي تنتمي لأي واحدة من المجموعتين

A ∪ B إذا وفقط إذا α ينتمي إلى A أو α ينتمي إلى B. 

بيانياعلاقة اتحاد مجموعتين  ):01شكل (  

 

من اعداد الباحث. المصدر:  

والمساحة الحمراء ترمز إلى اتحاد  Bودائرة ثانية ترمز للمجموعة  Aدائرة واحدة ترمز للمجموعة 

  المجموعتين

Aيرمز لها   Bو A عملية تقاطع مجموعتين: علاقة التقاطع - ∩ B  ونتيجتها هي مجموعة

Aينتمي إلى  α أي أن عنصر  Bو  A جديدة تحوي العناصر المشتركة بين ∩ B وفقط إذا إذا    

α  ينتمي إلى A وأيضا  α  ينتمي إلى B  

  

  
                                                 

  .5، ص 2006، مكتبة الرشيد، الرياض، مبادئ نظرية الاحتمالطرابية أحمد محمد،  .1
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  علاقة تقاطع مجموعتين بيانيا ):02شكل (

  
  من اعداد الباحث. المصدر:

والمساحة الحمراء ترمز إلى تقاطع  Bودائرة ثانية ترمز للمجموعة  Aدائرة واحدة ترمز للمجموعة 

 A ∩ Bالمجموعتين 

A يرمز لها B و A مجموعتينعملية الفرق بين : الفرقعلاقة  - 	 B  ونتيجتها هي مجموعة

Aينتمي إلى  α أي أن عنصر B ولا تنتمي إلى A جديدة تحوي العناصر التي تنتمي إلى 	 B 

 B لا ينتمي إلى αوأيضا  A ينتمي إلى α إذا وفقط إذا

 B و A التناظري بين مجموعتينعملية الفرق المتماثل او : علاقة الفرق المتماثل (التناظري) -

ونتيجتها هي مجموعة جديدة تحوي العناصر التي تنتمي إلى مجموعة واحدة  B	Δ	A يرمز لها

 B لا ينتمي إلى αوأيضا  A ينتمي إلى α إذا وفقط إذا B	Δ	Aينتمي إلى  α أي أن عنصر فقط

    A لا ينتمي إلى αوأيضا  B ينتمي إلى α أو

 علاقة الفرق التناظري بين مجموعتين بيانيا ):03شكل (

 
  من اعداد الباحث. المصدر:

والمساحة الحمراء ترمز إلى الفرق  Bودائرة ثانية ترمز للمجموعة  Aدائرة واحدة ترمز للمجموعة 

   A Δ Bالمتماثل بين المجموعتين 

 قوانين أساسية في جبر المجموعات -1-2

 .تجتمع عمليتا الاتحاد والتقاطع على المجموعات مع بعض لتؤلف ما يعرف بجبر المجموعات



 مــدخـل للاحتـمـالات.......................... .الفصل الأول..........................................

 

 
5 
 

 1:هي المجموعة الشاملة نجد ما يلي Mثلاث مجموعات ما والمجموعة  C و Bو  Aبفرض ان 

  قانونا اللانمو: -
A ∪ A = A 
A ∩ A = A 

  :التجميعيانالقانونان  -
(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) 
(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) 

  :القانونان التبديليان -
A ∪ B = B ∪ A 
A ∩ B = B ∩ A 

  :القانونان التوزيعيان -
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) 
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) 

  :قوانين المحايد والماص -
A ∪ ∅ = A 
A ∩ ∅ = ∅ 
A ∪ M = M 
A ∩ M = A 

  قوانين المتممة: -
A ∪ A� = M 
A ∩ A� = ∅ 
M� = ∅ 
∅� = M 

  :الارتدادقانون  -
A� = A 

  :قانونا دي مورغان -
(A ∪ B)���������� = A� ∩ B� 
(A ∩ B)���������� = A� ∪ B� 
 
 

                                                 
  .7. طرابية أحمد محمد، مرجع سابق، ص 1
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  أنواع المجموعات  -1-3

  .من المهم عند التعامل مع المجموعات أن نقارن مجموعة بمجموعة أخرى

المجموعات، وهذه التسميات تتعلق بعدد عناصر وقد أطلق الرياضيون تسميات لأنواع عدة من 

  .المجموعة وبطبيعة علاقة المجموعات فيما بينها

  :1وهناك عشر أنواع رئيسية من المجموعات هي

ويمكن تعريفها بأنها  عناصرتوي على عدد محدود من الحهي التي ت: المنتهيةالمجموعات  -

  .العناصرالمجموعة التي يمكن تحديد عناصرها، أو التي تحتوي على عدد منتهَ من 

  .ولوصف المجموعة المنتهية قليلة العناصر، فإننا نكتب عناصر المجموعة كلها 

المجموعة  غير محدود. وتعرف بأنها عناصرهاهي التي يكون عدد  :المنتهيةالمجموعات غير  -

أوهي التي تحتوي على عدد غير محدود أو غير منته من يد عناصرها يمكن تحد لاالتي 

ومن  ،منتهيةستخدمها في العد مثلا تشكل مجموعة غير نفمجموعة الأعداد التي  ،العناصر

المجموعة غير المنتهية كلها، ولوصف عناصر مجموعة كهذه نكتب  عناصرالمستحيل كتابة 

  .م نضع ثلاث نقاط لتوضيح أن عدد العناصر غير محدودالعناصر القليلة الأولى، ث

إذا كانت المجموعات التالية  فمثلا ،عناصرتحتوي على أي  لاهي التي : الخاليةالمجموعات  -

الثاني أمير  قسمل قائمة التلاميذ ذوي العلامات الممتازة في مدرسة معينة، حيث هناك في التمثِ 

نلاحظ أن  .ةعلى علامات ممتاز  الرابع لم يحصل أحد القسمالثالث علي، وفي  القسموأحمد، وفي 

الثالث تحتوي على عنصر واحد  قسمالثاني تحتوي على عنصرين، ومجموعة ال قسممجموعة ال

الرابع  قسمولذلك فإن مجموعة ال .الرابع على أي عنصر قسمتحتوي مجموعة ال لافقط، بينما 

  .بين قوسيها ية، فإننا نترك فراغاموعة ما خالح أن مجالية. ولكي نوضِ مجموعة خ

الثالث في  قسمفمجموعة ال .فقط واحدا نصراهي التي تحوي ع: العنصرالمجموعات وحيدة  -

  .العنصروعة وحيدة مجم سابقالمثال ال

هي المجموعات التي لها نفس العدد من العناصر، بمعنى أن كل : المتكافئةالمجموعات  -

دد إذا كان ع إذا أمكن مقابلة عناصرهما عنصرا لعنصر. مثلا مجموعتين تكونان متكافئتين

  .مكافئة لمجموعة الطلاب كراسيلعدد الطلاب، فإن مجموعة ال في أحد الفصول مساويا كراسيال

                                                 
  .10ص  ،. طرابية أحمد محمد، مرجع سابق1
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لا يهم ماهية ، و العناصرإذا كان لديهم نفس عدد  زوجان من المجموعات تسمى مجموعات مكافئة

  .آخر تكون حروفا أو أرقاما أو رموزا أو أي شيء عناصر المجموعات، فقد

  .لها نفس العناصر المجموعات هي: المتساويةالمجموعات  -

تشتركان في تسمى مجموعتان لها أعضاء مشتركة فيما بينها، والتي : المتداخلةالمجموعات  -

  .بالمجموعات المتداخلة الأقلعنصر واحد على 

  .إذا لم يكن بينهما عناصر مشتركة منفصلتينيطلق على مجموعتين : المنفصلةالمجموعات  -

الاختبار في  هي المجموعات التي تحتوي على جميع العناصر تحت: الشاملةالمجموعات  -

  .معينينوقت ومسألة 

فمجموعة أفراد المعلمون ، أخرىالمتضمنَة في مجموعات  المجموعات هي: الجزئيةالمجموعات  -

  .أيام السبت، على سبيل المثال، مجموعة جزئية من مجموعة جميع أفراد المعلمونالذين يعملون 

إن التحليل التوفيقي هو العلم الذي يسمح لنا بتحديد عدد : التحليل التوفيقي (نظرية العد) -2

  عناصرها. النتائج الممكنة لتجربة معينة دون الحاجة إلى سرد

الأساسي للعد أمرا بالغ الأهمية في عناصر نظرية  يعتبر المبدأالمبدأ الأساسي للعد:  -2-1

إليها في هذه المحاور، والذي ينص على أنه إذا كانت النتائج  الاحتمالات التي سوف نتطرق

فان النتائج الممكنة للتجربتين معا  2n لنتائج الممكنة لتجربة أخرى هياو  1nالممكنة لتجربة ما هي 

  1 :هي
n =  n� ×  n� 

من المراحل  rإذا كانت هناك عملية أو تجربة مكونة من عدد مقداره  الضرب:قاعدة  -2-1-1

 2 بحيث:

 من الطرق المختلفة. 1nتتم بعدد قدره  1المرحلة رقم  -

 من الطرق المختلفة. 2nتتم بعدد قدره  2المرحلة رقم  -

  .من الطرق المختلفة rnتتم بعدد قدره  rالمرحلة الأخيرة رقم إلى  و هكذا -

  وقدره التجربة ككل يمكن إجراؤها بعدد من الطرق المختلفةفان 
 n =  n� ×  n� … . .× n� 

                                                 
  .11، ص 2003، المكتبة الأكاديمية، القاهرة، مبادئ الاحتمالات. رأفت رياض رزق االله، 1
  .12سابق، ص المرجع نفس ال .2
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في آن واحد. ما هي  ردقطعة نقود وحجرة ن إذا كانت لدينا تجربة متمثلة في رمي ):01مثال (

 الممكنة ؟ عدد الحالات

 )F , Pأحد الوجهين ( على لدينا قطعة النقود يمكن أن تقع الحل:

  )6 ،5 ،4 ،3 ،2 ،1( يمكن أن تقع على أحد الوجوه الستةبينما حجرة النرد 

  :بة هيالحالات الممكنة لهذه التجر  عدد
n =  n� ×  n�  = 2 × 6 = 12 

من خلال الشجرة البيانية التي تعتبر كطريقة تستخدم لحساب عدد  )01( ويمكن حل المثال

 أو قليل.الممكنة للتجارب عندما يكون عدد النتائج منته  الحالات

من التجارب بحيث لا تحدث أي اثنتين منها في نفس   iكان هناك إذا قاعدة الجمع: -2-1-2

 الوقت.

 �nهو  1و كان عدد الطرق التي تحدث فيها التجربة 

 �nهو  2و عدد الطرق التي تحدث فيها التجربة 

�nهو  iفعدد الطرق التي تحدث فيها التجربة  iوهكذا إلى غاية التجربة   

 إلىلتجربة الأولى أو الثانية أو...ا(ي تحدث فيها واحدة من هذه التجارب فان عدد الطرق الت

 1الأخيرة) هو:
n =  n� + n� … . . + n� 

  أبجديا أو رقما. ما هو عدد الحالات الممكنة لتشكيل خانة تحمل إما حرفا ):02مثال (

  عدد الطرق الممكنة هو:: الحل
n =  n� + n� = 28 + 10 = 38  

  2هناك أنواع مختلفة من التبديلات كما يلي:): Permutationsالتبديلات ( -2-2

عنصر يتم اختيارها من   kهي كل مجموعة جزئية ذات بتكرار (القائمة): ةالتبديل -2-2-1

عنصر مختلف مع إمكانية تكرار أي عنصر منها، حيث ترتيب العناصر  nذات  مجموعة كلية

   :بعدد طرق يساويمهم، يتم اختيارها 

                                                 
  .13مرجع سابق، ص  ،االلهرأفت رياض رزق . 1
  .15، ص 2005، منشورات جامعة تشرين، سوريا، مبادئ في الاحتمالات والاحصاء. مبارك أسير ديب، 2
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n# =  n ×  n … . .×  n 

 

 

تنوي إحدى شركات الاتصال إنشاء خطوط هاتفية جديدة في إحدى الدول، حيث  :)03(مثال 

 أرقام. 7الهاتفي من  يتكون الخط

  ما هي عدد الخطوط الهاتفية الممكن تشكيلها من الناحية النظرية ؟ -

n:  في هذه الحالة عدد الأرقام هو عشرة الحل: =  10  

kهو:  الخطوط الهاتفيةأرقام عدد  =  7  

#n: عدد الخطوط الهاتفية الممكن تشكيلها هي =  10&  

عنصر يتم اختيارها من مجموعة   nهي كل مجموعة جزئية ذات بدون تكرار: تبديلةال -2-2-2

وتكون  عنصر مختلف وبدون تكرار أي عنصر منها، حيث ترتيب العناصر مهم، nذات  كلية

  :بعدد طرق يساوييتم اختيارها  على صف واحد،
 P( =  n!  = n × (n − 1) × (n − 2) × … .× 2 × 1  

  طلبة فيما بينهم على صف واحد. 5بكم طريقة يمكن تبديل : )04مثال(

*P   :الحل =  5!  = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120  

منها  �nعنصر حيث  nلتكن مجموعة مكونة من  تبديلات مع مجموعات متشابهة:ال -2-2-3

 منها متشابهة. #nغاية  إلىمنها متشابهة،  �nمتشابهة، 

P(-,(/,….,(0  عدد تباديل هذه العناصر هو:

( =  
(!

(-! × (/! ×…..× (0!
  

 صفراء. 3زرقاء، و 4مصابيح حمراء، و 3إذا كان لديك  ):05مثال(

  ضوئية ؟ ةمن المصابيح في نشر  ما هي عدد الطرق الممكنة لترتيب الأنواع الثلاثة

  عدد تباديل هذه العناصر هو: الحل:

  P1,2,1
�3 =  

�3!

1! × 2! × 1!
 = 4200 

عنصر يتم اختيارها من مجموعة   nهي كل مجموعة جزئية ذات الدائرية: ةتبديلال -2-2-4

عنصر مختلف وبدون تكرار أي عنصر منها، حيث ترتيب العناصر مهم، وتكون  nذات  كلية

  :بعدد طرق يساويعلى صف دائري، ليس لها بداية ثابتة أو مرجعية، يتم اختيارها 
  P( = (n − 1)!  

k   مرة  
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 حول طاولة مستديرة ؟أشخاص الجلوس  خمسةبكم طريقة يمكن ل: )06مثال (

  يمكن الجلوس بعدة طرق كما يلي: الحل:
P* = �5 	 1�! = 4!  = 24 

عنصر يتم اختيارها من   kهي كل مجموعة جزئية ذات :)Arrangementsالترتيبات ( -2-3

عنصر مختلف وبدون تكرار أي عنصر منها، حيث ترتيب العناصر مهم،  nذات  مجموعة كلية

  1:بعدد طرق يساويوتكون على صف واحد، يتم اختيارها 

 A#
( =  

(!

((4#)!
  

نائبه تشكيل لجنة مكونة من رئيس الحي و ساكن في أحد الأحياء  20يريد  ):70مثال (

 والسكرتير.

 ؟ ما هو عدد اللجان الممكن تشكيلها

، والتكرار فأي شخص يمكن أن يكون رئيسا أو نائب أو سكرتير في هذه الحالة الترتيب مهم الحل:

  تكرار. أمام ترتيبة بدونلا يمكنه أن يشغل منصبين وبذلك نكون غير موجود لأن الشخص 

A1
�3 =  

20!

(20 − 3)!
 = 6840 

عنصر يتم اختيارها من   kهي كل مجموعة جزئية ذات :)Combinaisonsالتوفيقات ( -2-4

عنصر مختلف وبدون تكرار أي عنصر منها، حيث ترتيب العناصر غير  nذات  مجموعة كلية

  2:بعدد طرق يساويمهم، يتم اختيارها 

C#
( =  

n!

k!  × (n − k)!
 

طالب للقيام  100طلاب في أحد التخصصات من بين  10: ترغب الجامعة في انتقاء )08مثال (

  بدورة تدريبية في إحدى المؤسسات.

 طلاب ؟ 10ما هي الطرق الممكنة لتشكيل 

نلاحظ هنا أن ترتيب الطلبة المسحوبين لا يهم ولا يؤثر في المجموعة لأن الهدف هو زيارة  الحل:

دورة تدريبية وبالتالي نحن أمام توفيقة، وعدد المجموعات الممكن تشكيلها المؤسسة والقيام ب

  واختيارها هي:
                                                 

  .14، ص 2010، دار المسيرة للنشر والتوزيع، عمان، مقدمة في نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها. جبار عبد مضحي، 1
  .15، ص نفس المرجع السابق. 2
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C�3
�33 =  

100!

10!  × (100 − 10)!
= 17310309456440 

  التجربة العشوائيةمفاهيم حول  -3

هي التجربة التي يمكننا معرفة جميع نواتجها الممكنة قبل تعريف التجربة العشوائية:  -3-1

، مثل إلقاء لا نستطيع تحديد أيا من هذه النتائج سيتحقق فعلا قبل إجراء التجربةولكننا  إجرائها

 1قطع نقد معدنية، إلقاء حجر نرد منتظم متماثل، التصويب على هدف.

هو جميع النتائج الممكنة للتجربة  لفضاء العيني (فضاء تجربة عشوائية):تعريف ا -3-2

 Ω.(2( العشوائية، ويرمز له بالرمز

في تجربة رمي حجر نرد وملاحظة العدد الظاهر، اكتب الفضاء العيني لهذه  :)09(مثال 

  التجربة.

  )Ω( فضاء التجربة حسب ما هو موضح في المجموعة :الحل

Ω = {1,2,3,4,5,6} 

هو عبارة عن مجموعة جزئية من الفضاء العيني لتجربة  لحدث (الحادث):تعريف ا -3-3

 E.(3عشوائية، ويرمز للحادث برمز (

  : في تجربة رمي حجر نرد وملاحظة العدد الظاهر.)10مثال (

  اكتب الحوادث التالية وحدد عناصرها.

1E.حادث ظهور عدد فردي :  

2E.حادث ظهور عدد أولي :  

  الحل:

  )Ω( أولا تحديد فضاء التجربة حسب ما هو موضح في المجموعة

Ω = {1,2,3,4,5,6} 
E� = {1,3,5} 
E� = {2,3,5} 

  

                                                 
  .145، ص 2016للنشر والتوزيع، عمان،  الأكاديميون، الاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
  .146. نفس المرجع السابق، ص 2
  .147. نفس المرجع السابق، ص 3
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  1هناك عدة أنواع من الحوادث هي: الحوادث:أنواع  -3-4

حوي عنصرا واحدا فقط من الفضاء العيني لتجربة تي هي الحوادث الت :ةدث البسيطالحوا -

 عشوائية.

لتجربة من عنصر واحد من الفضاء العيني  حوي أكثرتي تادث الو الح هي :ادث المركبو الح -

 عشوائية.

حوي أي عنصر من الفضاء العيني لتجربة ت لاي تادث الو الح يه :ةادث المستحيلو الح -

 ).Ø، وهو المجموعة الخالية (عشوائية

  .حوي جميع عناصر الفضاء العيني لتجربة عشوائيةتي تادث الو الح يه :ةادث الأكيدو الح -

ألقيت قطعة نقود متجانسة مرتين متتاليتين، ولوحظ الوجه الظاهر عليها عند  :)11مثال (

  الأرض.استقرارها على 

  )Ω( فضاء التجربة حسب ما هو موضح في المجموعة
Ω = {�H , H), (H , T), (T , H), (T , T)} 
E� = {(H , H)} 
E� = {(H , H), (H , T)} 

(E�)  نتيجة واحدة. تحويحادث بسيط وكذلك كل الحوادث التي  

(E�) .حادث مركب وكذلك كل الحوادث التي تحوي أكثر من نتيجة واحدة  

(Ω) .حادث أكيد يقع دوما وهو فضاء التجربة  

(Ø)  وهو المجموعة الخاليةحادث مستحيل.  

 إجراءبأنها حوادث شاملة عند  )nA……, ,1, A1A(يطلق على الحوادث  :ادث الشاملةالحو  -

عند  التجربة، مثال ذلك: إجراءعشوائية معينة، إذا كان لا بد من حدوث هذه الحوادث عند  تجربة

  .شاملة وادثتعد ح) 6،2،3،4،5،1(الستة  الأوجهالنرد، فإن الحصول على  حجررمي 

)، فإنهما يعرفان بأنهما متنافيتين إذا B) و (Aإذا كان لدينا حادثتان ( الحوادث المتنافية: -

) H( حدوثهما معا، مثال ذلك عند رمي قطعة نقود مرة واحدة، فإنه يستحيل ظهور الصورة استحال

  ي آن واحد.) فTوالكتابة (

                                                 
  .148، مرجع سابق، ص الاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
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)، فإنه يقال على الحادثتين بأنهما B) و (Aإذا كان لدينا حادثتان ( الحوادث المستقلة: -

إذا كان حدوث احدهما لا يؤثر على حدوث الأخرى أو عدم حدوثها، مثال ذلك عند  مستقلتين،

أو عدم على ظهور الصورة  إلقاء قطعتين من النقود، فإن ظهور الصورة للقطعة الأولى، لا يؤثر

ظهورها على القطعة الثانية، وكذلك عند أداء الاختبار للطلبة، فإن نجاح محمد لا يؤثر على نجاح 

  رسوبه. علي أو

بما أن الحوادث هي عبارة عن مجموعات جزئية من فضاء  العمليات على الحوادث: -3-5

ومتممتها والفرق بينهما )، لذلك أصبح من الممكن التحدث عن اتحاد حادثين وتقاطعها، Ω( العينة

ومتممة حادثة، وكل ما يتعلق بالعمليات على المجموعات، أي أصبح بإمكاننا الربط بين الحوادث 

 لكي نشكل حوادث جديدة باستعمال العمليات المختلفة الخاصة بالمجموعات.

الأحداث المرتبطة  مجموعة Ω(P( أن وبفرضفضاء العينة المرتبط بتجربة ما،  )Ω(بفرض أن 

  1:تيعلى الأحداث كما يأبتلك التجربة، نعرف العمليات 

)، عن وقوع الاثنان في آن واحد (وقوع الحادثين B) و (Aيعبر تقاطع الحادثين ( التقاطع: -

�A معا)، ويشمل كل النتائج المشتركة بين الحادثين، ويعبر عن ذلك رياضيا ∩ B) 

)، عن وقوع أحدها على الأقل، وبمعنى آخر وقوع B) و (Aيعبر اتحاد الحادثين ( الاتحاد: -

A)الأول أو الثاني أو كلاهما، ويعبر عن ذلك رياضيا  ∪ B)  

A)فإن  )Ω(ن في حادثي )،B) و (Aالحادثين (إذا كان  الفرق بين حادثتين:  - − B)  هي

A)وعلى ذلك فإن  ،)B(ولا تنتمي إلى  )A(المجموعة التي عناصرها تنتمي إلى  − B) عنيي: 

 ).B(وعدم وقوع  )A(وقوع الحادثة 

 هو الذي ينفي وقوعه )A(للحادث  أو العكسي الحادث المتمم(العكسي):  الحادث المتمم -

أو  )،A(خر هو الحادث الذي يشمل كل نتائج التجربة باستثناء النتائج المكونة للحادث آوبمعنى 

 �A لها بالرمزويرمز )، A(بمعنى ثالث الحادثة التي تقع إذا لم تقع 

تلعب الاحتمالات دورا كبير في الحياة اليومية وفي كثير من العلوم، فهي  قياس الاحتمال: -4

مؤكدة الحدوث، فكثيرا ما نتخذ قرارات بناءا على معلومات  تستخدم في قياس حادثة معينة غير

ناقصة وتساعدنا الاحتمالات على ذلك، فمثلا: قد يهمل الطالب دراسة جزء صغير من البرنامج 
                                                 

  .150، مرجع سابق، ص الاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
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لأن احتمال أن يأتي منه سؤال في الامتحان صغير، وقد نلغي رحلة رتبنا لها منذ فترة لأن احتمال 

  أن يكون الجو رديء كبير.

رية الاحتمالات هي فرع من فروع الرياضيات التطبيقية الذي يهتم بدراسة تأثير الصدفة على ونظ

الظواهر والأشياء، فإذا ألقيت قطعة نرد إلى الأعلى فإنه من المؤكد سقوطها على الأرض، ولكن 

   لا نعلم على أي وجه سوف تسقط أو أي وجه سوف يظهر وهذا يسمى بالصدفة. 

 1ل وفقا لأحد التعريفين الآتيتين:يمكن قياس الاحتما

، وإن عدد عناصر هذه الحادثة هو )A(إذا كان لدينا الحادثة التعريف التقليدي للاحتمال:  -4-1

n(A)وإن ،n(Ω)   تمثل عدد الحالات الممكنة التي لها نفس الفرصة في الظهور، فإن احتمال

 ويعطى بالصيغة الآتية:، P(A)بمعنى نجاحها، يرمز له بالرمز ) A(الحادثة  حدوث

P�A) =
n(A)

n(Ω)
 

إن التعريف أعلاه، يصلح فقط عندما تكون نتائج التجربة العشوائية متماثلة بمعنى لها نفس 

  :الفرصة بالظهور، مثال ذلك

جنس الإنسان (ذكر ، أنثى )، طبيعة الإنتاج (جيد ، معيب)، قطعة النقود (صورة ، كتابة)، زهرة 

  )1،2،3،4،5،6النرد (

ا كانت الحالات الكلية جميعها متماثلة أي لها جميعها الفرصة نفسها فإن احتمال الحدث يساوي إذ

  قسمة عدد الحالات المواتية لهذا الحدث على عدد الحالات الكلية.

، فما احتمال أن نـسحب كرات بيضاء 3كرات حمراء و 8إذا كان لدينا كيس بداخله : )12مثال (

  ؟بيضاء  رةك

  الحل:

A: سحب كرة  بيضاء   

  n(A)عدد الحالات المواتية 
n(A) = 3 

 n(Ω)عدد الحالات الكلية 
n(Ω) = 11 

                                                 
  .25ص مرجع سابق، . طرابية أحمد محمد، 1
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 P(A)احتمال سحب كرة بيضاء 

P�A) =
n(A)

n(Ω)
=

3

11
 

والمقصود بتماثل الحالات الكلية أن يكون لها جميعا الفرصة نفسها فمثلا قبل رمي قطعة نقود 

فرصة الصورة تساوي فرصة الكتابة، وقبل رمي يشترط أن تكون القطعة سليمة ومتوازنة بمعنى أن 

حجر النرد يشترط أن يكون سليم ومتوازن بمعنى أن كل وجه من الوجوه الستة لها الفرصة نفسها، 

وهكذا على أنه من المهم جدا التنويه على أن محاولة معرفة الاحتمال طبقا للتعريف التقليدي أو 

لية، وذلك بسبب استحالة تماثل الحالات الكلية، الكلاسيكي يبدو أمرا صعبا في الحياة العم

ولحساب احتمال أي حدث إذا كانت الحالات الكلية متماثلة نقسم عدد الحالات المواتية أو عدد 

 مرات النجاح على عدد الحالات الكلية.

)، وكان nعند إجراء تجربة عشوائية مرات متتالية عددها ( التعريف التجريبي للاحتمال: -4-2

 )، يعطىE)، فإن احتمال حدوث الحادثة (m) هو (Eحادثة معينة فيها ( مرات ظهورعدد 

 بالصيغة الآتية:

P(E) = lim
(→B

m

n
 

Cويسمى المقدار

(
  .بالتكرار النسبي    

هو قيمة رقمية لتوقعات حدوث حدث معين، وتكون هذه القيمة  التعريف العام للاحتمال: -4-3

تكرر نفس الموقف تحت نفس الظروف لعدد كبير من عبارة عن نسبة حدوث هذا الحدث، إذا 

 المرات.

  1وتتمثل فيما يلي: خواص (بديهيات) الاحتمال: -5

  :ن، أي أ]1 -  0)، تقع ضمن المجال [Eإن قيمة الاحتمال لأي حادثة ولتكن ( -5-1
 0 ≤ P(E) ≤ 1 
(الحادث الأكيد)  )Ω( إن قيمة احتمال المجموعة الشاملة أو فضاء التجربة العشوائية -5-2

P(Ω): أن أي، يساوي الواحد الصحيح = 1 

  :أن أي(الحادث المستحيل) يساوي الصفر،  )Ø(إن قيمة احتمال المجموعة الخالية  -5-3
 P(Ø) = 0 

                                                 
  .30. طرابية أحمد محمد، مرجع سابق، ص 1
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�A ) حادثين متنافيين، أي أن:B) و (A(كان لدينا  إذا -5-4 ∩ B� = فان احتمال    ∅

P�Aهو:  )B) أو (Aحدوث ( ∪ B� 
 P�A� � P�B� 

  1 نذكر منها ما يلي: عامة في الاحتمالات:قوانين  -6

   نميز حالتين كما يلي: قانون جمع الاحتمالات: -6-1

) حادثين غير متنافيين، أي يمكنهما B) و (A(إذا كان لدينا  في حالة الحوادث غير المتنافية: -

P�Aهو: )B) أو (Aالوقوع في آن واحد، فان احتمال حدوث ( ∪ B� 
 P�A� � P�B� 	
P�A ∩ B� 

عاصفا  ، واحتمال أن يكون الجو0,4إذا كان احتمال أن يكون الجو ملبدا بالغيوم هو  :)13(مثال 

  .0,2 ، واحتمال أن يكون الجو ملبدا بالغيوم وعاصفا في نفس الوقت هو0,6هو 

  ما هو احتمال أن يكون الجو ملبدا بالغيوم أو عاصفا ؟

  نفرض ما يلي: :الحل

A�:	بالغيوم		ملبد	الجو	 
P�A�� 
 0,4 

A�:	عاصف	الجو 
P�A�� 
 0,6 

A� ∩ A�:  الجو	ملبد		بالغيوم		وعاصف		في	آن		واحد
P�A� ∩ A�� 
 0,2 
P�A� ∪ A�� 
 P�A�� � P�A�� 	 P�A� ∩ A�� 
 0,4 � 0,6 	 0,2 
 0,8 

يمكنهما الوقوع لا ) حادثين متنافيين، أي B) و (A(إذا كان لدينا  في حالة الحوادث المتنافية: -

P�Aهو: )B) أو (Aفي آن واحد، فان احتمال حدوث ( ∪ B� 
 P�A� � P�B�  
  عند رمي عملة معدنية متجانسة في تجربة عشوائية. :)14مثال (

  ) ؟T) أو الكتابة (Hما هو احتمال ظهور الصورة (

  نفرض ما يلي: الحل:

A�:		الصورة	ظهور	 
P�A�� 
 0,5 

                                                 
  .35-33سابق، ص ص:مرجع  ،محمدطرابية أحمد . 1
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A�: ظهور الكتابة 

P(A�) = 0,5 
)1A) 2) وAأي أن: ) حادثين متنافيين 

A� ∩ A� = ∅ 
P(A� ∪ A�) = P(A�) + P(A�) = 0,5 + 0,5 = 1 

فان احتمال حدوث  ،مستقلين) حادثين B) و (A(إذا كان لدينا قانون ضرب الاحتمالات:  -6-2

)A)و (B( هو: أي حدوثهما معاP(A ∩ B) = P(A) × P(B) 
  عند رمي زهرتي نرد متجانستين في تجربة عشوائية. :)15مثال (

  على وجه زهرة النرد الثانية ؟ 3على وجه زهرة النرد الأولى والرقم  5ما هو احتمال ظهور الرقم 

  نفرض ما يلي: الحل:

A�:   ظهور  الرقم  5 على  وجه  زهرة  النرد  الأولى

P(A�) =
1

6
 

A�:   ظهور  الرقم  3 على  وجه  زهرة  النرد  الثانية

P(A�) =
1

6
 

)1A) 2) وAأي أن: ) حادثين مستقلين  

P(A� ∩ A�) = P(A�) × P(A�) =
1

6
×

1

6
=

1

36
 

  1نذكر منها ما يلي:نظريات عامة في الاحتمالات:  -7

أي  يساوي الواحد الصحيح) مضافا إليه احتمال حدوث مكملتها Aإن احتمال حدوث الحادثة ( -

 أن:
P(A) + P(A)��� = 1 

P(A) حادثين فان: B) و (A(إذا كان لدينا  - ∩ B)��������� = P(A� ∪ B�) 
  

                                                 
  .70، ص 2008، دار وائل للنشر، عمان، الاحصاء التطبيقي. محمد عبد العال النعيمي، 1
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 إذا) Aاحتمال حدوث الحادث ( فان) B) و (A(إذا كان لدينا الحادثين  الاحتمال الشرطي: -8

P�A) يسمى الاحتمال الشرطي ويرمز له بالرمز Bعلمنا بحدوث الحادث (بشرط) ( B�⁄  ويعطى

  1بالصيغة التالية:

P�A B�⁄ 
 P�A ∩ B�
P�B� 				if:	P�B� G 0 

  ) بأنهما حادثين مستقلين إذا تحققت واحدة من العلاقات التالية:B) و (A(يقال عن الحادثين 
P�A B�⁄ 
 P�A� 
P�B A�⁄ 
 P�B� 
P�A ∩ B� 
 P�A� � P�B� 

 ونما احتمال أن تكب من دون إعادة فن مجموعة أوراق اللعسحبت ورقتان م :)16مثال (

  ؟عشرتين 

 نفرض الحوادث التالية: :الحل

A:	الاولى	الورقة	في	10	العدد		على		الحصول 

B:	الثانية	الورقة	في	10	العدد		على		الحصول 

	P�A ∩ B� 
 P�A� � P�B A�⁄ 	
 4
52 �

3
51 
 12

2652 
 1
221 

ضمن فضاء  )nB……, ,1, B1B() من الحوادث المتنافية nكان لدينا ( إذا الاحتمال الكلي: -9

  بحيث:) Ωالعينة (
∀�	, i 
 1,2, … , n: P�B�� G 0 

  2يكتب بالصيغة التالية: )Ω) في فضاء العينة (A(فان احتمال أي حادث وليكن 

P�A� 
 IP�B�� �
(

�J�
P�A B��⁄  

 ارت، وقد أش2و 3و 5و مجهزين، وكان إنتاجها ه 3ن شركة تستلم مـواد معينة م :)17مثال (

، % 4و % 3و % 2 يالسجلات القديمة إلى أن نسبة المواد العاطلة من المجهزين الثلاثة ه

  التوالي. لىع

                                                 
  .72سابق، ص مرجع  ،النعيميمحمد عبد العال . 1
  .74سابق، ص المرجع نفس ال. 2
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المخزن  مادة عشوائيا من 2إذا اختيرت  ،مجهزة للشركة تخزن في مخزن مركزيإن جميع المواد ال

  أن تكون كلا المادتين عاطلة ؟ فما هو احتمال

 نفرض الحوادث التالية: :الحل

B�:  المادة		المسحوبة		من	المجهز		الأول

P�B�� 

5
10 

B�:الثاني		المجهز	من		المسحوبة		المادة 
P�B�� 


3
10 

B1:الثالث		المجهز	من		المسحوبة		المادة 
P�B1� 


2
10 

A�:  المادة		الأولى		المسحوبة	من		المخزن	عاطلة
A�:  المادة		الثانية		المسحوبة	من		المخزن	عاطلة

  وبما أن نسبة المواد العاطلة من المجهزين الثلاثة هي:
P�A� B��⁄ 
 P�A� B��⁄ 
 0,02	 
P�A� B��⁄ 
 P�A� B��⁄ 
 0,03 
P�A� B1�⁄ 
 P�A� B1�⁄ 
 0,04 

  وعليه نحسب احتمال المادة الأولى المسحوبة من المخزن عاطلة كما يلي:
P�A�� 
 P�B�� � 	P�A� B��⁄ � P�B�� � 	P�A� B��⁄ � P�B1� � 	P�A� B1�⁄


 0,5 � 0,02 � 0,3 � 0,03 � 0,2 � 0,04 
 0,027 
  :ينتج ما يلينحسب احتمال المادة الثانية المسحوبة من المخزن عاطلة  الأسلوبوبنفس 

P�A�� 
 0,027 
  وبالتالي احتمال أن تكون كلا المادتين عاطلة كما يلي:

P�A� ∩ A�� 
 P�A�� � P�A� A��⁄ 
 0,027 � 0,027 
 0,000729 
)1A ,) من الحوادث المتنافية nإذا كان لدينا ( ):Theorys ’Bayeنظرية بييز ( -10

)nA……, ,1A ) ضمن فضاء العينةΩ(  :بحيث∀	i G j; i, j 
 1,2, … , n: A� ∩ AM 
 ∅  

Ωهو: ) Ω(وفضاء التجربة  
 A� ∪ A� ∪ ……∪ A(  
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وان جميع الاحتمالات الشرطية  )Ω) معرفة على نفس فضاء التجربة (B(كانت الحادثة  وإذا

  معلومة

∀M	, j = 1,2, … , n: P�B AM�⁄   :فانP�AM B�⁄ :1يعطى بالصيغة التالية  

P�AM B�⁄ 
 P�B AM�⁄ � P�AM�
∑ P�B A�� � P�A��⁄(�J�

 

) و 2A) و (1A(الآلات ان ة كهربائية، فاءأحد المصانع التي تصنع مصابيح إضفي  :)81مثال (

)3A( 0,03و 0,01 من مجموع الإنتاج وإذا كان  0,4و 0,3و 0,3الترتيب  على  تصنع 

  ثلاث على الترتيب هو إنتاج معيب.ال الآلاتج امن إنت 0,02و

كون هذا احتمال أن ي هو فماد بأنه معيب، ووج امتم سحب مصباح عشوائيا مـن إنتاج أحد الأي

  ) ؟3A(من صنع الآلة ) ؟ 2A(من صنع الآلة ؟  )1A(المصباح من صنع الآلة 

  :الحوادث التالية نفرض :الحل

D:معيب			مصباح		سحب	 
A�: Aالآلة�		انتاج	من		مصباح		سحب 
P�A�� 
 0,3 
A�: Aالآلة�		انتاج	من		مصباح		سحب 
P�A�� 
 0,3 
A1: A1الآلة		انتاج	من		مصباح		سحب 
P�A1� 
 0,4 

  نفرض الاحتمالات التالية:

P�D A��⁄ 
 0,01				 ∶ Aالآلة�		انتاج		من		انه		علما	معيب		المصباح		احتمال 

P�D A��⁄ 
 0,03				 ∶ Aالآلة�		انتاج		من		انه		علما	معيب		المصباح		احتمال 

P�D A1�⁄ 
 0,02				 ∶ A1الآلة		انتاج		من		انه		علما	معيب		المصباح		احتمال 
  والآن نحسب الاحتمالات التالية:

P�A� ∩ D� 
 P�A�� � P�D A��⁄ 
 0,3 � 0,01 
 0,003 
P�A� ∩ D� 
 P�A�� � P�D A��⁄ 
 0,3 � 0,03 
 0,009 
P�A1 ∩ D� 
 P�A1� � P�D A1�⁄ 
 0,4 � 0,02 
 0,008 

                                                 
  .76. حمد عبد العال النعيمي، مرجع سابق، ص 1
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احتمالات المصابيح المعيبة من كل آلة كما يلي:وباستخدام نظرية بييز نحصل على   

P�A� D)⁄ =
P(A� ∩ D)

P(A� ∩ D) + P(A� ∩ D) + P(A1 ∩ D)

=
0,003

0,003 + 0,009 + 0,008
=

3

20
 

P(A� D)⁄ =
P(A� ∩ D)

P(A� ∩ D) + P(A� ∩ D) + P(A1 ∩ D)

=
0,009

0,003 + 0,009 + 0,008
=

9

20
 

P(A1 D)⁄ =
P(A1 ∩ D)

P(A� ∩ D) + P(A� ∩ D) + P(A1 ∩ D)

=
0,008

0,003 + 0,009 + 0,008
=

8

20
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 تمارين محلولة

 :)01(التمرين 

 .يتكون فوج من ستة طلبة تم استدعاؤهم لحضور اجتماع

 ؟ بكم طريقة يمكنهم الجلوس في صف به ست مقاعد -

 ؟ بكم طريقة يمكنهم الجلوس حول طاولة مستديرة -

ر وأمين عام، فبكم طريقة يمكنهم  - لنفرض أنه طُلب إليهم تكوين لجنة مشكلة من رئيس، مقر

  ؟ اللجنة هذه تكوين

  الحل:

  حساب عدد طرق الجلوس في صف به ست مقاعد: -

  :نستخدم التبديلات المستقيمة كما يلي
P( =  PQ = 6! = 720 

  حساب عدد طرق الجلوس حول طاولة مستديرة: -

  نستخدم التبديلات الدائرية كما يلي:
P( = (n − 1)! = PQ = (6 − 1)! = 5!  = 120 

  حساب عدد طرق تكوين اللجنة: -

  الترتيب مهم وعليه نستخدم الترتيبة بدون تكرارفي هذه الحالة 

A#
( =  

n!

(n − k)!
= A1

Q =
6!

(6 − 3)!
= 120 

 :)02(التمرين 

 هو عدد الكلمات الممكن إنشاؤها والمكونة من: أراد شخص إنشاء كلمة سر لبريده الإلكتروني، ما

 ؟ ، مع إمكانية التكرارثلاثة أرقام -

 ، مع إمكانية التكرار؟أربعة أرقام -

  ؟ أرقام بدون تكرارخمسة  -

  الحل:

 حساب عدد الكلمات الممكن إنشاؤها والمكونة من ثلاثة أرقام مع إمكانية التكرار: -

  (القائمة) نستخدم الترتبية مع التكرار
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n# 
	101 
 1000	
 حساب عدد الكلمات الممكن إنشاؤها والمكونة من أربعة أرقام مع إمكانية التكرار: -

  التكرار (القائمة)نستخدم الترتبية مع 
n# 
	102 
 10000	

  

 حساب عدد الكلمات الممكن إنشاؤها والمكونة من خمسة أرقام بدون تكرار: -

  نستخدم الترتبية بدون تكرار

A*�3 
	 n!
�n 	 k�! 
 A*�3 


10!
�10 	 5�! 
 30240 

 ):03التمرين (

: الأول في الإحصاء والثاني في برامجبكم طريقة مختلفة يمكن أن يختار أحد الطلاب ثلاثة 

مختلفين  برنامجين 2مختلفة للإحصاء و برامج 3الرياضيات والثالث في الفيزياء إذا علم أن هناك 

  مختلفين للفيزياء. جينمبرنا 2للرياضيات و

  الحل:

  وهي مكونه من ثلاث مراحل: برامج 3العملية هي اختيار 

  .1n 3 =الإحصاء وعدد طرق هذه المرحلة يساوي  برنامجالمرحلة الأول هي اختيار 

  .2n 2 =الرياضيات وعدد طرق هذه المرحلة يساوي  برنامجالمرحلة الثانية هي اختيار 

  .3n 2 =الفيزياء وعدد طرق هذه المرحلة يساوي  برنامجالمرحلة الثالثة هي اختيار 

  الثلاثة يساوي: رامجالبوباستخدام قاعدة الضرب فإن عدد الطريق المختلفة لاختيار 

n = n1× n2 × n3 = 3× 2 × 2 = 12    

 ):04التمرين (

ا فقط من الإحصاء أو الرياضيات أو برنامجا واحدبكم طريقة مختلفة يمكن أن يختار أحد الطلاب 

 2مختلفين للرياضيات و  برنامجين 2مختلفة للإحصاء و  برامج 3الفيزياء إذا علم أن هناك 

  مختلفين للفيزياء. برنامجين

  الحل:

  .1n 3 =الإحصاء وعدد طرق إجراء هذه العملية يساوي  برنامجالعملية الأول هي اختيار 
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  .2n 2 =الرياضيات وعدد طرق إجراء هذه العملية يساوي  برنامجالعملية الثانية هي اختيار 

  .3n 2 =الفيزياء وعدد طرق إجراء هذه العملية يساوي  برنامجالعملية الثالثة هي اختيار 

 البرنامجوحيث أن العمليات متنافية وباستخدام قاعدة الجمع فإن عدد الطرق المختلفة لاختيار 

  يساوي:

n = n1+ n2 + n3 = 3+ 2 + 2 = 7    

 ):05التمرين (

بحيث تحوي كل ترتيبة على حرفين ؟ أو بعبارة أخرى بكم  A, B, Cكم عدد تباديل الحروف  -

 ؟ A, B, Cطريقة يمكن ترتيب حرفين من الحروف 

  .A, B, Cأوجد التباديل (التراتيب) المختلفة لحرفين من الحروف  -

  الحل:

بحيث تحوي كل ترتيبة على حرفين  A, B, Cيمكن إيضاح طريقة إيجاد عدد تباديل الحروف 

  ي التالي:بالشكل التوضيح

  

  
على قاعدة الضرب فإن عدد طريق ترتيب حرفين من الحروف  العملية مكونة من مرحلتين وبناء

A,B,C :يساوي  

n = n1× n2 = 3× 2  = 6 

  تباديل. 6ا حرفين في كل مرة يساوي مأخوذ A,B,Cوعليه فإن عدد التباديل للحروف 

  الشجرة التالي:يمكن إيجاد التباديل (أو التراتيب) باستخدام شكل 
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  التباديل (التراتيب) هي:

(A,B), (A,C), (B,A), (B,C), (C,A), (C,B) 

  .(B,A)تختلف عن التبديلة   (A,B)لاحظ أن التبديلة أو الترتيبة 

 ):06التمرين (

. أو بعبارة A, B, Cباستخدام قانون التباديل أوجد عدد التباديل المختلفة لحرفين من الحروف

  ؟ A, B, Cأخرى بكم طريقة يمكن ترتيب حرفين من الحروف 

  الحل:

  يساوي: A, B, Cوعليه فإن عدد طرق ترتيب حرفين من الحروف   k = 2و   n = 3لدينا 

A#
( =  

n!

(n − k)!
= A�

1 =
3!

(3 − 2)!
= 6 

 ):07التمرين (

  مقاعد في صف واحد ؟ 5طلاب على  5بكم طريقة يمكن أن نجلس  -

 مقاعد في صف واحد ؟ 3طلاب على  5بكم طريقة يمكن أن نجلس  -

  الحل:

 هو: (n = 5, k = 5)مقاعد في صف واحد  5طلاب على  5عدد طرق إجلاس  -
P* =  5! = 120 

  والشكل التالي يوضح ذلك.
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  المقعد

  5رقم 

  المقعد

  4رقم 

  المقعد

  3رقم 

  المقعد

  2رقم 

  المقعد

  1رقم 
⇑  
1  

⇑  
2  

⇑  
3  

⇑  
4  

⇑ 
5  

  هو: (n = 5, k = 3)مقاعد في صف واحد  3طلاب على  5عدد طرق إجلاس  -

P#( 
	 n!
�n 	 k�! 
 P1* 


5!
�5 	 3�! 
 60 

  والشكل التالي يوضح ذلك.

  المقعد

  3رقم 

  المقعد

  2رقم 

  المقعد

  1رقم 
⇑ 
3  

⇑  
4  

⇑ 
5  

 ):08التمرين (

  كرة مختلفة ؟ 15بكم طريقة يمكن سحب كرتين بإرجاع من صندوق يحتوي على 

  الحل:

كرة  15وعليه فإن عدد سحب كرتين بإرجاع من صندوق يحتوي على   k = 2و   n =15لدينا 

  مختلفة يساوي:

nk = 152 = 15 × 15 = 225 

 ):09التمرين (

  كرة مختلفة ؟ 15بكم طريقة يمكن سحب كرتين بدون إرجاع من صندوق يحتوي على 

  الحل:

 15وعليه فإن عدد سحب كرتين بدون إرجاع من صندوق يحتوي على   k = 2و   n =15لدينا 

  كرة مختلفة يساوي:

P#( 
	 n!
�n 	 k�! 
 P��* 


15!
�15 	 2�! 
 210 

 ):10التمرين (

 ؟ A, B, Cبكم طريقة يمكن اختيار حرفين (بدون مراعاة الترتيب) من مجموعة الحروف 
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  الحل:

وعليه فإن عدد طريقة اختيار حرفين (بدون مراعاة الترتيب) من مجموعة   k = 2و   n = 3لدينا 

 يساوي: A, B, Cالحروف 

C#( 
	 n!
k! 	� �n 	 k�! 
 C�1 


3!
2! 	� �3 	 2�! 
 3 

 ):11التمرين (

 ؟ PROBABILITYبكم طريقة يمكن ترتيب أحرف كلمة 

  الحل:

  المجموع  P  R  O  B  A  I  T  Y  الحرف

  11  1  1  2  1  2  1  1  1  التكرار

  يساوي: PROBABILITYعدد تباديل أو عدد طرق ترتيب أحرف كلمة 

P(-,(/,….,(0( 
 P�,�,�,�,�,�,�,��� 
	 11!
1! 	� 	1! 	� 2! � 1! � 2! � 1! � 1! � 1!


 9979200 
 ):12التمرين (

  ؟ STATISTICSبكم طريقة يمكن ترتيب أحرف كلمة 

  الحل:

  المجموع  S  T  A  I  C  الحرف

  10  1  2  1  3  3  التكرار

  يساوي: STATISTICSعدد تباديل أو عدد طرق ترتيب أحرف كلمة 

P(-,(/,….,(0( 
 P1,1,�,�,��3 
	 10!
3! 	� 	3! 	� 2! � 1! � 1! 
 50400 

 ):13التمرين (

طلاب  3طلاب لتخصص الإحصاء و 4طلاب على النحو التالي:  8بكم طريقة يمكن توزيع 

  لتخصص الرياضيات وطالب واحد لتخصص الفيزياء.
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  الحل:

  
  الطرق لتوزيع الطلاب وفق الطريقة المذكورة يساوي: عدد

P(-,(/,….,(0

( = P2,1,�
R =  

8!

4!  ×  3!  × 1!
= 280 

 ):14التمرين (

  أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالية:

  تجربة قذف قطعة النقود مرة واحدة وتسجيل الرمز الظاهر على الوجه العلوي. -

  الرمز الظاهر على الوجه العلوي لكل قطعة.تجربة قذف قطعتي نقود معا وتسجيل  -

  الحل:

  تجربة قذف قطعة النقود مرة واحدة: -

  : Tوللكتابة بالرمز  Hلنرمز للصورة بالرمز 

وعدد عناصره   Ω = {H , T}ولذلك فإن فضاء العينة هو:  Tأو  Hإن النتائج الممكنة هي  

  .n(Ω) = 2يساوي:   

  تجربة قذف قطعتي النقود معا: -

  الشكل التالي يوضح النتائج الممكنة للتجربة.و T  وللكتابة بالرمز Hلنرمز للصورة بالرمز 
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  إن النتائج الممكنة هي:

(H,H), (H,T), (T,H), (T,T) 

  ولذلك فإن فضاء العينة هو:

Ω = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} 

  n(Ω) = 4وعدد عناصره يساوي:   

 ):51التمرين (

  وعدد عناصره للتجارب التالية:أوجد فضاء العينة 

 تجربة رمي حجر النرد مرة واحدة وتسجيل الرقم الظاهر على الوجه العلوي. -

  تجربة رمي حجر النرد مرتين متتاليتين وتسجيل الرقم الظاهر على الوجه العلوي لكل رمية. -

  الحل:

  تجربة قذف حجر النرد مرة واحدة:  -

  ولذلك فإن فضاء العينة هو: 6أو  5أو  4أو  3أو  2أو  1إن النتائج الممكنة هي: 

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}    :وعدد عناصره يساويn(Ω) = 6.  

  تجربة رمي حجر النرد مرتين: -

يمكن إيجاد فضاء العينة لتجربة رمي حجر النرد مرتين بعدة طرق. نذكر من هذه الطرق: طريقة 

  الشبكة (أو الجدول): حاصل الضرب الديكارتي وطريقة الشجرة وطريقة

  إيجاد فضاء العينة باستخدام حاصل الضرب الديكارتي: -

Ω = {1,2,3,4,5,6}×{1,2,3,4,5,6} 
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   = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} 

  n(Ω)=6×6=36العينة (باستخدام قاعدة الضرب) يساوي: وعدد عناصر فضاء 

  إيجاد فضاء العينة باستخدام طريقة الشجرة: -

 
  إيجاد فضاء العينة باستخدام طريقة الشبكة (أو الجدول): -

نية
الثا

ية 
لرم

ة ا
يج

نت
  

6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 

5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 

4 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 

3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 

2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 

1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 

  1 2 3 4 5 6 

  نتيجة الرمية الأولى  

 ):61التمرين (

  قذف قطعة النقود مرتين متتاليتين: احسب الحوادث التالية وعدد عناصرها وذلك في تجربة

A { الحصول على صورة في الرمية الأولى } = 

B { الحصول على كتابة في الرمية الأولى } = 

C { الحصول على صورة واحدة على الأقل } =  

  الحل:

  نحسب فضاء العينة والحوادث والعدد العناصر كما يلي:
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Ω ={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)};  n(Ω)  = 4 

A = {(H,H),(H,T)};  n(A)  =  2 

B = {(T,H),(T,T)};  n(B)  =  2 

C = {(H,H),(H,T),(T,H)};  n(C)  = 3 

 ):71التمرين (

احسب الحوادث التالية وعدد عناصرها وذلك في تجربة رمي حجر نرد مرتين متتاليتين باعتبار أن 

)x)يرمز لنتيجة الرمية الأولى و (y الثانية:) يرمز لنتيجة الرمية 

A = { (x,y):  x + y  < 4 }  

B = { (x,y):  x  =  y }  

C = { (x,y):  x  = 5 }  

D = { (x,y):  x+y  = 1 }   

  الحل:

 نمثل فضاء العينة والحوادث بالشكل التالي:

Y        

 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)  

 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)  

 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)  

 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)  

 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)  

 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)  

  ⇑ 
A 

   ⇑ 
C 

 X 

  ومن هذا الشكل نحسب الحوادث وعدد عناصرها كما يلي:

A = { (x,y):  x + y  < 4 } = {(1,1), (1,2), (2,1)};    n(A) = 3 

B = { (x,y):  x  =  y } = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} ;  n(B) = 6 
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C = { (x,y):  x  = 5 } = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)} ;  n(C)  = 6 

D = { (x,y):  x + y  = 1 } = { } = φ;       n(D) = 0 

 ):81التمرين (

  قذفت قطعة نقود ثلاث مرات متتالية.

  أكتب فراغ العينة وعدد عناصره. -

 أكتب الحوادث التالية وعدد عناصرها: -

A الحادثة الدالة على ظهور صورة في الرمية الأولى =  

B الحادثة الدالة على ظهور صورة واحدة على الأقل =  

C .الحادثة الدالة على ظهور كتابة في الرمية الأولى وصورة في الرمية الثالثة =  

  أكتب الحوادث التالية وعدد عناصرها: -

A∩B,  A∪C, A ̅∪ B ̅,  �A ∩ B)����������,  A − B = A∩B̅ 

  الحل:

  فراغ العينة لهذه التجربة هو:

Ω = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 

  عدد عناصر فراغ العينة يساوي:

n(Ω) = 2 × 2 × 2 = 23 = 8 

  وشكل الشجرة التالي يوضح فراغ العينة:
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  فهي:C وB و Aوأما الحوادث  -

A = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)},  n(A) = 4 

B ={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H)},  n(B)  = 7 

C = {(T,H,H), (T,T,H)}, n(C) =2 

  الآن نسحب الحوادث المطلوبة بملاحظة أن: -

A = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)} 

B ={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H)} 

C = {(T,H,H), (T,T,H)} 

A ̅ = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 

B ̅ = {(T,T,T)} 

  هي:والحوادث 

A∩B = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T)};  n(A∩B) = 4 

A∪C = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T), (T,H,H), (T,T,H)}; n(A∪C) = 6 

A ̅∪ B ̅ = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ∪ {(T,T,T)} 

           = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; n(A̅∪ B ̅) = 4 

�A ∩ B)���������� ={(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; n((A ∩ B)����������) = 4 

A∩ B ̅ = A − B = φ  ; n(A∩ B̅) = 0 

 ):91التمرين (

  فأوجد احتمال رسوبه. 0.6إذا كان احتمال نجاح محمد في مادة الإحصاء يساوي 

  الحل:

  لنعرف الحوادث التالية:

A= {نجاح محمد في برنامج الإحصاء} 

A ̅ =  { في برنامج الإحصاءعدم نجاح محمد   {رسوب محمد في مقرر الإحصاء} = {

P(A ̅) = 1 − P(A) = 1 − 0.6 = 0.4 

  



 مــدخـل للاحتـمـالات.......................... .الفصل الأول..........................................

 

 
34 

 

 ):20التمرين (

واحتمال نجاح محمد وأحمد معًا في   0.6إذا كان احتمال نجاح محمد في أحد الاختبارات يساوي 

  فأوجد احتمال نجاح محمد ورسوب أحمد.  0.1هذا الاختبار يساوي 

  الحل:

  الحوادث التالية:لنعرف 

A= {نجاح محمد في الاختبار} 

B = {نجاح أحمد في الاختبار } 

A∩B = {نجاح محمد وأحمد معًا في الاختبار } 

B  { رسوب أحمد في الاختبار} = ̅

A∩ B  { نجاح محمد ورسوب أحمد في الاختبار} = ̅

P(A∩ B ̅) = P(A) − P(A∩B) = 0.6 − 0.1 = 0.5 

 ):21التمرين (

واحتمال رسوب أحمد في هذا  0.25إذا كان احتمال نجاح محمد في أحد الاختبارات يساوي 

فأوجد   0.1واحتمال نجاح محمد وأحمد معًا في هذا الاختبار يساوي   0.3الاختبار يساوي 

  احتمال نجاح أحدهما على الأقل.

  الحل:

  لنعرف الحوادث التالية:

  

A= {نجاح محمد في الاختبار} 

B = {نجاح أحمد في الاختبار } 

A∩B = {نجاح محمد وأحمد معًا في الاختبار } 

B  { رسوب أحمد في الاختبار} = ̅

A∪B = {نجاح محمد أو نجاح أحمد في الاختبار } = { نجاح أحدهما على الأقل } 

P(A∪B) = P(A) + P(B) − P(A∩B) = 0.25 + 0.7 − 0.1 = 0.85 
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 ):22التمرين (

يصنف أربعمائة شخصًا حسب عادة التدخين ومستوى ضغط الدم على النحو الجدول التالي 

  التالي:

        عادة التدخين

  لا يدخن  المجموع

S�  

  يدخن

D  

      

50 10  40  Aمرتفع  

دم
 ال

غط
ض

ى 
تو

س
م

  

200 130  70  Bمتوسط  

150  95  55  Cمنخفض  

  المجموع 165 235  400

  بشكل عشوائي. ولنعرف الحوادث التالية: ولتكن التجربة هي اختيار أحد هؤلاء الأشخاص

  A حادثة اختيار شخص ضغط دمه مرتفع :  

D حادثة اختيار شخص مدخن :  

  احتمال أن الشخص المختار: اوجد

 ضغط دمه مرتفع. -

 مدخن. -

  يدخن.ضغط دمه مرتفع و  -

  ضغط دمه مرتفع علمًا بأنه مدخن. -

  الحل:

 وهي متساوية الفرص. عدد نتائج التجربة
n�Ω� 
 C�233 
 	400 
P(A) = n(A)/n(Ω) = 50/400 = 0.125 

P(D) = n(D)/n(Ω) = 165/400 = 0.4125 

P(A∩D) = n(A∩D)/n(Ω) = 40/400 = 0.1 

P(A | D) = P(A∩D) / P(D) = 0.1 / 0.4125 = 0.2424 
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P(A | D) = n(A∩D)/n(D) = 40/165 = 0.2424 

  غير مستقلتين وذلك لأن (يكفي التحقق من أحد الشروط): Dو  Aإن الحادثتين 

P(A) = 0.125 ≠ P(A|D) = 0.2424 

P(A∩D) = 0.1 ≠ P(A) P(D) = 0.125×0.4125 = 0.0516 

P(D) = 0.4125 ≠ P(D|A) = 0.8 
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  تمارين غير محلولة

  ):01التمرين (

رسالة في مظاريف بحيث تكون كل رسالة  nأحسب عدد الطرق التي يمكن وضع  n = 3 لقيمة 

  . n = 4 , 5وضعت في المظروف الخطأ. أعد الحسابات في حالة 

  ):02التمرين (

  ؟ كرات 3 اختياركرات، حمراء وصفراء وخضراء وزرقاء. كم عدد طرق  4يحوي وعاء 

  .رجاعالترتيب مهم وبدون إ -

  .رجاعمهم وبدون إ الترتيب غير -

  ):03التمرين (

  ". كلمة يمكن تكوينها من حروف الكلمة " الرحالةكم 

  ):04التمرين (

  .n = 3, 4, 5فراغ بحرفي " ر" و " ك" مع التكرار لقيم  nبكم طريقة يمكن ملئ 

  ):05التمرين (

 ,m = 2, 3و   n = 2, 3, 4لقيم   رقم  mحرف و  nكم عدد لوحات السيارات التي تتكون من 

  رقم وهكذا). 2أحرف و 4أرقام أو  3حرف و 2(مثلا . خذ كل التراتيب الممكنة  4

  ):06التمرين (

تتم ترجمة لحظية  أنلغة رسمية. عند إلقاء خطاب مهم يجب  20تستخدم في هيئة الأمم المتحدة 

  منها. لغة أخرىأي  إلىمن أي من هذه اللغات 

  ؟ كم عدد المترجمين الذين نحتاج إليهم لإنجاز هذه المهمة -

لغات جديدة. كم عدد المترجمين الجدد الذين يجب  3في الشهر القادم سوف تضيف الهيئة  -

  ؟ تعيينهم

  ؟ هي نسبة الزيادة في عدد المترجمين ما -

  ):07التمرين (

كرات معا. كم عدد  4زرقاء. سحبت  5خضراء و  4حمراء و 3كرة متشابهة.  12وعاء يحوي 

  ؟ ليهاالكرات الحمراء التي يمكن أن نحصل ع
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  ):08التمرين (

 3طلبات كل منها يتكون من  5نكهة من المثلجات. يريد أحد الزبائن شراء  21محل مثلجات لديه 

  .لأصدقائهنكهات 

  تتكرر النكهة الواحدة لصديق. بحيث لا الاختياراتكم عدد  -

  يحصل أكثر من صديقين على نفس النكهات. بحيث لا الاختياراتكم عدد  -

  ):09(التمرين 

يتكرر فيها أي حرف. كم عدد الطرق الممكنة التي يمكن سحب مثل  أحرف لا 3شكلت كلمة من 

  ؟ (أي مثل أ ب ت أو ب ت ث الخ). متتابع أبجديهذه الكلمة بحيث تكون الحروف في ترتيب 

  ):10التمرين (

انت يقوم متسابق بسحب كرة فإذا ك 20و  10و  0و  0و  0و  0كرات مرقمة  6وعاء يحوي 

فيخرج من المسابقة. في الحالة  0يعيدها ويسحب كرة أخرى وهكذا. أما إذا كانت  20أو  10

ومن ثم يربح جائزة على حسب  0الأولى يجمع المتسابق الأرقام التي تحصل عليها حتى يسحب 

  محاولات: 6المجموع النهائي الذي يتحصل عليه. بعد 

  لية ؟ مجموع يمكن لمتسابق الحصول ع أقصىهو  ما -

نقطة، على  100نقطة، على  90هي نسبة عدد المرات التي يحصل فيها المتسابق على  ما -

  نقطة. 120

  ):11التمرين (

من عدد  أكثرأطفال. كم عدد الحالات التي يكون فيها عدد الأطفال الذكور  5عائلة لديها 

التي  عائلاتذكور في جميع ال 3إناث و  2الأطفال الإناث. ما هي نسبة العائلات التي لديها 

 أطفال. 5لديها 

  ):12التمرين (

  للحروف:  ي ف ف ل و ر ي س ث ي ن ث ي

  ؟ بكم طريقة مختلفة يمكن ترتيب هذه الحروف -

  كم من التراتيب يبدأ وينتهي بالحرف ف ؟ -

  ؟ في كم من التراتيب يأتي الحرف ف متتابع -
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 ):13التمرين (

شخصا لحضور اجتماع تنسيقي جهوي، فوضعت تحت تصرفهم  12قررت إحدى الشركات بعث 

 ثلاث سيارات؛ إحداها بست مقاعد، والأخرى بأربع مقاعد، والثالثة بمقعدين.

 بكم طريقة يمكن أن يركب هؤلاء بفرض أن:

 القيادة (الجميع يحمل رخصة سياقة) ؟أي شخص منهم يمكنه  -

 أربعة أشخاص فقط لديهم رخصة سياقة ؟ -

 ):14التمرين (

طالبا  15طلبة في مستوى السنة الثالثة، و  10طلاب من بين  5يراد تكوين لجنة طلابية ذات 

 في مستوى السنة الثانية.

لسنة الثالثة، وثلاثة طلاب أحسب عدد الحالات الملائمة لاحتواء اللجنة على طالبين من مستوى ا

  من مستوى السنة الثانية.

 ):15التمرين (

أحسب عدد المجموعات المكونة من ثلاثة طلبة، والتي يمكن سحبها مع الإرجاع من فوج يحوي 

 ستة طلبة.

 ):16التمرين (

قرر صاحب مصنع ترقية خمسة عمال، فتم ترشيح عشرين عاملا، منهم اثنا عشر رجلا وثمانية 

 بشرط أن يترقى رجلان وامرأتان على الأقل. نساء،

 بكم طريقة يمكن اختيار العمال الخمسة في كل من الحالات الآتية:

 كل المرشحين يمكن اختيارهم ؟ -

 استبعاد رجلين تم الطعن في استحقاقهما للترقية ؟ -

  تم تحويل رجل وامرأة من المرشحين إلى فرع آخر ؟ -

 ):17التمرين (

حد الأفواج على المراتب الثلاث الأولى في مادة الإحصاء، بفرض أن الفوج مكون يتنافس طلبة أ

  من تسعة طلاب وأن معدلاتهم مختلفة.

 ما هو عدد الحالات الممكنة ليحقق طلبة الفوج ذلك ؟
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 ):18التمرين (

عضوا، ولكي يجتمع هذا المجلس لابد من حضور النصاب  15يتألف المجلس العلمي للكلية من 

 أعضاء. 10القانوني والبالغ 

 بكم طريقة يمكن تأمين النصاب القانوني بالضبط ؟ -

  بكم طريقة يمكن تأمين النصاب القانوني على الأقل ؟ -



 
        
�� ������� ������� ������� �������	
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   تمهيد:

هذه القواعد فسبق وان تم عرض وتوضيح بعض القواعد الاحتمالية في الفصل السابق، 

التجربة العشوائية  ترتبط بنتائج تجربة عشوائية معينة، وفي هذا الفصل سيتم التعبير عـن نتائج

العددية لهذا المتغير غير  )، وبما أن القيمةVariableيطلق عليه اسم المتغير (بمقياس عددي 

إن القيم المختلفة للمتغير  )، إذRandom Variableمؤكدة مما سيشار إليه بالمتغير العشوائي (

 Probabilityبالتوزيع الاحتمالي ( مىلية معينة، مما ستشكل معا مـا يسالعشوائي ترتبط بقيم احتما

Distribution.(  

ل المتغير العشوائي قد يكون هو نتيجة التجربة العشوائية ذاتها، مثتعريف المتغير العشوائي:  -1

كون متغيرا لأنها تتغير من محاولة إلى أخرى، فهي ليست فنتيجة الرمية تالنرد،  رنتيجة رمي حج

شوائية في تغيره لعوامل العلتغير من محاولة إلى أخرى يكون عشوائيا لأنه يخضع وهذا ا ،ايئا ثابتش

 1حد أن يحدد نتيجة الرمية مسبقا.الصدفة البحتة، حيث لا يستطيع أ أو

أنه  ولرقما مرتبطا بنتيجة التجربة العشوائية كأن نق كذلك فإن المتغير العشوائي قد يكون

قيم  فإن ةي نقود فإن المتغير العشوائي هو عدد الصور التي تظهر، في هذه الحالعند رمي قطعت

 ،ةدواحد أي تظهر صورة واحما تساوي إ ما صفر أي لا تظهر صورة، و إ، )عدد الصور(المتغير 

 نة، كذلك دخل دولة ما هو متغير عشوائي، لأنه يتغير من سأي تظهر صورتين اثنانما تساوي إ و 

إمكانية و  ة العملـة،لعوامل كثيرة لا يمكن الـتحكم بها مثل الطلب على الصادرات، وقيملأخرى طبقا 

عبارة  وتأسيسا على ما تقدم، يمكن تعريف المتغير العشوائي بأنه وهكذا،وجود بدائل لصادراتها 

  ).Xعن قيمة عددية لكل نتيجة من نتائج التجربة العشوائية، ويرمز له عادة بالرمز (

   هما: تنقسم المتغيرات العشوائية إلى قسمين أنواع المتغير العشوائي: -2

  )Discrete Random Variableالعشوائي المتقطع (المنفصل) (المتغير  -2-1

هو المتغير الذي يكون المجال المقابل تعريف المتغير العشوائي المتقطع (المنفصل):  -2-1-1

  2يمكن كتابة قيمته المميزة بالشكل الآتي: له منتهيا أو غير منته ويكون قابلا للعد، إذ
X: x�, x�, x�, ……… . . , x
 

                                                 
، دار وائل للنشر، عمان، spssأساليب الاحصاء للعلوم الاقتصادية وادارة الاعمال مع استخدام برنامج . عبد الحميد عبد المجيد البلداوي، 1

  .135، ص 2009
  .136. نفس المرجع السابق، ص 2
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 النوع من المتغيرات، ما يأتي:ومن أمثلة هذا 

 .معينةلسنة  مافي جامعة  عدد الأساتذة -

 .معينخلال شهر  ماعدد الحوادث المرورية في مدينة  -

 .إنتاج شركة ما لشهر معينعدد المصابيح التالفة في  -

 .) من المراتn) عند رمي قطعة نقود معدنية (Tعدد مرات ظهور الكتابة ( -

  .التي تظهر على وجه زهرة نرد متجانسة الأرقام -

إن لكل قيمة من قيم المتغير العشوائي  التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المتقطع: -2-1-2

)، يكون الاحتمال المرافق لها هو ixالمتقطع، قيمة احتمالية مرافقة، فعلى سبيل المثال القيمة (

P�X 
 x1:، عليه فان��  

�: x�, x�, x�, … …… . . , x
 
����: P�X 
 x��, P�X 
 x��, P�X 
 x��, … … … . . , P�X 
 x
� 

للمتغير  وتسمى الاحتمالات أعلاه، بدالة التوزيع الاحتمالي وتدعى أحيانا بدالة الكتلة الاحتمالية

  الدالة بالخاصيتين الآتيتين: ) ، وتتصف هذهXالعشوائي المتقطع (
0 � P�X 
 x�� � 1 

� P�X 
 x��



���

 1 

 .متقطعدالة التوزيع الاحتمالي الخاصة بالمتغير العشوائي الوالشكل البياني التالي، يوضح 

  دالة التوزيع الاحتمالي الخاصة بالمتغير العشوائي المتقطعمنحنى  ):01شكل رقم (
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X 

P�X 
 x�� 

x� x� x� x
 

P�X 
 x�� 

P�X 
 x�� 

P�X 
 x�� 

P�X 
 x
� 
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  عند رمي قطعة نقود متجانسة مرتين متتاليتين في تجربة عشوائية. ):01(مثال 

  المطلوب:

  .  (H)بأنه عدد مرات ظهور الصورة (X) عرف المتغير العشوائي -

 .(X)  دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي إيجاد -

P�X حتماليرسم دالة التوزيع الا - 
 x��  .  

 الحل:

  العشوائي:تعريف المتغير  -

  ، أي إن: (H) ، على أنه عدد مرات ظهور الصورة (X) يمكن تعريف المتغير العشوائي المتقطع

X:   	عدد	مرات	ظهور	الصورة
  :تكتب كالآتي،  (S) على فضاء العينة (X) تقطععليه فان قيم المتغير العشوائي الم

(TT)  (TH)  (HT)  (HH)  S 

0  1  1  2  X  

  ) ، هي:Xالمتقطع ( أي إن قيم المتغير العشوائي
X 
 0,1,2 

  ، يكتب كالآتي:)S() على فضاء العينة Xوبالتالي فان المجال المقابل للمتغير العشوائي المتقطع (
X�S� 
 �0,1,2� 

:إيجاد دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي -  

P�X	يمكن كتابة قيم دالة التوزيع الاحتمالي)، S( فضاء العينة إلىبالرجوع  
 x�� لعناصر 

  :المجال المقابل للمتغير العشوائي على النحو الآتي

P�X 
 0� 
 P�TT� 
 1
4 

P�X 
 1� 
 P��HT�, �TH�� 
 1
2 

P�X 
 2� 
 P�HH� 
 1
4 

وقيم دالة التوزيع الاحتمالي المرافقة لقيم المتغير  (X)والجدول التالي، يوضح قيم المتغير العشوائي 

 (X)  
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� 0 1 2 
��� 
 � � 1

4
 

1

2
 

1

4
 

P(Xوأخيرا، يمكن كتابة صيغة دالة التوزيع الاحتمالي  = x�) :على الوجه الآتي  

P(X = x�)  =
!"#
"$14              si: x� = 0,212                  si: x� = 10                   sinon )"*

"+
 

  

  رسم دالة التوزيع الاحتمالي: -

  

  

    

  

  

  

  

تعرف دالة التوزيع أو  دالة التوزيع (الدالة التجميعية) للمتغير العشوائي المتقطع: -2-1-3

   1الدالة التجميعية كما يلي:

  F(x�) = P(X ≤ x�)   

P(Xويمكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكتلة الاحتمالية  = x�)  :كما يلي  F(x�) = P(X ≤ x�) = � P(u)./01
 

العشوائي المتقطع شكلا سلميا، وهي لا تكون متناقصة في أي مجال، تأخذ دالة التوزيع للمتغير 

  .1وأكبر قيمة ممكنة لها هي 

ليكن لديك جدول التوزيع الاحتمال أدناه. ):02مثال (  

                                                 
  .139. عبد الحميد عبد المجيد البلداوي، مرجع سابق، ص 1

X 

P(X = x�) 

0 1 2 

14 
12 
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2  1  0  � 14 
12 

14 �(� = � ) 
  المطلوب:

  F(x�)أوجد قيم دالة التوزيع 

  الحل:

2  1  0  � 14 
12 

14 �(� = � ) 
1  34 

14 3(� ) 
إذا كان لدينا  التوقع الرياضي (الأمل الرياضي) والتباين للمتغير العشوائي المتقطع: -2-1-4

:�  1يأخذ القيم التالية: )X( وليكن  متغير عشوائي متقطع، x�, x�, x�, … … … . . , x
 
:(�)�  (X)متغير العشوائي وأن قيم دالة التوزيع الاحتمالي المرافقة لقيم ال P(X = x�), P(X = x�), P(X = x�), … … … . . , P(X = x
) 

  E(X) والذي يرمز له بالرمز (X)متغير العشوائي لل التوقع الرياضي (الأمل الرياضي) عليه يكون

  يكتب بالشكل التالي:

E(X) = � x� × P(x�)

��� = x� × P(x�) + x� × P(x�) + ⋯ + x
 × P(x
) 

  يكتب بالشكل التالي: �σ0 والذي يرمز له بالرمز (X)وتباين المتغير العشوائي 

σ0� = E(X�) − :E(X);� = � x�� × :P(x�) − E(X)�;

���  

σ0  يكتب بالشكل التالي: σ0والذي يرمز له بالرمز  (X)والانحراف المعياري للمتغير العشوائي  = <σ0� 
  

  

                                                 
  .156، ص 2005، دار الحامد للنشر والتوزيع، عمان، الاحصاء للإداريين والاقتصاديين. دلال القاضي، 1
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   عند رمي قطعة نقود متجانسة مرتين متتاليتين في تجربة عشوائية.): 04مثال (

  المطلوب:

  للمتغير العشوائي. اريوالتباين والانحراف المعياضي جد قيمة التوقع الري

  الحل:

)، وقيم دالة التوزيع X) حصلنا على قيم المتغير العشوائي (01من نتائج حل المثال رقم (

P(Xالاحتمالي  = x�) 2 1 0 �  :المرافقة لقيم المتغير المذكور، كما هي موضحة بالجدول الآتي �(� = � ) 14 
12 

14 

E(X) = � x� × P(x�)

��� = 0 × =14> + 1 × =12> + ⋯ + 2 × =14> = 1 

σ0� = E(X�) − :E(X);� = ?(0)� × =14> + (1)� × =12> + (2)� × =14>@ = 12 σ0 = <σ0� = <0,5 = 0,71 
  )Continuous Random Variableالمتغير العشوائي المستمر (المتصل) ( -2-2

هو المتغير الذي يكون المجال المقابل تعريف المتغير العشوائي المستمر (المتصل):  -2-2-1

x الآتي: ، تأخذ الشكلX (1( له غير قابل للعد، أي إن قيم المتغير العشوائي ∈ :a − b; ∁ R    

 ومن أمثلة هذا النوع من المتغيرات، ما يأتي:

  .مجموعة من الطلبة أطوال -

 ما في شهر معين.الساقطة على مدينة  الأمطاركمية  -

 معين. لشهر مادرجات الحرارة في مدينة  -

 الأسر.في مجموعة من  الأزواج أعمار -

 الأسر.الدخل الشهري لمجموعة من  -

 .سلعة معينة أسعار -

  .هيئة التدريس أعضاءعدد من  أوزان -

                                                 
  .159. عبد الحميد عبد المجيد البلداوي، مرجع سابق، ص 1
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إن التوزيع الاحتمالي لهذا النوع من التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المستمر:  -2-2-2

تقطع، بل يعبر عن التوزيع العشوائي الم يررات لا يمكن تمثيله على غرار حالة المتغالمتغي

 وتتصف مستمرة، تدعى بدالة الكثافة الاحتمالية تمالالة احبد ستمروائي المالاحتمالي للمتغير العش

f(x�)  1:هذه الدالة بالخاصيتين الآتيتين ≥ 0       ∀x�  , x� ∈ :a − b; K f(x)d(x)MN
ON = 1 

a:ال ولإيجاد الاحتمال الواقع ضمن المج − b; المنحنى، والتي  تنقوم بحساب المساحة تح

P(a تسمى ≤ x� ≤ b) والموضحة بالشكل البياني الآتي ،:  

  حساب الاحتمال عن طريق المساحة  ):02شكل رقم (

  

    

  

  

  

   

  

  إذ أن:

P(a ≤ x� ≤ b) = K f(x�)d(x)P
Q  

  لديك الدالة الآتية: ):05مثال (

f(x)  = R3x�             si: 0 ≤ x ≤ 10                   sinon S 
 جد ما يأتي: المطلوب:

  تمثل دالة كثافة احتمالية.  f(x)اثبت أن الدالة  -

Pاحسب قيمة الاحتمال  - T0 ≤ x ≤ ��U  

                                                 
  .161مرجع سابق، ص  ،البلداويعبد الحميد عبد المجيد . 1

X 

f(x) 

a b 

P(a ≤ x� ≤ b) 
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  الحل:

  تمثل دالة كثافة احتمالية:  (�)Vإثبات أن الدالة  -

f(x�)  الخاصيتين الآتيتين:ينبغي أن تحقق احتمالية كثافة  دالةهي  f(x)لإثبات أن الدالة  ≥ 0       ∀x�  , x� ∈ :a − b; K f(x)d(x)MN
ON = 1 

f(x�)  حيث أن:الخاصية الأولى تم تحقيقها  = 3x�� ≥ 0       ∀x�  , x� ∈ :0 − 1; 
  الخاصية الثانية تم تحقيقها حيث أن:

K 3x�d(x)�
W = :x�;W� = 1 

  هي دالة كثافة احتمالية. f(x)الدالة 

�حساب قيمة الاحتمال  - TX ≤ � ≤ YZU:  

P =0 ≤ x ≤ 12> = K 3x�d(x)��
W = :x�;W�� = 18 

لدالة التوزيع أهمية أكبر  دالة التوزيع (الدالة التجميعية) للمتغير العشوائي المستمر: -2-2-3

المتغير العشوائي المستمر والسبب في ذلك أننا نهتم في حالة  ،بالنسبة للمتغير العشوائي المستمر

  ليس باحتمال نقطة.باحتمال مجال و 

   1تعرف دالة التوزيع أو الدالة التجميعية كما يلي:

  F(x�) = P(X ≤ x�) = \ f(u)d(u)01ON    

  لتكن لديك دالة الكثافة الاحتمالية التالية: ):06مثال (

f(x)  = ]19 x�             si: 0 < ` < 30                   sinon a 
  المطلوب:

  أوجد دالة التوزيع للمتغير العشوائي المذكور.

  

                                                 
  .163. عبد الحميد عبد المجيد البلداوي، مرجع سابق، ص 1
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  الحل:

x ≤ 0 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)W

ON = 0 

0 < x < 3 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)W

ON + K 19 u�d(u)0
W = x�27 

x ≥ 3 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)W

ON + K 19 u�d(u)�
W + K 0d(u)0

�= 1 

  إذن دالة التوزيع للمتغير العشوائي المذكور تكتب كما يلي:

F(x)  = c 0                                   si: x ≤ 0x�27                         si: 0 < ` < 31                                        si: x > 3e 

  ) Règle de LEIBNITZ( العامة قاعدة لايبنيز -2-2-4

والتي أعطيت اسمها تيمنا بمؤسسها غوتفريد  في علم التفاضل والتكامل تعمل قاعدة لايبنيز العامة

لايبنيز على تعميم قاعدة الضرب (والتي تُعرف أيضا باسم قاعدة لايبنيز). حيث تلعب مشتقات 

وتطبيقاتها على وجه الخصوص، ويمكن الدوال دورا أساسيا في حساب التفاضل والتكامل 

استخدامها لدراسة هندسة المنحنيات، وإيجاد القيم المُثلى للدوال، وصياغة المعادلات التفاضلية 

  التي توفر نماذج رياضية في مجالات عدة، مثل: الفيزياء، والكيمياء، والبيولوجيا، والتمويل.

 fفإن الناتج   nقابلة للاشتقاق مرفوعة بقوة  دوال  gو  fوتنص القاعدة على أنه إذا كان كل من 

g   هو أيضا مرفوع بقوةn :ومشتقته النونية تُعطَى بالشكل التالي ،  

(fg)
(x) = � Ch




h�W f (
Oh)(x)gh(x) 
 يمكن برهنة هذا من خلال قاعدة الضرب والاستقراء الرياضي.

إذا كان لدينا  المستمر:التوقع الرياضي (الأمل الرياضي) والتباين للمتغير العشوائي  -2-2-5

  .f(x)دالة كثافة احتمالية الدالة ولتكن  وله (X)، وليكن ستمرمتغير عشوائي م
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  E(X)والذي يرمز له بالرمز  (X)متغير العشوائي لل التوقع الرياضي (الأمل الرياضي) عليه يكون

  1يكتب بالشكل التالي:

E(X) = K xf(x)d(x)MN
ON  

  يكتب بالشكل التالي: �σ0والذي يرمز له بالرمز  (X)وتباين المتغير العشوائي 

σ0� = E(X�) − :E(X);� = K x�f(x)d(x)MN
ON − :E(X);� 

σ0  يكتب بالشكل التالي: σ0والذي يرمز له بالرمز  (X)والانحراف المعياري للمتغير العشوائي  = <σ0� 
  لديك دالة الكثافة الاحتمالية الآتية: ):07مثال (

f(x�)  = ix�2              si: 0 ≤ x� ≤ 20                   sinon j 

  المطلوب:

  الانحراف المعياري.الرياضي و احسب التوقع  -

  الحل:

  حساب التوقع الرياضي: -

E(X) = K xf(x)d(x)MN
ON = K x Tx2U d(x)�

W = kx�6 mW
� = 43 

  حساب قيمة الانحراف المعياري: -

σ0� = E(X�) − :E(X);� = K x� Tx2U d(x)�
W − :E(X);� = kx�6 mW

� − =43>�

= 2 − =169 >� = 29 

  يلي:قيمة الانحراف المعياري كما  عليه تكون

σ0 = <σ0� = n29 = 0,471 

                                                 
  .166. دلال القاضي، مرجع سابق، ص 1
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 تمارين محلولة

 ):01التمرين (

لتكن التجربة هي قذف قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين بشكل مستقل. ولنعرف المتغير العشوائي 

X .على أنه عدد الصور الظاهرة في الرميتين  

  كدالة. Xعبر عن المتغير العشوائي  -

  .Xأوجد مجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائي  -

  : Xعبر عن الحوادث التالية باستخدام المتغير العشوائي  -

{(T,T)}, {(H,T), (T,H)}, {(H,H)}, {(H,H), (H,T), (T,H)} 

  عبر عن الحوادث التالية باستخدام نقاط العينة: -

{X=0}, {X=1}, {X=2}, {X<1}, {X≤1}, {X>5} 

  حتمالات التالية:أوجد الا -

P(X=0), P(X=1), P(X=2), P(X<1), P(X≤1), P(X>5) 

  الحل:

  Ω = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)}فضاء العينة لهذه التجربة هو 

  عدد الصور هو Xالمتغير العشوائي هو:  

  كما يلي: Rقيمة حقيقية وحيدة في  Ωيعطي كل عنصر من عناصر  Xإن المتغير العشوائي 

X(H,H) = 2 

X(H,T) = 1 

X(T,H) = 1 

X(T,T) = 0  

  .Xوالشكل التالي يوضح صور نقاط العينة تحت تأثير المتغير العشوائي 
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  كدالة في الجدول التالي: Xكما يمكن التعبير عن المتغير العشوائي 

 نقطة العينة يقيمة المتغير العشوائ

2 HH 

1 HT 

1 TH 

0 TT 

  هي: Xمجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائي 

X(Ω) = {0, 1, 2} 

  التعبير عن الحوادث باستخدام المتغير العشوائي:

{(T,T)} = {X=0}={عدم ظهور صورة} 

{(H,T), (T,H)} = {X=1}={ظهور صورة واحدة فقط} 

{(H,H)} = {X=2}={ظهور صورتين} 

{(H,H), (H,T), (T,H)} = {X≥1}={ احدة على الأقلظهور صورة و  } 

  التعبير عن الحوادث باستخدام نقاط العينة:

{X=0} = {(T,T)} 

{X=1} = {(H,T), (T,H)} 

{X=2} = {(H,H)} 

{X<1} = {X=0} = {(T,T)} 

{X≤1} = {X=0} ∪ {X=1} = {(H,T), (T,H), (T,T)} 

{X>5} = { } = φ 
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  إيجاد الاحتمالات:

  الفرص، أي أن:بما أن العملة متزنة فإن التجربة متساوية 

P({(H,H)}) = P({(H,T)}) = P({(T,H)}) = P({(T,T)}) = 1/4 = 0.25 

  وباستخدام هذه الحقيقة فإننا نوجد الاحتمالات المطلوبة فيما يلي:

P(X=0) = P({(T,T)}) = 0.25 

P(X=1) = P({(H,T), (T,H)}) = P({(H,T)})+P({(T,H)}) = 0.25 + 0.25 =0.5 

P(X=2) = P({(H,H)}) = 0.25 

P(X<1) = P({(T,T)}) = 0.25 

P(X≤1) = P({(H,T), (T,H), (T,T)}) = P({(H,T)})+ P({(T,H)}) + P({(T,T)}) 

            = 0.25 + 0.25 + 0.25 = 0.75 

P(X>5) = P(φ) = 0 

 ):02التمرين (

للمتغيرات العشوائية في تجربة قذف قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين أوجد مجموعة القيم الممكنة 

  التالية وحدد فيما إذا كانت متغيرات عشوائية متقطعة أم لا:

  الذي يمثل عدد الصور. Xالمتغير العشوائي  -

  الذي يمثل مربع عدد الصور. Yالمتغير العشوائي  -

 الذي يمثل عدد الصور مطروحًا منه عدد الكتابات. Zالمتغير العشوائي  -

  الحل:

  يبين القيم الممكنة لكل متغير من المتغيرات الثلاثة:الجدول التالي 
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  قيمة المتغير

  Zالعشوائي 

 

  قيمة المتغير

  Yالعشوائي 

 

  قيمة المتغير

  Xالعشوائي 

 

  

 نقطة العينة

2 4 2 HH 

0 1 1 HT 

0 1 1 TH 

−2 0 0 TT 

  المتغير:والجدول التالي يبين مجموعة القيم الممكنة لكل متغير ونوعها وكذلك نوع 

  نوع المتغير

  العشوائي

  مجموعة القيم

  الممكنة

  المتغير

  العشوائي

 X(Ω) = {0,1,2} X  متقطع

 Y(Ω) = {0,1,4} Y  متقطع

 Z(Ω) = {−2,0,2} Z  متقطع

 ):03التمرين (

لتكن التجربة هي قذف قطعة نقود غير متزنة مرتين متتاليتين بشكل مستقل. ولنفرض أن هذه 

العملة غير متزنة بحيث أن 
3

1
P(H) و  =

3

2
P(T) على أنه  X. ولنعرف المتغير العشوائي =

  عدد الصور الظاهرة في الرميتين.

  في جدول:أوجد الاحتمالات التالية ثم لخصها  -

P(X=0) ,  P(X=1) ,  P(X=2) 

  أوجد الاحتمالات التالية: السابقةباستخدام الفقرة  -

P(0<X<2) ,  P(X≤1) ,  P(X≥2) ,  P(X≥5), P(X<5) 

  Xللمتغير العشوائي  P(X=x)أوجد دالة التوزيع الاحتمالي  -

  الحل:

  Ω = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)}فضاء العينة لهذه التجربة هو: 
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  عدد الصور الظاهرة في الرميتين. هو Xالمتغير العشوائي هو: 

  X(Ω) = {0,1,2}هي:   Xمجموعة القيم الممكنة المتغير العشوائي 

  في الجداول التالية: تمريننلخص حل هذا ال

  قيمة المتغير

  Xالعشوائي 

 

  احتمال نقطة العينة

 

  نقطة العينة

 

 

2 
9

1

3

1

3

1 =×= P(H)×P(HH)=P(H)  HH 

 

1 
9

2

3

2

3

1 =×= P(T)×P(HT)=P(H) HT 

 

 

1 
9

2

3

1

3

2 =×= P(H)×P(TH)=P(T) TH 

 

 

0 
9

4

3

2

3

2 =×= P(T)×P(TT)=P(T) TT 

 في الجدول التالي: P(X=0) ,  P(X=1) ,  P(X=2)نوجد الاحتمالات 

 الحادثة عناصر الحادثة  الحادثةاحتمال 

9

4=  P(X=0) = P(TT) {(T,T)}  (X=0)  

9

4

9

2

9

2 =+= P(X=1) =P(HT)+P(TH)  {(H,T), (T,H)}  (X=1)  

9

1= P(X=2) = P(HH)  {(H,H)}  (X=2)  

  من الجدول السابق نجد أن:

P(X=0) = 
9

4  

 P(X=1) = 
9

4  
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P(X=2) = 
9

1  

  كما يلي: Xنستطيع حساب جميع احتمالات الحوادث المعبر عنها باستخدام المتغير العشوائي 

P(0<X<2) = P(X=1) = 
9

4  

P(X≤1) = P(X=0) + P(X=1) = 
9

4 +
9

4 = 
9

8  

P(X≥2) = P(X=2) = 
9

1  

P(X≥5) = P(φ) = 0 

P(X<5) = P(X=0) + P(X=1) +P(X=2) = 
9

4 +
9

4 +
9

1  = 
9

9  = 1 

ويمكن تنظيم هذه المعلومات السابقة في الجدول التالي والذي يمثل ما يسمى بدالة أو جدول 

  :Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المتقطع 

P(X=x) x 

4/9  0  

4/9  1  

1/9 2 

 المجموع 1

  ):04التمرين (

  الاحتمالية معطاة في الجدول التالي: توزيعهالذي دالة  Xلمتغير العشوائي الرياضي لتوقع الأوجد 

P(X = x) x 

4/9 0  

4/9 1  

1/9 2  

  الحل:

  هي: Xالمتغير العشوائي أو التوقع الرياضي القيمة المتوقعة 
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E(X) = � x� × P(x�)

��� = 0 × =49> + 1 × =49> + 2 × =19> = 69 

  ويمكن تلخيص الحل في الجدول التالي:

x P(x) �(�) x  

0 ×4/9 = 0 4/9  0  

1×4/9 = 4/9 4/9 1 

2×1/9 = 2/9 1/9 2 

  المجموع  1 6/9

  ):05التمرين (

 توزيعهالذي دالة   Xوالتباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي  التوقع الرياضيأحسب 

  x (�)�  الاحتمالية معطاة في الجدول أدناه:

0.6  0  

0.3 1 

0.1 2 

  الحل:

  ) x�)2) o(�)−−−−x( 2) o(�)−−−−x ( x P(x) �(�2x 2x  �( (�)�  نلخص الحل في الجدول التالي:

0.0 0  0.150 0.25 0.0 0.6  0  

0.3 1 0.075 0.25 0.3 0.3 1 

0.4 4 0.225 2.25 0.2 0.1 2 

0.7  0.45  

 

  المجموع  1 0.5
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  :التوقع الرياضيحساب 

E(X) = � x� × P(x�)

��� = 0,5 

�σ0  حساب التباين: = E(X�) − :E(X);� = 0,45 
σ0  حساب الانحراف المعياري: = <σ0� = <0,45 = 0,6708 

  ):06( التمرين

  كما يلي: ةا دالة كثافته الاحتمالية معطامتغيرا عشوائيا مستمر  Xليكن 

f(x�)  = ]13 x��            si: − 1 ≤ x� ≤ 20                   sinon a 
  .Xأوجد دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي  -

P(0باستخدام دالة التوزيع التراكمية، أوجد الاحتمال  - < ` ≤ 1).  

P =0 ≤ x ≤ 12> = K 3x�d(x)��
W = :x�;W�� = 18 

  الحل:

  الاحتمالية كما يلي: شكل دالة الكثافة

  
  إيجاد دالة التوزيع التراكمية:

باستخدام تعريف دالة التوزيع  xبد أن نوجد قيمة دالة التوزيع التراكمية لكل قيمة حقيقية لا

  التراكمية:

F(x�) = P(X ≤ x�) = K f(u)d(u)01
ON  
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  x ≤ −1 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)W

ON = 0 

−1 < x < 2 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)O�

ON + K 13 u�d(u)0
O�= 19 (x� + 1) 

x ≥ 2 ∶  F(x) = K f(u)d(u)0
ON =  K 0d(u)O�

ON + K 13 u�d(u)�
O� + K 0d(u)0

�= 1 

  إذن دالة التوزيع للمتغير العشوائي المذكور تكتب كما يلي:

F(x)  = c 0                                   si: x < −119 (x� + 1)                        si: − 1 ≤ x < 21                                        si: x ≥ 2 e 

  ويمكن تمثيل هذه الدالة بالشكل التالي:

  
P(0 إيجاد الاحتمال < ` ≤ 1):  

P(0 < ` ≤ 1) = F(1)  − F(0)  = 19 (1� + 1) − 19 (0� + 1) = 19 
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  تمارين غير محلولة

  ):01التمرين (

 Xأي من الدوال التالية يمكن أن تكون دوال توزيع احتمالي (دالة كتلة احتمالية) للمتغير العشوائي 

  ، وعلل ذلك . 4 ,3 ,2 ,1والذي يأخذ القيم الممكنة 
) (1) 0.26 ; (2) 0.26 ; (3) 0.26 ; (4) 0.26

1 2 1 1
) (1) ; (2) ; (3) ; (4)

9 9 3 3
) (1) 0.15 ; (2) 0.28 ; (3) 0.29 ; (4) 0.28

) (1) 0.33 ; (2) 0.37 ; (3

a     f     f     f     f

b     f     f     f     f

c     f     f     f     f

d     f     f     f

= = = =

= = = =

= = = =
= = ) -0.3 ; (4) 0.33

1 1 1 1
) (1) ; (2) ; (3) ; (4)

4 8 6 32

    f

e     f      f      f     f

= =

= = = =

 

  ):02التمرين (

  في الدوال التالية والتي تجعل هذه الدوال دوال كتلة احتمالية :  cأوجد قيم الثابت 

(      حيث :   ( ) , 1, 2, 3, 4, 5a      f x cx                       x     = =   

5    حيث :  
) ( ) 1, 2, 3, 4, 5b      f x c ,                       x     

x

 
= = 

 
  

  ):03التمرين (

عند دخولك إلى الجامعة تواجه إشارتين ضوئيتين تعملان مستقلتين عن بعضهما البعض واحتمال 

للإشارة الحمراء وبالرمز   R. لنرمز بالرمز  0.5أن تكون كلتاهما حمراء عند وصولك إليها هو 

G  .للإشارة الخضراء  

  أكتب فضاء العينة وأحسب الاحتمالات المرافقة لكل نقطة عينة. -

عند كل  Xيمثل عدد الإشارات الحمراء التي تواجهها فما هو قيمة   Xان المتغير العشوائي إذا ك

  .Xنقطة عينة ثم أكتب دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي 

  ):04التمرين (

3صنعت قطعة نقود بحيث كان  1
( ) ) و )

4 4
P H       P T= مرات بشكل  4. ألقيت هذه القطعة =

)يمثل عدد الصور. أوجد دالة الكتلة الاحتمالية  Xمستقل وكان المتغير العشوائي  )f x  وكذلك

  .2σوالتباين   E(X)التوقع الرياضي 
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  ):05التمرين (

لوحظ في إحدى الألعاب الرياضية التي نتيجتها إما فوز أو خسارة أن احتمال فوز لاعب ما ثابت 

مباريات مع أشخاص مختلفين  5فإن علم أن هذا اللاعب سوف يلعب  0.6في أي مباراة ويساوي 

  يمثل عدد مرات الفوز. أوجد: Xخلال الموسم القادم وكان المتغير العشوائي 

  لمتوقع أن يفوز بها اللاعب.عدد المباريات ا -

  .Xأحسب الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  -

  احتمال أن يفوز بأربع مباريات على الأكثر. -

  احتمال أن يخسر مباراتين على الأكثر.  -

  ):06التمرين (

  بأنه عدد الصور الظاهرة. Xعملات متزنة معا. يعرف المتغير العشوائي  3رميت 

  مستمر أم متقطع وما هي القيم الممكنة ؟ Xة. هل المتغير العشوائي حدد فضاء العين -

)أوجد  - )3P X   ؟ =

)أوجد  - )1P X   ؟ ≤

)ما هو  - )1P X   ؟ ≥

  ومنها أوجد التوقع والتباين. Xأوجد دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي  -

  ):07( التمرين

. سحبت كرة حمراء 6، ...، 2، 1كرات خضراء مرقمة بالأرقام  6كرات حمراء و 6يحوي صندوق 

: الفرق بين الرقمين Y: مجموع الأرقام الظاهرة و Xوأخرى خضراء. عرف المتغيرات العشوائية، 

  الظاهرين.

  حدد فضاء العينة. أي من المتغيرات العشوائية المعرفة سابقا مستمر وأيها متقطع.  -

  حدد القيم الممكنة لكل متغير عشوائي وأوجد دالة الكتلة الاحتمالية. -

  أوجد التوقع والتباين لكل متغير عشوائي. -

  ):08التمرين (

  مصابيح. 3حب منها معيبة. س 4مصباحا متشابهة تماما يوجد  12يحوي صندوق 

  : عدد المصابيح المعيبة في العينة.Xيعرف المتغير العشوائي 
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  . أوجد دالة الكتلة الاحتمالية والتوقع والتباين.Xما هي القيم الممكنة للمتغير العشوائي  -

  :Xعبر عن الأحداث التالية باستخدام المتغير العشوائي  -

  المصابيح الثلاثة كلها معيبة.

  معيبة. على الأقل اثنان

  على الأكثر اثنان معيبة.

  ):09التمرين (

على التوالي سحبت كرتان من الوعاء بدون  4 ,3 ,2 ,1كرات مرقمة بالأرقام  4وعاء يحتوي على 

  على أنه مجموع ما يظهر على الكرتين المسحوبتين. Xإرجاع يعرف المتغير العشوائي 

والاحتمال المناظر لهذه القيم. ثم أوجد التوقع وتباين  Xأوجد القيم الممكنة للمتغير العشوائي  -

  . Xالمتغير العشوائي 

  أحسب المطلوب السابق إن كان السحب بإرجاع . -

  ):10التمرين (

كرات سوداء،  3كرات حمراء و  4سحبت كرتان على التوالي بدون إرجاع من وعاء يحتوي على 

الحمراء في العينة المسحوبة. أوجد دالة التوزيع يمثل عدد الكرات  Xفإن كان المتغير العشوائي 

. وإن كان السحب بإرجاع، أحسب دالة  Xالاحتمالي (دالة الكتلة الاحتمالية) للمتغير العشوائي 

  الكتلة الاحتمالية في هذه الحالة أيضا.

  ):11التمرين (

مرات متتالية بشكل مستقل، وإن  5. فإن صوب نحو الهدف 0.3احتمال إصابة قنّاص لهدف هو 

  بأنه عدد مرات الإصابة . Xعرفنا المتغير العشوائي 

  . Xأوجد دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي  -

  . Xأوجد توقع وتباين المتغير العشوائي  -

  أوجد احتمال أن يصيب الشخص الهدف مرة واحدة على الأكثر . -

  ):12التمرين (

. إن إجابات واحدة فقط منها صحيحة 3أسئلة كل سؤال له  6ختيارات مكون من اختبار متعدد الا

  :جاب أحد الطلبة بالطريقة التاليةأ
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. ويختار الجواب الثاني إن  2أو  1، ثم يختار الجواب الأول إن ظهر له رمي زهرة نرد متزنة

أن يجيب الطالب  ما هو احتمال. 6أو  5. ويختار الجواب الثالث إن ظهر له  4أو  3ظهر له 

  :على

  ثلاث إجابات صحيحة . -

  ولا إجابة صحيحة . -

  على الأكثر خمس إجابات صحيحة . -

  الذي يمثل عدد الإجابات الصحيحة. Xوتباين توزيع المتغير العشوائي  التوقعأوجد  -

 ):13التمرين (

متنافسين عشوائيا  3متنافسا لوظيفة ما، عشرة لهم درجات جامعية، اختير  16إن كان من بين 

  للمعاينة. أوجد الاحتمالات التالية:

  لا يوجد بينهم من يحمل درجة جامعية . -

  واحد فقط يحمل درجة جامعية . -

  اثنان يحملان درجة جامعية . -

  المتنافسون الثلاثة يحملون درجات جامعية . -

 ):14التمرين (

وحدات . فأوجد  5، سحبت عينة مكونة من %  10إن كانت نسبة المعيب في الإنتاج تمثل 

  الاحتمالات التالية:

  لا يوجد في العينة وحدات معيبة . -

  توجد وحدة واحدة معيبة . -

  يوجد على الأكثر وحدة معيبة . -

  يوجد على الأقل وحدتان معيبتان . -
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  تمهيد:

بعد دراسة مفهوم المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي سوف نتعرض إلى دراسة عدد من 

التوزيعات الاحتمالية الشهيرة، تستخدم هذه التوزيعات في حل العديد من المسائل في مجال الإدارة، 

الخاصة  هقوانينسواء المتقطعة أو المستمرة لكل واحد منها  وهناك الكثير من التوزيعات الشائعة

  وخصائصه الأساسية.

إن المتغيرات العشوائية المنفصلة لها  التوزيعات الاحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل: -1

تطبيقات متعددة في الحياة العملية، وقد استخدم لهذا النوع من المتغيرات عدد من التوزيعات 

لى عدة أنواع، نذكر ن هذه التوزيعات عالاحتمالية التي تساهم في معالجة هذه التطبيقات، وتكو 

 :منها ما يأتي

 (Uniform distribution) المنفصل التوزيع المنتظم -

  )Bernoulli Distribution( ليتوزيع برنو  -

  )Binomial Distribution( توزيع ذي الحدين -

  )Poisson Distribution(  توزيع بواسون -

  )Geometric Distribution( التوزيع الهندسي -

  )Hypergeometric Distribution( التوزيع فوق الهندسي -

  ) بالشرح.لةوسوف نتعرض لكل من التوزيعات الاحتمالية المتقطعة (المنفص

x1x ,2 , :يأخذ القيم التاليةمتقطعا  اعشوائي غيرامت Xنفرض  :المنفصل المنتظمالتوزيع  -1-1

nx…,  بالاحتمالات المتساوية التالية: nP…, , 2, P1P  . 

  التوزيع الاحتمالي له:  دالةكون تعندها 

f�x� = P�X = x�� = P� =
	



  
 وجدول التوزيع الاحتمالي له هو:  

X   1x  2x ……….   nx 

 iP 
1
n

 
1
n

 ……….  
1
n
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والانحراف  V(X)والتباين  E(X)إن الأمل الرياضي  :للتوزيع المنتظمالأمل الرياضي والتباين  -

  1هي كالآتي: لتوزيع برنولي،) xσ(المعياري 

E�X� ��P�x� ��1nx�

��	



��	  

V�X� ��P��x� � E�X��� ��1n �x� � E�X���

��	



��	  

σ� � ��1n�x� � E�X���

��	  

 مثال:  

بالاحتمالات  1, 2, 3, 4, 5, 6يأخذ القيم  Xفي تجربة إلقاء حجر نرد منتظمة لمرة واحدة نجد 

 نحصل على الجدول:   �	المتساوية والمساوية 

X 1 2 3 4 5 6 

iP       
سمي هذا التوزيع باسم مكتشفه (جيمس برنولي) في نهاية القرن السابع : توزيع برنولي -1-2

توزيع ذي الحدين الذي  ويعد توزيع برنولي أو ما يسمى بمحاولات برنولي، الأساس لبناء عشر،

 ،)pوتحدث باحتمال (إما (نجاحا) تجربة تكون نتيجتها  بأنهاوتعرف تجربة برنولي ، سيأتي ذكره

 p – 1=  q(.2وتحدث باحتمال (أو (فشلا) 

مثل حالة ت )1(لقيمة )، ا1 ، 0) لتجربة برنولي يأخذ قيمتين فقط هما: (Xإن المتغير العشوائي (

، )Xالعشوائي ( ، ويكتب التوزيع الاحتمالي للمتغير)الفشل(تمثل حالة ) 0(القيمة  أما، )النجاح(

  :على النحو الآتي

P�X � x� � �p													si:	x � 11 � p						si: x � 00																			sinon� 
                                                 

  .42، ص 2007، مكتبة الرشيد، الرياض، الإحصاء والاحتمالاتعادل مفلح الوديان، . 1
  .44، ص سابقالمرجع ال نفس. 2
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 1إن أي تجربة إحصائية تحقق الشروط التالية تسمى تجربة برنولي: خصائص توزيع برنولي: -

 لكل محاولة من المحاولات نتيجتين فقط هما (نجاح) أو (فشل). -

 .الأخرىإن نتيجة كل محاولة مستقلة عن نتيجة المحاولات  -

سيكون هو  )، لذا فان احتمال (الفشل)pوليكن ( إن احتمال (النجاح) ثابت لجميع المحاولات -

 .)p-1الآخر ثابت وهو (

تتميز بالخصائص  اتمالي لتجربة برنولي تدعى بدالة الكتلة الاحتمالية كونهإن دالة التوزيع الاح

  2:الآتية

واحدة فقط  ) هناك قيمةXإنها دالة وحيدة القيمة، بمعنى إن كل قيمة من القيم المعرفة للمتغير ( -

P�Xللدالة  = x�. 

  :نأإنها دالة موجبة، وتتراوح قيمتها بين الصفر والواحد، أي  -
0 < P�X = x� < 1 

P�Xإن مجموع القيم الاحتمالية  - = x� ير (المقابلة لقيم المتغX الصحيح دالواح) يساوي.  

والانحراف  V(X) والتباين E(X) إن الأمل الرياضي الأمل الرياضي والتباين لتوزيع برنولي: -

E(X)  3هي كالآتي: لتوزيع برنولي،) xσ( المعياري = p V(X) = p × q σ� = #p × q 
العشوائي  عند رمي قطعة نقود متجانسة مرة واحدة في تجربة عشوائية، وكان المتغير ):01مثال (

)X () يمثل ظهور الصورةH(.  

 المطلوب:

 ).Xأكتب دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير ( -

 للتوزيع. أحسب الأمل الرياضي والتباين والانحراف المعياري -

  

  

                                                 
  . 43سابق، ص مرجع  ،الوديانعادل مفلح . 1
  .44سابق، ص المرجع نفس ال. 2
  .54. نفس المرجع السابق، ص 3
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   الحل:

  كتابة دالة التوزيع الاحتمالي: -

Ω(  Ωنكتب فضاء التجربة ( = {H, T} 
P(H) = 12 

  تكتب كما يلي: دالة التوزيع الاحتمالي

P(X = x) =
+,-
,.12              si: x = 112              si: x = 00                   sinon/,0

,1
 

  

E(X)  للتوزيع: حساب الأمل الرياضي والتباين والانحراف المعياري - = p = 	�  V(X) = 12 × 12 = 14 

σ� = 314 = 12 

تكون النتائج الممكنة لكثير من الظواهر في الحياة العملية واحدة من  توزيع ذو الحدين: -1-3

 ) ، أما النتيجة الثانية تسمى (فشلا)pهذه النتائج يسمى (نجاحا) وتحدث باحتمال ( نتيجتين، أحد

وعند تكرار  )، وهذا النوع من التجارب يطلق عليها بتجربة برنولي، = p – 1qوتحدث باحتمال (

هذه الحالة نحصل في كل  في فإننا ،)nيكن (اولات المستقلة ولددا ثابتا من المحتجربة برنولي ع

 p – 1= q.(1( احتمالفشل) ب(أو حالة ) pبـاحتمال (إما على حالة (نجاح) مرة 

 بأنهالتجارب، يقال  ن(النجاح) لهذا النوع مرات ) الذي يمثل عدد مXعليه فان المتغير العشوائي (و 

  2:الشكل الآتي يتوزع وفق توزيع ذي الحدين، إذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي له، تأخذ

P(X = x) = 4C�
p�(1 − p)
6�            si: x = 1,2,3, … . , n0                                                               sinon: 
                                                 

  .39، ص 2007مكتبة الرشيد، الرياض، ، مدخل في نظرية الاحتمالاتعبد الناصر سالم، . 1
  .40. نفس المرجع السابق، ص 2
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ثنائي الحـدين  وكالحد العام لمفكارة عن إن دالة التوزيع الاحتمالي لتوزيع ذي الحدين، هي عب (p + q)
نا جاءت الحدين، ومن ه ة، مما يجعل توزيع ذي الحدين من بين عائلة توزيعات ثنائي

) p) و (nويطلق على كل من ( دين،أو توزيع ذي الحدين تسمية هذا التوزيع بتوزيع ثنائي الح

  .)Parametersبمعلمات التوزيع (

  X ~ B(n, p)  الحدين اختصارا بالاصطلاح الآتي:وغالبا ما يعبر عن توزيع ذي 

  ).Pو ( )nالمعلمتين () يتوزع وفق توزيع ذي الحدين بXن المتغير العشوائي (وهذا يعني بأ

إن أي تجربة إحصائية تحقق الشروط التالية تسمى توزيع ذي  خصائص توزيع ذي الحدين: -

 1الحدين:

 هما (نجاح) أو (فشل).لكل محاولة من المحاولات نتيجتين فقط،  -
 إن نتيجة كل محاولة مستقلة عن نتيجة المحاولات الأخرى في التجربة. -
سيكون هو الآخر  )، لذا فان احتمال الفشلpإن احتمال النجاح ثابت لجميع المحاولات وليكن ( -

 .)p – 1ثابت وهو (
حجم  عبارة عن )n) ، وإن (nتتضمن تجربة ذي الحدين على عدد من المحاولات وليكن ( -

  .العينة

 V(X)والتباين  E(X)إن الأمل الرياضي  :ذي الحدينالأمل الرياضي والتباين لتوزيع  -

E(X)  2هي كالآتي: لتوزيع ذي الحدين،) xσ(والانحراف المعياري  = n × p V(X) = n × p × q σ� = #n × p × q 
 3ذي الحدين: أمثلة تطبيقية على بعض تجارب استخدامات تجربة ذي الحدين: -

 طبيعة الإنتاج معيب أو جيد. -
 صورة أو كتابة.نتيجة رمي عملة معدنية  -
 .إسقاط طائرة أو عدم إسقاطها -

                                                 
  .41مرجع سابق، ص  ،سالمعبد الناصر . 1
  .42سابق، ص المرجع ال نفس. 2
  .43. نفس المرجع السابق، ص 3
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 .إصابة هدف معين أو عدم إصابته -
 اة في كرة السلة خسارة أو فوز.نتيجة مبار  -
 .مجموعة من الطلاب أو عدم التدخينالتدخين ل -
  .أو نجاحرسوب ئي لمادة معينة نتيجة الامتحان النها -

 ل) يمثXمرات، وكان المتغير العشوائي ( 5عند رمي قطعة نقود معدنية متجانسة  ):02مثال (

 ) التي تظهر.Hعدد الصور (

 :المطلوب

 .)Xاكتب التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ( -

 .صور 4جد احتمال ظهور أو  -

P�1 قيمة الاحتمال أحسب -  < = 3�  

  الحل:

  الاحتمالي للمتغير العشوائي:كتابة التوزيع  -

P�H� � 12 n � 5 X	~	B�5, 12� 
P�X � x� � �C�A B12C� B12CA6� 																		si:	x � 1,2,3,4,50																																																															sinon� 

  صور: 4احتمال ظهور حساب  -

P�X � 4� � CDA B12CD B12C	 � 532 
E�Fحساب قيمة الاحتمال  -  < = 3�:  

P�1  < = 3� � P�X � 2� ; P�X � 3� � C�A B12C� B12CG ; CGA B12CG B12C�� 1036 
ولتوزيع ، 1837سمي هذا التوزيع باسم مكتشفه (سايمون بواسون) عام  توزيع بواسون: -1-4

نطاق واسع في المجالات  لىتعددة، إذ يستخدم عالم أهمية كبيرة في التطبيقات الإحصائيةبواسون 
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صفوف الانتظار، ويطلق  ةالأساس في بناء نماذج نظريوفي بحوث العمليات كونه يعد  الإدارية

كونه يتعامل مع كثير من الحالات  )وع(توزيع الحوادث النادرة الوقزيع تسمية أحيانا على هذا التو 

 p – 1q(ة ، بحيث تكون قيمصغير جدا ونمال نجاح المحاولة يكتأن احالتطبيقية التي تتصف ب

ل وقوع الحدث نادر جدا، مثال ذلك عدد الصحيح، مما يجع اإلى الواحد مساوية تقريب  ) تؤول =

  1.في بلد ما، وحوادث سقوط الطائرات دمالمرضى المصابين بسرطان ال

فترة زمنية  اح فياولات النجل عدد مح)، يمثXوبافتراض لدينا متغير عشوائي منفصل وليكن (

ن المتغير أب ففي هذه الحالة يقال، )...الخ  أسبوعثانية، دقيقة، ساعة، يوم، ( معينة كأن تكون

  2تأخذ الشكل الآتي: ه،) يتوزع وفق توزيع بواسون، إذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي لXالعشوائي (

P�X � x� � �e6J ! λ�x! 																							si:	x � 0,1,2, … . , ∞0																																																															sinon� 
 حيث أن:

 e) 2,71828: تمثل أساس اللوغاريتم الطبيعي، وقيمتها مساوية إلى.( λ: تمثل معلمة توزيع بواسون، وتكون موجبة دائما. x!: تمثل مضروب )العدد () مفكوكx(. 
وضعت لهذا  من جداول خاصة) λ( ، بعد معرفة قيمة المعلمة)e6J(قيمة المقدار  إيجادويمكن 

 .الغرض
 	�N~E�O:بواسون، اختصارا بالاصطلاح الآتيوغالبا ما يعبر عن توزيع 

  ).λ(يتوزع وفق توزيع بواسون بالمعلمة  )X(ن المتغير العشوائي أوهذا يعني ب

والانحراف  V(X)والتباين  E(X)إن الأمل الرياضي  بواسون:الأمل الرياضي والتباين لتوزيع  -

�E�X  3كالآتي: هي لتوزيع بواسون،) xσ(المعياري  � λ V�X� � λ σ� � √λ 
                                                 

  .75، ص 2008، جامعة صنعاء، الإحصاء والاحتمالات للعلوم الإدارية والتطبيقية مبادئ محمد محمد، . 1
  .77سابق، ص المرجع النفس . 2
  .79سابق، ص المرجع ال نفس. 3
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تجارب بواسون، نذكر منها الشائعة حول  الأمثلةفيما يلي بعض  استخدامات توزيع بواسون: -

 1:ما يأتي

 .دقائق 10احد البنوك خلال  إلىعدد الزبائن الذين يدخلون  -
 .دقائق 5خلال  لحافلاتا إلى محطةعدد الركاب الذين يصلون  -
 المطبعية التي يتم اكتشافها في صفحة من صفحات كتاب معين. الأخطاءعدد  -
 .هاتفية المستلمة خلال ساعة واحدةعدد المكالمات ال -
  .عدد الحوادث المرورية التي تحدث على الطرق الخارجية خلال يوم واحد -

هو  وطنيةإذا كان متوسط عدد الحوادث المرورية اليومية التي تحدث على الطرق ال ):03مثال (

 .حادث واحد

 :المطلوب

 ).Xاكتب دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ( -

  ؟ ما هو احتمال أن يحدث حادثان في يوم ما -

  الحل:

  كتابة دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي: -

λ  ) يمثل عدد الحوادث المرورية اليومية، عليه فان:Xنفرض المتغير العشوائي ( = 1 X~P(1) 
P(X = x) = �e6	 × 1�x!                        si: x = 0,1,2, … . , ∞0                                                               sinon� 

  حساب احتمال أن يحدث حادثان في يوم ما: -

P(X = 2) = e6	 × 1�2! = e6	2  

	e6، نحصل على (من الجداول الخاصة =   عليه فإن: )0,368

P(X = 2) = e6	2 = 0,184 

                                                 
  .80سابق، ص مرجع  ،محمدمحمد . 1
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يعد توزيع بواسون حالة خاصة من توزيع ذي : العلاقة بين توزيع ذي الحدين وتوزيع بواسون -

، وإن صغير جدا، يقترب من الصفر (p) احتمال نجاح المحاولة ونومشتق منه، عندما يك الحدين


lim   :عليه فان، لانهايةكبير جدا يقترب من ال )n( اولاتعدد المح→UV→W (np) = λ 

شاقا  ،أعلاهمما يجعل حساب الاحتمالات باستخدام توزيع ذي الحدين في الحالة المذكورة 

p: ونبالإمكان من حساب الاحتمالات بواسطة توزيع بواسون، عندما تكانه  إلاومضنيا،  → 0  

nو  → (np)مما يجعل القيمة  ∞ = λ معتدلة.  

 انفي منطقة معينة ك الأمراض المعدية بأحدخص إصابة الشلوحظ أن احتمال  ):04مثال (

شخص،  )1000( عددهاوائية بإجراء فحص طبي لعينة عشة إحدى الفرق الطبيقامت )، 0,003(

 .الإصابة بهذا المرضيعانون من  أنهميتوقع 

 :المطلوب

 ).Xاكتب دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ( -

P(X :أحسب قيمة الاحتمالات الآتية - = 4) ،P(X ≤ 2) ،P(1 ≤ X ≤ 2)   

  الحل:

  كتابة دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي: -

λ  ) كبير جدا، عليه فان:n) صغير جدا، وأن عدد المحاولات (pبما إن احتمال نجاح المحاولة ( = (np)  = 1000 × 0,003 = 

P(X = x) = �e6G × 3�x!                        si: x = 0,1,2, … . , ∞0                                                               sinon� 
  حساب قيمة الاحتمالات: -

  

P(X = 4) = e6G × 3D4! = e6G × 8124  

e6G، نحصل على (من الجداول الخاصة =   ) عليه فإن:0,05

P(X = 4) = 0,05 × 8124 = 0,169 
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P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)
= e6G × 3W0! + e6G × 3	1! + e6G × 3�2! = 172 e6G = 172 (0,05)= 0,425 P(1 ≤ X ≤ 2) = P(X ≤ 2) − P(X ≤ 1) = P(X = 1) + P(X = 2)
= e6G × 3	1! + e6G × 3�2! = 152 e6G = 152 (0,05) = 0,375 

ابهة إلى حد كبير لتجارب توزيع تعد تجارب التوزيع الهندسي مش التوزيع الهندسي: -1-5

لها بـاحتمال ) أو فشpنجاح المحاولة باحتمال ( إمان نتيجة كل تجربة أتفترض ب لي، التـيبرنو 

)p-1 ،(لات في تجارب التوزيع الهندسي لم تكن محددة من البداية كما هو وإن عدد المحاو  ماك

) في Xل (توزيع ذي الحدين، وعلى هذا الأساس فان المتغير العشوائي المنفص تجارب ال فيالح

 تمإجراء التجربة دون توقف حتى يتجارب التوزيع الهندسي، هو عبارة عن عدد محاولات  ةحال

عدد  بقه)، تسXة (أول نجاح سيتم الحصول عليه بالمحاولنجاح، وبذلك فان  أولالحصول على 

 X.(1-1من المحاولات الفاشلة وقدرها (

للحصول  ة)، يمثل عدد المحاولات اللازمXيكن (بافتراض لدينا متغير عشوائي منفصل ولو 

 الهندسي، إذا التوزيع) يتوزع وفق Xيقال بان المتغير العشوائي (أول نجاح، ففي هذه الحالة على 

  2:تأخذ الشكل الآتي كانت دالة التوزيع الاحتمالي له

P(X = x) = Zp(1 − p)�6	                       si: x = 1,2, … . , ∞0                                                               sinon [ 
   ([)\~N وغالبا ما يعبر عن التوزيع الهندسي، اختصارا بالاصطلاح الآتي:

  ).p) يتوزع وفق التوزيع الهندسي بالمعلمة (Xوهذا يعني بان المتغير العشوائي (

والانحراف  V(X)والتباين  E(X)إن الأمل الرياضي  الهندسي:الأمل الرياضي والتباين للتوزيع  -

  3هي كالآتي: ،الهندسيتوزيع لل) xσ(المعياري 

E(X) = 1p 

V(X) = 1 − pp�  

                                                 
  .82. رأفت رياض رزق االله، مرجع سابق، ص 1
  .83. نفس المرجع السابق، ص 2
  .85سابق، ص المرجع نفس ال. 3
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σ� =
#1 � pp  

 رميت زهرة نرد متجانسة في تجربة عشوائية، حتى يتم الحصول على أحد الأوجه. ):05مثال (

 :المطلوب

 ).X( العشوائي اكتب دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير -

على وجه زهرة  5دد محاولات على الأقل، حتى تحصل على الع 4احتمال أن تحتاج إلى  ما -

 ؟ النرد

  ؟ تحتاجهاكم هو معدل عدد المحاولات التي  -

  الحل:

  كتابة دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي: -

  عليه فان: )�	( بما إن احتمال الحصول على احد الأوجه الستة في الرمية الواحدة يساوي

P�X� � 16 P�X � x� � � �16��56��6																								si:	x � 1,2,… . , ∞0																																																															sinon� 
على وجه  5محاولات على الأقل، حتى تحصل على العدد  4حساب احتمال أن تحتاج إلى  -

P�X  زهرة النرد: ^ 4� � 1 � P�X  4� � 1 � _P�X � 1� ; P�X � 2� ; P�X � 3�`� 1 � a�16��56�W ; �16��56�	 ; �16��56��b � 1 � 91216 � 0,579 
  المحاولات:حساب معدل عدد  -

E�X� � 1p � 116 � 6 
تعد تجارب التوزيع فوق الهندسي من التجارب المتكررة غير  التوزيع فوق الهندسي: -1-6

مفهوم السحب بدون إرجاع، مما يجعل  أساسالنوع من التجارب مبني على  ذاالمستقلة، وإن ه

لى إلى أخرى، عغير من محاولة الاحتمال يت أنعلى صفة معينة غير ثابت، أي  الحصول احتمال
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ة إلى ت من محاولتوزيع برنولي وتوزيع ذي الحدين التي يكون فيها الاحتمال ثاب اربعكس تج

 .بإرجاعكونهما من التجارب المستقلة، وإن السحب بموجبهما يتم أخرى 

لنوع معين من  )1N( ) مـن العناصر، فيهNفعلى سبيل المثال، لو كان لدينا مجتمع يحتـوى عـلى (

، )فشلا(نسميها  لنوع آخر من العناصر )1N-N( المتبقي منه هو أما، )نجاحا(العناصر نسميها 

حالات النجاح التي يمكن  ) منه بدون إرجاع، فان عددnوتم اختيار عينة عشوائية بحجم (

  1) عليه فان:1N-N)، وإن عدد حالات الفشل هي (1Nالحصول عليها هي (

x	N)ويعبر عنه )C�cdهو ( )1N) من (x(عدد طرق اختيار  )  

6
C) هو (1N-N) من (x-nعدد طرق اختيار (�c6cd( ويعبر عنه(N − N	n − x )  

 على الترتيب هو:) 1N-Nو () 1N( ) منx-n) و (xوبالتالي فان عدد الطرق الممكنة لاختيار (

(N − N	n − x )(N	x )  


C( ) هو:N) من (nوعدد الطرق الكلية لاختيار (c( ) ويعبر عنهNn(  

)، يمثل عدد حالات النجاح التي يمكن الحصول Xوبافتراض لدينا متغير عشوائي منفصل وليكن (

) يتوزع وفق Xعليها من تجربة التوزيع فوق الهندسي، ففي هذه الحالة يقال بان المتغير العشوائي (

  2التوزيع فوق الهندسي، إذا كانت دالة التوزيع الاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتي:

P(X = x) =
+,-
,.(N − N	n − x )(N	x )

(Nn)                        si: x = 0,1,2, … . , n
0                                                               sinon /,0

,1
 

,N~f(gF:بالاصطلاح الآتي اختصاراوغالبا ما يعبر عن التوزيع فوق الهندسي،  g − gF)  

g) و(gF( المعلمتينيتوزع وفق التوزيع فوق الهندسي ب (X) وهذا يعني بان المتغير العشوائي − gF(  

 V(X)والتباين  E(X)إن الأمل الرياضي  الهندسي:الأمل الرياضي والتباين للتوزيع فوق  -

  3هي كالآتي: للتوزيع فوق الهندسي،) xσ(والانحراف المعياري 

                                                 
  .52. مبارك أسير ديب، مرجع سابق، ص 1
  .54سابق، ص المرجع نفس ال. 2
  .56سابق، ص المرجع نفس ال. 3
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E(X) = n N	N  

V(X) = n N	N (1 − N	N )(N − nN − 1) 
σ� = 3n N	N (1 − N	N )(N − nN − 1) 


c6) حيث أن:c6	) .يمثل معامل التصحيح (خاص بالمجتمعات المحدودة)  

مكواة بخارية، من بينها ثلاثة  15يتوفر في احد معارض بيع الأجهزة الكهربائية  ):06مثال (

 أجهزة فيها عطل (معيبة)، قام أحد الوكلاء بشراء ستة مكواة دون فحصها.

 المطلوب:

 ) الذي يمثل عدد الأجهزة العاطلة (المعيبة).Xللمتغير العشوائي (اكتب دالة التوزيع الاحتمالي  -

  مكواة فيها عطل ؟ 2ما هو احتمال أن يكون من ضمن ما اشتراه الوكيل  -

  الحل:

 كتابة دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي: -

 N = 15 ، N	 = 3  n = 6   ،N − N	 = 12  

P(X = x) =
+,-
,.( 126 − x)(3x)

(156 )                        si: x = 0,1,2, … . ,6
0                                                               sinon /,0

,1
 

  مكواة فيها عطل: 2حساب احتمال أن يكون من ضمن ما اشتراه الوكيل  -

P(X = 2) = h124 i h32i
h156 i = 0,297 

ذات المستمرة تعد التوزيعات الاحتمالية  التوزيعات الاحتمالية للمتغير العشوائي المستمر: -2

الاقتصادية والاجتماعية والتربوية من و  الإدارية الاتأهمية كبيرة على مستوى استخدامها في المج

دالة التوزيع الاحتمالي  شكلخلال هذه التوزيعات، تحديد  نالناحيتين النظرية والتطبيقية، إذ يتم م

العشوائية ا الباحث في الحياة العملية، وتكون المتغيرات هحتاجي يالت تمالاتونوعها، وحساب الاح

a)بجميع القيم في فترة ما ولتكن  التوزيعات متمثلة نلهذا النوع م ≤ x ≤ b)  مما يجعل عدم ،
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أجور ، أوزانهمة أو أطوال الطلب :وإنما يتم قياسها بشكل تقريبي، مثـال ذلكهذه القيم  عد إمكانية

 .وغيرها السلع أسعارالعمال، 

 :أنواع، نذكر منها ما يأتيعلى عدة  ستمرةوتكون التوزيعات الاحتمالية الم

  (Uniform continuos distribution)التوزيع المنتظم المستمر -

  )Normal Distribution( التوزيع الطبيعي -

  )Standard Normal Distribution( التوزيع الطبيعي المعياري -

   )Gamma Distribution( اماقتوزيع  -

  )Exponential Distribution( التوزيع الأسي -

  )Beta Distribution(توزيع بيتا  -

  وسوف نتعرض لكل من التوزيعات الاحتمالية المتقطعة (المنفصلة) بالشرح.

معرفا على  )،Xبافتراض لدينا متغير عشوائي مستمر وليكن ( التوزيع المنتظم المستمر: -2-1

a_المجال  − b` 1له، تأخذ الشكل الآتي: ةالاحتمالي كثافةفان دالة ال  

f(x) = 1b − a            a ≤ x ≤ b 

، المنتظم المستمر ، للتوزيع)σ(والانحراف المعياري ) �σ(والتباين  )μ(إن المتوسط الحسابي 

  تكتب على النحو الآتي:

μ = m xf(x)n
o d(x) = 1b − a m xn

o d(x) = 1b − a qx�2 ro
n = a + b2  

σ� = (b − a)�12  

σ = 3(b − a)�12  

يعود الفضل باكتشاف هذا التوزيع إلى العالم الرياضي الانجليزي (دي  :الطبيعيالتوزيع  -2-2

في  ، وكان أول من استخدم التوزيع الطبيعي في دراسة الأخطاء المحتملة1733مويفر) عام 

من ويعد التوزيع الطبيعي ، 1809عام  رياضيين (لابلاس) و(غوس)القياس، كل من العالمين ال

نطاق والتطبيقية، إذ إنه يستخدم على  من الناحيتين النظرية مالية المستمرةأهم التوزيعات الاحت
                                                 

  .56، مرجع سابق، ص مقدمة في نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها. جبار عبد مضحي، 1
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الطبيعية، منها على سبيل المثال لا الحصر، وصف  واسع في وصف عدد كبير من الظواهر

 الذكاء، ضبط جودة الإنتاج وغيرها. متغيرات الأوزان والأطوال، قياس مستوى

)، يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط حسابي Xوليكن (وبافتراض لدينا متغير عشوائي مستمر  (μ)  وتباين(σ�):1، فان دالة التوزيع الاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتي  

f(X) = � 1√2πσ� e6	� (t6uv )w                        si: − ∞ ≤ X ≤ +∞0                                                               sinon � 
πتمثل النسبة التقريبية الثابتة   π  ، تمثل معلمات التوزيع الطبيعي.(�σ)و (μ) حيث إن: = 3,14159 . 

,N~g(x :اختصارا بالاصطلاح الآتيوغالبا ما يعبر عن التوزيع الطبيعي،  yz) 

  .)�σ) و(μبالمعلمتين ( الطبيعييتوزع وفق التوزيع  (X) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

  2الطبيعي بالخصائص الآتية:ويتصف التوزيع 

للتوزيع الطبيعي يشبه شكل الجرس، ويكون متماثلا  f(X)إن منحنى دالة الكثافة الاحتمالية  -

x حول المحور العمودي المار بالنقطة = μ يوضح ذلك الي، والشكل الت:  

  الطبيعي): منحنى دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع 01شكل رقم (

  
  

  

  

  

  

lim�→6U    :نمن الصفر، أي أ f(X)يتقارب طرفا منحنى دالة الكثافة الاحتمالية  - f(x) = lim
→{U f(x) = 0  

                                                 
  .68، ص ، مرجع سابقمقدمة في نظرية الاحتمالات وتطبيقاتهاجبار عبد مضحي، . 1
  .70ص  سابق،المرجع نفس ال. 2

x μ 

f(x) 
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  إن المساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي تساوي الواحد صحيح، أي أن: -

P(−∞ ≤ x ≤ +∞) = m f(x){U
6U d(x) = 1 

  متساوية القيمة.المتوسط الحسابي والوسيط والمنوال للتوزيع الطبيعي  -

يعتبر التوزيع الطبيعي مفيدا للعديد من التوزيعات المتقطعة وغير المتقطعة مثل توزيع ذي  -

  الحدين وتوزيع بواسون وتوزيع فوق الهندسي وغيرها.

يعتبر التوزيع الطبيعي حجر الزاوية في الاستدلال الإحصائي حيث تتوزع معالم المجتمع المقدرة  -

  متوسط وفق التوزيع الطبيعي.من العينة مثل ال

,a_ن يمكن حساب المساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي بين النقطتي - b`  مثلا على النحو

  :الآتي

P(a ≤ x ≤ b) = m f(x)n
o d(x) = P(x ≤ b) − P(x ≤ a) 

 المساحة تحت المنحنى بين نقطتين): 02شكل رقم (

 

 

 

  

  

  

وذلك ) �σ( والتباين) μ( التوزيع الطبيعي من خلال المتوسط الحسابييتحدد شكل منحنى دالة 

 على النحو الآتي:

دد ذلك يح انوتغير قيمة التباين نحو الصغر أو الكبر، فوسط الحسابي متعند ثبات قيمة ال -

  :موضح بالشكل الآتيدرجة تفلطح منحنى الدالة، كما 

  

  

 

f(x) 

x μ b a 
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  حسب تغير قيمة التباينتغير منحنى التوزيع الطبيعي ): 03شكل رقم (

  

  

  

  

  

  

  

شكل  ، فان ذلك لا يؤثر على)�σ( ، وثبات قيمة التباين)μ( متوسط الحسابيعند تغير قيمة ال -

  :منحنى الدالة، كما موضح بالشكل الآتي

  تغير قيمة المتوسط الحسابيتغير منحنى التوزيع الطبيعي حسب ): 04شكل رقم (

  

  

  

  

  

 للتوزيع الطبيعي، نقطتي انقلاب عند النقطتين f(x) تمتلك دالة الكثافة الاحتمالية -

 _x = μ − σ, x = μ + σ`:والشكل التالي يوضح ذلك ، 

  نقاط انقلاب منحنى التوزيع الطبيعي): 05شكل رقم (

  

  

    

  

  

  

x 

N(μ	, σ	�) 

μ 

N(μ�, σ��) 

N(μG, σG�) 

μ	 = −3 μ� = 0 μG = 3 +∞ −∞ 

f(x) 

x μ μ + σ μ − σ 
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P(μ  وتأسيسا على ما تقدم، تكون قيم الاحتمالات التالية مساوية إلى الآتي: − σ ≤ x ≤ μ + σ) = 0,6826 P(μ − 2σ ≤ x ≤ μ + 2σ) = 0,9544 P(μ − 3σ ≤ x ≤ μ + 3σ) = 0,9974 
هذه القيم وغيرها متوفرة في الجداول الإحصائية التي نجدها في الكثير من المراجع، كما يمكن 

  باستخدام الحاسوب.حسابها 

حيث أن استخدام دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع الطبيعي لحساب الاحتمالات المختلفة تكتنفه 

صعوبات رياضية كثيرة تعتمد بالدرجة الأولى على معرفة تامة بعلم التكامل، علاوة على أنه كما 

المتوسط  منها قيم المعلمتينذكرنا يوجد عدد لا نهائي من التوزيعات الطبيعية والتي تحدد كل 

 طبيعيإلى توزيع  طبيعيتوزيع  أيفإنه لحسن الحظ يمكن تحويل )، �σ) والتباين (μالحسابي (

 المعياري الطبيعيله جداول خاصة تعرف باسم جداول المساحات تحت منحنى التوزيع  معياري

  المعياري.متى علم متوسطه وانحرافه 

، يتوزع وفق )Xإذا كان لدينا المتغير العشوائي المستمر ( :التوزيع الطبيعي المعياري -2-3

,X~N(μ أي أن: )،�σ) وتباين (μ(حسابي  التوزيع الطبيعي، بمتوسط σ�)  

Z )، يمكن الحصول عليه من خلال إجراء التحويل الآتي:Zفان المتغير العشوائي ( = }6~v  

تساعد على إيجاد المساحة أو  ي) أيضا بالقيمة المعيارية أو الدرجة المعيارية وهZوتسمى (

وذلك باستخدام جدول المساحات تحت منحنى  طبيعيمنحنى توزيع  أيالاحتمال المطلوب أسفل 

  المعياري. الطبيعيالتوزيع 

كثافة احتمالية  )، يتوزع وفق التوزيع الطبيعي المعياري، وله دالةZعليه فان المتغير العشوائي (

  1تعطى بالشكل الآتي:

f(z) = � 1√2π e6�w�                        si: − ∞ ≤ z ≤ +∞0                                                               sinon� 

,�)g~�وغالبا ما يعبر عن التوزيع الطبيعي المعياري، اختصارا بالاصطلاح الآتي:  F)  

  المعياري بالمعلمتينيتوزع وفق التوزيع الطبيعي  (Z) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

 )μ = �σ) و(0 = 1.(  
                                                 

  .78، مرجع سابق، ص مقدمة في نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها. جبار عبد مضحي، 1
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المعياري،  الطبيعي ع، للتوزي)σ(والانحراف المعياري  )�σ( والتباين )μ(إن المتوسط الحسابي 

μ  :تكتب على النحو الآتي = 0 σ� = 1 σ = 1 
  الطبيعي المعياري. ن الجداول الخاصة بالتوزيعم حيث يتم الحصول على قيم الاحتمالات

 1المعياري بالخصائص التالية: الطبيعيويتميز المنحنى 

   .تساوى الواحد الصحيح المعياري الطبيعيالمساحة الكلية تحت منحنى التوزيع  -

فإن التواءه يساوى صفر  وبالتالي، المعياري متماثل حول متوسطه الطبيعيمنحنى التوزيع  -

 . 3وتفرطحه يساوى 

P(−1  الآتي:تكون قيم الاحتمالات التالية مساوية إلى  - ≤ z ≤ 1) = 0,6826 P(−2 ≤ z ≤ 2) = 0,9544 P(−3 ≤ z ≤ 3) = 0,9974 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
                                                 

  .80، ص ، مرجع سابقمقدمة في نظرية الاحتمالات وتطبيقاتهاجبار عبد مضحي، . 1
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 جدول التوزيع الطبيعي المعياري): 06شكل رقم (

  
Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 

-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 

-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 

-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 

-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 

-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 

-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 

-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 

-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 

-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048 

-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064 

-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 

-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 

-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 

-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 

-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 

-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 

-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455 

-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 

-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681 

-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 

-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 

-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 

-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 

-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867 

-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148 

-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451 

-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 

-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121 

-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483 

-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859 

-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247 

-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 
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0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974 

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 

  ) يتوزع وفق التوزيع الطبيعي المعياري.Zلدينا المتغير العشوائي ( ):07مثال (

  المطلوب:

P(Z أحسب قيمة الاحتمالات الآتية: < 2,58)  ،P(Z ≥ 1,96)  ،P(0,68 ≤ Z < 3)  
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  الحل:

  حساب قيمة الاحتمالات: -

P(Z  نحصل على: من الجداول الخاصة بالتوزيع الطبيعي المعياري < 2,58) = 0,9951 P(Z ≥ 1,96) = 1 − P(Z < 1,96) = 1 − 0,975 = 0,025 P(0,68 ≤ Z < 3) = P(Z < 3) − �(� < 0,68) = 0,9987 − 0,7517= 0,247 
على افتراض لدينا  أسلوب حساب قيمة الاحتمالات للمتغيرات العشوائية ذات التوزيع الطبيعي: -

 ،)�σ) وتباين (μبمتوسط حسابي ( ) يتوزع وفق التوزيع الطبيعيXالمتغير العشوائي المستمر (

,X~N(μأي أن:  σ�) 

) إلى Xفعند حساب قيم الاحتمالات لهذا النوع من التوزيعات، نقوم بتحويل المتغير العشوائي (

Z للصيغة الآتية: وفقا )Zدرجات معيارية ( = }6~v  

) μبمتوسط حسابي () Xللمتغير العشوائي ( سبيل المثال عند إيجاد قيمة الاحتمال التالي فعلى

  فان: )،�σوتباين (

P(X ≤ 10) = P BX − μσ ≤ 10 − μσ C = P BZ ≤ 10 − μσ C 

  X~N(16,9) :كما يلييتوزع وفق التوزيع الطبيعي، ) X(لدينا المتغير العشوائي  ):08مثال (

  المطلوب:

P(Xأحسب قيمة الاحتمالات الآتية:  ≥ 10)  ،P(X < 15)  

  الحل:

μ  حساب قيمة الاحتمالات: - = 16 σ� = 9 σ = 3 

P(X ≥ 10) = 1 − P(X < 10) = 1 − P BX − 163 < 10 − 163 C
= 1 − P BZ < 10 − 163 C = 1 − P(Z < −2) = P(Z < 2)= 0,9772 
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P(X < 15) = P BX − 163 < 15 − 163 C = P BZ < −13 C = 1 − P BZ < 13C= 0,3707 
ات لاستخدام في بعض التطبيقاما من التوزيعات الشائعة اقيعد توزيع  :توزيع قاما -2-4

كما  اءوتقدير دالة البق على سبيل المثال لا الحصر، تقدير دالة المعولية، االإحصائية، نذكر منه

سي الأ التوزيعالتوزيعات الاحتمالية الخاصة، ك ويعد هذا التوزيع الأساس النظري لتوليد بعض

 ،ا موجبة دائماون قيمهقاما عادة المتغيرات العشوائية التي تكمثلا، من جانب آخر يعالج توزيع 

الفترة الزمنية لبقاء إنسان على قيد  :المتغيرات كثيرة، نذكر منها مثلاعلى هذا النوع من والأمثلة 

بمرض عضال، الفترة الزمنية المستغرقة بفحص مريض في إحدى العيادات الطبية،  مصاب اةالحي

 الفترة الزمنية بـين وصول باخرتين متتاليتين لأحد الأرصفة وغيرها.

 عقاما، فان دالة التوزيع ، يتوزع وفق توزي)Xوليكن ( مستمرائي وبافتراض لدينا متغير عشو 

  1:الاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتي

f(x) = � 1β� Γ(α) x�6	e6��                        si: X ≥ 00                                                               sinon� 
,α_اما، وإن قتمثل معلمات توزيع  α ، β  حيث إن: β > 0`   Γ(α)  الشكل الآتية قاماوتأخذ دال اماقتمثل دالة ،:  

Γ(α) = m x�6	e6�d(x)U
W  

Γn  ، عدد صحيحا موجبا، فان دالة قاما، تأخذ الشكل الآتي:(n)وبصورة عامة، إذا كان لدينا العدد  = (n − 1)! 
Γ1  وفيما يلي، بعض الحالات الخاصة لدالة قاما: = 1 Γ	� = π = 3,14159 

,�)\~Nوغالبا ما يعبر عن توزيع قاما، اختصارا بالاصطلاح الآتي:  �)  

  ).β) و(αبالمعلمتين ( توزيع قامايتوزع وفق  (X) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

                                                 
  .185ص  ،، مرجع سابقالاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
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لتوزيع قاما ، تكتب على النحو  )σ(والانحراف المعياري ) �σ(والتباين  )μ(إن المتوسط الحسابي 

μ  الآتي: = αβ σ� = αβ� σ = β√α 
 ةآلة إنتاجيل ل الفترة الزمنية لعم، يمث)X( وائي المستمرإذا كان لديك المتغير العش ):09مثال (

  :ه دالة التوزيع الاحتمالي الآتيةبالسنوات، ول

f(x) = � x4 e6��                                                  si: X ≥ 00                                                               sinon� 

 المطلوب:

 سنوات أخرى على الأكثر ؟ 10ما هو احتمال أن تستمر الآلة بالعمل مدة  -

  .أحسب متوسط عمر الآلة والتباين -

  الحل:

  سنوات أخرى على الأكثر: 10احتمال أن تستمر الآلة بالعمل مدة حساب  -

P(X ≤ 10) = m f(x)	W
W d(x) = 14 m x	W

W e6�� d(x)
= 14 _(−0,14) − 4(0,007 − 1)` = 0,958 

μ  حساب متوسط عمر الآلة والتباين: - = αβ = 2 × 2 = 4 σ� = αβ� = 2 × 2� = 8 
α)عندما  امايعد التوزيع الأسي حالة خاصة من توزيع ق :توزيع الأسيال -2-5 = 1) ،

العشوائية، مثال بالمتغيرات الخاصة  الإحصائيةبعض التطبيقات  ويستخدم هذا التوزيع لمعالجة

، طول فترة الانتظار في الالكترونية الأجزاءمدة البقاء لبعض  ،ذلك تقدير دالة معولية الآلات

البيانات المتعلقة بدرجات الحرارة العظمى والصغرى  ةوئية، طبيعالإشارة الضد صف انتظار عن

  الأحوال الجوية.المسجلة من قبل دائرة 
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 ع)، يتوزع وفق التوزيع الأسي، فان دالة التوزيXوليكن ( تمرمسوبافتراض لدينا متغير عشوائي 

  1:الاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتي

f(x) = � 1β e6��                                                  si: X ≥ 00                                                               sinon� 
  (�)[��~Nوغالبا ما يعبر عن التوزيع الأسي، اختصارا بالاصطلاح الآتي: 

  ).β(المعلمة ب التوزيع الأسييتوزع وفق  (X) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

التوزيع الأسي، تكتب على  )σ(والانحراف المعياري ) �σ(والتباين  )μ(إن المتوسط الحسابي 

μ  النحو الآتي: = β σ� = β� σ = β 
، يمثل مدة البقاء (ساعة) لجزء  )X (إذا كان لديك المتغير العشوائي المستمر ):10مثال (

  أجهزة التلفاز، وله دالة كثافة احتمالية، تأخذ الشكل الآتي: الكتروني يستخدم في

f(x) = � 1500 e 6�AWW                                                 si: X ≥ 00                                                               sinon � 
 المطلوب:

 ساعة على الأكثر ؟ 600ما هو احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة  -

 ساعة ؟ 600و 400ما هو احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة ببن  -

  أحسب متوسط عمر الجزء الالكتروني والتباين. -

    :الحل

  ساعة على الأكثر: 600مدة حساب احتمال أن يعمر هذا الجزء  -

P(X ≤ 600) = 1 − e6�WWAWW = 1 − 0,301 = 0,699 
P(400  ساعة: 600و 400حساب احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة ببن  - ≤ X ≤ 600) = P(X ≤ 600) − P(X ≤ 400)= a1 − e6�WWAWW b − a1 − e6DWWAWW b = 0,449 − 0,301 = 0,148 

                                                 
  .188، مرجع سابق ص الاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
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μ  حساب متوسط عمر الجزء الالكتروني والتباين: - = β = 500 σ� = β� = 250000 
الإحصائية المهمة على مستوى كثير من يعد توزيع بيتا من التوزيعات  :بيتاتوزيع  -2-6

تخدم بشكل واسع في دراسة سلوك بعض المتغيرات العشوائية، العملية، ويس اةالتطبيقات في الحي

الأحوال الجوية والمتعلقة بنسب الرطوبة، رة البيانات المسجلة من قبل دائ ةدراسة طبيع :مثال ذلك

 .والمعدات الأجهزةة وليمعة أو دراس

 ) يتوزع وفق توزيع بيتا، فان دالة التوزيعXيكن (ول ستمروبافتراض لدينا متغير عشوائي م

  1:لاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتيا

f(x) = � Γ(α) + β Γ(α)Γ(β) x�6	(1 − x)�6	                       si: 0 ≤ X ≤ 10                                                               sinon � 
,�)�~Nوغالبا ما يعبر عن التوزيع بيتا، اختصارا بالاصطلاح الآتي:  �)  

  ).β(و )αتين (بالمعلم بيتاتوزيع يتوزع وفق  (X) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

، تكتب على النحو بيتاتوزيع ل )σ(والانحراف المعياري ) �σ(والتباين  )μ(إن المتوسط الحسابي 

  الآتي:

μ = αα + β 

σ� = αβ(α + β)�(α + β + 1) 
σ = 1(α + β) 3 αβα + β + 1 

ما، وله دالة ة )، يمثل نسبة الرطوبة في مدينXإذا كان لديك المتغير العشوائي ( ):11مثال (

  :الاحتمالي الآتية عالتوزي

f(x) = Z 30x�(1 − x)�                       si: 0 ≤ X ≤ 10                                                               sinon[ 
 المطلوب:

 على الأكثر ؟ % 40ما هو احتمال أن تكون نسبة الرطوبة في المدنية  -
                                                 

  .192، مرجع سابق ص الاحصاء والاحتمالات. جبار عبد مضحي، 1
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 على الأقل ؟ % 30ما هو احتمال أن تكون نسبة الرطوبة في المدنية  -

  .والانحراف المعياري والتباينالقيمة المتوقعة  أحسب -

  الحل:

  على الأكثر: % 40حساب احتمال أن تكون نسبة الرطوبة في المدنية  -

P(X ≤ 0,4) = m f(x)W,D
W d(x) = m (30x�(1 − x)�)W,D

W d(x)
= 30 qxG3 − xD2 + xA5 rW

W,D = 30_0,021 − 0,013 + 0,002` = 0,3 

  على الأقل: % 30حساب احتمال أن تكون نسبة الرطوبة في المدنية  -

P(X ≥ 0,3) = 1 − P(X < 0,3) = 1 − m f(x)W,G
W d(x) = 

1 − m (30x�(1 − x)�)W,G
W d(x) = 1 − 30 qxG3 − xD2 + xA5 rW

W,G

= 1 − 30_0,0054` = 0,838 
  والانحراف المعياري: حساب القيمة المتوقعة والتباين -

μ = αα + β = 33 + 3 = 12 

σ� = (3)(3)(3 + 3)�(3 + 3 + 1) = 128 = 0,036 

σ = 1(α + β) 3 αβα + β + 1 = #0,036 = 0,1897 
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  متراجحة تشيبيشيف -3

 بافنوتي تشيبيشيفمتراجحة تشيبيشيف هي متراجحة مشهورة ترجع إلى عالم الرياضيات الروسي 

والإحصاء. كما أنها تعطي وسيلة للفهم الدقيق لكيفية أن  نظرية الاحتمالاتا في تلعب دورا مهم

   .للمتغير العشوائي المتوسطالتباين يقيس التغير حول 

ع فإننا نستطي x للمتغير العشوائي دالة الكثافة الاحتماليةنعلم أنه إذا عرفنا الدالة الاحتمالية أو 

2 كلا من حساب
σ)=X(V و μ)=XE( ولكن العكس غير صحيح، بمعنى أنه إذا كنا نعرف 

V(X) و E(X) فإننا لا نستطيع معرفة أو بناء التوزيع الاحتمالي للمتغير X  وعلى ذلك لا نستطيع

P(|x :حساب أي احتمالات مثل − u| ≤ c) 
  μ-cوَ μ+c ضمن المنطقة المحدودة بـ  X والتي تصف احتمال ظهور المتغير العشوائي

  . وتحسب عادة بإجراء التكامل على دالة الكثافة الاحتمالية

إلا  E(X) و V(X) على أي حال فإنه إذا كنا لا نستطيع حساب مثل هذه الاحتمالات بمعرفة فقط

  تشيبيشيف.أننا نستطيع حساب حد أعلى (أو حد أدنى) لهذه الاحتمالات وذلك باستخدام متراجحة 

  :1قبل دراسة متراجحة تشيبيشيف ندرس المتراجحة الآتية

 :تكون a فإنه لأي عدد موجب ∞ > E(X) متغيرا عشوائيا غير سالب بحيث أن X إذا كان

P(x ≥ a) ≤ �(})o   
، رغم أن أول بافنوتي تشيبيشيفسميت هذه المتراجحة هكذا نسبة إلى عالم الرياضيات الروسي 

، قدم بيانيمي هذه المبرهنة بدون برهان في أيريني جول بيانيميمن أشار إليها هو صديقه وزميله 

برهانا آخر لها في  آندريه ماركوف، أعطى تلميذه 1867هن عليها في عام وبر  1853عام 

  .1884أطروحته للدكتوراه كان ذلك عام 

2 وتباينه μ وسطه متغيرا عشوائيا X إذا كان
σ فإنه لأي عدد موجب k :2تكون  

 P(|X − u| ≥ kσ) ≤ 	�w  
  

                                                 
  .256، ص 2013، مكتبة الشقرى، الرياض، مقدمة في الإحصاء والاحتمالات وتطبيقاتها باستخدام إكسلبن عبدالكريم الشيحة،  . عبداالله1
   .257. نفس المرجع السابق، ص 2
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 مثال:

سم 8  معياري انحرافسم مع  170إذا كان أطوال طلاب الجامعة يتبع توزيعا طبيعياً وسطه 

استخدم متراجحة تشيبيشيف لإيجاد حدا أعلى لاحتمال أن يكون أحد الطلاب أطول أو أقصر بـ 

  .سم من المتوسط  12

  :الحل

 من المتراجحة نعلم أن: 

P(|X − u| ≥ kσ) ≤ 1k� = P(|X − 170| ≥ 8k) ≤ 1k� 

 :  فإن المعادلة السابقة تصبح k=1,5 باختيار

P(|X − 170| ≥ 12) ≤ 1(1,5)� ≤ 12,25 ≤ 0,44 

إن القيمة المضبوطة لهذا الاحتمال يمكن حسابها من جدول التوزيع الطبيعي وسنجد أنها تساوي 

وواضح أن هناك فرقا كبيرا بين القيمة التقريبية والقيمة المضبوطة ، ولكن في كثير من  0.13

حة الظروف العملية عندما يكون التوزيع الاحتمالي مجهولا يكون الحد الاعلى المحسوب من متراج

 .(وربما يكون غير دقيق) مفيدا جداتشيبيشيف 

  قانون الأعداد الكبيرة -4

يقول قانون الأعداد الكبيرة بأن التردد النسبي لحادثة عشوائية يقترب أكثر فأكثر من احتمالها 

  ۔النظري مع ازدياد عدد مرات إعادة التجربة العشوائية

 تجربة رمي قطعة نقد مثال:
ظھور الصورةمرات عدد  عدد الرمیات  نسبة 

 تطبیقي (مشاھد)  نظري تطبیقي (مشاھد) نظري
100 50 48 0 500٫  0 480٫  
1000 500 491 0 500٫  0 491٫  
10000 5000 4970 0 500٫  0 497٫  
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  للعزومالعزوم والدالة المتجددة  -5

 العزوم -5-1

العزم المركزي والعزم  ،كما التباين يعتبر العزم من تطبيقات توقع دالة. نميز بين نوعين من العزوم

ومعامل التماثل، تستخدم العزوم في حساب عدد من المقاييس مثل معامل  ،المرتبط بالأصل

  .التفلطح

 rμالعزم المركزي  -

  1كما يلي: X تغير العشوائيللم rيعرف العزم المركزي من الدرجة 

( )( ) ...,2,1,0, =−= rXE r
r µµ  

 
    متقطع أو مستمر كما يلي:يحسب العزم المركزي حسب طبيعة المتغير 

                        
  دالة الكثافة:  وذللمتغير العشوائي  3و 2، 1، 0أحسب العزوم المركزية من الدرجة  مثال:

 

 

 

 

 
مثل عدد يي ذالمتقطع الللمتغير العشوائي  3و 2، 1، 0أحسب العزوم المركزية من الدرجة مثال: 

  رميتين لقطعة نقدية.مرات الحصول على صورة في 

  

  

                                                 
  .281. عبداالله بن عبدالكريم الشيحة، مرجع سابق، 1
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   r'μ العزم المرتبط بالأصل  -

  1يعرف العزم المرتبط بالأصل كما يلي:

      

 
 ستمرالمللمتغير العشوائي  4و 3، 2، 1، 0: أحسب العزوم المرتبطة بالأصل من الدرجة مثال

  دالة الكثافة: وذ

  

  

 
المتقطع العشوائي  للمتغير 4و 3، 2، 1، 0أحسب العزوم المرتبطة بالأصل من الدرجة : مثال

  مثل عدد مرات الحصول على صورة في رميتين لقطعة نقدية.يي ذال

 العلاقة بين العزم المركزي والعزم المرتبط بالأصل -

 
من خلال اشتقاق الدالة المتجددة  rيمكن أيضا الحصول على العزوم المرتبطة بالأصل من الدرجة 

  مرة. rللعزوم 

  xM(t)الدالة المتجددة للعزوم  -5-2

 الةدال، و Xبالإضافة إلى ارتباطها ب  tالدالة المتجددة للعزوم هي دالة مرتبطة بمتغير (معلمة) 

  2كما يلي: للعزوم جددةالمت

 
     متقطع: شوائيع تغيرفي حالة م

                                                 
  .284، ص عبداالله بن عبدالكريم الشيحة، مرجع سابق. 1
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 مستمر: شوائيع تغيرفي حالة م
∫

+∞

∞−
= dxxfetM tx

x )()(  

  المعرف كما يلي: شوائيعال تغيرللمt ≠ 0 م من أجل و أكتب الدالة المتجددة للعز مثال: 

 

 

 

 
     :rتستخدم الدالة المتجددة للعزوم لحساب العزم المركزي من درجة 

 
عند تحقق شروط لإثبات تساوي توزيعين احتماليين، مثلا المتجددة للعزوم  الدالةكما تستخدم 

  معينة، ونحتاج ذلك خاصة عند دراسة التقارب بين التوزيعات الاحتمالية.

  النظرية التي نستعملها في ذلك هي كالآتي:

؛ نقول أن yM(t) و xM(t)  للعزوم تجددةمال واللهما الد Yو X العشوائية تغيراتمالكن يل

  1لهما نفس التوزيع الاحتمالي إذا: Yو X المتغيرات العشوائية

     Mx(t) = My(t) 

  توزيعين احتماليين. استقلاللإثبات  للعزوم تجددةمال والكما تستخدم الد

  النظرية التي نستعملها في ذلك هي كالآتي:

    ؛ فإن:  yM(t) و xM(t)  للعزوم تجددةمال وال، لهما الدةمستقل شوائيةع تغيراتم Yو Xكان  إذا

(t)y(t) . Mx(t) = Mx+yM  

يدخل العزم في حساب بعض ، دوالم والدالة المتجدد للعزوم هي عبارة عن توقعات و العز 

  المؤشرات مثل التباين والتوقع الرياضي، معامل التفلطح ومعامل التماثل. 

 .تستخدم الدالة المتجددة للعزوم لإثبات التقارب بين توزيعات احتمالية

                                                 
  .292. عبداالله بن عبدالكريم الشيحة، مرجع سابق، 1
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 تمارين محلولة

  ):01( التمرين

. رميت هذه العملة ثلاث P(T)=0.6و  P(H)=0.4لنفرض أن لدينا عملة غير متزنة بحيث أن 

يمثل عدد مرات ظهور الصورة في الرميات  Xمرات بشكل مستقل. ليكن المتغير العشوائي 

  الثلاث. 

  .Xللمتغير العشوائي  توزيع الاحتماليأوجد دالة ال -

 .Xلمتغير العشوائي والتباين ل الرياضيأوجد التوقع  -

 أوجد الاحتمالات التالية: -

 الحصول على صورتين

  الحصول على صورتين على الأقل

 الحصول على صورة واحدة على الأكثر

 الحصول على ثلاث كتابات

  الحل:

  لي هي رمي العملة:رنو تجربة ب

  p = P(H)  =0.4احتمال النجاح =  ⇐   (H)نتيجة النجاح = ظهور الصورة  •

  p = P(T)  =0.6−1احتمال الفشل =  ⇐   (T)نتيجة الفشل = ظهور الكتابة  •

  التجربة هي رمي العملة ثلاث مرات بشكل مستقل:

  (عدد الرميات)      n=3عدد المحاولات   •

  (لأن الرميات مستقلة)      المحاولات مستقلة •

  (لأننا نستخدم نفس العملة)    ثابت  p=0.4احتمال النجاح  •

  العشوائي:لنعرف المتغير 

  X عدد مرات النجاح في المحاولات الثلاث =  

  = عدد مرات ظهور الصورة في الرميات الثلاث     

  ، أي أن:p=0.4و  n=3الحدين بالمعلمتين  ويتوزع وفق توزيع ذ Xإن المتغير العشوائي 

X ~ B (3, 0.4) 
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P�X  هي: Xللمتغير العشوائي  توزيع الاحتماليدالة ال - � x� � ZC�G�0.4���0.6�G6�																	si:	x � 0,1,2,30																																																															sinon[ 
  بالجدول التالي: توزيع الاحتماليويمكن تمثيل دالة ال

P(X = x)  x  CWG�0.4�W�0.6�G6W � 0.216 0  C	G�0.4�	�0.6�G6	 � 0.432 1  C�G�0.4���0.6�G6� � 0.288 2 CGG�0.4�G�0.6�G6G � 0.064 3  
  هي: توزيع الاحتماليأي أن دالة ال

P(X=x)  x  

0.216 0  

0.432 1  

0.288 2 

0.064 3  

  هما على التوالي: Xوالتباين للمتغير العشوائي  الرياضيالتوقع  -

E(X) = np = 3 × 0.4 = 1.2 
2
Xσ  = Var(X) = np(1−p) = 3 × 0.4 × 0.6 = 0.72 

  إيجاد الاحتمالات: -

P({الحصول على صورتين }) = P(X=2) = 0.288 

P({الحصول على صورتين على الأقل }) = P(X≥2)  = P(X=2) + P(X=3)  

=  0.288 + 0.064 

= 0.352 

P({ الأكثرالحصول على صورة واحدة على  }) =  P(X≤1)  = P(X=0) + P(X=1)  

=  0.216 + 0.432 
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= 0.648 

P({الحصول على ثلاث كتابات }) =  P(X=0) =  0.216 

  ):02التمرين (

مصابيح  5. إذا أخذت عينة مكونة من %10نسبة الإنتاج التالف لأحد مصانع المصابيح هي 

  بشكل عشوائي من إنتاج هذا المصنع، فأوجد ما يلي:

  أوجد الاحتمالات التالية: -

  الحصول على مصباح واحد تالف

 الحصول على جميع المصابيح تالفة

  الحصول على مصباح واحد تالف على الأكثر

 الحصول على مصباح واحد تالف على الأقل

  أوجد العدد المتوقع للمصابيح التالفة في العينة. -

  الحل:

  لي هي فحص المصباح:برنو  تجربة

  p  =0.1احتمال النجاح =  ⇐نتيجة النجاح = الحصول على مصباح تالف  •

  p   =0.9−1احتمال الفشل =  ⇐نتيجة الفشل = الحصول على مصباح سليم   •

  مصابيح بشكل مستقل: 5التجربة هي فحص 

  (عدد المصابيح)      n=5عدد المحاولات   •

  (لأن العينة أخذت بشكل عشوائي)      المحاولات مستقلة •

  (لأن المصابيح أخذت من نفس المصنع)    ثابت  p=0.1احتمال النجاح  •

  لنعرف المتغير العشوائي:

  X عدد مرات النجاح في المحاولات الخمس =  

  مصابيح 5= عدد المصابيح التالفة عند فحص      

  ، أي أن:p=0.1و  n=5يتوزع وفق توزيع ذات الحدين بالمعلمتين  Xإن المتغير العشوائي 

X ~ B (5, 0.1) 

  هي: Xللمتغير العشوائي  توزيع الاحتماليإن دالة ال
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P�X � x� � ZC�A�0.1���0.9�A6�																	si:	x � 0,1,2,3,4,50																																																															sinon [ 
  ويمكن تمثيل دالة الكتلة الاحتمالية بالجدول التالي:

P(X = x) x CWA�0.1�W�0.9�A6W � 0.59049 0 C	A�0.1�	�0.9�A6	 � 0.32805 1 C�A�0.1���0.9�A6� � 0.07290 2  CGA�0.1�G�0.9�A6G � 0.00810 3 CDA�0.1�D�0.9�A6D � 0.00045 4 CAA�0.1�A�0.9�A6A � 0.00001 5 

  إيجاد الاحتمالات: -

P({الحصول على مصباح واحد تالف }) = P(X=1) = 0.32805 

P({الحصول على جميع المصابيح تالفة }) = P(X=5) = 0.00001 

P({الحصول على مصباح واحد تالف على الأكثر }) =  P(X≤1) 

                                                      = P(X=0) + P(X=1)  

                                                      =  0.59049+ 0.32805 

                                                      = 0.91854 

P({الحصول على مصباح واحد تالف على الأقل }) =  P(X≥1) 

                                                   = 1 − P(X = 0) 

                                                  = 1 − 0.59049 

                                                    = 0.409510 

  العدد المتوقع للمصابيح التالفة في العينة (متوسط عدد المصابيح التالفة) هو: -

E(X) = np = 5 × 0.1 = 0.5 

  التالفة فهو:وأما تباين عدد المصابيح 
2
Xσ  = np(1−p) = 5 × 0.1 × 0.9 = 0.45 
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  ):03التمرين (

تم إرسال شحنة مكونة من ثلاثين جهازا كهربائيا إلى أحد المتاجر، وقد كانت الشحنة تتضمن 

  ا من هذه الشحنة.شراء ستة أجهزة باختيارها عشوائيأربعة أجهزة تالفة. قام أحد الزبائن ب

  يمثل عدد الأجهزة التالفة التي اشتراها هذا الزبون. Xوليكن المتغير العشوائي 

  .Xأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 ما هو العدد المتوقع للأجهزة التالفة في المجموعة التي اشتراها هذا الزبون. -

 .Xأوجد تباين للمتغير العشوائي  -

 الزبون قد اشترى ثلاثة أجهزة تالفة من ضمن المجموعة التي اشتراها.ما هو احتمال أن يكون  -

 ما هو احتمال أن تكون جميع الأجهزة التي اشتراها الزبون تالفة. -

  الحل:

ا، فإن عملية الاختيار أو ن جهاز ا لقيام الزبون باختيار وشراء ستة أجهزة من ضمن ثلاثينظر 

يتوزع وفق التوزيع فوق الهندسي  Xالسحب تكون بدون إرجاع. ولذلك فإن المتغير العشوائي 

الاحتمالية  توزيعه. وتعطى دالة X~H(4,26) ، أي أن:n=6و  41N=و  N=30بالمعالم 

  بالصيغة الآتية:

P(X = x) =
+,-
,. ( 266 − x)(4x)

(306 )                        si: x = 0,1,2,3,4
0                                                               sinon/,0

,1
 

  العدد المتوقع للأجهزة التالفة التي اشتراها هذا الزبون يساوي:

E(X) = n N	N = 6 430 = 0.8 

  يساوي: Xتباين للمتغير العشوائي 

V(X) = n N	N (1 − N	N )(N − nN − 1) = 6 430 2630 2429 = 0.5738 

  احتمال أن يكون الزبون قد اشترى ثلاثة أجهزة تالفة يساوي:

P(X = 3) =  h263 i h43i
h306 i = 0.0175 
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P(X احتمال أن تكون جميع الأجهزة التي اشتراها الزبون تالفة يساوي = 6) =  وذلك نظرا 0 

 .Xليست من ضمن القيم الممكنة للمتغير العشوائي  6لأن القيمة 

  ):04التمرين (

مكونة من خمسة آلاف إطار إلى إحدى وكالات السيارات، وقد كانت الشحنة  تم إرسال شحنة

تتضمن ألف إطار تالف. قام أحد الزبائن بشراء عشرة إطارات تم اختيارها بشكل عشوائي من هذه 

  الشحنة. أوجد احتمال وجود ثلاثة إطارات تالفة من ضمن المجموعة التي اشتراها هذا الزبون.

  الحل:

ا لقيام الزبون فة التي اشتراها هذا الزبون. نظر يمثل عدد الإطارات التال Xالعشوائي  ليكن المتغير

باختيار وشراء عشرة إطارات بشكل عشوائي من هذه الشحنة، فإن عملية الاختيار أو السحب 

 يتوزع وفق التوزيع فوق الهندسي بالمعالم X تكون بدون إرجاع. ولذلك فإن المتغير العشوائي

 N=5000  10001=وN  وn=10 :أي أن ،X~H(1000,4000) .   

  وتعطى دالة كتلته الاحتمالية بالصيغة الآتية:

P(X = x) =
+,-
,.( 400010 − x)(1000x )

(500010 )                        si: x = 0,1,2,3,4, … . . ,10
0                                                               sinon /,0

,1
 

  كما يلي:وفيما يأتي سوف نوجد احتمال أن يكون الزبون قد اشترى ثلاثة إطارات تالفة 

P(X = 3) =  (40007 )(10003 )
(500010 ) = 0.20148 

  ):05التمرين (

يستقبل جهاز الرادار الإشارات اللاسلكية في أحد المراصد بشكل متكرر ومستقل. وفي هذه العملية 

يمثل عدد الإشارات  X. لنفرض أن المتغير العشوائي 0.1يتم استقبال إشارة مشوشة باحتمال 

  أول إشارة مشوشة.  لاستقبالاللازمة 

  .Xأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 أول إشارة مشوشة. لاستقبالما هو العدد المتوقع للإشارات اللازمة  -

 .Xأوجد تباين للمتغير العشوائي  -
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  الخامسة هي أول إشارة مشوشة يتم استقبالها. ما هو احتمال أن تكون الإشارة -

  الحل:

  X~G(0.1) ، أي أن: p=0.1 وفق التوزيع الهندسي بالمعلمة Xع المتغير العشوائي يتوز 

  دالة التوزيع الاحتمالي له تأخذ الشكل الآتي:

P(X = x) = Z0.1(0.9)�6	                       si: x = 1,2, … . , ∞0                                                               sinon [ 
  

، Xأول إشارة مشوشة يساوي متوسط المتغير العشوائي  لاستقبالالعدد المتوقع للإشارات اللازمة 

  أي أن:

E(X) = 1p = 10.1 = 10 

  يساوي: Xتباين المتغير العشوائي 

V(X) = 1 − pp� = 0.90.1� = 90 

P(X  الإشارة الخامسة هي أول إشارة مشوشة يتم استقبالها يساوي:احتمال أن تكون  = 5) = 0.1(0.9)D = 0.0656 
  ):06التمرين (

قام أحد المتدربين على الطباعة بطباعة كتاب. ولنفرض أن عدد الأخطاء المطبعية لكل صفحة 

  أخطاء لكل صفحة.  6في هذا الكتاب يتوزع وفق توزيع بواسون بمتوسط 

 فحات من هذا الكتاب بشكل عشوائي، فما هو احتمال:إذا اخترنا أحد الص

 ؟ أخطاء مطبعية في هذه الصفحة 7أن يوجد  -

 ؟ أن يوجد ما لا يقل عن خطأين مطبعيين في هذه الصفحة -

 10إذا اخترنا صفحتين اثنتين من صفحات هذا الكتاب بشكل عشوائي، فما هو احتمال أن يوجد 

 ؟ أخطاء مطبعية فيهما

نصف صفحة من صفحات هذا الكتاب بشكل عشوائي، فما هو احتمال أن لا يوجد فيها إذا اخترنا 

 ؟ أخطاء مطبعية

ما هو متوسط عدد الأخطاء المطبعية لكل سطر من أسطر هذا الكتاب بافتراض أن كل صفحة 
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 ؟ اسطر  32تحوي 

 10لكل  الذي يمثل عدد الأخطاء المطبعية Xما هو توزيع ومتوسط وتباين المتغير العشوائي 

 ؟ صفحات

  الحل:

يتوزع وفق توزيع  Xيمثل عدد الأخطاء المطبعية لكل صفحة. إن  Xلنفرض أن المتغير العشوائي 

λ بواسون بالمعلمة =   X~P(6)، أي أن 6

  تأخذ الشكل الآتي: دالة التوزيع الاحتمالي له،

P(X = x) = �e6� × 6�x!                        si: x = 0,1,2, … . , ∞0                                                               sinon� 
  أخطاء مطبعية في الصفحة الواحدة هو: 7احتمال أن يوجد 

P(X = x) = e6� × 6�7! = 0.13768 

 احتمال أن يوجد ما لا يقل عن خطأين مطبعيين في الصفحة الواحدة هو:

P(X≥2) = P(X=2)+ P(X=3)+ . . . = ∑ =
∞

=2x
x)P(X   

  ولكن من الأسهل حساب الاحتمال السابق باستخدام قانون المتممة كما يلي:

P(X≥2) = 1− P(X<2) = 1 − [P(X=0)+ P(X=1)] 

               =1 − [P(X=0)+ P(X=1)] = 1 − ]
1!

6e

0!

6e
[

1606 −−
+  

               = 1 − (0.00248+0.01487) 

              = 1 − 0.01735 = 0.982650 

يتوزع وفق  Xيمثل عدد الأخطاء المطبعية لكل صفحتين. إن  Xلنفرض أن المتغير العشوائي 

  توزيع بواسون 

λبالمعلمة  =   X~P(12)، أي أن 12

  تأخذ الشكل الآتي: دالة التوزيع الاحتمالي له،

P(X = x) = �e6	� × 12�x!                        si: x = 0,1,2, … . , ∞0                                                               sinon � 
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  أخطاء مطبعية في صفحتين هو: 10إن احتمال وجود 

P�X � 10� � e6	� ! 12	W10! � 0.1048 
يتوزع  Xيمثل عدد الأخطاء المطبعية لكل نصف صفحة. إن  Xلنفرض أن المتغير العشوائي 

λ وفق توزيع بواسون بالمعلمة �   �X~P�3أن ، أي 3

  تأخذ الشكل الآتي: دالة التوزيع الاحتمالي له،

P�X � x� � �e6G ! 3�x! 																							si:	x � 0,1,2, … . , ∞0																																																															sinon� 
  إن احتمال عدم وجود أخطاء مطبعية في نصف صفحة هو:

P�X � 0� � e6G ! 3W0! � 0.0497871 
 32متوسط عدد الأخطاء المطبعية لكل سطر من أسطر هذا الكتاب بافتراض أن الصفحة تحوي 

  ا هو:سطر 

E�X� � λt � 6 132 � 0.1875 
 .λ=6و  t=1/32لاحظ هنا أن 

صفحات هو توزيع بواسون  10الذي يمثل عدد الأخطاء المطبعية لكل  Xتوزيع المتغير العشوائي 

  بالمعلمة 

λبالمعلمة  �   �X~P�60، أي أن 60

�E�X  : وأما متوسط وتباين هذا المتغير العشوائي فهما على التوالي � λ � 60 Var�X� � λ � 60 
  ):07التمرين (

الذي يمثل الطول في أحد المجتمعات البشرية يتوزع وفق التوزيع  Xإذا كان المتغير العشوائي 

  سم. فأوجد ما يلي: 5سم وانحراف معياري  165الطبيعي بمتوسط 

  .x=172القيمة المعيارية للقيمة  -

  .z= − 0.52إذا كانت القيمة المعيارية هي   xالقيمة  -

  الحل:
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سم وانحراف  µ=165والذي يمثل الطول يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط  Xالمتغير العشوائي 

  .X~N)165,25()، أي أن 252σ=سم (التباين هو  5σ=معياري 

4.1
5

651 172

σ

μx 
z =−=−=  

zσμxإن 
σ

μx 
z   ، وبالتالي فإن:=−⇔=+

5.162)52.0(5  165 zσμx =−×+=+=      
  ):08التمرين (

لنفرض أن وزن الحيوان الذكر البالغ لإحدى سلالات الخراف يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 

  كغ. 0.9كغ وانحراف معياري  16

 14إذا اخترنا أحد الخراف من هذه السلالة بشكل عشوائي فما هو احتمال أن يزيد وزنه عن  -

  كغ.

  كغ. 14ما هي النسبة المئوية للخراف من هذه السلالة التي يزيد وزنها عن  -

 كغ. 18إلى  14ما هي النسبة المئوية للخراف من هذه السلالة التي تتراوح أوزانها من  -

  الحل:

يمثل وزن الخروف الذكر البالغ لهذه السلالة. إن المتغير  Xلنفرض أن المتغير العشوائي 

، أي أن 0.812σ=و تباين  16µ=يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط  Xالعشوائي 

N(16,0.81)~X.  

  هو: غك 14احتمال أن يزيد وزن الخروف عن 

)
0.91

16 14
P(Z1)

σ

μ 14

σ

μ X
P(1)14P(X1)14P(X

−<−=−<−−=<−=>  

0.98680.0132-1)22.2P(Z1 ==−<−=  
  :غك 14النسبة المئوية للخراف من هذه السلالة التي يزيد وزنها عن 

P(X>14) × 100% = 0.9868 × 100% = 98.68% 

غ لابد أن ك 18إلى  14لحساب النسبة المئوية للخراف من هذه السلالة التي تتراوح أوزانها من 

 كما يلي: P(14<X<18) نحسب أولا

)14P(X18)P(X18)XP(14 <−<=<<  
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)
σ

μ 14

σ

μ X
P()

σ

μ 18

σ

μ X
P(

−<−−−<−=  

)
0.9

16 14
P(Z)

0.9

16 81
P(Z

−<−−<=  

)22.2P(Z)22.2P(Z −<−<=  

0132.0 0.9868 −=  

0.9736 =  
  .%97.36هي   غك 18إلى  14وعليه فإن النسبة المئوية للخراف التي تتراوح أوزانها من 

  ):09التمرين (

يمثل العمر الزمني بالسنة (الزمن حتى الفشل) لنوع معين من  Tلنفرض أن المتغير العشوائي 

. إذا قمنا بتشغيل 5يتوزع وفق التوزيع الأسي بالمعلمة  Tالأجهزة. ولنفرض أن المتغير العشوائي 

الأول أن يستمر الجهاز لوقت وبشكل مستقل، فما هو احتمال أربعة أجهزة من هذا النوع في نفس ا

  ؟ بالعمل أكثر من ثمان سنوات

  الحل:

)، يتوزع وفق التوزيع الأسي، فان دالة التوزيع Tالمتغير العشوائي مستمر (من المعطيات 

  الاحتمالي له، تأخذ الشكل الآتي:

f(t) = � 15 e6�A                                                  si: X ≥ 00                                                               sinon� 
  T~Exp(5)يعبر عن التوزيع الأسي، اختصارا بالاصطلاح الآتي: 

  ).5بالمعلمة ( التوزيع الأسييتوزع وفق  (T) وهذا يعني بان المتغير العشوائي

التوزيع الأسي، تكتب على  )σ(والانحراف المعياري ) �σ(والتباين  )μ(إن المتوسط الحسابي 

μ  النحو الآتي: = β σ� = β� σ = β 
  احتمال أن يستمر الجهاز الأول بالعمل أكثر من ثمان سنوات هو:

P(T > 8) = m f(t)dtU
� = m 15 e6�A dtU

� = e6�A = 0.2 
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  تمارين غير محلولة

  ):01التمرين (

فما هو احتمال عدم وجود أي  0.003إذا كانت نسبة المصابين بمرض ما في بلد معين هو 

  نسمة ؟ 6000إصابة في حي يسكنه 

  ):02التمرين (

صفحة، اختيرت صفحة  600خطأ مطبعيا موزعة على صفحات كتاب به  300إذا كان هناك 

  بطريقة عشوائية. أوجد احتمال أن تحتوي هذه الصفحة على:

  على الأكثر خطأ واحد مطبعي . -

  .تحتوي على ثلاثة أخطاء فقط  -

  ):03التمرين (

مليمترا   132ورقة من أوراق نبات معين لها توزيع طبيعي بمتوسط  500إذا كانت أطوال 

  مليمترا . أوجد عدد الأوراق التالية : 10وانحراف معياري 

  ملم . 140ملم ،  130ما بين  -

  ملم . 150أكبر من  -

  ملم . 130أقل من  -

  ):04التمرين (

وجد أن الفترة الزمنية الضرورية لإنجاز اختبار للذكاء يخص طلبة إحدى الكليات يتوزع احتماليا 

دقيقة . كم يجب أن نحدد  12دقيقة وانحراف معياري يساوي  70وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 

  من الطلاب لإتمام الاختبار . % 95زمن الاختبار إن أردنا إتاحة وقت كافٍ لـ 

  ):05التمرين (

يحتوي أحد الرفوف في إحدى المكتبات على عشرة كتب من ضمنها سبعة كتب في الإحصاء. قام 

  أحد القراء باختيار أربعة كتب من هذا الرف بشكل عشوائي.

  ما هو احتمال حصول القارئ على أربعة كتب في الإحصاء. -

  ما هو احتمال حصول القارئ على كتاب واحد في الإحصاء. -

  العدد المتوقع لكتب الإحصاء التي يحصل عليها القارئ ؟ما هو  -
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  ):06التمرين (

تحتوي إحدى المكتبات على ألف كتاب من ضمنها ستمائة كتاب في الإحصاء. قام أحد القراء 

باختيار خمسة كتب من هذه المكتبة بشكل عشوائي. أوجد احتمال حصول القارئ على ثلاثة كتب 

  في الإحصاء.

  ):07التمرين (

. ولغرض وضع خطة للتغلب 0.3احتمال أن يتأخر إقلاع الرحلة لإحدى شركات الطيران يساوي 

على مشكلة التأخر، قام منسق الرحلات بمتابعة عملية إقلاع رحلات هذه الشركة، وقرر متابعة 

ورصد عدد الرحلات التي ينتج عنها أول خمس عمليات إقلاع متأخرة. لنفرض أن المتغير 

  مثل عدد الرحلات التي ينتج عنها أول خمس عمليات إقلاع متأخرة.ي Xالعشوائي 

  .Xأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 ما هو العدد المتوقع للرحلات التي ينتج عنها أول خمس عمليات إقلاع متأخرة. -

 .Xأوجد تباين للمتغير العشوائي  -

حلة التي حدث لها عملية إقلاع متأخرة للمرة ما هو احتمال أن تكون الرحلة العاشرة هي الر  -

 الخامسة.

  ):08التمرين (

يقوم أحد المعاهد التقنية بتقديم دوراته التدريبية الشهرية في خمسة برامج هي: (سكرتارية، إدخال 

بيانات، تقنية معلومات، تصميم رقمي، شبكات حاسب). وفي أحد الأشهر تم توزيع المتدربين على 

).  %15،  %10،  %25،  %20،  %30الخمسة حسب النسب التالية على التوالي: (البرامج 

متدربين بشكل عشوائي خلال ذلك الشهر  10قام المشرف على المعهد باختيار عينة مكونة من 

  لتقديم منحة مجانية لهم كنوع من الدعاية للمعهد. أوجد ما يلي:

كرتارية وثلاثة متدربين في إدخال البيانات احتمال أن العينة تحوي ثلاثة متدربين في الس -

ومتدربين اثنين في تقنية المعلومات ومتدرب واحد في التصميم الرقمي ومتدرب واحد في شبكات 

  الحاسب.

  احتمال أن العينة تحوي متدربين اثنين من كل برنامج. -

  العدد المتوقع للمتدربين في برنامج تقنية المعلومات في العينة. -
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  ):90( التمرين

 Xأي من الدوال التالية يمكن أن تكون دوال توزيع احتمالي (دالة كتلة احتمالية) للمتغير العشوائي 

  ، وعلل ذلك . 4 ,3 ,2 ,1والذي يأخذ القيم الممكنة 
) (1) 0.26 ; (2) 0.26 ; (3) 0.26 ; (4) 0.26

1 2 1 1
) (1) ; (2) ; (3) ; (4)

9 9 3 3
) (1) 0.15 ; (2) 0.28 ; (3) 0.29 ; (4) 0.28

) (1) 0.33 ; (2) 0.37 ; (3

a     f     f     f     f

b     f     f     f     f

c     f     f     f     f

d     f     f     f

= = = =

= = = =

= = = =
= = ) -0.3 ; (4) 0.33

1 1 1 1
) (1) ; (2) ; (3) ; (4)

4 8 6 32

    f

e     f      f      f     f

= =

= = = =

 

  ):10التمرين (

  :كتلة احتماليةل هذه الدوال دوال في الدوال التالية والتي تجع  cأوجد قيم الثابت 

(      حيث :   ( ) , 1, 2, 3, 4, 5a      f x cx                       x     = =        

5    حيث :  
) ( ) 1, 2, 3, 4, 5b      f x c ,                       x     

x

 
= = 

 
  

  ):11التمرين (

عند دخولك إلى الجامعة تواجه إشارتين ضوئيتين تعملان مستقلتين عن بعضهما البعض واحتمال 

للإشارة الحمراء وبالرمز   R. لنرمز بالرمز  0.5أن تكون كلتاهما حمراء عند وصولك إليها هو 

G  .للإشارة الخضراء  

  أكتب فضاء العينة وأحسب الاحتمالات المرافقة لكل نقطة عينة . -

عند  Xيمثل عدد الإشارات الحمراء التي تواجهها فما هو قيمة   Xإذا كان المتغير العشوائي  -

  . Xكل نقطة عينة ثم أكتب دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي 

  ):12التمرين (

3صنعت قطعة نقود بحيث كان  1
( ) ) و )

4 4
P H       P T= مرات بشكل  4. ألقيت هذه القطعة =

)يمثل عدد الصور . أوجد دالة الكتلة الاحتمالية   Xمستقل وكان المتغير العشوائي  )f x  وكذلك

  . 2σوالتباين   µالمتوسط 
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  ):13التمرين (

لوحظ في إحدى الألعاب الرياضية التي نتيجتها إما فوز أو خسارة أن احتمال فوز لاعب ما ثابت 

مباريات مع أشخاص  5فإن علم أن هذا اللاعب سوف يلعب   0.6في أي مباراة ويساوي 

  يمثل عدد مرات الفوز أوجد :  Xمختلفين خلال الموسم القادم وكان المتغير العشوائي 

  المتوقع أن يفوز بها اللاعب . عدد المباريات -

  .  Xأحسب الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  -

  احتمال أن يفوز بأربع مباريات على الأكثر . -

  احتمال أن يخسر مباراتين على الأكثر . -

  ):14التمرين (

  : عدد الصور الظاهرة.Xعملات متزنة معا. عرف المتغير العشوائي  3رميت 

  ؟ مستمر ام متقطع وماهي القيم الممكنة Xحدد فضاء العينة. هل المتغير العشوائي  -

)أوجد  - )3P X   ؟ =

)أوجد  - )1P X   ؟ ≤

)هو  ما - )1P X   ؟ ≥

  ومنها أوجد التوقع والتباين. Xللمتغير العشوائي  الاحتماليةأوجد دالة الكتلة  -

  ):15التمرين (

. سحبت كرة حمراء 6، ...، 2، 1كرات خضراء مرقمة بالأرقام  6كرات حمراء و 6يحوي صندوق 

: الفرق بين الرقمين Y: مجموع الأرقام الظاهرة و Xواخرى خضراء. عرف المتغيرات العشوائية 

  الظاهرين.

  حدد فضاء العينة. أي من المتغيرات العشوائية المعرفة سابقا مستمر وأيها متقطع.  -

  .الاحتماليةحدد القيم الممكنة لكل متغير عشوائي وأوجد دالة الكتلة  -

  أوجد التوقع والتباين لكل متغير عشوائي. -

  ):16التمرين (

  مصابيح. 3ب منها معيبة. سح 4مصباحا متشابهة تماما يوجد  12يحوي صندوق 

  : عدد المصابيح المعيبة في العينة.Xعرف المتغير العشوائي 
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  والتوقع والتباين. الاحتمالية. أوجد دالة الكتلة Xماهي القيم الممكنة للمتغير العشوائي  -

  :Xالمتغير العشوائي  باستخدامعبر عن الأحداث التالية  -

  ؟ كلها معيبة 3المصابيح الـ 

  ؟ معيبة 2على الأقل 

  ؟ معيبة 2على الأكثر 

  ):17التمرين (

على التوالي سحبت كرتان من الوعاء بدون  4 ,3 ,2 ,1كرات مرقمة بالأرقام  4وعاء يحتوي على 

  على أنه مجموع ما يظهر على الكرتين المسحوبتين . Xعرف المتغير العشوائي نإرجاع 

  لهذه القيم . والاحتمال المناظر Xأوجد القيم الممكنة للمتغير العشوائي  -

  . Xأوجد متوسط وتباين المتغير العشوائي  -

  ):18التمرين (

كـرات  3كـــرات حمـــراء و  4سحبت كرتــان على التوالي بدون إرجــاع من وعـــاء يحتوي على 

يمثل عدد الكرات الحمراء في العينة المسحوبة . أوجد   Xســـوداء ، فإن كان المتغير العشوائي 

، وإن كان السحب بإرجاع  X( دالة الكتلة الاحتمالية ) للمتغير العشوائي   يع الاحتماليدالة التوز 

  .ة أيضاأحسب دالة الكتلة الاحتمالية في هذه الحال

  ):19التمرين (

مرات متتالية بشكل مستقل، وإن  5فإن صوب نحو الهدف  0.3احتمال إصابة قنّاص لهدف هو 

  عدد مرات الإصابة .بأنه  Xعرفنا المتغير العشوائي 

  . Xأوجد دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي  -

  . Xأوجد توقع وتباين المتغير العشوائي  -

  أوجد احتمال أن يصيب الشخص الهدف مرة واحدة على الأكثر . -

  ):20التمرين (

صحيحة . إن إجابات واحدة فقط منها  3أسئلة كل سؤال له  6اختبار متعدد الاختيارات مكون من 

  أجاب أحد الطلبة بالطريقة التالية :
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. ويختار الجواب الثاني إن  2أو  1، ثم يختار الجواب الأول إن ظهر له رمي زهرة نرد متزنة

. ما هو احتمال أن يجيب الطالب 6أو  5. ويختار الجواب الثالث إن ظهر له  4أو  3ظهر له 

  على :

  ثلاث إجابات صحيحة . -

  ولا إجابة صحيحة . -

  على الأكثر خمس إجابات صحيحة . -

  ، الذي يمثل عدد الإجابات الصحيحة.Xأوجد متوسط وتباين توزيع المتغير العشوائي  -

  ):21التمرين (

متنافسين عشوائياً   3متنافساً لوظيفة ما، عشرة لهم درجات جامعية، اختير  16إن كان من بين 

  لتالية :للمعاينة أوجد الاحتمالات ا

  لا يوجد بينهم من يحمل درجة جامعية . -

  واحد فقط يحمل درجة جامعية . -

  اثنان يحملان درجة جامعية . -

  المتنافسون الثلاثة يحملون درجات جامعية . -

  ):22التمرين (

وحدات . فأوجد  5، سحبت عينة مكونة من  % 10إن كانت نسبة المعيب في الإنتاج تمثل 

  الاحتمالات التالية :

  لا يوجد في العينة وحدات معيبة . -

  توجد وحدة واحدة معيبة . -

  يوجد على الأكثر وحدة معيبة . -

  يوجد على الأقل وحدتان معيبتان . -

  ):23التمرين (

),(إن كان توزيع بواسون يعطي بالدالة  λxf : كالتالي  

( , ) , 0, 0,1,2,...
!

x

f x e x
x

λλλ λ−= > =  

  أوجد :
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1
(3, ) , (5,2) , (6,1)

5
f     f     f  

  ):24التمرين (

فما هو احتمال عدم وجود أي   0.003إن كانت نسبة المصابين بمرض ما في بلد معين هو 

  نسمة ؟ 6000إصابة في حي يسكنه 

  ):25التمرين (

ة ، اختيرت صفحة صفح 600خطأً مطبعيًا موزعة على صفحات كتاب به  300إن كان هناك 

  بطريقة عشوائية . أوجد احتمال أن تحتوي هذه الصفحة على :

  على الأكثر خطأ واحد مطبعي . -

  تحتوي على ثلاثة أخطاء فقط . -

  ):26التمرين (

  له توزيع طبيعي معياري، فأوجد التالي :  Zإن كان المتغير العشوائي 

-( 1.8) ; (0.32)P Z                                             φ<  

-( -0.5) ; (1.25)P Z                                             φ>  

-( 0.2 0.5) ; (-0.82)P Z                                   φ− < <  

  ):27التمرين (

مليمتراً وانحراف  132ورقة من أوراق نبات معين لها توزيع طبيعي بمتوسط  500إن كانت أطوال 

  مليمتراً . أوجد عدد الأوراق التالية : 10معياري 

  ملم . 140ملم ،  130ما بين  -

  ملم . 150أكبر من  -

  ملم . 130أقل من  -

  ):28التمرين (

  أوجد المساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي المعياري التي تقع :

      Z= 0.87, Z=0بين  -

  Z=0 , Z= -1.66  بين -

    Z = 0.48على اليمين من  -
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     Z = 1.3على اليسار من  -

   Z = -0.79على اليسار من    -

  Z = 1.12و   Z = 0.55بين  -

   Z = -1.75و     Z = -1.05بين  -

  ):29التمرين (

وانحرافه المعياري  80الذي يتبع التوزيع الطبيعي يساوي  Xإن كان متوسط المتغير العشوائي 

  أوجد الاحتمالات التي يأخذها المتغير العشوائي للقيم التالية : 4.8يساوي 

      87.2أقل من  -

  76.4أكبر من  -

    86.0و   81.2بين  -

   88.4و  71.6بين  -

  ):30التمرين (

. أوجد الانحراف المعياري له إن  62.4إن كان متوسط المتغير العشوائي الموزع توزيعاً طبيعياً هو 

  . 79.2من المساحة تحت المنحنى تقع على يمين  %  20علم أن 

  ):31التمرين (

، أوجد 5ي للمتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع الطبيعي يساو  σإن كان الانحراف المعياري 

  . 0.8264باحتمال يساوي   52.5متوسطه إن علم أنه يأخذ قيمة أقل من 

  ):32التمرين (

التي تقع على يمينها مساحة تساوي  Zهي القيمة للمتغير العشوائي  aZ/2إن كانت القيمة 
2

a  مع

  أن :ملاحظة 

/ 2 / 2(- ) 1a aP z Z z a< < = −  
  تأخذ القيم التالية :  aعندما     aZ/2حدد قيم    -

) 0.01 , ) 0.1 , ) 0.05i      a       ii      a        iii      a  = = =  
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  ):33التمرين (

وجد أن الفترة الزمنية الضرورية لإنجاز اختبار للذكاء يخص طلبة إحدى الكليات يتوزع احتمالياً 

دقيقة . كم يجب أن نحدد  12دقيقة وانحراف معياري يساوي  70وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 

  من الطلاب لإتمام الاختبار . % 95زمن الاختبار إن أردنا إتاحة وقت كافٍ لـ 

  ):34التمرين (

يتبع التوزيع الطبيعي  Xهو متغير عشوائي  ماإن علم أن درجات طلاب السنة الأولى بكلية 

  بمتوسط

 ) = 67 µ(   وتباين) = 2 64σ(   . اختير طالب بشكل عشوائي .  

  .  65و   75ما احتمال أن تكون درجته بين  -

طالبًا، أوجد عدد  600إن كان عدد الطلاب المسجلين بكلية العلوم للسنة الأولى يساوي  -

  . 60الطلاب الذين تزيد درجاتهم عن 

  ):35التمرين (

سبعة كتب في الإحصاء. قام  يحتوي أحد الرفوف في إحدى المكتبات على عشرة كتب من ضمنها

  أحد القراء باختيار أربعة كتب من هذا الرف بشكل عشوائي.

  على أربعة كتب في الإحصاء. القارئما هو احتمال حصول  -

  على كتاب واحد في الإحصاء. القارئما هو احتمال حصول  -

  ؟القارئ ما هو العدد المتوقع لكتب الإحصاء التي يحصل عليها  -

  ):63التمرين (

تحتوي إحدى المكتبات على ألف كتاب من ضمنها ستمئة كتاب في الإحصاء. قام أحد القراء 

على ثلاثة كتب  القارئباختيار خمسة كتب من هذه المكتبة بشكل عشوائي. أوجد احتمال حصول 

  في الإحصاء مستخدمًا التوزيع فوق الهندسي.

  ):37التمرين (

. ولغرض وضع خطة للتغلب 0.3شركات الطيران يساوي  احتمال أن يتأخر إقلاع الرحلة لإحدى

على مشكلة التأخر، قام منسق الرحلات بمتابعة عملية إقلاع رحلات هذه الشركة، وقرر متابعة 

ورصد عدد الرحلات التي ينتج عنها أول خمس عمليات إقلاع متأخرة. لنفرض أن المتغير 
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  خمس عمليات إقلاع متأخرة. يمثل عدد الرحلات التي ينتج عنها أول Xالعشوائي 

  .Xأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 ما هو العدد المتوقع للرحلات التي ينتج عنها أول خمس عمليات إقلاع متأخرة. -

 .Xأوجد تباين للمتغير العشوائي  -

ة للمرة ما هو احتمال أن تكون الرحلة العاشرة هي الرحلة التي حدث لها عملية إقلاع متأخر  -

 الخامسة.

  ):38التمرين (

في التمرين السابق، لنفرض أن المنسق قد قرر متابعة ورصد عدد الرحلات التي ينتج عنها أول 

يمثل عدد الرحلات التي ينتج عنها أول  Xعملية إقلاع متأخرة. ولنفرض أن المتغير العشوائي 

  عملية إقلاع متأخرة.

  .Xأوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

 ما هو العدد المتوقع للرحلات التي ينتج عنها أول عملية إقلاع متأخرة. -

 .Xأوجد تباين للمتغير العشوائي  -

 ما هو احتمال أن تكون الرحلة العاشرة هي الرحلة التي حدث لها أول عملية إقلاع متأخرة. -

  ):39التمرين (

%. ولغرض إجراء بعض  55ناث من المرضى الذين يراجعون إحدى المستشفيات تبلغ نسبة الإ

الدراسات الطبية حول هؤلاء المرضى قام أحد الباحثين باختيار عينة عشوائية مكونة من ستين 

يمثل عدد الإناث في العينة. أوجد الاحتمالات  X). وليكن المتغير العشوائي n=60مريضًا (

  تالية باستخدام توزيع ذات الحدين.ال

)3525((أ)  ≤≤ XP (ب)   ،)10( ≤XP (ج)    ،)50( ≥XP.  

  ):40التمرين (

يقوم أحد المعاهد التقنية بتقديم دوراته التدريبة الشهرية في خمسة برامج هي: (سكرتارية، إدخال 

رقمي، شبكات). وفي أحد الأشهر تم توزيع المتدربين على البرامج بيانات، تقنية معلومات، تصميم 

). قام %15 %،  10%،  25%،  20%،  30الخمسة حسب النسب التالية على التوالي:(

متدربين بشكل عشوائي خلال ذلك الشهر لتقديم  10المشرف على المعهد باختيار عينة مكونة من 
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  . أوجد ما يلي:منحة مجانية لهم كنوع من الدعاية للمعهد

احتمال أن العينة تحوي ثلاثة متدربين في السكرتارية وثلاثة متدربين في إدخال البيانات  -

ومتدربين اثنين في تقنية المعلومات ومتدرب واحد في التصميم الرقمي ومتدرب واحد في شبكات 

  الحاسب.

  احتمال أن العينة تحوي متدربين اثنين من كل برنامج. -

  توقع للمتدربين في برنامج تقنية المعلومات في العينة.العدد الم -

 
 
 

  

  

  



 
        

        

���������������� 



 ...............................................................................................خاتمة

 

121 
 

في نهاية هذه المطبوعة البيداغوجية يجدر التوضيح الى اهمية دراسة علم الاحتمالات، 

الاحتمالات موجود في حياتنا اليومية، فأغلب هذه الحوادث لا تعرف نتيجتها بشكل  لكون

ي ففمحسومة، ولكن من الممكن توقع المرجح حدوثها من خلال المعطيات والظروف الموجودة، 

من خلال التنبؤ بالطلب والتنبؤ بالإنتاج، من خلال تتجلى الاحتمالات  التجارية اليوميةالأعمال 

تتجلى  التنبؤ بالطقس، وفي مجال رجح احتمالية الطلب عليها أكثر من غيرهايعرض البائع لسلع 

يعتمد بمجمله على توقعات  الذي في سوق الأسهم، و حالة الطقستوقع من خلال الاحتمالات 

فعند تطبيق علاج معين يعتمد على  في المجالات الطبية واختبار العقاقير، وأيضا مستقبلية

  ا.الاحتمالية أيض

يدرس في مختلف المعاهد والجامعات، وبسبب أهميته والحاجة كان ولا يزال علم الاحتمالات 

، في محاولـة بـين أيـدي طلبتنـا ه المطبوعةقبل طلبتنا الأعزاء، لذا قمـت بوضـع هـذ الماسة إليه من

الموضوع من بعض المصادر المهمة، حيث تناولت أمثلة كثيرة في كل فـصل هذا  ثراءمنـي لإ

 كما وضعت في نهاية كل فصل عدد لتعزيـز وتوضـيح مـا ورد من تعاريف أو قوانين أو نظريات.

هذه  للمساعدة في التدريب على المواضيع ولتحسين قدرة القارئ على فهم من التمارين وذلـك

   .المادة
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