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Albsgtract

In this work, we have dealt with the analysis of fractional
order chaotic systems, we have seen a description of the main
characteristics of fractional chaotic systems and present the
basic concepts on fractional systems, followed by examples of
fractional chaotic systems, afterwards we are interested in the
study of chaotic dynamic sentences such as the search for
fixed points and points of stability by finding values for the
Lyapunov of the sentence.

On the other hand, the dynamic analysis of these sentences
was based on the diagrams and the Lyapunov values or on the
maximum value of the Lyapunov values for the dynamic
sentence, finally check the results using numerical simulation
through Matlab are used for confirmed the results obtained in
this memoir.



Regume

Dans ce travail, nous avons traité I'analyse de systéeme
chaotique d'ordre fractionnaire, nous avons vu une
description des principales caractéristiques des systemes
chaotiques fractionnaire et présentons les concept de base
sur les systemes fractionnaire ,suivie a des exemples des
systemes chaotiques fractionnaire, aprés nous intéressons a
I'étude des phrases dynamiques chaotiques telles que la
recherche des points fixes et de points de stabilité en
trouvant des valeurs pour le Lyapunov de la phrase.

D'autre part, I'analyse dynamique de ces phrases était
basée sur les diagrammes et les valeurs de Lyapunov ou
sur la valeur maximale des valeurs de Lyapunov pour la
phrase dynamique, enfin vérifiez les résultats en utilisant
une simulation numérique via Matlab sont utilisées pour
confirme les résultats obtenus dans ce memoire.
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Introduction générale

Une grande partie des systémes dynamiques non linéaires sont des sys-
témes chaotiques qui sont sensibles aux conditions initiales. Cette sensibilité
est parmi les idées de base du chaos et la signature la plus visible de son com-
portement. Ce phénomeéne est ancien mais a été mis en évidence par Lorenz
en utilisant 'effet papillon. Le terme "chaos" définit un état particulier d’un
systéme dont le comportement ne serépéte jamais qui est trés sensible aux
conditions initiales et imprédictible & long terme. La théorie du Chaos a vu
le jour dans les travaux d’Henri Poincaré a la fin du XIXe siécle et c’est dans
les années soixante qu’elle fut redécouverte apres la publication d’un article
qui allait révolutionner le monde des sciences. Le chaos est devenu un champ
d’exploration de la science.

Le chaos entant que phénomeéne non linéaire important a été étudié en
sciences en mathématiques en ingénierie et dans du nombreuses autres dis-
ciplines. Les origines du calcul fractionnaire remontent & la fin du 17éme
siecle, 1'époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul
différentiel et intégral, mais ce n‘est que lors des quatre derniéres décennies
que le calcul fractionnaire a connu le plus d‘intérét et les applications des
dérivées fractionnaires se sont le plus diversifiées.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique datant de plus de 300
ans. Il a été introduit le 30 septembre 1695, ce jour-la, Gottfried Wilhelm
Leibniz a écrit une lettre a Guillaume Francois Antoine, marquis de L’Ho-
pital, évoquant la possibilité de généraliser le sens des dérivées, de dérivée
d’ordre entier & dérivée d’ordre non entier. De I’Hopital voulait connaitre le
résultat pour la dérivée d’ordre n = 1/2. Leibniz a répondu «un jour, des
conséquences utiles seront tirées» et, en fait, sa vision est devenue réalité.

Récemment, I’étude des systémes différentiels d’ordre fractionnaire est de-
venue un domaine de recherche actif. Beaucoup de chercheurs ont remarqué
que plusieurs systémes fractionnaires non linéaires peuvent générer des com-
portements chaotiques. Par exemple le circuit de Chua d’ordre fractionnaire,
le systeme fractionnaire de Lorenz, le systéme de Chen d’ordre fractionnaire,
le systeme de Rossler d’ordre fractionnaire.

Ce traivail de mémoire consiste sur I’analyse des systémes chaotique frac-
tionnaire :

Le premier chapitre nous avons introduit les définitions sur les sys-
témes chaotique et leur proprités fondamentales et les systémes fractionnaire.



Le deuxiéme chapitre est contient quelques exemples des systémes
chaotiques fractionnaire

Dans le troisiéme chapitre nous contrerons d’analyse d’un nouveau
systéme chaotique fractionnaire.



Chapitre 1

Généralités sur les systémes
dynamiques chaotique

1.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré a I’étude des systémes dynamique chaotiques,
Aprés un rapelle et des généralités sur les systémes dynamiques la théorie du
chaos sera introduite avec un bref historique, tout en étalant cette étude sur
les proprietés fondamentales des systéme chaotique : espace des phases, point
d’équilibres, les exposants des lyapunov, diagramme de bifurcation et section
de poincaré et leur influences sur le comportement chaotique des systémes
dynamique.

1.2 Systémes Dynamiques

Les systémes dynamiques représentent des phénomeénes qui évoluent dans
l’espace et/ou de temps. Ils sont développés et spécialisés au cours du dix-
neuvieme siécle. Ces systémes viennent de Biologies, Physique, Chimie, ou
méme des sciences sociales, le systéme dynamique est le sujet qui fournit
des outils mathématiques pour son analyse. Les systémes dynamiques sont
classés en deux catégories :

— Systéme dynamique & temps discret.

— Systéme dynamique & temps continu.
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1.2.1 Systémes dynamiques continus

Un systeme dynamique dans un temps continu est représenté par un sys-
téme d’équations différentielles de la forme :

iy = k(x.t.p) avec © € Rt p € R” (1.1)

o k:R"™x Rt — R" désigne la dynamique du systéme
Exemple 1.2.1 (le systéme de Rossler)

C’est un systeme de 3 équations différentielles non linéaires. Ces équations
différentielles définissent un systéme dynamique continu et tridimensionnel
qui présente des caractéristiques chaotiques.

Les équations de ce systéme sont :

dr __
A

d
) T =r+ay (1.2)
T =b+z2(x—c)

Ou z,y et z sont les variables d’état du systéme a,b et ¢ sont des para-
metres réels. Les parametres et les conditions initiales de I’équation (1.2) ont
été choisis de la maniere suivante : a = 0.2, b = 0.2, et ¢ = 5.7, avec

<x0a Yo, ZO) = (37 27 _2)

Ce systéme est autonome car I’équation (1.2) n’a pas de dépendance ex-
plicite par rapport au temps t.

Fig. 1.1 —Illustration d’une trajectoire particuliere du systéme de Rossler
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1.2.2 Systémes dynamiques discrets

Si un systéme prends ses valeurs uniquement & des instant régulierement
distribués, celui-ci est dit systéme en temps discret ou tout simplement sys-
téme discret. Sa représentation mathématique est donnée par le systéme
d’équations suivante :

{ z(k+1) = f(x(k)) (1.3)

avec k est l'instant discret, ko est l'instant discret initial et x(0) est le
vecteur des états initiaux.

Exemple 1.2.2 (L’application de Hénon)

L’application de Hénon est définit par :

— 1 — az?
{ xkﬂykﬁkibxk i 4 beR (1.4)

Dans les deux types de systémes dynamiques que nous venons de voir
jusqu’a maintenant, ’évolution de I’état dépend seulement de 1’état actuel
(cas continu) ou du cas précédent (cas discret). Il existe toutefois des cas
de systéme ou ’évolution d’un état dépend aussi de son passé. Ces systémes
sont dits a retards.

1.3 Espace de Phase

Notre premiére approche du chaos nous a fait réaliser la difficulté de trou-
ver des solutions exactes ou meme approchées a des équations non linéaires
et ceci nous amene a la recherche d’une représentation qui nous permettrait
d’accéder plus simplement & des solutions qualiatives. C’est ce qui présente
I’espace des phases.

C’est une espace abstrait contenant sous forme géométrique une infor-
mation concrete, les variables qui sont a la base de la construction de cet
espace sont des grandeurs réelles et a chaque point correspond une situation
physique bien déteminée. L’espace doit contenir toute I'information sur la
dynamique du systéme étudié.
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Fig. 1.2 —Un espace des phases en trois dimensions(trois variables)

1.4 La Section de Poincaré

Elle est un outil tres fréequemment utilisé pour étudier les systémes dy-
namiques et notamment les trajectoires périodiques. Faire une section de
Poincaré revient a couper la trajectoire dans ’espace des phases, afin d’étu-
dier les intersections de cette trajectoire (en dimension trois, par exemple),
avec un plan. On passe alors d’un systéme dynamique & temps continu & un
systéme dynamique a temps discret. Les mathématiciens ont bien stir démon-
tré que les propriétés du systéme sont conservées apres la réalisation d’une
section de Poincaré judicieusement choisie. Par le biais de cette méthode, la
dimension d du probléme initial sous forme de systéme différentiel est réduite
d‘une unité avec l‘application en dimension d — 1.

Exemple 1.4.1 La section de Poincaré la plus naive est de couper la trajec-
toire dans l’espace des phases par un plan (en dimension trois) ou par une
droite (en dimension deux).
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Remarque 1.4.1 L’ensemble des points d’intersections, situés sur la surface
représente la section de Poincaré. Dans un espace euclidien, le plan de la
section doit étre choisi de maniére a garantir l‘existence d‘intersections avec
la tragectoire I' et de telle sorte que celle-ci le traverse alternativement dans
un sens puis dans l’autre.
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1.5 Théoréme de Bifurcation

Un systeme est dit structurellement stable sur une portion de ’espace de
parameétres si une petite perturbation du systéme ne modifie pas son com-
portement global sur cette portion. A la valeur particuliére du paramétre ou
la solution change subitement de nature, le systéme est dit structurellement
instable ce qui autorise un brusque changement au niveau de la nature de la
solution. Ce phénoméne est appelé bifurcation et les points ou il se produit
sont les points de bifurcation.

1.5.1 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement
I’ensemble des solutions possibles d'un systéme en fonction des variations de
I’'un de ses paramétres. Il permet de repérer les valeurs particuliéres du para-
meétre qui induisent des bifurcations. C’est un diagramme qui porte les valeurs
du parametre en abscisse et les valeurs particuliéres d’une des variables d’état
en ordonnée lorsque le régime permanent est atteint.

1.6 Historique du Chaos

Henri Poincaré fut I'un des premiers & entrevoir la théorie du chaos. 11
découvrit la notion des sensibilité aux conditions initiales a travers le pro-
bléme d’interactions de trois corps célestes, et a écrit«Une cause tres petite,
qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas
ne pas voir et alors nous disons que cet effet est dii au hasard>».

Plus tard,en1961, Edward Lorenz, météorologue et professeur de mathé-
matique au MIT observa par hasard le phénomeéne qui s’appellera plus tard
la théorie du chaos ou le chaos déterministe, & la suite des calculs visantapré
voir les phénoménes météorologiques. Ces prévisions nécessitaient un grand
nombre de calculs d’équations différentielles complexes a trés grand nombre
de variables impossibles a faire & la main, il a utilisé alors un ordinateur,
son Royal Mcbee LGP-300 qui est entrée dans I'histoire de la théorie du
chaos, et qui a fait de Lorenz le peéreofficiel de cette théorie puis que les
calculs des systémes chaotiques régissant ces phénomeénes étaient difficiles
a comprendre et a simuler sans ordinateur. Aprés plusieurs heures de cal-
culs, Lorenz avait obtenu une série de résultats et a décidé de repasser une
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deuxiéme fois ces résultats dans l'ordinateur pour s’en assurer. Pour gagner
du temps, il avait entrer les variables avec trois chiffres apres la virgule, au
lieu de six, il pensait qu’une faible variation dans les variables & la base d’un
calcul aurait une incidence du méme ordre de grandeur sur le résultat final
mais a sa grande surprise, les résultats étaient totalement différents de la
premiere série. Il venait de découvrir le comportement chaotique d’un signal
non linéaire, soit, d’infimes différences des conditions initiales d’unsystéme
déterministe entraineraient des résultats complétement différents. Ce phéno-
méne, qui traduit cette sensibilité aux conditions initiales, est connu sous
le nom d’effet papillon :«Le simple battement d’aile de papillon au Brésil
pourrait déclencher une tornade au Texas».

1.7 Theorie de Chaos

En tant que notion mathématique, le terme chaos a été utilisé pour la
premiére fois en 1975 par Li & Yorke dans leur article, mais avant méme
qu’elle n’ait été observée que des fonctions trés simples peuvent donner lieu a
des dynamiques trés compliquées. Un de la pierre angulaire du développement
de la dynamique chaotique est I'article de 1964 «Coexistence des cycles d'une
cartographie continue de la ligne en elle-méme » (en russe) par Sarkovskii.
Au cours des années soixante-dix et quatre-vingt, I'intérét pour la dynamique
chaotique a explosé et diverses tentatives ont été faites pour donner & la
notion de chaos une précision mathématique sens. Les travaux remarquables
dans ce contexte sont le livre de 1980 «Iterated Maps on the Interval as
Dynamical Systems » de Collet & Eckmann, le livre de 1989 « Dy- namics
of One-Dimension Mappings » (en russe) par Sarkovskii, Kolyada, Sivak &
Fedorenko et les Notes de cours de 1992 «Dynamics in One Dimension» de
Block & Coppel. Tandis que jusqu’a la dans les années quatre-vingt, le sujet
de la dynamique chaotique se limitait principalement a publications axées
sur la recherche, le livre de 1986 «An Introduction to Chaotic Dynamical
Systems » de Devaney a marqué le point ou le chaos (en tant que notion
mathématique) est devenu populaire et a commencé a entrer dans les manuels
universitaires tels que «A First Course in Discrete Dynamical Systems » par
Holmgren (1994) ou « Discrete Chaos » par Elaydi (1999).

Chaos dans le sens de Devaney

Devaney proposa la définition suivante du chaos : un systéme dynamique
est chaotique si et seulement si :
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— il est topologiquement transitif.

— il posséde un ensemble dense d’orbites périodiques.

— il présente le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales.

La transitivité signifie simplement que si I'on considére deux voisinages
quelconques de deux états distincts d‘un systéme dynamique, il existe une
trajectoire qui passe de l'un a l'autre.

Notons que les deux premiéres hypothéses impliquent la troisiéme sans
que la réciproque soit vraie.

Chaos dans le sens de Li-Yorke

Li et Yorke ont introduit la premiére définition mathématique du chaos.
Ils ont établi un critére tres simple "La présence de trois périodes impliquent
le chaos". Ce critére joue un roéle trés important dans 1‘analyse des systémes
dynamiques chaotiques.

1.7.1 Systéme chaotique

Définition 1.7.1 Un systéeme dynamique est appelé un systéme chaotique
sl a au moins un attracteur chaotique.

1.8 Propriétés des Systémes Chaotiques

Il existe un ensemble de propriétés qui résument les caractéristiques obser-
vées dans les systémes chaotiques. Elles sont considérées comme des critéres
mathématiques qui définissent le chaos. Les plus connues sont :

Définition 1.8.1 Soit un ensemble V. L’application f : V — V est dite
chaotique sur 'V si :

1. f posséde une sensibilité aux conditions initiales.

2. f est topologiquement transitive.

3. Les points périodiques sont denses dans V.

Définition 1.8.2 (Devaney,1989). L’application f : J — J posséde une
sensibilité aux conditions initiales s’il existe 6 > 0 tel que, pour un cer-
tain x € J et un certain voisinage V- C J de x, il existe y € V tel que :

If @) = fm Wl >0

Définition 1.8.3 f : V — V est dite topologiquement transitive si pour
nimporte quelles paires d’ensembles ouverts U, J C V' il existe un nombre
entier k > 0 tel que : f ¥ (U)NJ #0
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Définition 1.8.4 Un sous-ensemble U de V est dense dansV si : U =V

Définition 1.8.5 Un systéme dynamique a une dépendance sensible aux va-
leurs initiales si, quand on considére 2 valeurs initiales x (0) et y (0) qui sont
proches l'une de lautre, alors x (k) et y (k) peuwvent étre éloinyés 'une de
lautre, i.e., pour chaque € > 0, tel que : |x (0) —y (0)| < € alors

limsup |z (k) —y (k)| > €

®1, %2, and x3

Fig. 1.5 —L’évolution des trajectoires du sytéme (1.2) pour :
(20;40; 20) = (1.5, -2, 1).
1.8.1 Non périodicité

Un systéme présentant un comportement chaotique évolue dans une orbite
qui ne se répete jamais sur elleeméme. C’est & dire, les orbites ne sont jamais
périodiques.

1.8.2 Determinisme

Le déterminisme signifie que le systéme est non aléatoire et ne posséde
aucun parameétre ou entrée stochastique. Cette propriété est propre a tous les
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systémes dont 1’évolution est définie par un ensemble d’équations diftéren-
tielles ou d’équations aux différences. Dans les phénomeénes aléatoires, il est
absolument impossible de prévoir la trajectoire d’'une quelconque particule.

A DPopposé, et bien quils paraissent, & premiére vue, aléatoires, les sys-
témes dynamiques chaotiques sont régis par certaines équations rendant compte
du phénomene, mais dont les solutions sont sensibles aux conditions initiales.
Le comportement irrégulier observé dans les systémes chaotiques est da a la
non linéarité intrinseque du systéme plutot qu’au bruit.

1.8.3 Spectre a large bande

Le spectre de Fourier d’un signal chaotique est un spectre a large bande,
analogue & celui d’un bruit blanc. La figure (1.6) présente le spectre de la
fonction logistique évoluant en régime chaotique.

10’ T T T T T T T T T

Spectre de x(db)

i | i i i i
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Frequence nomalisée

. 5 5
10 | | |
0

Fig. 1.6 —Spectre de fréquence de ’état x de la fonction logistique chaotique.

1.8.4 L’attracteur étrange

Les trajectoires d’un systéme dynamique chaotique sont attirées vers un
attracteur dit étrange. Ce dernier est caractérisé par :

a) un volume nul.

b) une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement
proches.

10
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c) une dimension souvent fractale (non entiere).
La naissance d’un attracteur étrange est liée a I'existence de deux pro-
cessus, 4 Savoir :
— L’étirement, responsable de 'instabilité et de la sensibilité aux condi-
tions initiales.
— Le repliement, responsable du coté étrange et fractal de I'attracteur.

1.8.5 Examples des systémes chaotiques

Considérons deux exemples de systémes chaotiques :

— Le systeme chaotique continu de Lorenz.

— Le systeme chaotique discret de Fold.

Le systéme de Lorenz est un systéme tridimensionnel présentant un com-
portement chaotique. Il doit son nom au chercheur et météorologue Edouard
Lorenz. Le systéme de Lorenz est décrit par les équations suivantes.

Ty = o(22(t) — 21(t))
= z1(t)(p — 23(t)) — 22(t) (1.5)
3f3 z1(t)z2(t) — Bas(t)

ou r = (x1, T, ZL’3)T € R? est le vecteur d’état du systéme et o, p, 3 sont
les parametres du systéme.

Pour les valeurs des paramétres o = 10, p = 28 et § = % le systéme de
Lorenz présente un comportement chaotique. La figure 1.7 illustre I’attracteur
chaotique étrange obtenu en plan de phase des états x; et x3 en considérant
les conditions initiales (z1(0), 22(0),z3(0)) = (0.1,0.1,0.1).

X,(1)

0 5
x,(t)

11
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Fig. 1.7 —Attracteur chaotique étrange de Lorenz obtenu pour : ¢ = 10,
p= 28 et 5 = g ,(,Il(O),.'IT2(O),£C3(O)) = (01701701)

Le systéme de Fold est un systémes discret. Il est défini par les deux
équations suivantes :

{ z1(k + 1) = az1(k) + z2(k) (1.6)
zo(k+1)=23(k)+b '
ou [11 xz]T € R? est le vecteur d’état et a,b sont deux paramétres

constants.

Le systéme discret de Fold donné par (1.6) présente une évolution chao-
tique pour les valeurs a = —0.1 et b = —1.7. L’attracteur étrange obtenu en
plan de phase des états zjet x5 et pour les valeurs initiales (z1,x2) = (0,0)
est représenté dans la figure 1.8.

2 ! ! ! . ! !

Fig. 1.8 — Attracteur chaotique de Fold pour : a = —0.1 et b = —1.7,
(371, xZ) = (Oa O)

1.8.6 Bornitude des solutions

Toutes les solutions des systémes chaotiques sont des solutions globale-
ment bornées.

12
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En effet, la trajectoire du systéme chaotique que I'onobserve dans ’espace
des phases reste confinée dans une région bien définie(attracteur étrange),
aprés une période transitoire de durée variable.

On peut qualifier les systemes chaotiques de stables si leurs conditions
initiales sont prises dans le bassin d’attraction, c’est & dire que les trajectoires
ne divergent pas vers l'infini mais convergent sur 'attracteur étrange.

Dans I’étude des systémes non linéaires les cas suivants se présentent :

— Stabilité asymptotique : les trajectoires convergent vers un point fixe.

— Limite de stabilité(réponse oscillatoire sinusoidale) : les trajectoires

convergent vers un cycle limite.

— Limite de stabilité(réponse bornée) : les trajectoires convergent vers un

attracteur étrange.

1.9 Dérivée D’ordre Fractionnaire

1.9.1 Définition de Riemann-Liouville

La dérivée d‘ordre fractionnaire o > 0 d‘une fonction f(t) dite de Riemann-
Liouville est donnée par :

1 dr

rDy f(t) = T(n —a) di" /(t — )" f(r)dr (1.7)

to

Ou le nombre entier n est tel que (n — 1) < a < n.

1.9.2 Définition de Caputo

Les problémes appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en
rhéologie ont poussé plusieurs auteurs y-compris Caputo a rendre compte que
la définition de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville doit
étre révisée malgré le role important qu’elle a jouée dans le développement
du calcul fractionnaire.

A la fin des années 60, dans le cadre de ces travaux Caputo a introduit
une autre définition de la dérivation fractionnaire.

13
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L‘expression mathématique de cette définition est :
¢

/(t — T)"_O‘_lf(”)(T)dT (1.8)

to

1

cDy f(t) = T(n—a)

ol n est un entier tel que (n — 1) < a < n et fM(¢) étant la dérivée
d’ordre entier n de la fonction f(t).

1.9.3 Définition de Griinwald-Leitnikov

La définition proposée par Griinwald est plus adéquate pour le calcul
numérique de la dérivation fractionnaire.

En effet, partant de la dérivée premiere et avec une période d’échantillon-
nage h :

le(t) _ }llli%f(t) — i(t B h) (19)
La dérivée seconde donne :
(0 = i (L= 1)+ 2= 20) )

Le premier niveau de la généralisation a un ordre entier n est donné par :

Do) = fimae S (0 () se-am)

n étant un nombre entier, la notation ( i )represente la combinaison de

J €élément parmi n dont l‘expression est donnée par :

n n!
i) = (1.
< > Jin —j)! 112)

Pour des valeurs fractionnaires o € R, 1‘équation (1.11) peut étre écrite
comme l‘extension :

D £(t) = lim - fj (Cor(9)se-im)
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La notation < (; )désigne le binome de Newton généralisé a des ordres

( “ ) __Tla+D (1.14)

J JN(a—j+1)

réels :

[16]

1.10 Fonctions Spécifiques Pour La Dériva-
tion Fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Mittag-
Leffler, qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent
un role tres important dans la théorie du calcul fractionnaire.[11]

1.10.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler I'(z). La fonction Gamma I'(z) est définie par l'intégrale suivante :

= / e ' tdt (1.15)
0

avec I'(1) = 1, I'(0) = +o0, I'(2) est une fonction monotone et strictement
décroissante pour 0 < z < 1. Une propriété importante de la fonction Gamma
['(z) est la relation de récurrence suivante :

I'(z4+1)=2I(2) (1.16)

q’en peut démontrer par une intégration par parties :
(z4+1) / TRt = [—e ) + 2 / T ldt = 2T (2) (1.17)
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car :

'n+1)=n!Vne N (1.18)

15
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1.10.2 La fonction Mittag-LefHer

La fonction exponentielle e* joue un role trés important dans la théorie
des équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction
exponentielle & un seul parameétre a été introduite par G.M. Mittag-Lefler
et désignée par la fonction suivante :

1.1
ZF (ak + 1) (1.19)

k=0

La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres joue également un role
trés important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniére a été
introduite par Agarwal et elle est définie par le développement en série sui-

vant :
o0

Z ak+5 (a>0, 3>0) (1.20)

k=0

Pour § = 1, on retrouve la relation (1.19).
A partir de la relation (1.20) on montre que :

Bii(2) =) ——— NG Z (1.21)

k=0 k=0

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-
Leffler joue le méme roéle que la fonction exponentielle.

1.11 Fonction de Lyapunov
Définition 1.11.1 (Fonction définie positive)[23]

Une fonction scalaire V(x) continuement difféérentiable (par rapport a
x) est dite définie positive dans une région autour de l’origine si :

1. V(0) =0

2. V(z) > 0; Vo € Q— {0}

Si (2) est remplacé par V(x) > 0 alors, la fonction est dite définie semi-

positive.

Définition 1.11.2 (Fonction quadratique définie positive)

16
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La fonction quadratique V(x) = 27 Qx, ot Quxn est une matrice réelle
symétrique, est dite définie positive si toute les valeurs propres de la matrice
Qnxn sont strictement positives. Les fonctions quadratiques sont souvent uti-
lisées dans l'analyse des systémes dynamiques (fonction de Lyapunov). No-
tamment : l’énergie cinétique, I’énergie potentielle élastique ou de gravité et
l’énergie totale sont des fonctions quadratiques de l’état pour les systémes
mécaniques.

1.12 Stabilité au sens de Lyapunov en temps
continu

Considérons une classe des systémes non linéaires décrit par le systéme

dynamique :[9] O felonn
#(t) = f(z(t),1
{ i) = o (1.22)

Théoréme 1.12.1 Le point d’équilibre x* du systéme(1.22) est stable s’il
existe une fonction V(x) : D — R continuellement différentiable ayant les
propriétés suivantes :

i) D est un ouvert de R"et = € D.

ii) V(z) =0et V(z) > V(z*); Vo # x* dans D.

iii) V'(z) < 0;Va # 2* dans D.

— Si de plus pour z; V(a:) < 0; Vx # & dansD, alors x est asymptotique-
ment stable au sens de Lyapunov

— Si on suppose encore que V tend vers l'infini lorsque z € R"™ tend
vers l'infini (en norme), alors toutes les trajectoires, méme celles qui
démarrent loin de x , tendent vers x (on dit que z est globalement
asymptotiquement stable).

Remarque 1.12.1 Il n’ya aucune méthode pour trouver une fonction de
Lyapunov.

17
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Etat stable Flot | Dimension de Lyapunov Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre | point 0 An S 520

Périodique cercle 1 Ar=0 A,<..<1.<0
Période d’ordre 2 | tore 2 AM=A2=0 A,<.<1:<0
Période d’ordre & | &k —tore k A=Ay =.=1;,=0 A,<.. <A =

Chaotique O Non entier A1 >0 Z=1 A <0
Hyperchaotique O Non entier A >0.,42>0 Z=1 A <0

1.12.1 Les exposants de Lyapunov

C’est une mesure quantitative qui a été développée par Alexander Lya-
punov. Cette derniére sert a calculer le taux de divergence entre 1’évolution
de trajectoires issues des conditions initiales proches.

Généralement, on peut distinguer trois cas des orbites suivant le signe de
I’exposant de Lyapunov :

1. Si A < 0, l'orbite est attractive vers un point fixe ou une orbite pério-
dique stable, il caractérise les systémes dissipatifs. Ce type de systéme
exhibe une stabilité asymptotique, plus 'exposant est négatif, plus la
stabilité est grande. Les points fixes et les points périodiques super-
stables ont un exposant de Lyapunov A qui tend vers —oo.

2. Si A =0, lorbite est un point fixe neutre. Un systéme physique avec un
tel exposant est dit conservatif. Dans cette situation, les orbites gardent
une séparation constante.

3. Si A > 0, lorbite est instable et chaotique. On peut resumer les diffé-
rents cas dans le tableau suivant :

Exemple 1.12.1 Soit le systéme de Lorenz :

&= a(y — )
y=cr—y—uxz (1.23)
z=—bz+2xy

pour ¢ compris entre 0 et 1, on vérifie que l'origine est un point fixe
globalement stable. Sa stabilité globale est étudiée a I’aide d’une fonction de
Lyapunov qu’il faut déterminer intuitivement.

18
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On vérifie que la fonction suivante convient :

22 + a(y? + 2?)
2

On a V(0,0,0) =0 et V(z,y,2) > 0 pour (z,y, 2) # (0,0,0)

V(z,y,z) =

av
= = (y — z) a+ay (cx — y — x2)+az—bztzy = —a(2®+y* — (c+ 1) zy + b2?)
Comme 2% > 0 et 2° +y> — (c+ 1) zy > 0 pour ¢ compris entre 0 et 1,
alors on a £ < 0 pour (z,y,z) # (0,0,0).
Par suite le point fixe (0,0,0) est globalement asymptotiquement stable
au sens de Lyapunov.

Définition 1.12.1 Méthode Indirecte de Lyapunov :

Par un changement de coordonnées, le point fixe de (1.23) se raméne a
Vorigine (f(0) = 0) et le développement de f en série de Taylor autour de
x = 0 donne :

f(x)=Df(0)x + %D2f(0)(x,x) + %D?’f 0) (z,z,2) + ...

La méthode indirecte de Lyapunov, pour étudier la stabilité autour d’un
point d’équilibre a, consiste a étudier le systéme linéaire
T = Ax

dhdh di
dxq dro """ dxn
avec A = Df(0) = .. la matrice jacobienne de f en 0.
A dfn dfn
dxq dro """ dxn

Qui s’appelle la linéarité du systéme (1.23) au point d’équilibre 0.

Si A posseéde n valeurs propres distinctes i avec i = 1,2, ..., n( les valeurs
propres de Asont appelées exposants caractéristiques de ’équilibre 0) alors
la solution de (1.23) est :

n

T = g cz-e’\itvi

=1

v; le vecteur propre associé a \; D’ou le théoréeme suivant :

Théoréme 1.12.2 Considérons le systéme (1.26)avec r valeurs propres dis-
tinctes Ay, g, A3 et a = 0 point d’équilibre
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— S'il existe j € {1,...,7} telle que Re(\;) > 0, alors 0 est instable.
— Si Re(A;) < 0, pour tout j € {1,...,r}, alors 0 est asymptotiquement
stable.

— Si Re()\;) <0, pour tout j € {1,...,r} et toutes les valeurs propres de
partie réelle null sont simples, alors 0 est stable.

Exemple 1.12.2 Soit le systéme :

T=vy>—u
y=1a%—2y—xz (1.24)
Z=—z4+2Y

L’origine 0 est un point fixe. Son linéarisé est :

i -1 0 0 x
g l=1 0 =2 o y (1.25)
; 0 0 -1 z

Les valeurs propres de Df(0) sont A\; = —1, As = —2, A3 = —1 toutes
négatives d’ou I’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

1.12.2 Stabilité des systémes fractionnaires
Stabilité des systémes fractionnaires linéaires

Soit le systéme fractionnaire linéaire suivant

thOtixi (t) :Zaijxj (t)7zz 1,2,...,”- (126)
7=1

d’owz est un nombre rationnel entre 0 et 1 et D} est la dérivée fraction-
naire de Caputo d’ordre 7, pour i = 1,2, ..., n. Soit M est le multiple commun
des dénominateurs de 1.

Théoréme 1.12.3 Sia; = as = ... = o, = « alors le systeme (1.29) est
asymptotiquement stable si |arg (spec (A))| > aF

Théoréme 1.12.4 Si «; sont différents nombres rationnels, alors le sys-

teme (1.29) est asymptotiquementstable si toutes les racines \ de l'équa-
tion det <dz'a,g ()\MD‘I WMoz )\M”) — A) = 0 ;satisfont |arg (\)| > 7 avec
A= (ay)

i<1j<n’
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Stabilité des systémes fractionnaires non linéaires

Maintenant, considérons un systéme fractionnaire non linéaire donné par :

D, (t) = fi (X (£)) ;i =1,2,..,n. (1.27)

d’ou f; R™ — R dérivées partielles secondes continues dans une boule cen-
trée sur un point d’équilibre x* = (x1, 23, ..., ;) C’est dire f; (x* = (1,29, ..., x,)) =
0; alors nous avons les résultats suivants :

Théoréme 1.12.5 Si a1 = oy = ... = «a,, = «; alors le point d’équilibre
x* du systéme (1.27) est asymptotiquement stable ssi; |arg (spec(J |.+))| >
afd’ou J est la matrice jacobienne du systéme (1.27).

Théoréme 1.12.6 Si «; sont différents nombres rationnels, alors le point
d’équilibre x* du systéme (1.30) est asymptotiquement stable si toutes les ra-

cines A de ’équation de det (diag <)\M“1 WMoz )\Ma2> — A) = 0; satisfont
larg (A)| > 537

1.13 Bifurcations dans Les Systémes Fraction-
naires

Dans cette partie on s’intéresse au systéme fractionnaire avec parametre
de controle de la forme suivante :[21]

D= f(x,u); 0<a<l; z€R" peR” (1.28)

Une bifurcation est un changement qualitatif d’une certaine solu-
tion (point d’équilibre ou cycle limite) du systéme (1.28) lorsqu’on modifié
le parameétre de controle, c’est a dire la dileur critique p, (appeler valeur
de bifurcation) pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde un
érente.

Exemple 1.13.1 Considérons [’équation fractionnaire scalaire suivante :

Dy =y —a2° (1.29)
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Nous allons étudier cette équation selon le parametre de controle p :

— Si u<0 Péquation f(z,u) = 0 n’admet pas le solution alors on n’est
pas des points d’équilibres.

— Si p> 0 on a : deux points d’équilibres v = +,/u. Par conséquent
(1.29) admet deux points d’équilibres :

fla) = =2z avec x = +4/1t alors fla) = —2/p <0
f(a) = —2x avec x = —,/u alors f(a) =+2/pn <0

Par suite les points d’équilibres :

a = +,/u est stable.
a = —./1 est instable.

— Si =0 il ya un seule point d’équilibre a = 0 est semi stable.

1.13.1 Bifurcation fourche

La bifurcation fourche aura lieu lorsque le paramétre de controle u prend
une valeur critique p, pour laquelle la matrice jacobienne du systéme pos-
séde une valeur propre \; nulle. Cette bifurcation est caratériser par un
échange de stabilité du point d’équilibre et la naissance de deux autres points
d’équilibres de stabilité diférente du premier point d’équilibre.

Considérons I’équation fractionnaire scalaire suivante :

D%x = px — 2° (1.30)

Dans le cas d’une bifurcation fourche (sous-critique) on a L’équation gé-
nérique est : D% = px + 2.
Dans le cas d’une bifurcation fourche sur-critique on a :

fla,p) = 0 = a(u—2")=0
z=0
& ou
p—1>=0 < 2=y

Si ;1 < 0 on a un seul point d’équilibre a = 0, et si u> 0 on a trois points
d’équilibre qui sont : a = 0, a = —/p1, a = +/p1.
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Nous étudions la stabilité de ces points d’équilibre :
f'(a) = u — 3z% avec x = 0 alors f'(a) = p (1.31)
f'(a) = p— 3z* avec © = +,/1t alors f'(a) = —2p '

— Si p < 0 le seul point d’équilibre a = 0 est stable.
— Si g > 0 le point d’équilibre a = 0 est instable, mais a = +,/u sont
stables.

1.13.2 Bifurcation transcritique

La bifurcation fourche aura lieu lorsque le paramétre de controle p prend
une valeur critique p, pour laquelle la matrice jacobienne du systéme pos-
séde une valeur propre \; nulle. Cette bifurcation est caractérisée par un
échange de stabilité entre les deux points d’équilibres existant (les points
stables deviennent instables, les points instables deviennent stables).

Considérons I’équation fractionnaire scalaire suivante :

D%r = px — 2* (1.32)
On a:
flx,p) = 0 <= z(p—2x)=0 (1.33)
x=0
= ou (1.34)
T =p
Implie
fl(a) =p—2x avec x =0 alorsf'(a) = u
fl(a) = p— 2z avec x = p alors f'(a) = —p
Alors

— Sip <0, le point d’équilibre a = 0 est stable, mais a = u est instable.
— Si p > 0, le point d’équilibre a = 0 est instable, maisa = p est stable.

1.13.3 Bifurcation de Hopf

La bifurcation Hopf aura lieu lorsque le paramétrede controéle p prend une
valeur critique , pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde une
paire de valeurs propres
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A1, Az telles que |arg Ay o] = aF et le type de stabilité de 'équilibre existant
change avec ’apparaition d'un cycle limite.

n

Fig. 1.9 —Un diagramme de bifurcation Hopf.

1.14 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons avoncé un rapelle récapituatif sur les sys-
témes dynamiques, telles que : définitions des systémes dynamique et leur
défférents types et leur propriétés caractéristiques (classifications et compor-
tement) puis nous parlerons sur la théorie du chaos et ces dispositif, Ensuite
nous avons donné quelques rappels sur les dérivés d’ordre fractionnaire et la
stabilité des systémes fractionnaire linéaire et non linéaire.
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Chapitre 2

Exemples des systémes
chaotiques fractionnaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples des systémes chao-
tique fractionnaires.

2.1 Systéme chaotique fractionnaire de dyna-
mos couplé

Le systéme chaotique fractionnaire de dynamos couplé, est donné comme
suit :
Dy = —axy + (z3 + F) 22
DpQJ]g = —Qry + (ZL’3 - 6) T (21)
DpSZBg = T3 — 172

Ce systéme, présente des comportements chaotiques lorsque (pl; p2; p3) =
(0.9,0.93, 0.96) et (o, 5) = (2,1). Les attracteurs chaotiques du systéme de
dynamos couplé sont présentés dans la figure (2.1).
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0 £ 1 5 10
x1[t)

Fig. 2.1 —Attracteur chaotique du systéme (2.1) pour :
(p1;p2;p3) = (0.9,0.93, 0.96) et (o, B) = (2,1).

2.2 Systéme fractionnaire chaotique de Liu

Le systéme fractionnaire a retard de Liu est défini comme suit :

Dx(t) = —ax(t) — ey?(t)
Doy () = by(t) - k(1)=(1) (2.2
Dez(t) = mz(t)y(t) — cz (t)

a=1,b=25c=5e=1,m=>5k=4 avec a = 0.95

La figure (2.2) montre l'attracteur de Liu en trois dimensions x(t),y(t)
et z(t)
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Fig. 2.2 —Attracteur chaotique du systéme (2.1)
pour :a =1,0=25,c=5,e=1,m=5k=4¢et a=0.95.

2.3 Systéme fractionnaire chaotique a retard
de Chen

Le systéme chaotique de Chen a été introduit en 1999 par Chen et Ueta.
Il est défini comme suit :

a=35b=3c=28avec T =0.2 et « =0.98
Les figures ci-apres (figure (2.3), figure (2.4),figure (2.5) ) démontrent le
comportement chaotique du systéme (2.3).
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100 : ; : : !

20 ; | i ; |
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 2.3 —L’évolution au cours du temps des états z du systéme chaotique
fractionnaire a retard de Chen.

15 20 25 30
tis)

Fig. 2.4 —’évolution au cours du temps des états y du systéme chaotique
fractionnaire & retard de Chen.
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40 ) ) ) T )

Fig. 2.5 —L’évolution au cours du temps des états  du systéme chaotique
fractionnaire & retard de Chen.

Fig. 2.6 —Attracteur chaotique d’ordre fractionnaire du systéme de Chen &
retard
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2.4 Systéme fractionnaire chaotique a retard
de Lu

En 2014 Jianeng Tanga a ajouté le terme du retard au systéme fraction-
naire chaotique de Lu, d’ou le systéme est devenu comme suit :

pa(t) = aly(t) — (1))
D?y( ) = ca(t) — x(t)z(t) (2.4)
rz(t) = x(t)y(t) — bz(t)

a=36,0=3,c=28¢et a=0.98
La figure ci-apres (figure (2.7)) démontrent le comportement chaotique

du systéme (2.4).

(
t) —
)y

Fig. 2.7 —Attracteur chaotique de Lu pour : a = 36, b = 3, c = 28 et
a = 0.98
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2.5 Systéme chaotique fractionnaire de Lo-

renz
Dita(t) = o(y(t) — (1))
Diy(t) = x(t)(p — 2(t )) y(t) (2.5)
Dy z(t) = x(t)y(t) — (1)

Les attracteurs fractionnaires commensurables et non commensurables
de Lorenz sont tracés, respectivement, sur les figures (2.8) et (2.9), les pa-
rametres étant fixés aux valeurs suivantes : ¢ = 10, p = 28, § = % et les
conditions initiales sont zo = (0.1 0.1 0.1).

20 . 20

() 0 0

40 -2

Fig. 2.8 —Attracteur fractionnaire de Lorenz d’ordre commenstrable
1] = Qg = (3 = 0.991

80
0

20

10

0
w - 20
wie? X 10
() a0 .

Fig. 2.9 —Attracteur fractionnaire de Lorenz d’ordre commensurable
oy = 0.89, ay = 1.10, ag = 0.99
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2.6 Conclusion

Ce chapitre contient quelques exemples des systémes fractionnaires chao-
tiques dont les attracteurs chaotiques de ces systémes sont représentés dans
des figures obtenu par simulation en matlab.
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Chapitre 3

Analyse d’un systéme
chaotique d’ordre fractionnaire

3.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif principale d’introduire I’analyse et la dyna-
mique d’un systéme fractionnaire tridimensionnel qui posséde des comporte-
ment dynamiques extrémements.

complexes pouvant générer un attracteur chaotiques par analyse théorique
et simulation numérique détaillée. Nous analysons ce systéeme au moyen de
portraits de phase, du spectre des exposants de Lyapunov et du diagramme
de bifurcation du systéme.

3.2 Deéscription du systéme chaotique d’ordre
fractionnaire

Nous considérons le systéme chaotique d’ordre fractionnaire donné par :
Dixy = axy — r913
DqZEQ = —bxz + 2123 (31)
Digs =c— 23+ 129 + dr3xs
pour les valeurs de parameétre a = 0.7, b = 0.1, ¢ = 0.001, d = 0.1
et les conditions initiales (z1(0), z2(0),z3(0)) = (0.1,0.2,0.3) avec un ordre
fractionnaire ¢ = 0.95, le systéme affiche les attracteurs chaotiques suivants
comme illustié sur les figures (3.1), (3.2), (3.3).
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x 10°

Fig. 3.2 —Evolution de la trajectoire x5 du systéme au cours du temps ¢
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Fig. 3.3 —Evolution de la trajectoire x3 du systéme au cours du temps ¢

3.3 Etude de la solution du systéme (3.1)

3.3.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 3.3.1 Le systéme d’ordre fractionnaire (3.1) peut etre écrit comme :

{ Dix(t) = Gix(t) + z1(t)Gaz(t) + zo(t)Gs(t) + Gy (3.2)

z(0) = xg

Ou0 <t <7, z(t) = (21(t), xa(t), 23(t))" € R3, 29 = (w14, 729, 73,)7,
q:(Q17Q2;Q3) 0<Qz<1P0urZZL 73

a 0 0 000 00 —1 0
Gi=|0 —b 0 |,Go=|001|,Gs=]00 0 |,Gy 0
0 0 -1 010 00 d c

(3.3)

pour certains 7 > 0, ensuite, il atteint une solution unique.
Preuve. Comme

F(z) = Gix(t) + 21Gax(t) + 22G3x(t) + Gy
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et continu sur R?, donc borné sur [zg — §, ¢ + 6] pour un § > 0. D’ou la conti-
nuité de Lipschitz sur [zo — J, x¢ + J] serait suffisant pour avoire le théoréme
d’existence et d’unicité applicable

ici :

E@ = FOI=1 Gy (1) — 10 (1)Gay(t) — 10(H) Gy (1) — G

comme
71 — | <z —y| et |z —yo| < |z —y|

par conséquent

21Gor —ynGay| = |Ga ey — ] o+ Ga [yi [z — y]|
< Gall - [[=] + |yal] (|2 — yl)

et

!nggx —yoGsy| = ’G:s [352 - yQ] v+ Gs [yl [95 - y]]]
< |Gzl - [lz] + |wl] (|z = yl)

ce qui imlique que

|F(z) = F(y)l < Gl [z =yl + | Gall [2[xo] + 20] (|2 — y[) + [[Gs]| [2 o] + 20] (] — w])
< (IGll + G2l 2 [xo] +26]) |2 —y| < Ply — 2]

ou

P = ||G1|| + (|G2|| + |G3]]) [2 |20l + 20]

Ici y(t) € R3,||.||est la norme de la matrice et |.| est la norme vectorielle.
Cela imlique que F'(z) satisfait la condition de Lipqchitz et donc d’aprés le
théoréeme d’existence et d’unicité, le systéme a une solution unique. m

3.4 Analyse des points d’équilibre du systéme

Les points d’équilibre systéme sont par définition tel que D%x; = 0, pour
1=1,2,3.
ie,
ary — x9x3 =0
—b$2 + x173 = 0 (34)
c—x3+ 1129 + droxrs =0
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Pour a = 0.7, b = 0.1, ¢ = 0.001, d = 0.1, cinq points d’équilibre sont
trouvés :

E, = (0.33033,—0.87397, —0.264575), 5 = (—0.303872, 0.80397, —0.264575),
E; = (0.302678,0.800811,0.264575),
E, = (—0.329135,—0.870811,0.264575), E5 = (0,0,0.001).

3.4.1 Stabilité des points d’équilibres

Afin de vérifier la stabilité des points d’équilibre, nous dérivons la matrice
Jacobienne en un point E(z;y; z) du systéme (3.1).
La matrice jacobienne du systéme (3.1) est donnée par :

0.7 —XI3 —XT2
J = T3 —0.1 T (35)
To T1+ 011’3 -1+ leg

Pour F7(0.33033, —0.87397, —0.264575), J simplifier a :

0.7 0.264575  0.87397
—0.264575 —0.1 0.33033 (3.6)
—0.87397 0.3038725 —1.087397

Les valeurs propres de la matrice J pour F; sont :
= —0,775578, 1y = 0,227988 + 0, 5439621, 153 = 0.227988 — 0.5439621
(3.7)

impliquant que E5 est un point d’équilibre hyperbolique instable.
Pour F;(0.33033, —0.87397, —0.264575), J simplifier & :

0.7 0.264575  0.87397
—0.264575 —0.1 0.33033 (3.8)
—0.87397 0.3038725 —1.087397

Les valeurs propres de la matrice J pour E; sont :

= —0,775578, iy = 0,227988 + 0, 5439621, 115 = 0.227988 — 0.5439621
(3.9)
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impliquant que Fs est un point d’équilibre hyperbolique instable.
Pour F3(0.302678,0.800811,0.264575), J simplifier a :

0.7 —0.264575 —0.800811
0.264575 —0.1 0.302678 (3.10)
0.800811 0.3291355 —0.9199189

Les valeurs propres de la matrice J pour E3 sont :

= —0.776817, py = 0.228449 +- 0, 5407977, 15 = 0, 228449 — 0, 540797

(3.11)
impliquant queFE3 est un point d’équilibre hyperbolique instable.
PourE,(—0.329135, —0.870811, 0.264575), J simplifier a

0.7 —0.264575  0.870811
0.264575 -0.1 —0.329135 (3.12)

—0.870811 —0.3026775 —1.0870811
Les valeurs propres de la matrice J pour Ej sont :

pty = —0.866977, 115 = 0.189948 + 0.547469i, 1, = 0.189948 — 0.547469i
(3.13)

Alors E, est un point d’équilibre hyperbolique instable.

0 100 200 300
t

Fig. 3.4 —Le spectre des exposants de Lyapunov du systéme (3.1)
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PourFs(0,0,0.001), on a :

0.7 —0.001 0
0.001 —0.1 0 (3.14)
0 —0.001 —1

Les valeurs propres sont :
= —1, py = 0.699999, ps = —0.0999987 (3.15)

Alors E5 est un point d’équilibre hyperbolique instable.

3.5 Symétrie et dissipativité

3.5.1 A. Asymétrie

Le nouveau systéme chaotique d’ordre fractionnaire (3.1) montre com-
portement asymétrique autour de tous les axes impliquant une nature tres
complexe du systéme

3.5.2 B. Dissipativité

Le systéme (3.1) peut étre exprimé comme

Dix = F(x) (3.16)
ou z = (z1, 19, x3)7
i.e.
Dixy Fi(xq, 29, x3)
Dq.CL‘Q = Fg(l‘l, T2, (173) (317)
Dz F3(x1, 29, z3)
ou

Fi(x1, 2, x3) = azy — 273
FQ(I’l,SEQ,{L‘g) = —bl‘2+ZL‘1I‘3 (318)
F3(x1, 29, 3) = ¢ — 3 + 1129 + drox3

Considérez une région Q dans R3avec une frontiére uniforme telle que
x(t) € w(t) , ou w(t) est le flux de G.
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En désignant le volume par V(t) et en utilisant le théoréme de Liouville,

Vit) = / (VF)dz1dasdzs (3.19)
w(t)
La divergence du champ vectoriel G par :

8F1 8F2 8F3
F = 2
v 81‘1 + 81‘2 + 81’3 (3 0)

= a—b—1+dx

Lorsque VF < 0,le systéme (3.1)sera dissipatif, en substituant les valeurs
des parameétres a = 0.7, b = 0.1, ¢ = 0.001, d = 0.1 on obtient x5 < 4 donc
le systéme (3.1) sera dissipatif pour le valeurs considérées des parametres et
To < 4.

Dans ce cas on peut ecrit ;

{ V(t): fw(t)(—p)dl’ldxzd% <3.21)
= V(1)
avec p > 0.
Intégrant (3.21), il devient :
V(t) = exp(—pt)Vp, 01 V(0) = V; (3.22)

Lorsque t — oo, V(t) — 0, c’est-a-dire que chaque région contenant la
trajectoire du systéme (3.1) converge vers zéro, c’est-a-dire que toutes les
trajectoires du systéme (3.1) convergent vers un attracteur avec le temps.

3.5.3 Ordre fractionnaire minimal pour ’apparition du
Chaos dans le systéme (3.1)

Pour le systéme d’ordre fractionnaire, la condition nécessaire pour que le
systéme reste chaotique[19] est donnée par

a > %arctan (%)

Par conséquent, l'ordre fractionnaire minimum pour que le systéme (2) reste
chaotique selon ses quatre premiers cas est donnée respectivement par 0.789,
0.747, 0.745, 0.787. Les portraits de phase du nouveau systéme pour divers
ordres fractionnaires ont été affichés sur la figure suivante :
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(@) {b)

(c) (d)
Fig. 3.5 —Portraits de phase du nouveau systéme chaotique fractionnaire
(3.1) dans (a) 7 — xe — x3 plan (b) 7 — 22 plan (¢) z3 — x3 plan (d)
r3 — x1 plan.

3.6 Exposants Lyapunov et dimension Kaplan
-Yorke

3.6.1 A. Exposants de lyapunove

Les exposants lyapunov du systéme d’ordre fractionnaire aident a déter-
miner le chaos dans le systéme. Les exposants de Lyapunov déterminent le
taux de convergence et de divergence des trajectoires proches infinitésimales
dans 'espace des phases, I’exposant lyapunov indique le chaos dans le sys-
téme.

Pour les valeurs de paramétre a = 0.7, b = 0.1, ¢ = 0.001, d = 0.1 et
la condition initiale (0.1,0.2,0.3), le systéme a les exposants de lyapunov
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suivant :

LFE, = —0.782
L.E., = 0.0049
LE.s = 0.1159

.ﬂl [ e ap4 [0 4 1 [} pag om -] om

Fig. 3.6 —Variation des exposqnts de Lygpunov du systéme (3.1) pour
qg=0.8

3.6.2 Dimension Kaplan-Yorke

La dimension Kaplan-Yorke est donnée par :

>4 LEk

Dyg =q+
’L~E-q+1‘ + ‘L'E.q+2|

(3.23)

ol q est le plus grand nombre satisfaisant > 0 et Z?:ll L.E k.

En utilisant les valeurs de exposants de Lyapunouv obtenu, la dimension
K.Y est 2.154436. Ceci étant une valeur non entiére signifie un comportement
complexe.
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3.6.3 Analyse de Bufurcation

Les valeurs des parameétres jouent un role important dans déterminer le
comportement chaotique du systéme, conduire I'analyse de bifurcation du
systéme (3.1) en faisant varier un parameétre et garder les autres fixes est im-
portant. Pour a = 0.7, b = 0.1, ¢ = 0.001, d = 0.1 et conditions initiales
(0.1,0.2,0.3), le diagramme de bifurcation pour des paramétres variables
a,b, c et d sont respectivement affichés sur la figure 5.

La figure (b) affiche la route vers le chaos et Fig.5 (c), (d) affiche chaos du-
rable sur toute la gamme des paramétres a € (0,1),b € (0,0.5),c € (0,0.001),
d € (0,0.05)

Remarque 3.6.1 la figure (3.6) montre la dynamique changeante du sys-
téeme (3.1) pour faire varier l'ordre fractionnaire dans la plage de 0,8 a 1 au
moyen de dynamique des exposants de Lyapunov et diagramme de bifurcation.

Fig. 3.7 —Diagram de Bifurcation pour ¢ = 0.8

3.6.4 Conclusion

Dans ce chapitre une idéé générale sur ’étude et ’analyze des systémes tri-
dimensionnel fractionnaire chaotiques. L’analyse a été fait en détail & des ou-
tils mathématiques fréquents : a ’aide d’exposants se Lyapunov, diagramme
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de bifurcation, points d’équilibre, dissipativité etc. Les résults confirmé pa
des figures obtenu par matlab.

Conclusion générale

un systéme chaotique est un systeme dynamique déterministe non linéaire
qui se distingue par son imprévisibilité due a son extréme sensibilité aux
conditions initiales.L’objectif de ce mémoire entre dans de cadre del’étude
et Ianalyse des systémes fractionnaore chaotiques , ce memoire contient 3
chapitre dont le premier contient quelques notions sur les systémes dyna-
miques chaotiques et leur propriétés fondamentales, puis, dans le deuxieme
chapitre, nous consédérons quelques exemples de systémes chaotiques d’ordre
fractionnaire et dans le troisiéme chapitre, nous étudions d’analyse d’un nou-
veau systéme chaotique fractionnaire.l’étude est fait sur la base des outils
mathématiques fréquentes comme : la recherche des points d’équilibres du
systéme et leurs stabilité, I’étude de la dissipativité du systeme, le spectre
des exposants de Lyapunouv et le diagramme de bifurication.
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