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Abstract

In this thesis, we studied the structure of space-time in two different directions. In
the first part, we focused on the construction of mathematical models in the space-time
structure which is not commutative, i.e., g-deformed in the context of the minimum length.
We then studied the physical behavior of this type of model in such environments. The
models have been constructed using the following approach: we have provided a sys-
tematic procedure to link a g-deformed algebra to the corresponding algebra satisfied by
canonical variables describing non commutative spaces. Here, we obtained exact so-
lutions of relativistic oscillators in a non-selective space with minimal length. In the first
place, by adopting a direct method, we have solved the harmonic oscillators in the case
of noncommutative space. The results obtained are in line with those published in the
literature. After that, we introduced the minimum length into the problem in question.
This introduction was done as follows: (i) We write the coordinates of the NC space with
those of the switching space using the Bopp offset approximation. (ii) We then enter the
minimum length in these equations.

Consequently, we were able to determine the exact solutions for such relativistic oscil-
lators as the Klein-Gordon and Kemmer oscillators. These oscillators are treated in a non
commutative space as part of relativistic quantum mechanics whose length is minimal.
The observed system corresponds to the Schrédinger equation with potential Péshcl-

Teller.
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Résumé

Dans cette thése, nous avons examiné la structure de I'espace-temps sous deux
angles différents. Dans la premiére partie, nous nous sommes concentrés sur la construc-
tion de modéles mathématiques dans la structure espace-temps qui n’est pas commu-
tative. Cet espace est déformée dans le contexte de la longueur minimale. Nous avons
ensuite étudié le comportement physique d’un tel modéle dans de tels espaces. Les mo-
deéles ont été construits en utilisant 'approche suivante : nous avons fourni une procédure
systématique pour relier une algebre g-déformée a l'algébre correspondante satisfaite par
des variables canoniques décrivant les espaces non commutatives. On a ainsi obtenu des
solutions exactes d’oscillateurs relativistes dans un espace non commutatif en présence
d’'une longueur minimale. Premiérement, en adoptant une méthode directe, nous avons
résolu les oscillateurs harmoniques dans le cas d’un espace non commutatif. Les résul-
tats obtenus sont conformes a ceux de la littérature. Par la suite, nous avons introduit
la longueur minimale dans le probléme dont nous sommes saisis. Cette introduction a
été faite comme suit : (i) Nous écrivons les coordonnées de I'espace NC avec celles de
'espace commutatif en utilisant 'approximation de décalage de Bopp. (ii) Ensuite, nous
introduisons la longueur minimale dans ces équations.

Par conséquent, nous avons réussi a déterminer les solutions exactes de ces os-
cillateurs relativistes tels que les oscillateurs Klein-Gordon et Kemmer.Ces oscillateurs
sont traités dans un espace non commutatif dans le contexte de la mécanique quantique
relativiste dont la longueur est minimale. Le systéme observé est celui de I'équation de

Schrédinger dans un potentiel Pdshcl-Teller.

C/(’ ama 6////(/ — 1l = &y dodles



ﬁ\ mes parents,

A nes f/‘é/‘e@,

A nes saurs,

A na funith,

ﬁl\ mon mars et mes e/(fa/(b“s;

A ' fout mes ao//a}m;

Ue dedi cet hamble Crava

é;/(;/(ﬁll(l '@//)/(t —iv - Ay W



@W/{Wﬁd

Ce travall a 66 réalisé dans o cadre d un projet de fi d Eludes, pour obtenin bo
dpline de Doctorat LD en Physigee de ta Matiore Condensée @ £ wniversite do Lards
[ebessi-Tcbessa-. Avant tout, & remercre ALLAH b Lout-pussant de nous avorr donné
la volonté et le oourage do mener @ bien ce travalt] £t d we fagw( toute /aa/‘zf/ba/?é‘m,

/'c'z//‘ws’e mes Sinceres remercioments a mes parents gu mont soutens dans toutes los
parties de ma e et mont donné Vo faﬁae ol le conrage datteindre tout celn moi-néme,

e tiens @ remercier mon encadreur to /Dmfe@@e«ﬁ Abdetnalek Boumal pour n avorr
preopose ce suypel aussi interessant et riohe, Je sus tres recomassant tout /aﬁf/aa/?é‘-
rement powr ta wfrf/a/(ae gu 7 na lemopnee et la liberte 7“"’"& luisse,

Je é,v/M/}fre nes remercrements @ Monsiear Cheman fa/;za/ /Dmfe&s’e«ﬁ 2 ' Wniversite
Larby-[ébessi -[ebessa-, pour Chomew quil we fut en presitant bo jury de mon
memarre,

e remercie vivement Monsiear Lain Stinare, mea&fea/o 2 U Universite de Batua
d avaii acoepte de particper d ce jury de these ot do juger ce traval,

Ve tiens e:ya/e/r(el(lf 2 remercier Monsiear Fale Mokhtar, mee&faaﬁ 2l Wiversite
do Biskra, do {interét gu 7 a temagpne powr mon travalt] ansi gue davai ben voudi de
particper au pury de these

e remercic vivement Monsiear Houcive Awnallah Maitre de &/(féﬁewa Aa
C Whiversite. Larbi-ébessi - Tebessa-, g na fa/'tf Chonnear de particper au (7«/7
de soutenance yZ lo remercie /Mfw(/é/r(e/w‘,

e remercie Monsicar Chaouche Yassive Maitre de &/(fé/oe/me A & V' thiversite
Larby-[ébessi - T ebessa, gui a avoepte detre examiratowr do celte these.

e remercie aussi tous cows gu; toul au bong de ces années d ctudes, nous ont
encadres, observés, wilés, conseilles et mime supportés, Lufi, jo soukaite expriner
toule ma ddz/‘a&‘/?a/e R {ensembte des personnes, gu blen en marche de ce travalt ot
contribué largement @ son aboutissement, Que ce soit depuis tosjours, depus plusiears
annees ou 7«@/7«%’ nols seubloment, nombreus sont cel les et ceun gus' ot partiope @ notre

a/'m/ma/(s’@e/m/(f, Ok tlos remercic sicerement

C//(’ wma 6////4 -V- AQ) L



TABLE DES MATIERES

wadla i
Abstract i
Résumé iii
Dédicace iv
Remerciements \'
Liste des Tableaux vii
Liste des Figures viii
1 Introduction générale 2
2 Espace-temps non-commutatif et la longueur minimale 8

2.1 Larelation d’incertitude de Heisenberg . . . . . . . . . ... ... .. .. 8

2.2 Lespace-temps noncommutatif . . . . . . ... ... .00 L. 10

2.3 Lalongueurminimale . . . . . .. ... ... oL 16

3 L’oscillateur de Klein-Gordon dans un espace non-commutatif en pré-
sence d’une longueur minimale 23
3.1 Loscillateur de KG dans un espace commutatif . . . . ... ... ... .. 23

3.2 L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC) 30

Vi



TABLE DES MATIERES

4 L’oscillateur de Kemmer dans un espace non-commutatif en présence
d’une longueur minimale 45

4.1 Loscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif 45

4.2 Loscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC) . . . . . 54
4.3 Loscillateur de Kemmer dans un espace commutatif . . . . . .. ... .. 60
4.4 Loscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif . . . ... . .. 65
4.5 Conclusion . . . . . . . 69
Conclusion générale 7
5 Conclusion générale 71
Bibliographie 75
A Interprétation physique de I'oscillateur de Dirac 81
A.1 Loscillateur de Dirac a une dimension . . . . . . .. .. ... ...... 81
A.2 Loscillateur de Dirac a deux dimensions . . . . . .. .. ... ... ... 86
A.3 Loscillateur de Dirac a troisdimensions . . . . . . .. .. ... ...... 90
A4 Conclusion . . . . . . . . 91
B Liste des articles 93

@(;/(I/ﬂlllx gy/f/m/ — Vii — 4"‘0 Wl



LISTE DES TABLEAUX

Tableau Page

viii



TABLE DES FIGURES

Figure Page
2.1 Représentation de la relation d’'incertitude d’Heisenberg. La région autori-
séeestaladroitedelacourbe. . . . . .. ... o L Lo 10
2.2 La région autorisée par la relation d’incertitude est celle au-dessus de la
ligne verte pour le boitier standard et au-dessus de la ligne rouge pour le
boitier de longueur minimale (2.54) . . . . . . .. . ... ... .. .... 20
3.1 Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n: a,b) variation
par rapport a B pour § = 0.005 et 8 = 0.005; c,d) variation par rapport a
B pour B=0.1etd =0.005; e,f) variation par rapport a 6 pour B = 0.1 et
B=0.005. . . .. e 42
3.2 Le spectre d’énergie E en fonction du champ magnétique externe B pour
n=0,1,2,3 . ... e 43
A.1 Reéalisation expérimentale de I'oscillateur de Dirac a une dimension . . . . 85
A.2 Spectre d’énergie expérimental de l'oscillateur de Dirac a 1D sans (a
gauche) etavec (adroite)masse . . . . .. ... .. ... . ... ... 86



CHAPITRE 1

INTRODUCTION CGENERALE

L'oscillateur harmonique a été un outil de base dans la physique pendant plusieurs
sieécles. L'importance de I'oscillateur harmonique comme outil de base pour le dévelop-
pement de la physique théorique est sans doute apparue a la naissance de la mécanique
quantique. C’était le premier exemple auquel les régles de quantification ont été appli-
quées, et depuis lors, ses spectres, fonctions d’onde, symétries, etc., ont eu d’'innom-
brables applications non seulement dans les calculs directs, mais aussi comme modéle
pour la compréhension d’autres problémes plus complexes [1]. Les études de la généra-
lisation relativiste de I'oscillateur harmonique ont suscité beaucoup d’intérét au cours des
derniéres années [2—10]. Le modele relativiste connu de I'oscillateur harmonique a été
révisé par Moshinsky et Szczepaniak [1, 11, 12]. Ces auteurs lui ont donné le nom d’os-
cillateur de Dirac (DO) parce que dans la limite non relativiste, il devient un oscillateur
harmonique avec un fort terme de couplage spin-orbite.

L'oscillateur relativiste de Dirac peut avoir des implications aussi bien théoriques
gu’expérimentales. Il a été étudié pour la premiére fois par Ito et ses collaborateurs [13].
Moshinsky et al [1, 11, 12] ont considéré une équation de Dirac dans laquelle la quantité
de mouvement p est remplacé par p —imwpr, avec r est le vecteur de la position, m la
masse de la particule et enfin w la fréquence de 'oscillateur. Physiquement, on peut mon-
trer que cette interaction représente un systéme physique, qu’on peut interpréter comme
I'interaction d’'un moment magnétique anomal avec un champ électrique linéaire [14, 15].
Le potentiel électromagnétique associé a été trouvé par Benitez et al [16].

L'oscillateur de Dirac a soulevé beaucoup d’intérét car il fournit 'un des rares exemples

de I'équation de Dirac ayant des solutions exactes et en raison de ses nombreuses appli-



cations physiques [3]. Récemment, Franco-Villafane et ses collégues [17] ont proposé,
pour la premiére fois, une proposition expérimentale pour la création de I'oscillateur de
Dirac. L'expérience est basée sur une relation entre I'oscillateur de Dirac et un systéme
de liaison forte correspondante. Les résultats expérimentaux obtenus concordent avec
ceux obtenus en théorie.. Par ailleurs, Yang et Piekarewicz [18] font la démonstration de
la puissance et de la flexibilité de I'oscillateur de Dirac. lls proposent d’étendre ce modéle
a I'étude des systémes symétriques nécessaires aux calculs des excitations nucléaires.

La physique moderne a traversé de nombreuses situations et plusieurs changements
conceptuels se sont produits dans I'histoire du début du XXe siécle. En particulier, des
expériences en physique atomique ont mis en évidence la structure quantique microsco-
pique de la nature. D’autre part, la théorie de la relativité générale d’Einstein a permis
de mieux comprendre I'espace et le temps a une échelle macroscopique. La mécanique
quantique fut alors couronnée de succés en combinaison avec la relativité restreinte,
conduisant a la théorie des champs quantiques et, en dernier ressort, au modéle stan-
dard de la physique des particules. Cependant, aux petites échelles de hautes énergies,
y compris autour de I'échelle de Planck, les effets de la gravité sont si importants qu’ils
perturberaient significativement la structure de I'espace-temps et aboutiraient a la dis-
crétisation de I'espace-temps. En conséquence, la compréhension de l'unification de la
relativité générale avec les lois de la mécanique quantique devient indispensable, bien
que I'on n’ait pas encore réussi a le comprendre. La gravité quantique reste le champ de
recherche le plus exigeant et le plus fascinant au 21éme siécle, dans les domaines de la
physique mathématique, des mathématiques et de la phénoménologie.

L'un des principaux objectifs de la physique est de développer une théorie quantique
de la gravitation. Bien que la mécanique classique et quantique donnent de bonnes ap-
proximations de la nature, il existe des situations physiques dans lesquelles ces théories
ne suffisent pas. Les trous noirs, par exemple, ont des densités incroyablement élevées
que I'on peut décrire jusqu’a un certain point par la relativité générale. Cependant, a me-
sure que nous nous approchons du centre, les effets quantiques deviennent pertinents
et la théorie classique s’écroule.

La quantification de la gravité est donc d’'importance majeure pour nous aider a com-
prendre notre univers. En ce sens, il existe de nombreuses approches ou tentatives pour
développer une théorie quantique de la gravité : théorie quantique des champs, théorie
des cordes et la relation d’incertitude. Notons ici que la théorie quantique et la théorie de

la relativité générale ne semblent pas compatibles aux trés petites échelles de distances
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en raison de I'argument suivant : Généralement on s’attend a ce qu’a des échelles de
longueurs trés courtes, la théorie relativiste générale de la gravité doit devenir une théo-
rie quantique des champs a cause des hautes énergies nécessaires pour examiner la
théorie sur de trés courtes distances. Cependant, les méthodes de quantification stan-
dard ne suffisent pas car la quantification des théories classiques de la gravité conduit
a des théories quantiques dépourvues de renormalisabilité qui sont 'une des exigences
pour une théorie fondamentale cohérente des champs quantiques. Rappelons que dans
la théorie quantique des champs, la renormalisation est une tentative de comprendre
les raisons physiques des divergences UV (ultraviolette) a courte distance qui se produit
dans I'environnement naturel. Les procédures de renormalisation impliquent bien sir I'in-
troduction d’une sorte de régulateur, un ensemble de paramétres de régularisation, suivis
de l'isolement des contributions finies et purement divergentes.

En résumé, la théorie de la relativité générale et de la mécanique quantique consti-
tuent I'un des problémes majeurs de la physique théorique. Cette unification prédit I'exis-
tence d’une longueur minimum quantifiable de I'ordre de la longueur de Planck. Toutes les
approches de gravitation quantique montrent que prés de I'’échelle de Planck, le principe
d’incertitude de Heisenberg devrait étre reformulé. Le minimum de longueur de la relation
d’incertitude est apparue dans le contexte de la théorie des cordes. Elle est une consé-
quence du fait que le minimum 7+/B ne peut pas dépasser des distances inférieures a
I'échelle de la corde A4/ , ou B est un paramétre positif appelé le paramétre de déforma-
tion. Cette longueur minimale peut étre introduite comme une incertitude supplémentaire
dans la mesure de la position, de sorte que la relation de commutation canonique usuelle

entre la position et les opérateurs de moments devient

(1.1) £, 5] :ih(l +,8p2).

Cette relation de commutation conduit a la relation d’incertitude d’Heisenberg suivante
(1.2) AXAp > i {1+ B (Ap)*},

ce qui implique clairement I'existence d’un minimum non nul de longueur Axpin = B ~
lp, ou lp ~ 1073 metre est la longueur de Planck. Cette modification de la relation d’incer-
titude est généralement appelée le principe d’incertitude généralisée (GUP) ou le principe
d’incertitude de longueur [19-23].

Pour la relation d’incertitude en particulier, la recherche a été menée par les travaux
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de Kempf, Mann et Mangano (KMM) [22]. L'objectif principal de leurs recherches était
autour de l'idée de I'existence d’'une échelle ayant une longueur minimale. L'une des
centrales questions sur une théorie quantique de la gravité est de savoir si la nature de
I'espace-temps est continue lorsqu’on va a des distances plus petites. Les travaux expé-
rimentaux a des échelles de basses énergies favorisent un modéle continu de I'espace-
temps, malgré I'existence des arguments théoriques en faveur d’'un espace-temps discret
a des échelles de haute énergie. Les travaux expérimentaux sur les échelles de faible
énergie favorisent un modeéle continu de I'espace-temps, malgré I'existence d’arguments
théoriques en faveur d’'un espace-temps discret aux échelles d’énergie élevée. Autrement
dit, la question est de savoir s’il y a une longueur minimale observable et comment cela
peut influencer les prédictions. Dans le contexte de la théorie KMM, celle-ci est explo-
rée via la relation d’incertitude incluant la modification de commutateur position/moment
peut conduire a un minimum de la position positive lié¢ a l'incertitude minimale dans les
mesures de position.

Dans cette direction, il a été suggéré trés tét par les péres fondateurs de la méca-
nique quantique, la plupart notamment Heisenberg, a I'époque pionniére de la théorie
quantique des champs, que I'on pourrait utiliser une structure non commutative de co-
ordonnées spatio-temporelles a de trés petites echelles de longueur pour introduire la
coupure ultraviolette efficace.

Snyder [24] a formalisé cette idée dans un article tout a fait consacré au sujet. Son
idée a été plus tard élargi par Yang [25] qui a remplacé l'algebre des opérateurs non
linéaires avec un algebre des fonctions pour décrire une structure géométrique géné-
rale. Cependant, ces propositions ont été largement ignorées a cette époque, peut-étre
en raison de l'incapacité de faire des expériences précises. Cependant, I'intérét de cette
théorie a refait surface avec Seiberg et Witten [26]. Ces auteurs ont démontré que la
théorie des cordes, a faibles énergies, peut étre réalisée en tant que théorie quantique
des champs dans un espace-temps non commutatif. Connes [27] et Woronowicz [28]
ont ravivé le concept, en introduisant une structure différenciable dans un cadre non
commutatif. Depuis, ces théories sont devenues un domaine de recherche trés actif. Par
conséquent, les théories non commutatives sont censées étre des voies possibles sug-
gérant de nombreux problémes physiques de temps en temps. La raison en est que les
relations de commutation émergeant de ce genre de théories conduisent tout naturelle-
ment a un type particulier de relations d’incertitude, qui donnent délibérément I'existence

d’'une longueur observable minimale. Ceci est assez étonnant parce que toutes les tenta-
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tives vers la gravité quantique indiquent I'existence d’'une échelle de longueurs minimales
mesurables qui devrait étre proche, ou identique, a la longueur de Planck [29].

Ainsi, I'étude des espaces non commutatifs (NC) et leurs implications en physique
moderne devient un domaine de recherche extrémement actif. Il a été démontré, a plu-
sieurs reprises, que la non-commutativité doit étre considérée comme une caractéristique
fondamentale de I'espace-temps dans I'échelle de Planck. D’autre part, 'étude des sys-
témes quantiques dans un espace NC a fait I'objet de beaucoup d’intérét, en supposant
que la non-commutativité peut étre, en fait, le résultat des effets de gravité quantique.
Dans ces études, une attention particuliére a été accordée aux modéles NCQM (Non-
commutative quantum mechanics). L'intérét de cette approche réside dans le fait que
le NCQM est un domaine fructueux ou I'on peut obtenir un apercu des conséquences
de la non-commutativité dans la théorie des champs en utilisant les techniques de cal-
cul standard de la mécanique quantique. Différents modéles de théorie des champs non
commutatifs ont été abordés, ainsi que de nombreuses extensions de la mécanique quan-
tique. Citons ici, I'étude de l'influence de I’hypothése de longueur minimum sur le spectre
énergétique des systemes quantiques. Cette étude est devenue une question intéres-
sante pour deux raisons. En premier lieu, il peut aider a définir les limites supérieures de
la valeur de la longueur minimale. Dans ce contexte, nous pouvons évoquer certaines
études de I'atome d’hydrogéne et de I'équation de Dirac dans un champ magnétique
externe. En outre, la limite classique a également fourni des informations intéressantes
sur certaines problématiques cosmologiques. Deuxiémement, il a été démontrer que la
mécanique quantique avec une longueur minimale peut également étre utile pour décrire
des particules non ponctuelles, telles que des quasi-particules et diverses excitations
collectives dans les solides, ou des particules composites.

Enfin, des arguments intuitifs impliquant des relations d’incertitude de la mécanique
quantique standard suggérent qu’a des échelles de longueurs proches de la longueur
de Planck (/, = Longueur de planck = \/% ~ 1.616 x 1073° metre), de fort effets de
gravité limite la résolution spatiale ainsi que temporelle, comparant a I'échelle de la lon-
gueur fondamentale de Planck. Ceci entraine des incertitudes espace-espace et espace-
temps. Il est impossible d’étudier I'espace-temps avec une résolution plus élevée a cette
échelle. L'espace-temps s’estompe au-dessous de cette échelle, ce qui conduit a la non-
interactivité de 'espace-temps. Il est dés lors important et intéressant d’étudier en détail la
structure de ces espaces non commutatifs et leurs propriétés. Parce que ceci nous aide

non seulement a améliorer notre compréhension de la physique a I'échelle de Planck,
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mais aussi a rapprocher la physique des particules de la physique a I'échelle de Planck.

En ce sens, notre but principal dans cette thése est d’explorer différentes méthodes
de construction de modéles dans ce type d’espace unidimensionnel. Aussi, nous vou-
lons décrire ce genre de comportement de I'espace-temps non commutatif, qui modifie
la relation d’incertitude d’Heisenberg pour introduire la relation d’incertitude généralisée
et fournit I'existence d’'une longueur minimale observable.

Le manuscrit est structuré de la fagcon suivante :

* Le premier chapitre est une introduction générale a I'utilisation des deux concepts
de la non-commutativité et de longueur minimale de Planck et leurs relations avec

la gravitation quantique.

* Le deuxiéme chapitre porte sur les deux concepts d’espace non commutatif et de

longueur minimale.

» Dans les chapitres 3 et 4, nous avons étudié les solutions des oscillateurs relati-

vistes en présence de la longueur minimale.

* Pour terminer, nous résumons les résultats globaux comme une conclusion géne-

rale.
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CHAPITRE 2

ESPACE-TEMPS NON-COMMUTATIF ET LA
LONGUEUR MINIMALE

2.1 Larelation d’incertitude de Heisenberg

Avant d’entamer la discussion rigoureuse sur les différentes notions de la théorie non
commutative, rappelons brievement quelques résultats fondamentaux de la théorie de la
mécanique quantique. Lorsque la théorie de la mécanique quantique a été développée,
de nombreuses pensées, croyances et hypothéses de ce qu’on appelle aujourd’hui la
physique classique, qui avait jusqu’alors expliqué de maniére exhaustive de divers phé-
nomenes ont cependant été intégrés et revisités, voire rejetés. L'une des plus importantes
et fondatrices a subir un tel sort fut I'idée que les quantités physiques pourraient, dans
des conditions de mesures idéales (instruments adaptés, pas d’erreurs systématiques
etc...), toujours étre connue avec autant de précision qu'on le souhaite. Dans la théorie
quantique de Schrddinger et Heisenberg, plus de précautions doivent étre prises lors de
la formulation de ce genre d’énoncés : en fait, cela fait une grande différence que nous
parlions des mesures d’une seule quantité physique ou plusieurs d’entre eux doivent plu-
tét étre connus en méme temps. Alors que dans le premier cas, la mécanique quantique
ordinaire ne pose aucune limite formelle a notre capacité a gagner autant beaucoup d’in-
formations que nous pourrions attendre d’'une mesure, les choses s’avérent assez diffé-
rentes dans la seconde : pour certains ensembles d’observables d’un systéme physique
donné, les mesures simultanées ne peuvent pas étre aussi précises que I'on souhaite et
leurs incertitudes obéissant a une loi bien définie [30-32].

Un espace de phase de la mécanique quantique est défini en remplacant les variables



La relation d’incertitude de Heisenberg

canoniques de position et de quantité de mouvement x, p avec des opérateurs dans la
mécanique quantique x, p qui sont par définition hermitiens et obéissent a la relation

suivante de l'incertitude d’Heisenberg :
(2.1) [%:, pj] = indy;.

L'espace des phases ordinaires est récupéré dans la limite classique ou i — 0 (dans
cette limite, cela correspond souvent a de grands nombres quantiques n pour des niveaux
d’énergies discrétes). La naissance du principe d’incertitude de Heisenberg a lieu avec
I'introduction de la relation de commutation canonique, qui peut étre reconnu facilement,
en supposant que |i;) est le vecteur propre de la position ainsi que le opérateur moment

avec les valeurs propres xg et pg respectivement, tels que
(2.2) [x, p] [¥) = (xopo — poxo) ¢) = 0.
Cependant, la relation d’incertitude d’Heisenberg nécessite
(2.3) [x,p] ly) =ih 0.

Ceci implique qu’aucun état quantique ne peut étre simultanément position et quantité
de mouvement de I'état propre en méme temps. En d’autres termes, les observables de
position et d'impulsion ne peuvent pas étre mesurée simultanément avec une grande
précision. Plus précisément la position d’'une particule quantique est mesurée, moins
la mesure de la quantité de mouvement devient précise et vice-versa. Le produit des

incertitudes est lié par une constante, représentée par la la constante de Planck 7

n
(2.4) AxAp 2 3,

avec Ax = {/(x2) — (x)? et Ap = \/(p2) — (p)? sont la déviation standard des deux

observables en question. Ainsi, 'équation(2.1) se déduit directement a partir des repré-

sentations des opérateurs canoniques comme suit :

d
(2.5) &0 () = (), pu () = -in 2L,
26) 36(p) =in229 56.(0) = po ().

dt

Qj{’ ana '6)/‘;/(( - 9 - M) My\_‘.u



L’espace-temps non commutatif

La figure 2.1, (2.4) montre que I'on peut diminuer indéfiniment l'indétermination d’'une
des deux variables au prix de perdre progressivement toutes les informations de l'autre.
Il existe une zone interdite entre les axes et la ligne qui était complétement absent de la

théorie classique, ou le quantum d’action 7 est considéré comme zéro.

Ax

Fig. 2.1 : Représentation de la relation d’incertitude d’Heisenberg. La région autorisée
est a la droite de la courbe.

Ainsi, avec l'introduction du principe d’incertitude d’Heisenberg, le concept d’espace
de phase de la mécanique quantique est radicalement modifié et la notion de point est
remplacée par celle de cellule de Planck. C’était John Von-Neumann [33], qui a été le
premier a décrire rigoureusement I'espace de phase quantique, se référant au fait que
la notion de point dans un espace de phase quantique a un sens faible a cause du prin-
cipe d’incertitude d’Heisenberg de la mécanique quantique et avait surnommé son étude

comme "pointless geometry".

2.2 L’espace-temps non commutatif

2.2.1 Produit x de Moyal

De méme que la quantification de I'espace des phases classiques, la maniére la plus
simple d’étudier les espaces non commutatifs est de remplacer I'ensemble des coor-
données qui commutent par des générateurs hermitiens x* d’'une C*- algébre non com-

mutative des fonctions sur I'espace-temps qui satisfont aux relations de commutation
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L’espace-temps non commutatif

suivantes [29, 34, 35]
(2.7) [x*,x"] =6, [x*, py] = idYy, [pu. pv] =0,

avec le paramétre de déformation 8*” qui est un tenseur antisymétrique constant, u, v =
(0,1,2,3). Comme les coordonnées spatio-temporelles ne commutent plus dans ce cas,
I'espace sous-jacent disparait et 'espace hon commutatif est introduit.

Cependant, il y a des problémes importants liés a I'utilisation de (2.7) pour des pro-
blémes physiques. Dans la théorie relativiste standard, on peut remarquer que lorsque
0¥ n’est pas nul cela peut rompre les symétries de Lorentz-Poincaré. En effet, les coor-
données x* se transforment comme des vecteurs, alors que 6V est constant dans tous
les référentiels. Néanmoins, malgré ce probléme bien connu, tous les problémes fonda-
mentaux comme l'unitarité, la causalité, les divergences UV/IR et les anomalies ont été
traités d’'une maniére formellement invariante de Lorentz en utilisant la représentation
de l'algebre de Poincaré habituelle (Pour plus de détails voir [29]). Ces résultats ont été
obtenus en utilisant la correspondance de Weyl-Moyal, qui associe une théorie ordinaire
a une théorie non commutative en remplagant les champs ordinaires par des champs
non commutatifs et les produits ordinaires par des produits étoile (product x —Moyal) de

Moyal

(2.8) ¢ ()Y (x) = ¢ (x) x ¢ (x),

ou le produit x de Moyal a été introduit par Moyal [36] pour faciliter la formulation de
I'espace de phase de Wigner de la mécanique quantique [37], qui a été utilisée dans un
large domaine de recherche, comme la théorie M [38] non commutative, la théorie des

cordes [26], etc. Il est défini par la relation suivante

(2.9) 6 (0) % (x) = ¢ (x) 3%y (3) |y,

ou dans une version plus utile et symétrique

(210) ¢ (x) *w (X) = ¢ (X) ei-g'uv( uOv

Au premier ordre par rapport a 8, ce produit s’écrit par

@) G () =P () + 5075 () B (1) 40 (67).

QJ(’ ana '6)/‘;/(( - 11 - Mj My\.‘.u



L’espace-temps non commutatif

Sion considére la non-commutativité dans I'espace de phase, (2.10) se généralise comme

suit
(6 %) (x,p) = ¢ (x, p) e2OROTHHEIOTI Y, (¢ p)
= ¢ (x.p) ¥ (x.p) + 50”316 (x.p) 930 (x. p)
(2.12) + ée‘f”am (x, p) 8 (x, p) + O (92) .

Par conséquent, les commutateurs d'opérateurs sont remplacés par des crochets de

Moyal comme suit
(2.13) X, x"] =[x, x"], = x* *x” —x" % xH = io"
A partir de (2.11) et (2.13), le calcul de commutateur [, /], conduit & :
[p.0].=dxy -y x¢
=6 (0 () =W ()6 () + 50706 (1) s () = 26" (1) ()
= (0,91 + 50736 () B () + 5070 () 349 ()

@) = [p.0]+ 50" (9,0 (). 0w ()}

Dans le cas ou [¢, ] = 0 (jauge abélienne), nous obtenons

215) [6.01. = 56" {36 (), 8w ()}

Finissons cette section par l'introduction du décalage de Bopp “Bopp-shift” : supposons

que la non-commutativité par rapport au temps est nulle, ainsi (2.13) se réduit a

(2.16) [%i. %7 =64, [pir Pj] =63, [, 0] =067, (1, 7) = 1,2,3,
dont
(2.17) [f0.£] =0, i=1,23.

Le décalage de Bopp consiste a exprimer les opérateurs d’espace-temps non commuta-
tifs en fonction des opérateurs ordinaires des positions comme suit :
Hij 011

(2.18) ﬁi:xi_7pj’ ﬁi:Pi+7xj-
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L’espace-temps non commutatif

Ainsi,

0 0: -
—Lpi pi+ %Xj) ¥ (x,p).

219 s rutn=rlu-G

Partons de I'identité suivante :
(2.20) A% (x) = ¢ (x + A) .

L’équation (2.20) est I'identité de base derriere le décalage de Bopp. C’est une expansion
de Taylor, qui équivaut a un décalage.

A partir de (2.20), nous avons

(6% 0) (5, p) = & (x, p) e3TOTHETI (1 oy
0;; 0,
(2221) = |xi = < pjs i+ x| ¥ (x.p)

Une autre fagon d’utiliser le produit star de Moyal pour résoudre certains problémes
de mécanique quantique est le décalage de Bopp. Ce décalage permet de transformer
I'équation de Schrédinger dans I'espace des phases en une équation dans un espace
commutatif. Pour cela, il faut remplacer le produit star dans I'équation de Schrodinger

par un décalage de Bopp généralisé selon (2.21).

2.2.2 Leséquations relativistes non commutatives via les cartes
de Seiberg-Witten dans un espace plat

L'espace-temps canonique non commutatif est cratérisés par les relations de com-
mutation satisfaisant la relation (2.7). Pour conserver cette relation, la transformation de

jauge infinitésimale est généralisée par la relation suivante :
(2.22) ¢ (A)+6;6" (A) = ¢" (A+8,4),

dont ¢* = (A”, 1&) est un corps générique non commutatif, A“ et iy sont les jauges et les
champs de la matiére respectivement, A est le paramétre de transformation infinitésimale,
o0 est la transformation de jauge ordinaire et enfin 52 [J est une transformation de jauge

non commutative définie par :

(2.23) S =iy — S = id i,
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L’espace-temps non commutatif

(2.24) 514 = 8ud = 614 = G2 +1| 1 A,

*

Maintenant, en utilisant ces transformations, on peut obtenir au second ordre par rapport

a 0", les cartes de Seiberg-Witten suivantes [26, 39-44]
(2.25) b=y +y'+0(6?),
(2.26) A=+ (4,4,) +0 (%),
(2.27) A§:A§+A; (A§)+O(92),
(2.28) Fue = Fue (Ag) + Fue (Ag) + O (92) ,
avec
i 1
(2.29) y'= —59“" {40, 90} + 5 {1, Ad] ,Aﬁ}) :
(2.30) AL =094,
(2.31) AL = S0P A, (0chp —~ 20pAc).

(2.32) Fy, = 0% (AaOpFus + FuaFpe) ,
dont
(2.33) Fuy = 04A, — 0,A,.

Ces cartes permettent la liaison entre la théorie de jauge commutative et non commuta-
tive, qui sont compatibles avec des transformations de jauge.
Pour ce faire, considérons I'action pour les champs de bosons et de fermions libres en

présence d’'un champ de jauge électrodynamique dans un espace-temps non commutatif.
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Nous proposons l'action suivante

1
(2.34) S = / d*x (LMB + Ly = 1P * B
avec
R T A
(2.35) Lyg = 1 (D,@) * D¢ +m2¢t x ¢,
(2.36) LyF =¥ * (iyVDV - m) >,

sont les densités de boson et de fermion dans I'espace-temps non commutatif et D, =
0, +ieA, la dérivée covariante.
Les équations de mouvement sont ainsi obtenues via I'’équation de Euler-Lagrange

modifiée jusqu’a I'ordre O (6%) s'écrivant par

0L P 0L 0L

(2.37) a_qE_ . W = 00y

dont la densité lagrangienne totale est donnée par

(2.38) L= ‘£MB + ‘£|V|F + LEM
~——
~LFrvxEy,

En utilisant I'équation d’Euler-Lagrange modifiée jusqu’a I'ordre O (92)(2.37), on trouve

ce qui suit [39-43] :
* Pour le cas de I'équation de Klein-Gordon, on obtient
(2.39) (qf”aﬂav - mz) o+ (ier]‘“’aﬂﬁv - ezn‘“’AM *x A, + 2ie77“”fiﬂ(9,,) ¢ =0.
* Pour le cas de I'’équation de Dirac, on trouve
(2.40) (iy”@ll - m) W - ey“Aﬂlﬁ - ey”A}ltﬁ + %Gaﬂy”&,Aﬂaﬁg[;.

* Enfin, dans le cas de I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau libre, nous avons

“ 1 “
(2.41) (180 = m) § = 56" (") (aﬂaﬁw) - 0.
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La longueur minimale

2.3 Lalongueur minimale

2.3.1 Motivation

En mécanique quantique habituelle, les observables physiques sont décrits par des
opérateurs agissant sur I'espace d’états d’Hilbert. Les plus fondamentaux, tels que 'opé-
rateur de position x[1 et la quantité de mouvement I'opérateur p(1 satisfait la relation de

commutation canonique
(2.42) [x,p] =xp — px = ih.

Comme conséquence de (2.42), pour des incertitudes de position et de quantité de mou-
vement Ax et Ap d’un état donné, la relation d’incertitude d’Heisenberg vaut :
h1

(2.43) > 55.

On peut en déduire que pour explorer des distances de plus en plus petites, il faut uti-
liser des énergies de plus en plus grandes et donc des quantités de mouvement plus
importantes. La gravité peut étre ignorée, mais il semble qu’elle devienne pertinente aux
hautes énergies, ce qui limite la recherche des petites distances. En effet, si on augmente
I'énergie d’une collision au-dela de I'échelle de Planck, on crée un trou noir qui cache une
partie de l'information derriére son horizon des événements. On peut penser que c’est
une indication que la nature a une longueur minimale intrinséque. Le trou noir se dissipe
par le rayonnement de Hawking. Par ailleurs, plus la collision est énergétique, plus le
trou noir est massif et moins il rayonne. Il y a donc une correspondance entre les hautes
énergies (ultraviolets) et les basses (infrarouges).

Pour étre plus précis, on peut envisager d’explorer la distance de Planck d avec une
énergie de I'ordre de E\sim1/d. On forme alors un trou noir avec un rayon d’horizon Rg ~
EG ~ G/d et une température T ~ 1/Rs ~ d/G. Le rayonnement thermique qui s’en
dégage a donc une longueur d’onde principale qui croit avec I'énergie de la particule
utilisée, et pour les énergies de Planck, I'échelle testée n’est plus la classique d ~ 1/E,
mais plutét d ~ EG. Il y a donc probablement une longueur observable minimale entre
ces deux régimes.

La gravité quantique pose des difficultés, car la théorie quantique relativiste des
champs donne des infinis quand on considére des distances de plus en plus petites

[37,45]. Une longueur minimale hypothétique pourrait éviter ces infinis et régulariser
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la gravité quantique. De plus, la recherche indique que les opérateurs de position ne
seraient plus commutatifs dans une théorie quantique cohérente de la gravité, contrai-
rement a la mécanique quantique habituelle. Il faut remarquer que tous les arguments
prévoient une longueur minimale de I'ordre de la longueur de Planck, et que les énergies
nécessaires pour la tester sont inaccessibles avec les moyens actuels. Cependant, il est
possible que la nature ait des dimensions supplémentaires grandes. Dans ces scénarios,
I'échelle de Planck et la longueur minimale pourraient étre testées dans les futurs accélé-
rateurs, comme le Grand collisionneur de hadrons, en construction au CERN a Genéve,
en Suisse, ou l'international collisionneur linéaire. Méme si ces dimensions supplémen-
taires ne sont pas confirmées prochainement et méme sans une théorie compléte de la
gravité quantique, on peut apprendre beaucoup en étudiant une théorie a basse énergie

incorporant une longueur minimale [30,46-51].

2.3.1.1 Espace non commutatif g-déformé

L'idée de la g-déformation vient de I'étude du probléme inverse quantique et des so-
lutions de I'équation de Yang-Baxter. Le sujet suscite un intérét croissant car les groupes
quantiques et les algébres ont des propriétés similaires aux algébres de Lie en ce qui
concerne les théories des représentations et leurs applications. La g-déformation des
algébres de Lie a été trouvée par Jimbo [52, 53]et Drinfeld [54]. Par la suite, ces idées
ont été utilisées par de nombreux auteurs (voir les références [55-57]) pour construire
I'oscillateur harmonique g-déformé.

On peut se demander pourquoi les groupes quantiques doivent étre déformés dans
ce cadre. La réponse est simple et tient au fait que les structures de I'espace-temps a
I’échelle de Planck ne sont pas ordinaires, mais déformées, ce qui donne lieu a une struc-
ture de I'espace-temps non commutative. C’est pourquoi la déformation de la structure
des groupes de Lie et des algebres de Lie devient nécessaire pour décrire divers as-
pects de ces espaces. |l existe bien sir plusieurs fagons de déformer les relations de
commutation classiques entre les variables dynamiques X et P.

Par exemple, on peut déformer les relations de commutation canoniques d’Heisen-

berg suivantes :

(2.44) PX — gXP = ih.

Cependant, nous supposerons plutét la g-déformation de la relation de commutation cor-
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respondante entre 'opérateur de création et d’annihilation g-bosons A' et A, respective-

ment, sous la forme [58, 59]
(2.45) AAT - g%ATA =1,

et analyser systématiquement comment la relation déformée (2.45) conduit a la relation
de la structure de I'espace-temps non commutative.
Nous supposerons en outre que les représentations pour les opérateurs de position

x et d’impulsion p doivent étre linéaires en A et AT

(2.46) X=a (AT + A) ,

(2.47) P=if (AT - A) ,

avec (a, B) € R. Par la suite en utilisant les deux équations (2.46) et (2.47), la relation

de commutation des opérateurs de position x et d'impulsion p est calculée comme suit
(2.48) [X, P] = 2iaf {1 + (q2 - 1) ATA} .

En utilisant (2.46) et (2.47), le produit de la création et de I'annihilation peut étre exprimer

par

2 _ 1 (52 2 :
1+q x—+p—,+ l,[X,P] .
4 \a?2 B2 ap

Insérons (2.49) dans (2.48), on obtient

(2.49) ATA = 2iaf

diaf 2_1(x%2 P?
(2.50) (X, p| = Jap |, 4 i |

1+ g2 4 \e? p?
Posons que

. R :

(2_51) aﬁ = 5, q= e2ﬁ 2T’
alors
(2.52) [X,P] = ih (1 +,8P2) .

Il est d’'usage de regarder la limite triviale 8 — 0, c’est-a-dire ¢ — 1, pour laquelle la

relation de commutation devient la relation de commutation canonique usuelle. Cepen-
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dant, ayant obtenu une version simple de la relation de commutation non commutative
(2.52), il est préférable de trouver une représentation pour X et P, qui reproduira le com-
mutateur (2.52). Par exemple, nous pouvons sélectionner les opérateurs de position X et
de moment P en termes des observables non déformées x et p, c’est-a-dire [x, p]| = if,

comme suit

(2.53) X = (1 +ﬁP2),P:p.

2.3.2 Larelation d’incertitude de longueur minimale a une di-
mension

Nous étudierons principalement les conséquences de la relation de la longueur mini-

male suivante :
(2.54) [X,P] = ih (1 +/3P2) ,

ou 7 est un petit paramétre de dimension de I'impulsion inverse au carrée. Bien que nous
supposions que cette forme est exacte, elle peut également étre interprétée comme un

développement du premier ordre d’une relation de la forme [46,47]
(2.55) [X, P] =inf (P),

ou f (P) est une fonction positive dont la condition suivante limp_,o f (P) = 1 est rem-
plie (la relation de commutation habituelle dans la limite de basse énergie). Selon ces

hypothéses, f aura son expansion Taylor autour de P = 0 comme suit :
(2.56) F(P)=1+8P2+0 (P4) .

Ainsi (2.54) décrira au premier ordre la classe la plus naturelle de modifications possibles
des relations de commutation standard.

La forme de la relation de la longueur minimale choisie est motivée a posteriori par la
relation d’incertitude qui en est déduite. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Bunyakovski-

Schwartz pour un état quantique, la relation d’incertitude sera

AXAP > = [1+ B (AP)* + B (P)?]

St | St

(2.57) 25 [1+5(AP)?].
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tres proche pour des energies faibles

Melange UV/IR

Longueur minimale

AP

Fig. 2.2 : La région autorisée par la relation d’incertitude est celle au-dessus de la ligne
verte pour le boftier standard et au-dessus de la ligne rouge pour le boitier de longueur
minimale (2.54)

Les valeurs admises pour les couples AX, AP sont celles situées au-dessus de la courbe
rouge tracée sur la figure. 2.2. On voit que pour les petites impulsions AP ~ (P) ~ 0, les
termes impliquant T peuvent étre négliges, et l'incertitude sur la position a le comporte-
ment habituel

1
AP’

(2.58) AX >

Do | Sk

Pour de grandes valeurs de AP, l'incertitude sur la position satisfera

(2.59) AX > hégAP,

en concordance avec le mélange UV/IR mentionné ci-dessus. De plus, il s’avére que

nous avons une incertitude minimale sur la position minimale

(2.60) AX > B (1 + ﬁlﬂ) ,
et un minimum absolu d’incertitude comme suit

(2.61) AX > AXppin = TB.

On peut justifier 'équation (2.60) par différentes approches : théorie des cordes; la
création de trous noirs par des collisions a haute énergie; des arguments sur l'effet de
la gravité sur le principe d’incertitude d’Heisenberg. Par exemple, le terme tAp? dans

(2.55) n'est pas choisi au hasard et peut étre motivé de la fagon suivante : quand on
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veut explorer des distances plus petites avec des collisions a plus haute énergie/impul-
sion, il arrive un moment ou I'énergie du centre de masse est assez grande pour courber
I'espace-temps et former un micro trou noir. Ce trou noir a un rayon de Schwarzschild
proportionnel a la masse-énergie de la collision, c'est-a-dire Ax ~ Rgcn ~ E. En pour-
suivant cette logique, si on augmente encore I'énergie/impulsion de la collision, le rayon
de Schwarzschild résultant augmente aussi linéairement, ce qui empéche de sonder des

distances plus petites.

2.3.3 Larelation d’incertitude de longueur minimale multi-dimensionnelle

Lorsqu’il s’agit de plus d’'une dimension D > 1, (2.52) peut étre généraliser sous la

forme [30]
(2.62) [X:, P;| =in {(1 +BP2) 5ij +ﬁ”P,-Pj} ,

Le parameétre supplémentaire 8”, avec une unité d’'impulsion inverse au carré, est a nou-
veau suppose petit. Avec de telles relations de commutation, nous ne pouvons plus sup-
poser que les deux opérateurs de position d’'une part, et les opérateurs du moment d’autre
part, commutent entre eux. La raison en est que les positions et les impulsions doivent

satisfaire I'identité de Jacobi
(2.63) [[A,B],C]+[[C,A],B]+[[B,C],A] =0,

ce qui est nécessaire pour I'existence d’une représentation des observables sous forme
d’opérateurs différentiels linéaires agissant sur un espace fonctionnel. Comme le second
membre de (2.62) dépend explicitement des opérateurs de quantité de mouvement P; ,

il convient de supposer qu’ils commutent
(2.64) [P:,P;] =0.
Alors les identités de Jacobi suivantes impliquant au moins 2 moments

(2.65) [[Pi, Pj] . Pk] + circu. permu = 0,

(2.66) [[P:, P;] . Xk] + circu. permu = 0,
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sont satisfaits. Aussi, a partir de la relation suivante
(2.67) [[X:, X;]  P«] + circu. permu = 0,

on peut obtenir le commutateur de positions jusqu’a un terme dépendant uniquement des

impulsions. Il est donné par :

(28" - p") + (28' +B") BP?
1+ 5 P2

(2.68) [X:, X;] = {P.X; - P;X;}+f(P1-- Pp).
En résumé, 'ensemble complet des relations de commutation s’écrivent comme suit

(2.69) [X:, P;| =in {(1 +ﬁP2) 0ij +ﬁ”P,-Pj},
(2.70) |Pi. Pj| =0,

(28" - pB") + (28 +pB") B P2

(2.71) [X:, X;] = YT

{P.X; - P;X;}.

La modification considérée ici ne détruit pas I'invariance par rotation. Plus exactement,

les opérateurs

1
(2.72) Lij= T {x;P; - X;P:},

sont des générateurs de rotation. C’est-a-dire qu'ils satisfont

(2.73) [Xi, Ljx] = in (6 X; — 6i;Xx) ,
(2.74) [P, Ljx] = in (6 Pj — 6i;Pk)
(2.75) [Lij, Lit]| = in (6 Lji + 6 jiLik — 6 Ljk — 6 jxLit) -

Ceci est tres utile lorsqu’il s'agit de systémes ayant une symétrie de rotation.
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CHAPITRE 3

[’OSCILLATEUR DE KLEIN-GORDON DANS UN
ESPACE NON-COMMUTATIF EN PRESENCE D’UNE
LONGUEUR MINIMALE

3.1 L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

3.1.1 Les solutions propres

L'oscillateur de Klein-Gordon a deux dimension est écrit par [4,60-64] :
(3.1)
—~ . A\ g~ . 2 —~ . S . 2 (EQ—mgcA)
(Px + imow3) (px — imow3) + (py +imowy) (Py — imowy) — ~——="—= ¢ =0,
U N

dont

(3.2) U=p2+ mngﬁz — mowh,

(3.3) N = ﬁi + mgw2)72 — mowh.

En cherchant la simplicité, nous introduisons le probléme dans la représentation{p}

comme suit; soit

d 9
(3.4) % =ih—,9 = ih—,
0px 6Py

(3.5) Px = Px» Dy = Py-

23



L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

Le passage aux coordonnées polaires se fait suivant la définition suivante :

(3.6) px = pcost, py, = psini, avec p2 = pf +p§,
(3.7) i in = infcosgt S0P )
Opx dp p do
0 d cos? d
3.8 y = ih—— =ih [sin 9— —].
(3.8) y=1i 35} i (sm dp + > a’ﬁ)

Dans ce cas, les deux équations (3.2) et (3.3) se transformer en

82
(3.9) U= p2 cos? 9 — mgw2h2—2 - hmyw,
X

62
(3.10) N = p2 sin? 9 — mga)ZhQW — hmpw.
y

En injectant les deux derniéres équations, (3.1) devient ;

(3.11) (pQ—meZTLQ (8—2+8—2) —2hm0w—g‘)¢/:0.
! ap:  p3

En utilisant,les équations (3.6), (3.7) et (3.8), avec la relation suivante

b R ¥ 2 1 0% 190

3.12 P L AN
(12) op? op? dp? p?o9? pap

nous obtenons

2 2
(3.13) (p2—/12 (a—+ia—+li)—u—g)w:0,

dont
(E2 — mgc4)
(3.14) ¢ = > , A = mowh
C
Ici, nous avons utilisé ce qui suit
0 0 0 0 09 0 ind 0
(3.15) -2 2P = cos P —

8px_%apx+%apx_ > dp p a9’
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L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

0 0 dp 0 0U ) 0 cos? 0
= —— — =sint— — e

3.16 2 2 2 .
(3.16) ap,  dpap, | 999p, op  p o9

Soit le changement sur la fonction d’'onde

(3.17) VkG(p,®) = f(p).eVl,

Alors, (3.13) se transforme en

d? Ldf(p) Jj°
(3.18) S f )+ =L L) |+ (€ - k2p%) £(p) =0,
dp p dp p
avec
9 (20+¢) o 1
(3.19) =0 , k =z
Posons que
(3.20) F(p) = pUleT P F(p).
L'injection de (3.20) dans (3.18) donne
14 2 i +1 ’
(3.21) F +(L—2kp)F —[2k (] j | +1) - «*] F =0.
4
Dans le but de simplifier cette derniére équation, en utilise, au lieu de la variable p , la
variable ¢ = kp2. Nous obtenons alors une équation de Kummer [65—68]
d*F dF 1 K2
3.22 t—+{|j |+l -t} — - = | +1) - — | F =0,
(3.22) - — 2((|J| ) 4k)

dont la solution est une série hypergéométrique confluent; Fy (a;| j | +1;1), avec
1 K2
(3.23) a=(1j1+) -

Cette séie devient un polyndme si et seulementsia = -n, (n=0,1,3).

On aura alors les solutions suivantes :

(3.24) W (p,9) = CoyjpVe TP’ 1Fy (—n;| j | +1; kp?) V17
1J
(3.25) E, = +tmoc®V1 +2rN

avec N = 2n+ | j | est le nombre quantique principale et r = (hw/m0c2) le parameétre
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L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

qui contréle le non-relativiste limite. Cette forme d’énergie est en bon accord avec celle

obtenue dans la littérature [69]

3.1.2 Les solutions en présence d’une longueur minimale

Dans le formalisme de la longueur minimale, I'algébre de Heisenberg est données par
(3.26) [, 5] = ineiy 1+ 8p?)

ou B > 0 est le paramétre de la longueur minimale.
Pour résoudre le probleme, nous utilisons la représentation des deux opérateurs

X; et p; écrite comme suit :

d _
(3.27) x=ih (1 +,3p2) » Px = Px»
dpx
d _
(3.28) y=ih(1+Bp?) —, py = py.
( )dpy y y

Dans ce cas, I'équation de l'oscillateur de Klein-Gordon sera

(3.29) (p?c +p§ + mng (x2 + y2) +imow [x, px] +imow [y,py] - S‘) YkG =0

En utilisant les équations (3.27) et (3.28), alors I'équation (3.29) devient

(3.30)
2 2 22 62 1 62 2 2 0 2 _
(p ) (1+,8p) +(8—1)2+17W — 281 (1+,8p )p%—2/l(1+,3p)—g WxG =0

Posons que
(3.31) Ykg = h(p)e?, j=0,£1,+2, ...,

alors I'équation (3.30) prend la forme suivante

9? 0

(3.32) —a(p)g o+ b(p)g—+c(p) - 9) h(p) =0,
p P

avec

(3.33) a(p) =22 (1+8p?) .
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L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

2 2)2
@3 b(p) =L pp (1+80%) p = —% ~ 28ap,

.9 92 2)2
jeA* (1+Bp o d
(3.35) c(p) = p* + (p2 S o (1 +,3p2) = p? +1217 _ova.

Soit maintenant la substitution suivante

(3.36) h(p) = p(p)e(p), 61=/ \/%p)dp,
(3.37) p(p) = exp (/ X(p)dp), x (p) = 2b4za = —%, p(p)=p?

dans ce cas, (3.30) devient

[_d290(19)
dqg?

(3.38) + V(p)] ¢(p) =s¢(p),

dont le nouveau potentiel a la forme

A2 (1+ppY)° [, 1
Sl ]

(339)  V(p)=p? =24 (1+pp) + B2 1+ p?) + P2

Faisons un changement de variable comme suit :

(3.40) p= % tan (qxl\/ﬁ) .

Le potentiel V(p) devient

2,3 _ 1, 1 . 1
1 I ti - mnteEe 21
(3.41) V(g) ==+ pA° T S "
,3 —— COS“ aq s~ aq
Uo

La forme finale de I'équation différentielle (3.38) se transforme en
(3.42)

d? U

{_ ¢(p) , Vo

dg? 2

¢(q) =S¢ (q).avecs = g+%

2

243 2 4 1 . 1
TritmteEe  J-g
cos? aq sin’ aq

L’équation (3.42) peut-étre aussi reformuler sous une forme condensée comme suit

_d2t,0(p) N Uy ({1 (&H1-1) N Lo (L2 —-1)

dq? 2 \ sin®aq cos? ag

(3.43) { )} ¢ (q) =S¢ (q),
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L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

dont
(3.44) V(p)=—l+,812{§1F§1_1)+§2(§2_1)},
B sin? ag cos? aq
avec
(3.45) L(G-D=7-7
9 3 2 1
(3.46) 52(52—1)=J2+Z—ﬁ—/1+m.

Ainsi, nous avons

d’ LU, {51 (-1 &-1)

3.47) (- &+
( ) ( dg? 2 sin? ag cos? aq

}) ¢ (q) = Sp(q), Up = &%, a = AB.

I'équation (3.47) est I'équation de Schrédinger dans un potentiel de Péschl-Teller U [68]
dont

(3.48) U= Lu, {41 (-1 L=

2 sin® ag cos? aq

},§1>1et{1>1.

En comparant I'équation (3.42) avec I'équation (3.47), nous obtenons

(3.49)

(3.50) {o=

Maintenant, dans le but de résoudre I'équation (3.42), nous introduisons les substitutions

suivantes :
(3.51) z = sin?(aq),
4 £
(3.52) =22 (1-2)2¥(2).

Dans ce cas, I'équation (3.42) prendra la forme suivante

(353) z(1-2)¥ +

<2
q”+1{§—2—(§1+§2>2}?=0
(0

1 1
({1+§)—z({1+{2+ ) 1

é;/(;/(ﬁll(lf '(5/)\//;)/(6 - 28 - M) My\.‘.u



L’oscillateur de KG dans un espace commutatif

Les solutions générales sont
(3.54) W=CioF (a;b;¢;2)+Coz " F (d+1 -0 +1-¢;2-¢;2),
dont

(3.55) d=z(a+n+I) v = (n+a-2)c=a+3

La condition de quantification

(3.56) a =-n,
donne
(3.57) S =a® (L1 + Lo+ 2n)2.

Aussi, la forme exacte des deux parametres {; et (> est

o1
(3.58) a=ljl+s

(3.59)

A l'aide des équations (3.57), (3.58) et (3.59), la forme finale du spectre d’énergie est

donc

(3.60) =+.|1-2r+23r (N+1)+£r2 [N2 - 2% (N +1) + 2},
moc? Bo

avec,

(3.61) Bo =

La fonction d’onde correspondante est
ilj|o -1 a a .
(3.62) Y =Ne'V"p 272 (1-2)2 oF (—n;b";¢"; 7).

li N = (2e2) /20 | Foeii7; est la constante de normalisation.
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

3.2 L’oscillateur de KG a deux dimensions dans un
espace non commutatif (NC)

3.2.1 Les solutions propres

Pour commencer, notons que I'espace des phases non commutatif se caractérise par le

fait que leurs opérateurs de coordonnées satisfont a I'équation suivante :

(3.63) [x$NC>,x,§NC>] = 10, [pﬁm,pfjvc)] =0, [ngC),xQVC)] = 16,

ol O, est un tenseur antisymétrique. Afin d’obtenir une théorie qui inclut les aspects
d’étre unitaire et causal, nous choisissons®q, = 0 ce qui implique que le temps reste
comme paramétre et la non commutativité n’affecte que I'espace physique

Puisque le systéme dans lequel nous étudions est bidimensionnel, nous limitons notre

analyse au plan xy . On aura alors

(364) [foC),x§.NC)] = i®€ij, [pENC), pﬁNC)] = O,

(3.65) [foC),p§NC)] = ihoi, (1] = 1,2),

ou ¢;; est le tenseur de Levi-Civita a deux dimensions. Notons ici que la résolution de

notre probléme se fait par le biais de la méthode de décalage de Bopp: dans ce cas,

nous avons
NC 1 NC
(3.66) N =xi = 0wy P = pi.
En conséquent, I'équation.(3.66) devient
(NC) 1 (NC) ® (NO) (NC)
(3.67) X =X = o=py, ¥ =Y+ 52Px, Px =Dx;Py | =Dy

2h 2h

Enfin, 'oscillateur bidimensionnel de Klein-Gordon dans I'espace non commutatif s’écrit
par :
(3.68)

2 2 4
(E —m,c )

c2

Y =0,

(px + imowx) (py — imowx) + (ﬁy + imoa)j/) (ﬁy - imow)?) —

U 8l
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

avec

(3.69) U= pg + m(2)a)2)c2 +imow (Xpy — pxX) — mng (%) Xpy,
(3.70) N= pg +miw?y? + +imow (ypy — pyy) + miw? (%) YPx-
Ici, nous avons utilisé que

3.71) t=x-2py $=y- o

(3.72) Px = Px» Py = Dy-

Dans la littérature (voir Réf [5] et références de celle-ci), le borne supérieure de ® <

4% 107%%m2. Donc, par approximation, tous les termes avec un carré de ce dernier sera

négligé.
Injectons les deux équations (3.69) et (3.70) dans (3.68), on obtient
(3.73)
e E? - (m062)2
2 +p§ +miw? (x* +y?) +imow [x, px] +imow [v.py] - m%wzg (xpy —ypx) — B E— Yke =0.

Afin de solutionner cette derniére équation, nous amenons le probléme dans la configu-

ration de I'espace de moment. Rappelons que

0 0
374 )E = lh—A, )7 = lh—A,
( ) apx apx
(3.75) Px = Px> Dy = Py
Lors du passage aux coordonneées polaires [19,49]
(3.76) px = pcostt, py = psint}, avec p2 = pf + p%

les deux équations (3.74) et (3.75) deviennent

0 d sind d

T7 =1ih =1ih — — -
(3.77) X =1 s i (cos dp > dﬁ)

0 d cost? d

3.78 =ih— =ifi|sin?— —
( ) y =i apy I (sm dp + » dﬁ)
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

Eninjectant (3.77) et (3.78) dans (3.73), la derniére équation peut étre écrite explicitement

en coordonnées polaires par

9 1 9% 194 d
(3.79) ( — 22 ( +—=—+— ) + m0w2® (z—) - 24— g) UkG =

op?  p2092 poap 09
avec
E2 — m2c4
(3.80) ¢ = . A= mowh
C
A I'aide de la relation suivante [70]
(3.81) vk (p,®) = f (p) eV’

I'équation (3.79) se transforme en

d’f(p) 1df(p) Jj* 2,2 2
3.82 - - —k _
(3.82) ot e o) + (2= K2p%) £(p) = 0
dont

9 mgw2®j+2/l+g 9 1

(3.83) K* = = , k =7
Posons que [70]
(3.84) F(p) = pYLe TP F(p),
alors (3.82) devient

7 2 i 1 ’
(3.85) F'+ (L —2kp) F = [2k(j|+1)-«*| F =0,

p

En utilisant, au lieu de p , la variable r = kp?, (3.85) se transforme en I'équation de

Kummer [65,67,71]

2

(3.86)

2
df+{|1|+1—z}———((|1|+1>—Z—k)F 0,

Les solutions de cette équation sont les fonctions hypergéométriques confluents | Fy (a;| j | +1;1),
avec
2

(3.87) a=3(0j1+) -5
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

Cette série devient un polyndme si et seulementsia = -n, (n =0,1,2,).

Ainsi, nous avons

(3.88) W(p.9) = Copjip e 371y (=i | 141 kp?) 1,

20
(3.89) E, = imQCQ\/l 2N -2,
C

avec N = 2n+ | j |est le nombre quantique principale, et r = fiw/mqc? le paramétre qui
contréle le non-relativiste limite.

On voit que la présence du parameétre ©, dans le spectre d’énergie, Iéve la dégénéres-
cence des niveaux d’énergie. De plus, en prenant que ® = 0, on atteint I'exact résultat

de l'oscillateur de Klein-Gordon bidimensionnel dont
(3.90) E, = +tmoc®V1 + 2rN.

Cette forme d’énergie est en bon accord avec celle obtenue dans la littérature (voir Réf.

[72,73)).

3.2.2 Les solutions en présence d’une longueur minimale

3.2.2.1 Les solutions en absence du champ magnétique

Dans le formalisme de la longueur minimale, I'algébre de Heisenberg est donné par la

relation suivante [20-23,49,74-77]
(3.91) [%i. p;] = insy; (1 +ﬁp2),

o0 < B < 1 est la longueur minimale. Une représentation de x;, et p;qui satisfait

I'équation (3.91), peut étre considéré comme

d _
(3.92) X =ih (1 +,3p2) s Dx = Dx
dpx
d
S 2 = _
(3.93) §=in(1+pp )—dpy, Py = py.

En utilisant les équations. (3.92) et (3.93), I'équation (3.30) devient
(3.94)

2 2
p2_12(1+ﬁp2)2+(6 1 (9

0 .0
apr ?W) - 262% (1+ Bp?) P@M (1+8p°) + (1+Bp*) miw® (l%) - §) Yk = 0.
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

Posons que
(3.95) vre = h(p)e? avecj=0,+1, %2, ...,

I'équation (3.95) se transforme en

o2 0

(3.96) {—a(p)ﬁ + b(p)a— +c(p) - §} h(p) =0,
P P

avec

(3.97) a(p) =22 (1+8p%) .

2 2\2
(3.98) b(p) = _AUshr) 28 (1 +ﬁp2) P,

A2 (1+Bp?)° 2

(3.99) e(p) = p? + = py (1 +/3p2) - (1 +Bp2) m2w*0);.

En adoptant les substitutions [70]

1

(3.100) h(p) = p(p)e(p), q =/ a(p)dp,
b+a !
(3.101) p(p) = exp (/ X(p)dp) » X (p) = 2 42(1 = —%, p(p)=p2.

I'équation (3.96) devient

d2
(3.102) [— L(f) + V(p)] ¢(p) = se(p),
dont
(3.103)

V(p) = p?=24 (1 +Bp?)+5% 1+ Bp?)+

A2 (1+8p2)° [,
1

1 .
0 J ——)—(1+ﬁp2) m%aﬂ@],
p
L’ utilisation du nouveau variable

(3.104) p= \/iﬁ tan (q/l\/ﬁ) ,
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

permit de réécrire le potentiel V (p) avec la nouvelle variable comme suit :

2.3 _ 2 1 2. 260_J
1 I ri-mtepe —mwOzm 21
(3105) V(q) = —— 4+ ﬁ/lQ X B ﬁQ/l BAa " ] - 1
ﬂ —— Cos= aq sin® aq
Uo
Injectons cette forme dans (3.102), on trouve
(3.106)
23 _ 2 1 2, 201 .
Po(p) U [ *i-mtpe M@0 j2-1 .
T T 5 +—— ¢(q) = sp(q),
dq 2 cos® aq sin“ ag
avec
(3.107) SEPNN.
B
Enfin, (3.106) se transforme a
(3.108)
e(p)  Uo (Gi(&1-1) (-1 >
- +— + =¢ , Up=a"eta = 14/B.
{ dq? 2 \ sin’ag cos?ag ¢(q) = ¢(q), Up = o’ eta = A\B
dont
1 -1 -1
(3.109) V(P):——+,B/12{§1.(§1 ) &2 (52 )},
B sin? (ag)  cos? (aq)
avec
9 1
(3.110) H(1=-1)= -7
1 2 3 b
3.111 )= —— — = 424 2ot
(3.111) (-1 ZE mt 1M 05s

Enfin, nous avons

( d? +1U0{§1(§1—1)+§2(§2—1)

2 sin® (aq)  cos? (eq)

3.112 —
( ) dqg?> 2

}) v(q) = Se(q)

L'équation (3.112) est 'équation de Schrodinger dans un potentiel de Pdschl-Teller définit

par le potentiel suivant [68]

1
(3.113) U= 5Uo

{(1 (L1-1) $H(L-1)

sin? (ag)  cos? (aq)

}, ({1,42) > 1

é;/(;/(ﬁll(lf '(5/)\//;)/(6 - 35 - M) My\.‘.u



L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

En comparant (3.106) avec (3.112), on trouve

1
(3.114) (1= | i§
1 1 2 . 9 J
(3.115) 42:§i\/(1+W_,§+]2_m0w2®ﬁ_/12

Afin de solutionner I'équation (3.106), nous allons introduire les changement suivants
a 2 .9
(3.116) p=z2(1-22¥Y(2), z=sin“(aq)

Dans ce cas, I'équation (3.106) peut étre écrit par

)¢/+1{£_§1(§1—1)_52((2—1)}90:0

4 | a? Z 1-z2

" 1
(3.117) z(1-2) ¢ +(§—z

ou

(3.118) z(1-2)¥ +

‘P’+i{%—(§1+§2)2}‘f'=0

1

Qi+ —z2(L1+ 2+ 1)
dont la solution générale est
(3.119) W=CpF(d;b;c;2)+Coz " 9F (A +1=¢ b +1-¢";2-¢;72),
avec

’ 1 S: ’ ’ 1
@120)  d=s(a+a+i) by = (arn-2) . =a+s,

2 @ a 2

Soit la condition de quantification a” = —n ,alors
(3.121) &2 =a? (&1 + &o + 2n)?

Les formes exactes de {7 et {3 sont

(3.122) U

(3.123) Lo =
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

A l'aide des équations (3.114), (3.115) et (3.121), la forme finale du spectre d’énergie est

exprimé par
(3.124)
2
1 12 1 2 .
E*=mlc*{1- R P s(1J71+1+2n+ (1+ﬁ——+j2—m(2)w2®L2
(moc)” B (moc) Bz pa B

De I'équation (3.124), la présence a la fois des deux paramétres 3 et © léve la dégénéres-
cence de notre spectre d’énergie. De plus, la présence dans le spectre d’énergie du
parameétre 8, contrairement au cas de ®, conduit a la dépendance des niveaux d’énergie

2 . comme mentionné par Nouicer [74—76], cette dépendance a n? est une carac-

sur n
téristique d’'un confinement dur.

Enfin, a la limite ou 8 — 0, nous atteindre I'équation suivante

20
(3.125) En:imOCQ\/1+2rN—w—2|j .
c
Ce dernier spectre posséde la méme forme que I'équation (3.89).

La fonction d’onde correspondante est
. s s
(3.126) g =NelilPp=327 (1-9)% oF (-n;b;cs2) .
avec N est la constante de normalisation.

3.2.2.2 Les solutions en présence d’un champ magnétique externe

En présence d’'un champ magnétique externe, le potentiel vecteur symétrique A associé

a ce champ est donné par

B B

127 A=[-=y, = .
(3.127) (Qy,Qx,O)

L'oscillateur de Klein-Gordon dans un espace non commutatif, dans ce cas, suitl’équation
suivante
(3.128)

Hy — —X — imowy | —
c Py 2% owy

) ( eB E? — (moc?)

. eB . RYA eB . . . eB . . .
Dx+ —Y+imowX || px + —) —imowX | + | py — —X +impwy
2c 2¢c 2

U N
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

En utilisant la méthode de décalage de Bopp, I'équation. (3.128) se transforme en

BO\? B\? BO
{(“1%) (piwi)*("’%“’“(i—c) )“2”2)*’”0‘”(“3%) ["”’x]}‘”
(3.129)

) ¢BO® ¢BO® 5 20 E? - (moc )
+1imow (1 + 2_hc) [y. py] {(1 i ) T mow h} (xpy — ypx) 2 Wke (¢ =0,
L.

Injectons les équations. (3.92), (3.93) et (3.95) dans (3.129), on obtient

eBO\? o, [, _,(eB)? N2(02 18 j? 9 .o[eB\’ 9
{(1+4hc) P —(/1 +7 (Z) (1+,3p) (6—p2+;£—ﬁ)—2 A“+h (—) (+,Bp ),8 6— "4

5130 i) 1+ 22) () 1+ 52 2 o] 1] -

avec

E? - (moc2)2
2 _
(3.131) ¢ = — Q=

En suivant les mémes procédure pour le cas commutatif, nous arrivons

[_d2¢(p)

3.132
(3.132) g’

+ V(p)] o(p) =<"0(p),

ou avec la nouvelle variable g,

> Up |4 (& -1)  &5(5-1) _
(3.133) {—d—q2 < { 2 (ag) o (@d) ¢(p) =S"¢(p)

Ici, la forme du potentiel V devient

eBO)\? B\? 1 1 BO
V(p)—(1+w) p2+{/12+h2(e2—c) }(1+ﬁp2)2?(j2—1)—24(1+ﬂp2) (1+62%)
2
(3.134) “h(1+pp?) {1422 —+mow2® a2 () e pp?) B
dhe 2c

Ce méme potentiel se réécrit en fonction de la variable g comme suit

1L ag -1 G-
(3.135) Vig) = ﬂ+m {Sin2 o) = oo
dont

(3.136) (g -1)= -
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

(3.137) 2
-y - e (7+3)- 21(1“5?)2 —{h(1+1§?)%+m3f®}|f|
ﬁ2(,12+h2(%)) ’3(/12+h2(§_f)) ﬁ(/l2+h2(;_f))

Enfin, (3.133) aura la forme finale suivante :
(3.138)

{ d? @{41(51—1) & (& -1)

_ w2 _ 9 _ 2
_d_c]2+ 2 | sin? (aq)  cos? (aq) }}‘P(P) =&%p(p), Uy =@ aveca—\/,B (/12+h2 [eB/2c] )

Ici,

2
(3.139) F2o 2y (1+ [€B§/4hc])

Dans ce stage, on constate que I'équation. (3.138) est I'équation de Schrddinger dans

,avec ({1,45) > 1

un potentiel de Pdschl-Teller [68].

La forme exacte des deux paramétres (] et {’, sont

(3.140) 7= - i

(3.141)

G =5+ |1+ g2 e 21(“%)2 _{h(“%)%méff@}m
132(/12+h2(%)) ,8(/12+h2(%)) ﬁ(/12+h2(%))

La solution générale de I'équation (3.138) est
(3.142)
W =C oF1 (a;b;¢:2)+Coz " 9F (d +1 -0 +1—-¢";2—¢;2), z =sin® (aq)
dont
1 3 1 3 1
@143)  a=:|a+e+|p=s(arn-L) 0 =as.
2 a 2 a 2

La condition de quantification a = —n conduit a

2
(3.144) & :ﬁ(/12 + 72 (%) ) ((1+ 8o +2n)% = E
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

Enfin, la forme finale du spectre d’énergie est

(e sl @)

(3.145)  E? = +moc®y|1 - (e’ B + = {jl+1+2n+28"}2,

avec

(3.146)

» (1+g2) 2(eg2)  [r(1+gR)gemdure) 1)
TN @) (i@l seen@)

La fonction d’'onde correspondante est
iljle -5, % 2 '
(3.147) Yy =N.eV’p 222 (1-2)7 oF1 (-n; b5’ 2) .

avec N la constante de normalisation.
Ici, nous pouvons voir que la présence des deux parameétres \béta et \Théta brise la

2 montre

dégénérescence du spectre d’énergie. De plus, la présence d’un terme sur n
I'existence d’un confinement dur. Cette dépendance n’est claire que lorsque nous avons
introduise le concept de la longueur minimale dans notre probléme in question.

Maintenant pour une meilleure compréhension du spectre énergétique présenté par
I'équation. (3.145), nous avons tracé la variation de I'énergie positive E en fonction du
nombre quantique n et du champ magnétique B pour diverses situations. Comme le
spectre d’énergie est symétrique, tout commentaire sur le cas du positif I'énergie peut
étre étendue au cas de I'’énergie négative.

La Figure. 3.1 montre le comportement du spectre d’énergie par rapport a n en mod-
ifiant les trois parameétres apparaissant dans I'expression du spectre d’énergie, c’est-a-
dire le champ magnétique B, le paramétre de la non-commutativité % et enfin la longueur

minimale . Cette figure a été présentée pour deux cas: j = 0 et j = 1. Ici, trois des

remarques peuvent étre faites

» En faisant varier uniquement le champ magnétique, on observe que lallure du
spectre de I'énergie tend a devenir linéaire dans le régime de champ magnétique

élevé.

+ La variation de la variable 8 seulement nous conduit a I'existence de deux régions :

on constate que les valeurs de I'énergie sont zéros jusqu’a un nombre spécifique
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

ou le spectre commence a croitre: ce nombre dépend inversement de S.
» Enfin, en faisant varier ¢ , nous voyons que toutes les courbes coincident.

La Figure. 3.2 indique le changement d’énergie positive en fonction du champ magné-
tique pour quatre niveauxn = 0, 1, 2, 3. Pour chaque niveau d’énergie, nous avons choisi
Jj =0,1,2,3. Alexception au cas j = 0, chaque courbe montre approximativement une
forme linéaire avec un champ magnétique B.

Enfin, afin de montrer que le probléme en question est pertinent d’'un point de vue
physique, nous faisons les remarques suivantes. Premiérement, on peut mentionner
certaines études qui ont démontré I'existence d’une relation étroite entre le graphéme et
le modéle de l'oscillateur de Dirac [78—82].

Bastos et al [83-86] considérent une description non commutative de graphéne.
Cette description consiste en une équation de Dirac pour fermions de Dirac sans masse
avec des corrections non commutatives, qui sont traitées en présence d’'un champ mag-
nétique extérieur. lls font valoir qu’étant un systéme Dirac, graphéne est particuliérement
intéressant pour tester la non-commutativité. lls constatent que la non-commutabilité af-
fecte les niveaux d’énergie du graphéne. lls obtiennent une limite sur le paramétre de la
non commutativité. Leurs résultats montrent que la non-commutativité donne des résul-
tats intéressants également a basse énergie et que ses implications ne sont pas limitées
a la cosmologie quantique et a la physique des trous noirs.

Dans le méme contexte, Falomir et al [79, 87] emploient un modéle simple non rel-
ativiste pour décrire I'excitation de basse énergie de graphéne. Le modéle est basé sur
une déformation de I'algébre d’'Heisenberg qui fait que le commutateur des moments
est proportionnel au pseudo-spin. En conséquence, le résultat la conductivité de I'effet
de Hall est cohérente avec I'entier anomal de I'effet de Hall quantique trouvée dans le
graphéne.

Jallel [81] décrits la déformation du réseau dans le graphéme sous I'effet d’'une dé-
formation en considérant que les coordonnées du moment spatiales ne commutent pas.
Dans ce cadre, il (i) construit un nouveau modeéle décrivant les fermions de Dirac inter-
agissant avec une source externe qui est un paramétre non commutatif dépendant, et (ii)
les valeurs propres montrent les niveaux de Landau d’'une maniére similaire au cas d’'un
champ magnétique réel appliqué au graphéne.

lorio et Paix [88] dans leur article « Generalized uncertainty principle in graphene

», ont montré qu’en allant au-dela de I'approximation a basse énergie pour laquelle
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)
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Figure 3.1: Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n: a,b) variation par
rapport a B pour 6 = 0.005 et 8 = 0.005; c,d) variation par rapport & g pour B = (.1 et
6 = 0.005; e,f) variation par rapport a 8 pour B = 0.1 et 8 = 0.005.
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)
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Figure 3.2: Le spectre d’énergie E en fonction du champ magnétique externe B pour
n=0,1,2,3
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L'oscillateur de KG a deux dimensions dans un espace non commutatif (NC)

les relations de dispersion du graphéne sont linéaires, la théorie correspondante du
champ émergeant est une généralisation d’'une théorie de champ Dirac. Les Hamil-
toniens généralisés qu’on obtient sont ceux compatibles avec des généralisations spé-
cifiques du principe d’incertitude. lls commentent également la compatibilité de ces
derniers avec des positions non mobiles ainsi que sur leur physique possible réalisation.

Ainsi, a la suite de ces travaux et peut-étre d’autres qui sont non cités ici, nous pou-
vons nous attendre a ce que notre étude puisse étre considérée comme contribution au
cas du graphéme en introduisant la longueur minimale. Cela se fait par la modification

des régles de commutations d’Heisenberg.
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CHAPITRE 4

[OSCILLATEUR DE KEMMER DANS UN ESPACE
NON-COMMUTATIF EN PRESENCE D'UNE
LONGUEUR MINIMALE

4.1 L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions
dans un espace commutatif

4.1.1 Les solutions en absence de la longueur minimale

L'oscillateur de Dirac bidimensionnel est donné par :

(4.1) {cay (px — imowyok) + cay (Py — imowyo3) + Yomoc®} ¥p = Eyp

En utilisant les matrices de Dirac suivantes [89,90] :
01 0 —i . 1 0
(42) ax:O'x:(l 0),ay:O'y:(i O)”}/O:(O _1)
dont ¥ p = (Y1 ¥2), 'équation (4.1) devient :
2 —
(4.3) (mof Cp‘g)(wl):E(‘f“).
cpy  —moc Y2 Y2

Un calcul simple donne un systéme d’équations suivants :

(4.4) mocy + cp_wa = Eyr,

(4.5) cpy1 — moctya = Eyra,

45



L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

avec
(4.6) D_ = Px — iﬁy +imow (X — iy)
4.7) D+ = Px +1py —imow (X + 1Y) .

A partir des deux équations (4.4) et (4.5), nous obtenons
(4.8) {c%iﬁ;—(EZ—n%cﬂ}wlzo.

Maintenant, par souci de simplicité, nous apportons notre probléme en espace dyna-
mique.

Rappelons que

) )
4.9 £ =ih—, 9 = ih—,
(4.9) o 0
(4.10) Px = Px, Py = Py,

En passant aux coordonnées polaires dont :

(4.11) px =pcosth py, = psind, avecp22p3+p§,
alors
0 0 sin® 0
412 x =ih =ih 9— — -1,
( ) X=1i ps i (cos 5 > (90)
0 0 cost?t 0
413 y = ih =ih|sin?— — .
( ) y=1i 3, I (Sln ap + P (919)

Ces transformations permettent aux équations (4.6) et (4.6) de prendre les deux formes

suivantes :
. 0 i 0
4.14 po=ePlp-Al—+-——]|},
@19 P-=lp-a (5 o))
. 0 i 0
4.15 5= el Al L L2
i) 2 {’” (ap paﬁ)}’
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

ol A = mowh. A l'aide de ces expressions, le terme p_p.., apparait dans I'équation (4.8)

se transforme comme suit :
(4.16) DDy = p2—2/1—/l2———————+2i/1—.

Enfin, nous trouvons I'équation différentielle suivante :

92 10 1 92 d
2
(4.17) {p -1 (8p +p8p+p28192 21/16—19—2/1 g‘}l//1
ou
(E2—m2c4)
(4.18) g=

Le choix suivant sur la fonction d’onde

(4.19) Y1(p.9) = f(p)e'”,
conduit a
d’f(p) 1df(p) I 5 2 2 _
(4.20) oty )|+ (€ = #p?) () =0
avec
21 1
(4.21) K2 = ( /;S‘) kz_ﬁ
Maintenant, posons que
(4.22) F(p) = pMleTPF(p),

alors (4.20) devient

4 2 l 1
(4.23) F' s (ﬁ

—zkp)F’—[zk(z+1)—K2]F:o.

dont F(p) est obtenue en utilisant, au lieu de p, la variable ¢ = kp?. L'équation (4.23) est

I'équation de Kummer [65—67,90] donnée par

d’F  ((2]1]+1) dF K>
4.24 t —t [|+1)——|F=0.
(#.29) az " { > a (l I+ -
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

Les solutions générales sont écrit comme une série confluent | F; (a;| [ | +1;t) avec

1 K2
4.25 =Z(l11+1) ==

Cette série devient un polynéme si et seulement sia = —n, (n =0, 1, 3) . Alors on trouve

(4.26) W)n (s 3) = Coiip g €%p21F1 (—n; | 1] +1; kp2) et
h
(4.27) Ey = tmoc?y [1+4——n.
moc
La forme du spectre d’énergie est bien connue dans la littérature [6,60-63].

Enfin, la fonction d’onde totale associée est

1
(4.28) ¢n,|l|(p’ ) = ( Py ) Y.

E+mQC2

4.1.2 Les solutions en présence d’une longueur minimale

En présence d’'une longueur minimale, I'algébre de Heisenberg a I'échelle de Planck

se déforme comme suit :

(4.29) [, pil = i (1+ 6p?).
ou B > 0 est le paramétre de la longueur minimale et dont
(4.30) [%:,%;] = 2inB (pi%; — pj%i) -

est vérifiée. Une représentation des deux opérateurs x; i et p;, satisfaisant I'équation

(4.29), peut étre prise comme

. o .
(4.31) ‘= ih (1 +,8p2) G P =
X

. o .
(4.32) $ = if (1 +,8p2) 5o Pr=pr
y

Dans ce cas, (4.3) devient

o 2
CpP+ —mgcC ¢2 '//2
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

Ainsi, 'équation (4.8) se transforme a

(4.34) {c25_13+ - (62 - m§c4)} vy =0.
[ci
N 0 0
(4.35) P_=py—ipy—A(1+p8p? ( —i—),
pomip = (1) (i
N 0 0
4.36 P,=p.+ipy+1(1 2 —|.
(4.36) + = Be+ify + (+ﬁp)(apx“apy)

Avec la méme stratégie utilisée au-dessus, les équations (4.35) et (4.36) deviennent

i 0 0
(4.37) po=e? {p - (1 +,3p2) (% - IL?%)} ,
o ety

Dans ce stade, une remarque importante peut étre faite concernant I'opérateur du mo-
ment angulaire L, dans le scénario de longueur minimale. Cet opérateur est défini par [29]
. Epy=Ipx D

4.39 L.= = i
(4.39) T apr T Moo

Il satisfait les relations de commutation suivantes avec Isi comme suit :
(4.40) [P, L] = +0P..

Ainsi, il peut étre facilement vérifié que I'opérateur Jz commute avec I'hamiltonien de
notre systéme (voir 'équation (4.33)), de sorte que méme en présence d’une longueur
minimale, on a un moment cinétique total conservé. A la limite 5 — 0, la définition de iz
donne la forme bien connue de la mécanique quantique standard. Ainsi, si [ est le nombre
quantique associé a I'opérateur iz(qui est associé aux fonctions propres ¢'/? de iz), ce
nombre quantique conserve sa signification habituelle comme un nombre quantique du

moment angulaire orbital.
L’évaluation du termep_p. conduit a I'équation différentielle suivante :
(4.41)

0 o id 2002 109 1 62
A 9 2 . 11 _ g2 i _32 2 4 4
p-pe =42 (1+fp ){ﬂ(laﬁ 1) A (p6p+p6ﬂ)} 2 (1+5p%) (8p2+P<9P+P23192 '
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

Ainsi, 'équation (4.34) devient

(4.42)
2 A a(i 1) gz (p 2 s LN g 22‘9_21ii‘9_2_2}_
P +2(1+,8p){/l(zé]19 1) BA (p6p+p6ﬂ)} A (1+Bp?) (6p2+p6p+p26192 &y =0,

avec

2 2.4
€ —m,cC
(4.43) £ = —20
C
Posons que
(4.44) y1 = h(p) e,

alors, (4.42) prend la forme suivante :
(4.45)

[p2—2(1+ﬁp2){A(l+1)+mz(p%_1)}_12(“3])2)2(d2 1d P

R LR

Cette équation peut étre écrite sous une forme condensée par :

d? d
(4.46) {—a(p)w +b(p) a +c(p) - f} =h(p) =0,

Les différents termes apparents dans cette équation sont donnés par :

(4.47) a(p) =22 (1+8p?) .

2 2)2
(4.48) b(p) = =282 (1+p?) p - ““+M,

2 2)2 ;2
@49)  c(p)=p>~20(1+1) (1+pp?) +282% (1+ ﬁp2)+ﬁ (“pﬁ;’) 2

L'équation (4.46) peut étre résolu en effectuant les transformations suivantes :

1
(4.50) h(p) =p(P)e(pP), q =/ » (p)dp,
ou
(4.51) p(p) = el Xy (p) = sz;al B _i'
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

L(application de ces transformations sur I'’équation (4.46) donne

2
(4.52) (—§%§+-V(q>)w<p)=:§¢(p>.

Le potentiel effectif V (g) s’écrit par

(4.53)
2 2

1)

L’emploi de la nouvelle variable p avec

(4.54) p= \/iﬁtan (qﬂ\/ﬁ) ,

transforme I'équation (4.53) a

1 ool a@-1)  H-1)
(4.55) Vip) = 3 + A {sm2 @) = (F) }
avec
(4.56) fE-D=P-7
1 1 1 3
(457) §2(§2—1):(l—37+§)(l—ﬁ7+§).

Enfin, nous avons

a1 S1(6-1)  &H(6-1) 2
(4.58) ( a2 Tl {SmQ (VB = (qﬂ\/,ﬁ)}) ¢(p)=£&"¢(p),
avec

(4.59) E=224 1, U = o?

B
avec @ = A+/B. L'équation (4.58) est une équation de Schrédinger dans un potentiel de
Pdschl-Teller [68]définit comme suit

1y {fl (61-1) +§2(§2—1)},

4.60 U
( ) 2 0 sin? (aq) cos? (aq)
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

donté1 > 1 etés > 1. Les solutions des deux équations (4.56) est (4.57) sont
1
(4.61) &1=1+x—,
2
(4.62) §—1+l+1 !
. 2 = 5 * ﬁ/l .
Afin de résoudre I'équation (4.58), on introduit la nouvelle variable
(4.63) z =sin® (aq) .

Dans ce cas, (4.58) devient

2 4 | a? Z 1-2

,2 B )
(4.64) z(l—z)go”+(1—z)<p’+1{f——61(61 1) &6 1)}50:0.

dont la nouvelle fonction d’'onde ¢ est

L3l £
(4.65) p=z2(1-202 ¥Y(z2).
Nous arrivons alors a I'équation différentielle finale

&2
(4.66) Z(l—Z) P+ ‘P/+}l{§—2—(§1 +fg)2}‘PZO.
(07

(§1+%)—Z(§1+§2+1)

Les solutions générales sont

(4.67) Y =Ci9F (a;b;c;z)+C2z1_ch1 (a+l-c;b+1-c;2-c¢;2),
avec

_1 £, _1 _
(4.68) a—§ §1+§2+$,b—§ §1+§2——2,c §1+—

La condition a = —n donne
(4.69) E2 = a? (&1 + & +2n)2.

I'obtention du spectre d’énergie exige que a limite — 0, on recouvre bien le spectre

d’énergie connu du cas non-GUP.
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L’oscillateur de Dirac (DO) a deux dimensions dans un espace commutatif

La forme exacte de &1 et &5 sont
1
(4.70) & =1+ 5

4.71 1 [+1 !
(4.71) 52—5—('*‘ _ﬁ_/l)

A l'aide de (4.69), (4.70) et (4.71), la forme finale du spectre d’énergie est donné par

7] 202
(4.72) €, = imocz\/l +4—"n+ 472,
moc c

ou

1
(4.73) B < Bo,Bo=~——3,avec! > 0.

A(1+3)
La longueur minimale non nulle est donc

1

(4.74) Anin = 1B < (A¥min)o = 3|75 Lmin:

2

H = L Art H ’ . . .
avec Lmin = + /mow est la longueur caractéristique de I'oscillateur de Dirac, et (Axpmin ),
est la longueur admissible ; au-dessus de cette limite, la physique devient expérimenta-
lement inaccessible.

L'expansion de (4.72) au premier ordre de 8 donne

h ) h2 2 2
(4.75) € = 2moc®y |1 +4——n |1+ A -
moc c 1+ 4W“:2n

Le premier terme est le spectre d’énergie de I'oscillateur de Dirac bidimensionnel habituel

par contre le deuxieme terme représente la correction pour le la longueur minimale. Noui-
cer [74—76] montre que la dépendance en n? est une caractéristique d’'un enfermement

solide. Pour les valeurs grandes de n (4.75) donne
(4.76) €, = hwn.

Cela signifie, que pour les grandes caleurs de n, le comportement de I'oscillateur de Dirac
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L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

peut étre décrit par un oscillateur harmonique non relativiste de fréquence

(4.77) W= 2a)mc\/,E.

D’aprés les équations (4.44), (4.50) et (4.65), la composante i1 a la forme suivante
_1 9 £1 £

(4.78) W)y (p,0,2) =(C1),y p7 222 (1-2)2 oF1 (-n; b5 1| +152).

Dans ce cas, la fonction propre totale associée est donnée par

~€+m0c2

1
(4.79) wn,l (P’ 0, Z) = ( CP+ ) Y.

4.2 L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-
commutatif (NC)

4.2.1 Les solutions propres

L'espace des phases non-commutatif (NC) est caractérisé par le fait que leurs opé-

rateurs de coordonnées vérifient I'équation suivante [83—-86,91,92] :
NC) _(NC . NC) (NC . NC) (NC .
(4.80) [x1(/ ),x;(l )] = le,uv, [p/(,t ),pg )] = le,uv, [xl(l ),pfz )] = lhd,uv,

ou éuv et iéw, sont des tenseurs antisymétriques.

Afin d’obtenir une théorie qui inclut les deux aspects d’unitarité et de causalité, nous
choisissonsé, = 0 et 8y, = 0 ,ce qui implique que le temps reste un paramétre et que la
non-commutativité n’affecte que I'espace physique.

En remplacant le produit normal par le produit en étoile, 'équation de Dirac dans

'espace commutant se transformera en I'équation de Dirac dans I'espace (NC) :

(4.81) Hp (p,x) x¥p (x) = Eyp (x),

ou le x produit Moyal entre deux fonctions est défini par (voir Chapitre 2) :

J (%) g (%) le=y -

(4.82) (f *g) (x) = exp [%éabaxaaxb

Au lieu de résoudre I'équation de Dirac dans I'espace (NC) en utilisant la procédure du
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L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

produit-x, nous utilisons la méthode de décalage de Bopp dont nous avons

(NC) _ 1~ (NC) _ L
(4.83) X == o 06ipj, p; T = pit o 06X

Par conséquent, I'équation (4.83) devient

g g 7 7
NC) _ NC) _ (NC) _ (NC) _
(484) ¥ =x— oy YD =yt pe " = Pt vy = Pyt

Dans ce cas, I'équation I'oscillateur de Dirac s’écrira alors comme suit :
(4.85)

{cax (p)(CNC) — imowﬁx(NC)) +cay (p;NC) — imowﬁy(NC)) +,8~m0c2} Yp = E(Nc)gDD.

En utilisant les matrices de Dirac suivantes

0 1 0 =i\ = 1 0
(4.86) ax=0'x=(1 0),afy:0'y:(i 0),,8:(0 _1),
I'équation (4.85) devient :
moc? cp- N[y _ W1
St ( cp+ —moc? ) ( Yo ) - E(NC)( Yo )

avec yp = (Y1, wg)T. Apres un calcul direct, on trouve le systéme d’équation suivant :

(4.88) moc?y + cp_wra = Eneydi,
(4.89) cpsn — mociya = Eqneyra,
ou

(4.90) p-=pN-ip\" +imow (x(NC) - iy(NC)) = 01 (px —ipy) +imowo2 (x = iy),

(4.91) p, = piNc)+ip§NC)—imow (x(NC) + iy(NC)) = 01 (px +ipy) —imowo2 (x +iy).

Ici,

D)

nmow ~
4.92 =14+—0,09=1+ .
(4.92) 01 TR S
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L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

D’aprés I'équation (4.88) et (4.89), on a

(4.93) {Czp_er (E(QNC) moc)}wl_

Maintenant, afin de résoudre la derniére équation, et par souci de simplicité, nous ame-
nons le probléme dans I'espace du moment.

Par la méme méthode utilisé au-dessous, on arrive a I'’équation suivante [49]

72 10 1 82 )
4.94 2p? - 22 e +2ido1— — 2014 —
(4.94) {9117 (ap 0 op p2692) ider55 — 201 §}lﬂ1
avec

E2 m2c4 é
(4.95) c=_HO "0 {14+ moh

c? 2mowh

A l'aide de la relation suivante [70]
(4.96) 1(p.0) = f(p).e’,

L'équation (4.94) se transforme en

cf(p)  Ldf(p) P
(4.97) = 1) |+ (62 = K22) £ (p) =
dp? p dp p
avec
2
e 2o Qe+ o of
A2 A2
Posons que
[ k22
(4.99) f(p)=pe=PF(p),
puis I'équation différentielle
’” 2 l 1 4
(4.100) F +(¢—2kp)F —[2k(11]+1) - K] F =0,
p

est obtenu pour F(p) qui en utilisant, au lieu de p , la variable r = kp?, est transformée

en I'’équation de Kummer [65,67] :
d2F F 1 K2
(4.101) d2+{|l|+1—t}———((|l| 1)_E)F:0’

é;’/(;/(ﬁll(lf '6)/‘;/(( - 56 - M) My\.‘.u



L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

dont la solution est une série hypergéométrique confluent 1 F (a;| [ | +1;¢), avec

1 K2
4102 =Z(l11+1) ==

Cette série devient un polynéme si et seulement sia = -n, (n=0,1,2).

Ainsi, nous avons [65]

(4.103) U1(p.0) = Copp.e 27’1 F) (—n;l /] +1;kp2) o116
mow 0

4.104 Enc). = +mgc? 1+4(1+—9) 1+

( ) (Enc)n ¢ \/ 2h ( 2m0wh)n

La fonction d’onde totale associée est :

1
(4-105) ’ﬁn,l(p’e) = ( cp+ )’701

Enc+mgc?
4.2.2 Les solutions en présence d’une longueur minimale
L,algébre de Heisenberg est donnée par
(4.106) %, 5] = ihoy; (1 +ﬁp2) .

Dans la représentation suivante,

= il (1 +ﬁp2) di,

X y

d
(4.107) )E:ih(l +ﬂp2) o)

(4.108) Py = Dy-Dx = Dx»

on trouve (par les démarches au-dessus)
(4.109)

2 2
-2 (1480) o w042 (o =) = (1) (250 S D) -2 i) =0
14

dp? pdp p?

Cette équation peut s’écrire sous une autre forme comme suit :

d? d >
(4.110) {—a(p)@%(p)ﬁﬂ(p) -& }h(p) =
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L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

dont
@111) ap) =22 (1+p?) .
2 2\2
(4.112) b(p):_%_zg/l? (1+,3p2)p,
2 2\2 72
(4.113)  c(p) = op* — 2401 (1 +1) (1 +ﬂp2)+ﬁ/121(1 +ﬁp2)+/l (1+p’82p) a

Les solutions de (4.110) peuvent étre trouvées en utilisant les transformations suivantes

[70]:
(4.114)

w0 =p(Pp(p), 0= [ ——dp. p(p) =l P,y (p) = L =L

Va(p) C

alors nous obtenons I'équation différentielle suivante

d2
(4.115) “i +V(p)] o(p) =&¢(p),
dont
(4.116)

A2 (1+pp?)° (12

V(p) = olp*=2001 1+ 1) (1+ B2 18 (140 Ja® (140 ——

En utilisant que

4.117) p= % tan (q/l\/ﬁ) )

on trouve

" 1 |
(4.118) 72(1-2) ¢ +(——z)(p + -

2 4 | a? Z 1-2

{5_51(51—1)_52(52—1)} _
¢ =0.

Maintenant, en mettant que

(4.119) (p=z% (1—z)%2‘1'(z),
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L’oscillateur de Dirac (DO) dans un espace non-commutatif (NC)

nous arrivons a

(4.120) z(1-2)¥ +

1 §2
(§1+2)—Z(§1+§2+1) ' +1{——(§1+§2) }

Les solutions générales de cette équation sont [65,67,71]
(4.121) W =C19F (a;b;c;2) +Coz 9F (a+1—c;b+1—¢;2—¢;2),
dont
(@.122) a=1(41+4z+§),b:l(am—;),c:ml.
2 a? 2 a? 2

Avec la condition a = —n, on obtient
(4.123) E2 =% (01 + &0 +2n)2.

Enfin, aboutissons a la forme finale du spectre d’énergie

= =\ 2
. 0 0
4.124 i 24+42(1+@9) 1+ +4c28 1+ 2
( ) e \/moc ¢ 2h 2mowh n+detp 2mowh "
ou
(1 4 ’"20;’9)

l+%(1+ !

(4.125) B < Bo, Bo = with (I > 0).

2mowh

) mowh

Ainsi, la longueur minimale non nulle est

L (1+e0)

l .
3 7\ ‘min
l+2(1+w)

(4.126) Axin = B < (Axppin)

owh

avec lpin = ,/mhw est la longueur caractéristique du DO, est (Axmin)o la longueur
admissible au-dessus de laquelle la physique devient expérimentalement inaccessible.
Nous pouvons voir que l'influence des paramétres de la NC sur (Axmin), est lisible et

bien claire.
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace commultatif

Maintenant, en développant au premier ordre en fonction de la variable 5 on trouve

o = amoc’ 1+ 1 (142420) (14 55 )

(4.127) 26(1+ ) n”
X1+ mc2 1+_(1+’"0“’9)(1+2mowh)

Le premier terme est le spectre d’énergie du DO bidimensionnel usuel. Le second terme
caractérise la correction due a la présence de la longueur minimale. La dépendance a n?
est une caractéristique d’un confinement solide.

Pour les valeurs grandes de n, on a
(4.128) €, = hon.

c’est-a-dire le comportement du DO peut étre décrit par un oscillateur harmonique non
21+ zooan).

relativiste possédant une fréquence w = I+ 55—
mow

La composante ¢/; a la forme suivante :
o &
(4.129) W1)ns (P, 0,2) = (C1),y p—%esz?l (1- Z)72 oF1 (—n; by | 1] +1; 2)

Enfin, la fonction propre totale associée est déterminée par

1
(4.130) Uni (p,0,2) = ( cps )t!q-

e+moc?

4.3 L’oscillateur de Kemmer dans un espace com-
mutatif

L'équation relativiste libre de Kemmer (Duffin-Kemmer-Petiau) est donnée par [3,93—

]:
(4.131) (B*pu = M)y =0,

ou M est la masse totale des deux particules de spin % et 5 sont les matrices de Kemmer

satisfaisant a la relation de commutation suivante :

(4.132) BIB B+ B BB = g Bt + g7 B,
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace commultatif

avec
(4.133) =yl +1®y",

ou I : est une matrice identité (4 x 4),y* la matrice de Dirac et ® le produit tensoriel.
L’état stationnaire ¢, de I'équation (4.131) est une fonction d’onde a quatre composantes
s’écrivant sous la forme :

T
(4.134) z//k:wD@wD:(Z;)@(Z;):( Ui, Yo, s, m) .

ou ¥ p est la solution de I'équation de Dirac.

Pour l'oscillateur de Kemmer, I'opérateur d’impulsion ? dans I'équation libre de
Kemmer, pourrait étre remplacé par p — iMBw X avec B est choisi comme B = vV ®
Y0, (B2 = f). Ainsi, on obtient

(4.135) {8 - B* (px — iMBwx) - B* (py — iMBwy) = M} g = 0,
avec
(4.136) Bl=y"0l+10y’, Bl =y'@l+ioy, p2=y’ @1+

En utilisant les relations suivantes

(4.137) Bl=ylel+I®y' =19y 0 +y 0 ® 1,

(4.138) B=18y0,+yoy e 1.

Multipliant & gauche I'équation (4.135) par (y" ® ¥°), nous obtenons :
(4.139)

{(y*®9°) B°¢ - (¥’ ®y°) B' (px —iMBwx) - (Y’ ®y°) B (py — iMBwy) - M (y* ® ¥°) } v =0,

avec

(4.140) (y0®yo)ﬁo - (70®y0) (I®y0+y0®1) - (70®I+I®70),

(4.141) (yo ® )/0),81 - (70 ® 70) (1® Y 1) = ()/O Q0+, ® yo) ,
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace commultatif

(4.142) (70 ® )/O) B = (70 ® 70) (I ® ’)/OO'y + yOO'y ® I) = (yo 0y +0,® 70) .

Soit

(4.143) {(70®I+I®yo)§—u—I‘I—M(yOQZ)yO)}t//k:0,
ou

(4.144) U= (yo ® 0y + 0y ® yo) (px — iMBwx),
(4.145) n=(' 0+ ®y°) (p - iMBwy).

En calculant tous les termes comme suit

2 0 0 0 01 1 0
0 0 1 0 0 -1
4.146) Y@ I+1®y% = Y@ oy +or 9 = :
(4.140) yiel+leye=| | | § (7®“+“®y) 1 0 0 -1
0 0 0 -2 0 -1 -1 0
0 —i -1 0 M 0 0 0
0 O 0O -M 0 0
4.147 U 0= M (P ®40) = ,
(4.147) v @0y +oy @Y 0 0 i (7 ®7) 0 0 -M 0
0 —i -1 0 0 0 0 M
Px —IMwx 0 0 0
(4.148)  (p. - iMBwx)I = 0 px+iMox 0 0 ,
0 0 Px +iMwx 0
0 0 0 Px —iMwx
Py —iMwy 0 0 0
M
(4.149)  (py —iMBwy)I = 0 Py + 1wy 0 0
0 0 Py +iMwy 0
0 0 0 py —iMwy
Avec I est la matrice d’identité, définie par
1 0 0 O
P I
oo 10
00 0 1
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace commultatif

4.3.1 Cas a une dimension

Dans le cas a une dimension, on se contente de la variable x, et on aura
(4.150) {(70®I+I®y0)§—l_|—M(y0®yo)}z//k:0.

L'équation prend alors la forme suivant

26 -M —px+iMwx —-pyx+iMwx 0 U1 0

(4.151) —px—z:Ma)x M 0 px—z:wa Wo _ 0
—px —iMwx 0 M Px —IMwx U 0

0 Px+iMwx  px+iMwx — 28+ M) Wy 0

Reportons ., définit par (4.134), dans (4.150), nous obtenons, alors quatre équations
algébriques

(4.152) (26 = M) 1 = (px +iMwx) Yo = (px +iMwx) 3 = 0,
(4.153) —(px —iMwx) Y1+ Mo + (px — iMwx) Y4 = 0,
(4.154) —(px —iMwx) Y1+ M3+ (px —iMwx) Y4 =0,
(4.155) (px +iMwx) Yo+ (px +iMwx) Y3 — (26 + M) g = 0.

D’aprés ces équations, nous avons

2 (px +iMwx) _ 2(px +iMwx)

(4.156) VeV U= = e VeV =

Eliminons v 1,i3,04 en faveur de yo,

(4.157) [—2 (px — iMwx) (px +iMwx) o 2(px —iMwx) (px +imwx)] bo =0,

26 — M 2+ M
Aprés un simple calcul, on a :
(4.158) AM (p§ + M2 + Ma)) Yo =M (452 - M2) o,

Par un calcul simple, I'équation (4.158) se transforme

21 .
(4.159) (2”—M + §Mw2x2) o = Ea,
ou
S A8 -M?
(4.160) F==—-%

C’est I'équation d’un oscillateur harmonique dont les solutions sont bien connues.
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace commultatif

Le spectre final sera alors :

(4.161) fn:i\/MT2+2Mw(n+1).

La fonction d’onde finale s’écrit alors par

2(px+iM wx)
28-M
1 1 maw i _ mwx? 1
(4.162) Uk () = Nuorm X W(T) "5 H, [(mw)Qx].
2(px+iM wx)
28+ M

4.3.2 Cas a deux dimensions

Dans le cas a deux dimensions, L’équation (4.150) devient :
(4.163) {(70®I+I®70)§—LI—I‘I—M()/OQZJ)/O)}(//k:0,

Injectons y, dans (4.163), nous obtenons les quatre équations algébriques suivantes :
(4.164)

(26 =M)yq - {(px +iMwx) —i(py +iMa)y)}zﬁ2 - {(px +iMwx) —i(py - iMwy)}lﬁg =0,

(4.165)
Myo - {(Px —iMwx) +i(py — iMa)y)} U+ {(Px —iMwx) —i(py - iMwy)}d/4 =0,

(4.166)
Mys — {(px —iMwx) +i (py - iMa)y)} U+ {(px —iMwx) —i (py - iMa)y)} Yye=0,

(4.167)
—(28+ M)y + {(px +iMwx) +i(py +iMa)y)} o + {(px +iMwx) +i(py +iMa)y)} W3 =0,

dont les solutions sont :

(4.168) Yo = Y3,

(4.169)
2 {(px +iMwx) —i (py +iMwy)} 2 {(px +iMwx) +i (py +iMwy)}

2% - M 2Y4 = 26+ M

1 Va.
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif

Eliminons 1,54 en faveur de - , on trouve :

462 _ M2

T tdewl; —2Mo |y,

(4.170) {p§+p§+M2w2 (x2+y2)}1//2: (

On divisons par 2M, nous obtenons I'équation suivante :

2 2
pi+p )
(4.171) {% + %Ma)z (x2 +y2)} W = Eu,
- 482 -M 2w
(4.172) R Sl ST

C’est I'équation d’'un oscillateur harmonique dont les solutions sont bien connues. Ainsi,
le spectre d’énergie s’écrit par la forme suivante

wM; 1 1 w Mw 2
(4173) é:nx,ny,M, :2M(_7— E"'i (nx+ny+2) M+ (7) )
La fonction d’'onde finale est alors
(4.174)
2[(px+iwa)—i(py+iMwy)]
2E-M
_ 1 1 mw % _mTw (x2+y2)
l//K ()C, y) = Nn()rm 1 oy (T) an (Vma)x) Hny (vmwy) e .
2[(px+iwa)+i(py+iMwy)]
26+M

4.4 L’oscillateur de Kemmer dans un espace non
commutatif

Dans ce cas, les équations (4.164), (4.165), (4.166) et (4.167) deviennent
(4.175)
(26 = M)y = {(Px +iMwR) —i (py +iMw) po — {(Px +iMwR) —i (Py — iMw$) } 3 =0

U

’

(4.176)
Mo — {(pr —iMwx) +i (ﬁy — iMa))?)}(,//l + {(pr —iMwx) —i (ﬁy — iMa)j))}lm =0
n U ’
(4.177)

Mys — {(Px —iMwz) +i (Py — iMw$) } Y1 + {(Px — iMwX) =i (Py — iMw$)} s =0,
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif

(4.178)
— (26 + M) s+ {(Px +imwR) +i (py +imwP) b + {(Px +imw) +i (py +imw$) }gz =0

m m

En utilisant maintenant la méthode de décalage de Bopp ,dont

(4.179) )2=x—%®py,ﬁx=px,
R 1 .
(4.180) y=y+§@anPy =Dy-

Les termes N et U se modifient et se transforment a

(4.181) U=Q(px—ipy) +iMw (x —iy),
(4.182) N=Q(px+ipy) —iMw (x +iy),
dont

(4.183) Q:(1+MTw®).

Le calcul des termes U, 1 donne

M M
(4.184) u:(1—Tw®)px—i(1—Tw(a)py—iMa)(x—iy),
(4.185) I‘I=(1—MTw@)px+i(1—MTw®)py+iMw(x+iy),
avec
(4.186) Qz(l—MTw@),
et
(4.187) U=Q(px —ipy) —iMw (x —iy),
(4.188) N=Q(px+ipy) +iMw (x +iy) .

Les équations (4.164), (4.165), (4.166) et (4.167) deviennent :
(4.189)

(26 = M) y1 - {Q (px —ipy) +iMw (x —iy)} g2 — {Q (px —ipy) +iMw (x —iy) } 3 =0,
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif

(4.190) Mys—{Q(px+ipy) —iMw (x +iy)}y1 + {Q (px —ipy) —iMw (x —iy)} Y4 =0 ,

(4.191) Mys - {Q (px +ipy) —iMw (x+iy)}1//1 + {Q (px —ipy) —iMw (x — iy)}lj/4 =0,

(4.192)
—(26+M) s+ {Q (px+ipy) +iMw (x +iy)} Yo + {Q (px +ipy) +iMw (x +iy)} ¥3 =0 .

D’aprés ces équations, on trouve les résultats suivants :

2V 2M

- MV T

(4.193) Yo =Ys, Y1 = Wa.

Nous éliminons 1,44 en faveur de ¢

2NuU 20Un
(4.194) (M—2§_M+2§+M)zp2—0.
(4.195) AU = Q2 (p§ + pg) + M2w? (x2 + y2) +2MwQ - 2MwQL,,
(4.196) L = Q2 (pi +p§,) + M?0? (x2 +y2) +2MwQ + 2MwQL .,

ainsi nous trouvons I'équation suivante :

N

(4.197) {M_2(£T2M_%)(p3+l’g)‘2(zéz\4—ﬁ)MQwQ(x%yQ)}wa
= {2 (5225 - 2w ) 2M0 + 2 (527 + 557 ) 2M L g

Posons maintenant que :

Q? Q? 1 1
(4.198) O= e M M T %M T+M
Q Q Q Q
(4.199) Pt e "M T m
on trouve
2 2 2 2 2 2 M
(4.200) {(5 (px+py)+M w a(x +y )+2Mw,8—2Ma)Lzy—E}l//2=0.
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L’oscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif

Si on divise par 2Mé6, on a

P+ D3
(4.201) % + %M(%aﬂ) (x2 +y2) +a)§ = a)LZ% v o =0,
N——
dont
(4.202) so e -6 -2  2M
- (26)? - M2 ' (2¢) - M?’
(4203) ﬁ:(2§+M)Q—(2§—M)Q :(2§+M)Q+(2§—M)Q'

eeof-m2 (26) - M2

Le calcul des rapports suivants donne

(4.204) a_ 2M B_ (26+M)Q-(26-M)Q
' 6 (264+M)Q2—(26-M)Q2 5 (26+M)Q2 — (26 — M) Q2’
(4.205) y_ (26+M)Q+(26-M)Q 1 _ (2¢6)2 - M?
' 5§ (+M)Q2-(26-M)Q2° 5 (26+M)Q2— (26 - M) Q2
avec

: a 2M
(4.206) @ = \/;w - \/(25 TM)Q2— (26— M2
ou

’ 1

On remarque bien que la nouvelle fréquence dépend de I'énergie.
Pour trouver les solutions propres de notre systéme, on procéde de la méme fagon
gu’au-dessus, on obtient cette équation :

2, .2
(px+py) 1 (.2 2 z
(4.208) {T+§Mw (x +y) o = &,
avec
Fo P AP ’
(4.209) &= a)6+wM16+45—(nx+ny+1)w,

est le spectre d’énergie d’'un oscillateur a deux dimensions. Un calcul simple montre que
le spectre d’énergie suit la relation suivante
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Conclusion

(4.210)
[(4le - 2Mw2®) £+ M2 M® - 2Mw +

(26)2 - M?

- = (nx + 1y + 1) 0\ AM? + (8M2020) £.

Cette derniere expression requiert un calcul numérique afin d’accéder aux valeurs : la
limite commutative est bien recouvert si on pose 0 = 0.

La fonction d’onde finale est alors :

(4.211)
Q(px—ipy)+iMw(x-iy)
26-M .
~ 1 1 ’ b : , mw/
VK (%.3) = Noorm 1 ong| (M) H,, (WX) Hp, (Wy) o 1 (xP4y?)
n\ & :
Q(I7x+i]0y)+iMw(x+iy)
2E+M

4.5 Conclusion

Dans cette section nous avons en premier lieu discuté le cas de l'oscillateur de Dirac
dans un espace non commutatif en présence d’une longueur minimale [49]. Les solutions
sont exactes et l'influence de tous les paramétres entrant en jeu dans cette étude sont
bien observés. Le spectre d’énergie montre une dépendance en n? ce que veut dire que
les confinements des fermions sont durs.

Ensuite, nous avons solutionné le cas de l'oscillateur de Kemmer a 2D pour les deux
types d’espace : espace commutatif et espace non commutatif. Pour les deux cas, les
solutions propres ont été bien déterminées par la correspondance de notre probléme en
question avec celui d’un oscillateur harmonique habituel a 1D et 2D dont les solutions
sont bien connues dans la littérature [2, 3, 69].

Pour le cas de I'espace commutatif, les solutions propres de notre systéeme sont bien
déterminées. lls sont en bon accord avec ceux trouvés par différents auteurs. Le spectre
d’énergie est non dégénéré pour le cas a 1D, contrairement pour le cas a 2D ou le spectre
montre une dégénérescence forte.

Pour le cas de I'espace non commutatif, nous avons traité trois cas concernant les
relations de commutation de I'espace non commutatif par I'utilisation de la méthode de
décalage de Bopp. Pour les trois cas, on distingue que

* La non-commutativité peut étre assimilée a un champ magnétique constant dans
'espace commutatif

» La fréquence de notre oscillateur est bien modifiée, et étrangement, elle dépend
de I'énergie, contrairement au récente étude concernant I'oscillateur de Kemmer.

Ce résultat nous permis de dire que l'oscillateur de Kemmer, pour une particule compo-
site, est un systéme dont le potentiel dépend de I'énergie.
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Conclusion

Notons ici, comme perspective, nous traitons le cas d’'un oscillateur de Kemmer dans

un espace non commutatif en présence d’'une longueur minimale.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése, nous avons étudié la structure de I'espace-temps non commuta-
tif dans deux directions différentes. Dans la premiére partie, nous nous sommes inté-
ressés a la construction de modéles mathématiques dans la structure g-déformée de
I'espace-temps commutatif dans le contexte de la longueur minimale. On a ensuite étu-
dié le comportement physique de ce type de modele dans de tels espaces. Les modeéles
ont été construits selon I'approche suivante : nous avons fourni une procédure systé-
matique pour relier une algebre g-déformée a I'algébre correspondante satisfaite par les
variables canoniques décrivant des espaces non commutatifs.

Cette méthode nous a permis d’obtenir les solutions exactes des oscillateurs relati-
vistes dans un espace non commutatif avec une longueur minimale. Ces solutions sont
déterminées comme suit : en premier lieu, en suivant la procédure utilisée par Menculini
et al [19], nous avons résolu le probléme dans le cas de I'espace NC. On a ensuite tenu
compte de la longueur minimale du probléme qu’on envisageait. Cette introduction a été
faite comme suit (i) Nous avons écrit les coordonnées de I'espace NC avec celles de
I'espace commutatif au moyen de I'approximation du décalage de Bopp. (ii) Par la suite,
On a introduit la longueur minimale dans notre équation trouvée. Les résultats obtenus

sont conformes a ceux de la littérature. Elles sont récapitulées comme suit :
1. Pour le cas de l'oscillateur de Klein-Gordon, nous avons ce qui suit

(a) Premierement, nous avons résolu exactement le probléme de 'oscillateur de
Klein-Gordon bidimensionnel dans le contexte de la mécanique quantique re-

lativiste en présence d’'une longueur minimale. Les solutions propres ont été
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obtenues a 'aide d’'une méthode élaborée dans [19,70]. Nous avons d’abord
considéré le cas de l'oscillateur Klein-Gordon en mécanique quantique ordi-
naire : nos résultats sont conformes a ceux obtenus dans la Ref. [101]. En-
suite, nous I'avons prolongé dans le cas de la longueur minimale. Les niveaux

d’énergie, dans les deux cas, font apparaitre une dépendance a n?

en pré-
sence de cette longueur. Ce comportement décrit un confinement dur. Dans
la limite ou B — 0, on recouvre le spectre d’énergie bien connu en I'absence

de la longueur minimale.

(b) Deuxiémement, nous avons étendu le premier point au cas de I'espace non
commutatif. En adoptant la méme méthode que celui dans les Refs. [19, 70],
nous avons traité le probléme uniquement dans le cas de I'espace non com-
mutatif. Les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux obtenus dans
la littérature. Ensuite, nous avons introduit la longueur minimale dans le pro-
bléme en question. Cette introduction a été faite comme suit : (i) nous écri-
vons les coordonnées de I'espace non commutatif avec ceux dans I'espace
commutatif en utilisant 'approximation de décalage de Bopp, et (ii) puis nous
introduisons la longueur minimale dans notre équation trouvée. Par ceux-ci,
le probléme en question est identifié a un probléme de I'équation Schrédin-
ger dans un potentiel de Pdschl-Teller. Les solutions propres du probléme en
question dans un champ magnétique sont obtenus en présence d’une lon-
gueur minimale dans I'espace non commutatif. La dépendance vis-a-vis de
ces solutions avec la longueur minimale et le paramétre de la non commuta-
tivité est trés claire. Cette dépendance brise la dégénérescence du spectre
d’énergie. En outre, la présence d’un terme sur n? dans la forme du spectre
d’énergie montre I'existence d’un confinement dur. Cette dépendance est due
a l'introduction d’une longueur minimale dans le probléme en question. Enfin,
lorsque 8 — 0 on récupére le spectre d’énergie bien connu en I'absence de

la longueur minimale.

2. Dans laméme direction que celle de I'oscillateur de Klein-Gordon, nous avons traité
le cas de l'oscillateur de Kemmer dans un espace non commutatif tout en adoptant
I'approche utilisée pour le cas de l'oscillateur de Dirac dans un espace non com-
mutatif en présence d’une longueur minimale. Cette adoption peut se comprendre

par le fait que la particule de spin-1 est considérée comme une particule composée
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de deux particules de spin-1/2. En conséquence, nous avons trouvé que les solu-
tions pour 'oscillateur de Kemmer ont une fréquence dépendant de I’énergie. Pour
cette raison, notre probléme peut étre considéré comme un probléme dépendant
de I'énergie. La présence de la longueur minimale a été laissée en perspective de
cette étude compte tenu de la complexité de la résolution des équations qui en

ressortent.

Enfin, notons que l'oscillateur harmonique non relativiste est utilisé comme modéle pour
décrire le confinement des quarks dans les mésons et les baryons, tandis que I'oscillateur
de Dirac est censé donner une bonne description du confinement dans les systémes de
quarks lourds.

Quimby et Strange [78] ont suggéré que le modéle DO bidimensionnel peut décrire
certaines propriétés des électrons dans le graphéne. De plus, Boumali [80, ] a été
montré que I'on peut modéliser le systéeme du graphéne sous un champ magnétique
avec un modéle basé sur l'oscillateur de Dirac. Ce modéle est basé sur l'introduction
de la masse effective. A partir de ce modéle, toutes les propriétés thermodynamique
de ce systéme en utilisant la fonction thermique zéta ont été déterminées [103]. Aussi,
une application possible est la détermination de la limite supérieure de la longueur par
rapport aux données trouvées expérimentalement pour le cas du graphéne : cette idée
a été reprise par Menculini et al [19]afin d’obtenir un maximum sur la longueur minimale
apparaissant dans le cadre de la théorie GUP.

Bastos et al [83—86] considérent une description non commutative de graphéne. Cette
description consiste en une équation de Dirac pour fermions de Dirac sans masse avec
des corrections non commutatives, qui sont traitées en présence d’'un champ magné-
tique extérieur. lls font valoir qu’étant un systéme Dirac, graphéne est particulierement
intéressant pour tester la non-commutativité. lls constatent que la non-commutativité af-
fecte les niveaux d’énergie du graphéne. lls obtiennent une limite sur le paramétre de la
non commutativite.

Dans le méme contexte, Falomir et al [79, 87] emploient un modéle simple non rela-
tiviste pour décrire I'excitation de basse énergie de graphéne. Le modele est basé sur
une déformation de 'algébre d’Heisenberg qui fait que le commutateur des moments est
proportionnel au pseudo-spin. En conséquence, le résultat la conductivité de l'effet de
Hall est cohérent avec I'effet de Hall quantique trouvée dans le graphéne.

Jallel [81] décrits la déformation du réseau dans le graphéme sous I'effet d’'une dé-
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formation en considérant que les coordonnées du moment spatiales ne commutent pas.
Dans ce cadre, il (i) construit un nouveau modéle décrivant les fermions de Dirac inter-
agissant avec une source externe qui est un paramétre non commutatif dépendant, et (ii)
les valeurs propres montrent les niveaux de Landau d’'une maniére similaire au cas d’'un
champ magnétique réel appliqué au graphene.

lorio et Paix [88] dans leur article « Generalized uncertainty principle in graphene »,
ont montré qu’en allant au-dela de I'approximation a basse énergie pour laquelle les
relations de dispersion du graphéne sont linéaires, la théorie correspondante du champ
émergeant est une généralisation d’une théorie de champ de Dirac. Les Hamiltoniens
généralisés qu’on obtient sont ceux compatibles avec des généralisations spécifiques du
principe d’incertitude. lls commentent également la compatibilité de ces derniers avec
des positions non mobiles ainsi que sur leur physique possible réalisation.

Enfin, selon ces études et peut-étre d’autres existant dans la littérature et non ci-
té ici, les résultats montrent que la non-commutativité donne des résultats intéressants
egalement a basse énergie et que ses implications ne sont pas limitées a la cosmologie
quantique et a la physique des trous noirs. Aussi, suite a des travaux sur le graphéne,
nous pouvons nous attendre a ce que notre étude puisse étre considérée comme contri-
bution en introduisant la longueur minimale. Cela se fait par la modification des régles de

commutations d’Heisenberg.
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ANNEXE A

INTERPRETATION PHYSIQUE DE L'OSCILLATEUR
DE DIRAC

A.1 L’oscillateur de Dirac a une dimension

Pour comprendre la signification physique de l'oscillateur de Dirac a une dimensions,
considérons le cas d'une particule de masse m et de charge électrique g en présence
d’'un champ électrique linéaire E dans la direction x.

L’équation de mouvement pour cette particule est donnée par [104]
(A.1) ma = qE,

ou a est I'accélération de la particule en raison de son interaction avec le champ élec-
trique. Prenons en compte que la particule se déplace avec un mouvement uniformément

acceéléré dont son accélération peut étre écrite comme suit
a 2
(A.2) x (1) = §t2 = a=gx (1) .

Ainsi, nous obtenons la relation suivante concernant le champ électrique

m [ 2x

Aussi, en tenant compte du fait que la vitesse de la particule dans un mouvement accéléré

peut étre écrite par

(A.4) voat ==,

Q
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L’oscillateur de Dirac a une dimension

alors, Eq. (A.3) devient

ma
(A5) E = ——zx.
qv
Ainsi, nous avons
(A.6) E = —(xx,

avec le champ magnétique est nul dans tout I'espace, c’est a dire

(A.7) B =0.

Considérons que la source du champ électrique est a I'infini afin de négliger les effets de

bord. Dans le cadre de référence externe de la charge, le 4-potentiel électromagnétique

peut étre écrit par

(A.8) AR = £(0,1x) .

Ce choix est bien justifié, car il recouvre les deux relations données par les deux équations

(A.6) et (A.7).

Pour faire le lien avec le cas de l'oscillateur de Dirac a 1D, l'idée est d’exprimer ces

résultats dans une forme covariante. Pour cette raison, nous profitons du fait que les

champs électromagnétiques sont invariants par changement de jauge et, par conséquent,

nous choisissons la fonction de jauge

3
t
(A.9) A=-2(m2+L).
4 3
Ainsi, le nouveau potentiel A’Lﬂab sera alors
Y
(A.10) ALab = A" - 0A.

A partir de ce potentiel, nous avons

0 _ 40
(o 2)
(A1) _4( +2),
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L’oscillateur de Dirac a une dimension

1’ _ 4l
Al = AL = O
4
A12 = 2xt.
(A12) 5

De cette facon, le 4-potentiel électromagnétique du systéme est

(A13) A’”:g(( 2+t2),2tx).
Cette forme donne ce qui suit
(A.14) E =-l{xx,B =0.

Ainsi, nous obtenons le méme résultat que celui du potentiel (A.8).
Maintenant, nous prenons la définition (A.13) pour réécrire le 4-potentiel électroma-

gnétique sous une forme covariante de Lorentz :

(A15) A =S W) -0,
ou
(A.16) A = % [my _ (r2 _x2) U#] ’

Ainsi, I'expression covariante explicite de Lorentz du tenseur du champ électromagné-

tique peut étre écrite par

(A17) Fuy = ¢ (Upxy = Uyxy) ,

dont les composants non nuls sont

(A.18) Fi9 = —Fo1 = {x,

En comparant (A.18) avec (A.5) nous pouvons facilement conclure que

2
(A.19) ;= 2ma

qv?
Maintenant, nous allons étudier le comportement du fermion de Dirac se déplacant a

travers I'axe x. Pour cela, nous prenons le terme suivant de l'interaction [105]

1 B
(A.20) SmwatE,, = %U“VFW.
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L’oscillateur de Dirac a une dimension

A partir de cette derniére expression, on peut identifier que { = mw donc w = %

qui correspond a la fréquence de Larmor. Cela implique que l'oscillateur de Dirac a une
dimension représente une particule chargée en présence d’'un champ magnétique per-
pendiculaire a cette particule.

En utilisant le résultat (A.20), la densité lagrangienne du systeme est donnée par
Lpo = Lrp+L

= G0, m) b+ S P,
= ¢ (iy*0, —m)y + %95,3 (Ziaix;) ¢,
= Y (iy"0,—m)y + ?& (2iaix;) ¥,
= yfy0 (iyoao +iy!d; - m) v+ ?lﬁ (2ipaix;) ¥,
=yt (ia, +iyy/d; - yom) W+ %lﬁ (2iBaixi)
= ' (i0, +ia;0; — Bm) ¥ + ?lﬁ (2iBa;x;) ¢,
= iy +iv a0 — v Bmy + ?lﬁ (2iBaixi) .

(A21) = i+ iyt o~y pmy + i%w*ﬁmw-

Cette densité (A.21) conduit aux équations de mouvement via les deux équations d’Euler-

Lagrange pour les champs ¢ et W comme suit :

0L 0L
(A.22) w -0y (W) =0,
0L 0L
A2 —_—— — | =
s o2 - 32)-
Ainsi,
* Les solutions pour le cas du champ ¢ sont
(A.24) i = myTB — imwy Baix.

« Par contre pour le champ conjugué " on obtient

(A.25) i = [ay (p1 — imwpx) + mpB]
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L’oscillateur de Dirac a une dimension
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Fig. A.1 : Réalisation expérimentale de I'oscillateur de Dirac a une dimension

L'expression (A.25) correspond a l'oscillateur uni-dimensionnel. L'oscillateur de Dirac
dans ce cas représente une particule se déplacant en ligne droite en présence d’un
champ électrique linéaire suivant x, ou ¢ = —27'"3—;. Il peut agir aussi dans le sens op-
posé au déplacement de la particule. Cependant, si nous voulons voir plus clair le sens
physique de { dans ce contexte, nous pouvons prendre Fj; de (A.18) et le dériver en
respectant sa coordonnée spatiale x et nous avons

dE

(A.26) {=-—,

Ainsi, l'oscillateur de Dirac a 1D représente physiquement une particule chargée se dé-
placant dans un champ électrique linéaire.

A ce stade, une importante remarque peut étre faite : Nous savons aussi que I'oscilla-
teur de Dirac est sorti de son champ de recherche purement théorique pour devenir une
réalité comme il I'a été montré par Franco-Villafane et al [17] (Voir Figures. A.1. A.2). Ces
auteurs ont présenté pour la premiére fois la réalisation expérimentale de I'oscillateur de
Dirac unidimensionnel qui peut étre considéré comme un paradigme pour les systemes
relativistes exactement résolubles. L'expérience repose sur une relation entre 'oscillateur
de Dirac et un systéme de liaisons fortes. Ce systéme de liaison serrée est mis en ouvre
comme un systéme hyperfréquence par une chaine de disques diélectriques couplés, ou
le couplage est évanescent et peut étre ajusté de maniere appropriée. Les résonances
du systéme micro-ondes fini donnent le spectre de I'oscillateur de Dirac unidimensionnel
avec et sans terme de masse. La forme du spectre de la derniére figure est bien similaire

a la forme du spectre trouvé théoriquement dans la littérature.
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L’oscillateur de Dirac a deux dimensions
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Fig. A.2 : Spectre d’énergie expérimental de I'oscillateur de Dirac a 1D sans (a gauche)
et avec (a droite) masse

A.2 L’oscillateur de Dirac a deux dimensions

Pour connaitre la représentation physique de I'oscillateur de Dirac a deux dimensions,
nous supposons une particule possédant une masse m se déplagant dans une orbite
circulaire de rayon R et dont la vitesse tangentielle est v. Son accélération centripéte est
donnée par mTY2 qui est toujours dirigé vers le centre de I'orbite. On sait aussi que la force
exercée par un champ magnétique sur une particule chargée est toujours perpendiculaire
a la vitesse instantanée de la particule. En tenant compte des informations précédentes,
nous considérons une particule de charge électrique g. Cette particule se déplace dans
un plan perpendiculaire a un champ magnétique uniforme B. La force magnétique qui
agit sur la particule a une magnitude f = gvB, se dirige vers le centre de son orbite,
c-a-d

I’I’LV2

A.27 B=—.
( ) qv R

Ainsi le champ magnétique a une magnitude donnée par

my

A.28 B=—.
(A28) R

En tenant compte du fait que la fréquence angulaire d’'une particule avec un mouvement
circulaire uniforme peut étre écrite comme w = v/R alors nous pouvons réécrire I'ex-

pression (A.28) comme suit

(A.29)

Q‘/f/{m/(l g///m AR L



L’oscillateur de Dirac a deux dimensions

En utilisant (A.29), il est possible de vérifier que le champ magnétique est uniforme,
puisque toutes les variables impliquées sont des paramétres. Considérons mainteant une
plaque conductrice uniforme interagissant avec un champ magnétique perpendiculaire a

elle, c-a-d

(A.30) B =-Bz,

alors le champ électrique dans tout I'espace est nul, en d’autres termes
(A.31) E =0.

Supposons que le cercle est assez grand pour négliger les effets de bord. Alors, nous
montrerons que le fermion de Dirac interagissant avec le champ électromagnétique pro-
duit par le plan nous conduit a un Hamiltonien de l'oscillateur (2+1) de Dirac a deux
dimensions.

Etudions le fermion de Dirac & partir d’'un référentiel propre de la plaque, que nous ap-
pelons le référentiel du laboratoire. Ainsi, nous pouvons calculer les champs électriques
et magnétiques en utilisant le 4-potentiel électromagnétique associé A,,. Une expression

qui pourrait décrire cette situation est donnée par
(A.32) At =p(0,y,—x),

ou p est une constante. Rappelant que les expressions classiques pour le potentiel sca-

laire et vectoriel sont donnés par

(A.33) E=-V¢-05A,

(A.34) B=VxA.

Un calcul simple montre que le 4-potentiel électromagnétique (A.32) nous méne aux deux
expressions du champs électrique (A.30) et magnétique (A.31).

Notons ici que I'expression (A.32) doit avoir une forme covariante de Lorentz. Dans ce
sens, nous utilisons l'invariance de jauge des champs électromagnétiques pour réécrire

le 4-potentiel électromagnétique 4 (A.32) en termes de fonction de jauge qui ont la forme

QJ(;/(HH(I' '6)/‘;/(/ - 87 - M) My\.‘.u



L’oscillateur de Dirac a deux dimensions

suivante

P,.oa P,.2 P 3
A.35 A=—=tx"— =ty — —t°.
(A-35) A7 TTY T

Dans ce cas, nous réécrivons le 4-potentiel en termes de la fonction de jauge A comme

suit
W _ A
(A.36) AIab = AIab 0.
Nous obtenons alors
(A.37) AV = % (x2 +y2 s t2) ,
1
1 _ -
(A.38) Alab =py+ 2ptx,
1
2 _ -
(A.39) Alab = —px + 2pty.
Enfin, (A.36) devient
(A.40) AV = L (x2+ 2+t2) +1tx —x+1t
- |ab p 4 y ’ y 2 ’ 2 y .

Ce nouveau potentiel donne les résultats suivant
(A.41) E=0 B =-Bz

En faisant une transformation des coordonnées du référentiel du laboratoire au référentiel

attaché a la particule via le 4-vitesse, U, = (1, 0), alors

(A.42) A = lZ) [2(U - x) x* - x°UH] .

Ce potentiel se transforme a

(A.43) AM = % [2tx“ - (t2 —-x2- y2) U”]
dont

1 1
(A.44) AY = % (x2 +y2+ t2) AV = §pxt; A% = Epty.
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L’oscillateur de Dirac a deux dimensions

Ainsi le tenseur de champ électromagnétique produit par la plaque peut étre écrit comme

(A.45) Fuy =p (U'x" - U"x"),
ou
(A.46) Foi = px; Fio = —px; Fo2 = py; Fa = —py.

Maintenant, nous allons étudier le comportement de la particule fermionique de Dirac se

déplacant a travers la plaque. Pour atteindre ce but, nous prenons le terme d’interaction

[103]
1
(A.47) EmwO'“VF#,, = —0" Fyy.

A partir de la derniére expression, on peut identifier le terme w = eB/m qui correspond
a la fréquence de Larmor. Cela signifie que I'oscillateur de Dirac a deux dimensions re-
présente une particule chargée se déplagant dans une plaque en présence d’'un champ
magnétique perpendiculaire a cette particule.

En utilisant le résultat (A.47), la densité lagrangienne du systéme est donnée par
Lpo = Lr+ L
e eB _ y
= ¢ (Y0, —m)y + Twﬁa” Fuy,
T eB _ )
= ("0 —m) Y+ U Qiaix) ¥,

= G (5 m) v+ D i),

(A48) = u'y" (0 +iv0; — m)w + S0 Qifarz) v,

= g (i0n+ vy 0y = 'm) g + %‘/ (2iBaix) ¥,

= (10, +i0;0; - Bm) g+ T Qifr) v,

= 'y a0 -y By + %‘, (2iBaix) ¥

= W'+ iy ar 0 + iy ardyy — ' pmy + ifwﬂalxw + i%wﬂaw
De la densité lagrangienne (A.48) nous obtenons les équations de mouvement, en utili-

sant les expressions Euler-Lagrange pour les champs i et W.
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L’oscillateur de Dirac a trois dimensions

* Pour le cas du champ ¢, on a
(A.49) " =my' B — imwy  Barx — imwy Basy.

» Par contre, pour le champ conjugué 1/1*, 'équation de mouvement suit la relation

suivante

(A.50) i = [a1p1 + aspo + mPB — imwPaix — imwBasy] ¥.
L'expression (A.50) peut étre réécrite comme suit
(A.51) iy = |, (p; — imwpx;) + Bm| v

Les expressions (A.50) et (A.51) correspondent a I'’équation de Dirac en présence d'un
potentiel linéaire en deux dimensions (oscillateur de Dirac). Ainsi, nous pouvons conclure
que l'oscillateur de Dirac a deux dimensions représente une particule de spin-1/2 et élec-
triquement chargé se déplagant a l'intérieur d’'une plaque interagissant avec un champ

magnétique perpendiculaire externe et uniforme.

A.3 L’oscillateur de Dirac a trois dimensions
L'équation de Dirac avec une interaction DO est :
(A.52) {ca/ (p = imgw,ér) +,émoc2} v =Ey,

ou mq est la masse, w > 0 est la fréquence constante de l'oscillateur, et enfin a les

matrices 4 x 4 de Dirac qui sont données par :

0 o = 1 0
A53 = 5 = s
avec o sont les matrices de Pauli. Suivant Martinez et al [14, 15], il a été montré que

(A.52) peut étre réécrit sous une forme covariante de Lorentz comme suit :
(A.54) [y“pu — moc? + (kedmy) O'“VFW] v =0,
ou le tenseur électromagnétique est donné par

(A.55) Fuy = 0,A, — 9,A,, o™ = %(y“,yv),
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Conclusion

dont le quadri-potential vecteur

2x, (u.x) — x*u
(A.56) A, = “( i =)

est le potentiel électromagnétique associé a l'interaction de DO. lci, u, = (mow, 0) est
le vecteur dépendant du repere, et le parametre kedm définit le moment magnétique
anomal de l'oscillateur de Dirac.

Maintenant, comparons (A.52)avec I'équation de Pauli-Dirac-Pauli décrivant le mou-
vement d’'un fermion neutre de spin 1/2 avec une masse mg et un moment magnétique

anomal, dans un champ électromagnétique externe dont I'équation s’écrit par
U 2 1 uv —
(A.57) Yipu —moc” — 5'”0- Fu |y =0.
A partir de (A.57) on peut réécrire le second terme de (A.52) en fonction des deux champs

électrique externe E et de magnétique B comme suit

1
(A.58) 50" Fuy = ia.E - Z.B,

ot @ = Yy et ZF = (1/2) £k avec ek = (123 = 1) ,étant des tenseurs totalement

antisymétriques. Dans ce cas, la forme de 'Hamiltonien devient
(A.59) Hp = cap +iuyE — uBEB + Bmc>.
En posant qua B = 0,(A.59) se transforme a

(A.60) Hp =c.a.p+iuy.E +,8m62.

Ainsi, l'interaction de DO peut étre interprétée comme le mouvement d’'une particule avec
un moment chromo magnétique anomal interagissant avec un champ chromo électrique

variant linéairement.

A.4 Conclusion

L'oscillateur de Dirac (DO) est 'un des systémes les plus étudiés en mécanique quan-
tique relativiste et en mathématiques physiques. En particulier, nous montrons que ce
systéme a une propriété unique qu’il n’a jamais vue dans d’autres systémes connus :

selon sa dimensionnalité spatiale, DO représente des systémes physiques de nature
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Conclusion

électromagnétique trés différente [104]. Dans ce sens, il a également montré que

» En trois dimensions, le DO représente un fermion relativiste électriquement neutre
avec un moment de dipble magnétique, dans un milieu diélectrique a symétrie

sphérique et sous I'effet d’'un champ électrique qui dépend de la distance radiale.

* Parcontre, en deux dimensions, le DO représente un fermion de spin-1/2 relativiste

sous l'effet d’'un champ magnétique externe uniforme et perpendiculaire

* Enfin, a une dimension, il reproduit un fermion relativiste, électriquement chargé

interagissant avec un champ électrique linéaire.
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1. Introduction Rung-Kutta method. The results obtained using the Dirac
oscillator basis reproduced with high accuracy those derived
The studies of the relativistic generalization of the harmoniausing the Rung-Kutta method.
oscillator has drawn much attention in recent years. The well-  The unification between the general theory of relativity
known relativistic model of the harmonic oscillator was re-and the gquantum mechanics is one of the most important
vived by Moshinsky and Szczepaniak [1], who gave it theproblems in theoretical physics. This unification predicts the
name of Dirac oscillator (DO) because, in the non-relativisticexistence of a minimal measurable length on the order of
limit, it becomes a harmonic oscillator with a very strong the Planck length. All approaches of quantum gravity show
spin-orbit coupling term. The Dirac relativistic oscillator is the idea that near the Planck scale, the standard Heisenberg
an important potential both the theoretical and applicatioruncertainty principle should be reformulated. The minimal
implications. It was for the first time studied by leb al. [2]. length uncertainty relation has appeared in the context of the
They considered a Dirac equation in which the momentunstring theory, where it is a consequence of the fact that the
p'is replaced by — imBwr, with 7 being the position vec- string cannot probe distances smaller than the string scale
tor, m the mass of particle, and the frequency of the os- %v/3, wheref is a small positive parameter called the de-
cillator. Physically, it can be shown that the DO interactionformation parameter. This minimal length can be introduced
represents a physical system, which can be interpreted as ths an additional uncertainty in position measurement, so that
interaction of the anomalous magnetic moment with a lin-the usual canonical commutation relation between position
ear electric field [3, 4]. The electromagnetic potential associand momentum operators becomes
ated with the DO has been found by Benittzal. [5]. The o 9
Dirac oscillator has attracted a lot of interest both because it [&,p] = ih (14 Bp°) . (1)
provides one of the examples of the Dirac’s equation exacihjs commutation relation leads to the standard Heisenberg
solvability and because of its numerous physical app"?at'onﬁncertainty relation
(see [6] and references therein). Recently, Franco-Villafane
et al. [7] exposed the proposal of the first experimental mi- AZNP > ih (1 + (Ap)2) , 2)
crowave realization of the one-dimensional DO. The experi-
ment relies on a relation of the DO to a corresponding tightwhich clearly implies the existence of a non-zero minimal
binding system. The experimental results obtained, concerdength Az iy = hv/3 ~ [, wherel,, is the Planck length.
ing the spectrum of the one-dimensional DO with and with-This modification of the uncertainty relation is usually termed
out the mass term, are in good agreement with those obtaindgde generalized uncertainty principle (GUP) or the minimal
in the theory. In addition, Yang and Piekarewicz [8] illus- length uncertainty principle [9-12]. Note here that Saavedra
trate the power and flexibility of the Dirac oscillator and they and Utreras [13] were the first to propose a generalization of
suggest extensions to the study of systems without sphericéthe canonical commutation relations of quantum mechanics
symmetry as required in constrained calculations of nucleawhich should be important at high energies. So a new (high
excitations. Self-consistent calculations of binding energiegnergy) uncertainty principle was obtained.
and ground-state densities for a selected set of doubly-magic In this direction, some remarks can be made about
magic are performed using the Dirac-oscillator basis and ar&gs. () and @): (i) according to the woks of [14-18], one
then compared against results obtained with the often-usedportant observation was that various observable effects of
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the minimal length uncertainty relation are non-perturbative  The study of NC spaces and their implications in physics
in the deformation parametg, (i.e., contain all orders i) is an extremely active area of research. It has been argued
even thoughs appears only to linear order in Eq4)@nd in various instances that non-commutativity should be con-
(2) [16-18] . (ii) In Ref. [15], the authors study the effect of sidered as a fundamental feature of space-time at the Planck
the minimal length on the thermal properties of a Dirac os-scale. On the other side, the study of quantum systems in
cillator when the position and momentum obey EL), and  an NC space has been the subject of much interest in past
studied the possible constraint that can be placed.oBy  years, assuming that non-commutativity may be, in fact, a re-
using the properties of the Epstein zeta function, this studgult of quantum gravity effects. In these studies, some atten-
leads to a minimal length in the interval 80—16 < Az < tion has been paid to the models of NC quantum mechanics
10~* m with the following physically acceptable condition (NCQM). The interest in this approach lies on the fact that
B> By = (1/m?2c?). (iii) Kempf [10, 11, 19] has shown that NCQM is a fruitful theoretical laboratory where we can get
Eq. @) follows naturally when the canonical commutation some insight on the consequences of non-commutativity in
relation between position and momentum operators is modifield theory by using standard calculation techniques of quan-
fied according to the Eql). So, we may select the position tum mechanics. Various NC field theory models have been
Z and momentunp operators in terms of the undeformed ob- discussed as well as many extensions of quantum mechan-
servables andp, i.e. [z, p] = ih, as ics. Of particular interest is the so-called phase space non-
. 2 R commutativity, which has been investigated in the context of
= <1 +8p )m,andp =P @) guantum cosmology, black holes physics, and the singular-
One should note that the construction of models in thesd#y problem. This specific formulation is necessary to im-
spaces would not be an easy task as the operatarsdp  plement the Bose—Einstein statistics in the context of NCQM
in the deformed commutation relatioh) (are in general not (see [32-38]).
Hermitianz' = 2 + 2i3hp andp’ = p, albeit the simplified In addition, investigating the influence of the minimal
version @) still allows one operator to remain Hermitian [20]. length assumption on the energy spectrum of quantum sys-
According to the works of Bagchiet al. [21] the positivity  tems has become an interesting issue primarily for two rea-
of 3 becomes important, as it ensures the absence of singgons. First, this may help to set some upper bounds on the
larities in the metric. value of the minimal length. In this context, we can cite
According to the Kempf’s prescription [10-12, 19], the some studies of the hydrogen atom and a two dimensional
position and momentum operators satisfying Bg.dan be  Dirac equation in an external magnetic field. Moreover, the
also represented by classical limit has also provided some interesting insights into
L 2 . L some cosmological problems. Second, it has been argued that
#=ih(1+6p") 2 + i (e “) guantum mechanics with a minimal length may also be use-
where the operators andp satisfy the canonical commuta- ful to describe non-point-like particles, such as quasi- parti-
tion relatiorjz, p] = ih. In this case, the internal product in cles and various collective excitations in solids, or composite
Fourier space becomes particles (see Ref [25] and references therein).

) o (p)* ¥ (p) The purpose of this work is to investigate the formula-
<¢(p) ¢ (p) >= T ] () tion of a two-dimensional Klein Gordon oscillator (KGO)
(1+5p?) in the presence of a magnetic field by solving fundamental
The parametery appears in both Egs4and ©) is an arbi-  equations in the framework of relativistic quantum mechan-
trary constant which does not affect the observable quantities¢s with minimal length in the NC space. To do this we first
its choice determines Only the Welght function in the dEfini-mapped the prob|em in question into a commutative space by
tion of the scalar product [22]. In this work, we have optedysing an appropriate transformations. Then, we solved it in
with the Kempf method, and so we choge-= 0. the presence of a minimal length.

Nowadays, the reconsideration of the relativistic quantum 1,4 paper is organized as follows. In Sec. 2, we solve the

mechanics in the presence of a minimal measurable 1engiRG o in the presence of magnetic field in noncommutative
have been studied extensively. In this context, many Pahhase space. Then, in Sec. 3, we study this problem in the

pers were published where a different quantum system iy me\ork of relativistic quantum mechanics with minimal
space with Heisenberg algebra was studied. They are: th@ngth. Finally, Sec. 4 will be a conclusion.

Abelian Higgs model [19], the thermostatics with minimal

length [23], the one-dimensional Hydrogen atom [24], the

Casimir effect in minimal length theories [25], the effect . L .

of minimal lengths on electron magnetism [26-28], the so-2- 1 he solutions within habitual quantum me-
lutions of a two-dimensional Dirac equation in presence of chanics in NC space

an external magnetic field [29], the non-commutative phase

space Sclidinger equation [30], and the Sédiinger equa- To begin with, we note that the non-commutative phase space
tion with Harmonic potential in the presence of a magnetids characterized by the fact that their coordinate operators sat-
field [31]. isfy the equation [33-38]
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with
|:x1(/NC)7xELNC):| = ie#uv [pELNC)7pS/NC):| = Oa U= (pz + imoww) (pz - imowx) = pi + m%w2x2
[xLNC)7PS,NC)} = ihéu,, (6) + imow (Tps — Put) — Mmiw? <i> TPy, (13)
whereO,,,, is an antisymmetric tensor of space dimension. In ) ] 9 9 9 o
order to obtain a theory which includes the aspects of being ' = (py + imowy) (py — imowy) = py, + Mew~y
unitary and causal, we choo&g, = 0, which implies that , s o (O
the time remains as a parameter and the non-commutativity ~ + #mow (yPy — Pyy) + mow h) YPa- (14)

affects only the physical space. The noncommutative models

specified by Eq. (1) can be realized in terms ofproduct: Here we have used that
the commutative algebra of functions with the usual product . o) A o)
f(z)g(z) is replaced by the-product Moyal algebra [37]: T=2= 5Py, Y=Y + o5 P
(f * _ Eé o. 7 Dz =Dzy Py = Py- (15)
g) (J?) = exp 2 abYz, Yy, f(l’)g(y) ‘m:y~ ( )

In the literature (see Ref [6] and references therein), the
'upper bound on the value of the coordinate commutator found
iSO < 4x 1074 m?. So, as an approximation, all terms with
the square 0® have been neglected.

Since the system in which we study is two-dimensional
we limit our analysis to they plane, where the noncommu-
tative algebra is written by

{IENC’)7 ngc)} = B¢y, [pENC)’p‘gNC)} —0, Now, by putting Egs.13) and (4) in (12), we obtain
wheree;; is the two-dimensional Levi-civita tensor. Instead o
of solving the NC Klein-Gordon equation by using the star + imow [y, py] — maw®— (zpy — ypx)
product procedure, we use Bopp’s shift method, that is, we h
replace the star product by the usual product by making a E? — (moc?)2
Bopp’s shift B E— Vg =0 (16)
(NC) _ lo (NC) _ 9 .
o =2 = o Ouepy, P =pie (9) In order to solve the last equation, and for the sake of

Hence, in the two dimensional non-commutative phase_S|mpl|(:|ty,_we bring the problem into the momentum space.
Recalling that

space, Eq.9) becomes
0 2

e o . i
woy _ .. 9 (NC) _ °© (NC) 2 =ih——o), J=ih—, (17)
= Py, pZ(JNC) = py. (10) Dz = Pz, ﬁu = Dy, (18)

In this case, the two-dimensional Klein-Gordon oscillatorand when passing onto polar coordinates [9]

, in commutative space, which is written by ) ) ) )
pe =pcost, p, =psind, with p* =p; +p;, (19)

{ (patimowz) (pa—imowz) + (py+imowy) (py—imowy)  Egs. A7) and (L8) become

0 d sinf d

E? —m2ct z =ih z’h<cose>, 20

- CQmOC}wKG —0, (11) ps dp~ p do (20)
., 0 . .. d 0 d

is modified and transformed into Y= zh—a =1ih (sme + o8 ) . (21)
Py dp p db

Putting Egs. 20) and @1) in Eq. (16), the last equation can
be written explicitly in polar coordinates by

{(ﬁw + imowd) (Pz — iMmowz)
U

+ (B + imowd) (b, — imows)) ERpY (822 L1 12522)
n op? pdp p?00
E2 2,4
- CQmOC}wKG —0. (12) + m2w?0 <z’§0> CoN—¢|Uga =0,  (22)
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where 3. The solutions in the presence of a minimal
Py 23) length
E? — mict In the minimal length formalism, the Heisenberg algebra is

C
With the help of the following relation [39]

vra (p,0) = f(p) e, (25) (&6, i) = ihdi; (1+ Bp°) , (35)
Eqg. 22) is transformed into

given by [11-22]

) ) where0 < § < 1 is minimal length ancg is magnitude of
(d f (p) + }df () _ Lf( )) the momentum. When the energy is much smaller than the
dp? p dp p? Planck massj goes to zero and we recover Heisenberg un-

+ (nQ _ k2p2) F) =0 (26) certainty principle.
with A representation oft; andp; which satisfies Eq.35),
, m2wOl+22+¢ o, 1 may be taken as
K2 = v K= (27)
i d
Now, noting that [39] i —ih (1 i ﬂpz) =, e (36)
fp)=p"le 5" F(p), (28) ZI
then the differential equation g =ih(1+ Bp?) p,’ Dy = Dy (37)
” 2 |l| +1 ’
F D F .
+ < P kp) By using the Eqs.36) and @7), Eq. (16) becomes
— 2k (| +1) = &*] F =0, (29)
is transformed into the Kummer equation 222 (1+8p%)° o + 1o + 1o
, a ) g P \op2 T pap T 12 002
d°F dFr 1 K
t+{|l|+1—t}—{l|+1—}F:0, (30) o
dt? dt 2 4k —2X (1 + Bp®) — 2X% (1 + Bp?) Brg,
which by using, instead gf, the variablert = kp?. The solu-
tion of thi tion is th fluent seri 1)+ 15t e
Vlvci)tr;]o is equation is the confluent serigs, (a; |I| + 1;1), + (14 Bp) m3w?O <239> ke =0, (38)
1 K2

The confluent series becomes a polynomial if and only if  Now, when we put that
a=-n,(n=0,1,2)).
Thus, following this, we have the solutions

Vg (p,0) = c*,,LMpllle—éz»2
x 1Fy (= |1 + 15 kp?) eillo (32) with j = 0,41, £2, ..., the Eq. 88) is transformed into

/ w?@ 02 B,
En = £moc®\/14 2rN — = (89 {—a(p)ap2 + b(p)afp +cp) — <} h(p) =0, (40

with N = 2n + |I| is the principal quantum number, ang=
(hw/moc?) the parameter that controls the non-relativistic with
limit.
We can see that the presence of the paranteten the 2
a(p) = a(p) = 3 (1+ 6p°)
spectrum of energy, breaks the degeneracy of the energy lev- p p ) s

Yra = h(p)e'll?, (39)

els. Furthermore, by taking th& = 0 , we reach the ex- 22 (1 n ﬁp2)2
act result of the two-dimensional Klein-Gordon oscillator in b(p) = — — 282 (1 + ﬂpQ) p
Minkowski space-time
2\2 -2
E, = £moc®V1 +2rN. (34) c(p) = p? + N2 (1+ff; ) I 9y (1+ﬂp2)
This form of energy is in a good agreement with that ob- o o o
tained in the literature (see Ref. [37]). — (1+ p?) mgw?6j. (41)
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In order to solve Eq.40), we adopt the following substi-
tution as used by Jar& al.,[38]

1
h(p) = L q= | ———dp, 42
(p) = p(P)¢(p), q / NG p (42)
p(p) = exp (/x(p)dp> , X (p) = QbL;;a = *% (43)
After these susbsitutions, Egtd) becomes
2
S v e = e, @
with
V(p) =p® —2X (14 Bp?) + BA? (1 + Bp?)
N1+ /., 1
* ( p? & (‘]24)
— (1 + 6%) mdut6), (45)
with p(p) = p~'/2.

In order to simplify the functio (p), we use the change

of variable ]
p= ﬁ tan (q)\\/B) .

In this case, the forni (p) with the new variable becomes

(46)

1
V(g =—5+p8)
ﬁ S~~~
Uo
1 2 2,3 2,2 J . 1
s — =ttt —miw O = 2L
X <B2>\2 A 24 0 5)\2 + j 2 4 . (47)
cos? aq sin” aq

Consequently, the final form of our differential equation is

_de(p)  Uo
dg? 2

1
2)\2
x(’g’\

vl ;q) }wp) = Gplr),

2 2.3 j
ot it - miwOgks

cos? aq

(48)

where

S=¢+ (49)

@l =

Thus, Eq. 48) is brought to

Yo

o (C1 (¢1—1) n G (G —1)

cos? o sin” ag

) }w(q) — So(q). (50)

Z. SELAMA AND A. BOUMALI

with
_ 1 2 [G(G—1)  G(e-1)
V(Q) - B +ﬂ)‘ { SiIl2 (aq) cos2 (aq) } ) (51)
and where
ala-1=7-7 (52)
1 2 3 ]
G(G—1)= i + 24 - m%uﬂ@ﬁ. (53)
Finally, we have
1 (GG - G (421)}>
< dq? * QUO { sin? (aq) * cos? (aq)
X ¢ () =9 (q), (54)

wherelU, = o2 with o = \/5.

In this stage, we can see that E§4)is the well-known
Schibdinger equation in a @3chl-Teller potential with the
following potential [39]

{Cl (G-1)

sin? (aq)

G(G—1)

cos? (aq)

1
U=_-U

: } NG

and where we have the conditions tiiét, ¢2) > 1.
By comparing Eq.48) with Eq. (54), we obtain

=1l (56)

1 1 2 j
ngi + \/<1+ﬁ2)\2—ﬁ/\+]2—m3w2@ﬁ])\2> (57)

Now, in order to solve Eq.48), we introduce the new vari-
able

(58)

z = sin? (aq) .

In this case, Eq.48) can be rewritten as

" 1 ! 1 52
1— - !5
2(1—2)¢p +<2 z)gp +4{a2

_Q(@l)_@(@l)}sa:& (59)

z 1—2z

With the new wave functiot, defined by

p=2F(1-27F 0 (z), (60)
we arrive at
2(1-2) ¥ + [(Cﬁr;) —2(G +<2+1)} v
+i{§—(<1+<2)2}\1/:0. (61)

The general solution of this equation is
U = CyoF (a5 2)
+Co2 R (d+1 -0 +1—-(52—¢2), (62)
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with In order to obtain the energy spectrum, it should be noted that
1 £ in the limit 3 — 0, the energy spectrum should regenerate to
a = 3 <C1 + (o + > . the no-GUP result.
@ Thus, the exact form of; and(; are
, 1 £ / 1
- S = y o1
b D) <<1 + o o2 , € C1+2 (63) C1:|]|+§7 (65)
With the conditiona’ = —n, we obtain 1 1 9 ;
_ = —+4/ | 1+ ———+j2—m3 29). 66
E = (1 4+ + 2n)°. 6 72 \/( gxe Ao TmewOpys |- (08)

| wherej # 0.

With the aid of Egs.%6), (57) and 64), we obtain the final form of the spectrum of energy: it is expressed explicitly by
2

B2 — m2c4 1 pA? : 1 2 2 2 20 7
=mgc 17(mc)2ﬁ+(mc)2 il +1+2n+ 1+W—ﬁ+g —miw?0—— (67)
0 0

From Eq. 67), the presence of both and© breaks the degeneracy of our spectrum of energy. In addition, the presence of
the spectrum of energy with the parametercontrarily to the case dd, leads to the dependence of the energy levela’on

as mentioned by Nouicer [27], this dependence:diis a feature of hard confinement. Finally, in the limit whére- 0, we

reach the following equation

w?@

En = +moc®y /14 2rN — —-1, (68)
C

which has the same form as the E83); The corresponding wave function is

o 1 S2
Vg = Nnormezlj‘ep*%z% (1—2) 3 oy (—m; b5 2) . (69)

with Nnom is the constant of normalization.

4. The solutions in the presence of a magnetic field

In a magnetic field, when we choose the potential vectors as

B B

the two-dimensional Klein-Gordon oscillator in non-commutative space is

R eA, . . . eA, . . . eA, . . . eA, . .
Pz — T “+ 1Mmowx Pz — T —tmow | + | Py — 7 + tmowy Py — T — 1MWy

E? — (m002)2
=YL

. e (71)

or in the explicit form as

R eB . . . R eB . . R R eB . . R R eB . . R
Pz + — Y + 1mowx Pr+ Y —tmowZ | + | Py — 52 + 1mowy Py — =X — 1Mowy
2c 2c 2c 2c
[} m
2 2\2
E° — (moc )
2

i — (72)

By using Bopp’s shift method, Eq7®) is transformed into
eBO\” 9 . 9 9 9 eB\’ 9 o . eBO
{(1 * Ihe ) (P +1y) + <mow + <20> (2% +°) + imow (1 + %0) [z, pe] +
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E? — (m002)2

) eBO eBO\ eB 9 20
+imow <1 + %C) [y, py] — {(1 o ) — T mgw h} (xpy — Ypz) ——Qa Ui =0. (73)
L.

Putting Egs. 86), (37) and @9) in (73), we obtain

63@22 9 2632 w2 (0% 10 j° 9 2632 9 0
() (oo () 0o (= 5) 2 (202 () ) 6o

—2X (1 + Bp?) (1 + 61%) — (14 8p?) {h (1 + 655) ? + mnge} ] — §2} Uy = 0. (74)

2hc

with ¢2 = (E?% — (moc2)2/02). Following the same procedure as in the above section, we have

(75)

-Eo2 v et) = <o),

or with the new variable,

dg? 2 cos? agq sin? aq

In this case, the form of is

2 2
V(p) = <1+655> p2+{)\2+h2 (Zf) }(1+ﬁp2)2p12<j2—}1>

BO BO\ eB , B\’
—2) (1+ Bp?) <1 + e%c > —h(1+ 6p?) {(1 + e4hc ) % +m§w2@} 5] + {AZ + 12 (ZC) } (1+ 8p?) 6,
or with the variabley ( ) ( )
_ 1 2 QG —1) G-t
Vi) = B " { sin? (aq) cos? (aq) } ’
where¢; and¢} are defined by
1
GEi-D=7"-1 (76)
eBO\?2 eBO eBOY eB 2 2 .
a1y = L+ %) : +<j2+3> o+ i) {n(1+<BO) <t + mo O il 7y
g2 (22 + 12 (£)°) o s(e+r(2)) 8(n+n2 (L))
Finally, our differential equation can be written as
& 1o [q-1)  G(G-1) _
<dq2 + 2U0{ s (ag) R~ ) }> (g =&"p(q), (78)

wherelUy = o2 and £2 = ¢"2 + (1 + [eBO/4h¢])* (1/5) with a = /B (A2 + h2[eB/2c]?).
As in the above case, E) is the well-known Schirdinger equation in adachl-Teller potential [39]. with the constraint

that ({7, ¢4) > 1, the exact form of; and(, are
;o1
G = |J|+§v (79)

p L
“oaf (H g2 (N2 + 2 (£)%) T (v +r2(2)") B (22 + 2 (£)°)

(1+<Be)® o 20+ {h(1+FO) P+ miu26) |j|>. (80)
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So, the general solution of Eq/§) is
U =C1oF (a50;¢52)+Co 2 oF (@ +1 -0 +1 -2 —¢2), (81)

with z = sin? (ag) and where

r_ 1 ;1 3 / 1
a=2<C1+C2+§>,b:2<C1+C2—§2>,C:C1+2. (82)
With the conditionra’ = —n, and by using Eq.64), we obtain.
2 2 2\ 2 2
o . > é 27E7(moc) eBO 1
3 _ﬂ<>\ +h <2C>>(C1+C2+2n) =—Qa —+ 1+ e ) B (83)
Now, from Eq. 83) the final form of the spectrum of energy is
2
14 B 2 3 A2 + R2 %
Ep = 2moc*y|1— G+ 4@0) + ( (22 ) ) {lil +1+2n+ 57}, (84)
(moc)” B (mgc)
with
€ 2 (<] & € & € ;
P PSS M Y (ES ) BI UIURS. - K it ac) 111 N
- e 2 e 2 (<] 2
e+ (2)) T (e () g (22 (2)°)

Also, we can see that the presence of both paramgtarsl
O with a magnetic field breaks the degeneracy of the spe&-
trum of energy. In addition, the presence of a termndn
shows the existence of hard confinement. This dependence is
only clear when we introduce minimal length in the problem
in question.

Finally, the corresponding wave function is

e From the variation of3 only, we can see that for each
value of 3 we have two regions: first region, the values
of the energy are zero until a specific number where
the spectrum begin grows. According to this figure,
this specific number depends inversely with

e Now, when varying, we see that all curves coincide.

M‘K)

YrG = Nnormei‘jwpiéz% (1 - Z) 2
.y In Fig. 2, we represent the variation of the positive energy
x Fy (=m;b's ¢ 2). (86)  |evels with magnetic field for four levels = 0,1,2, 3. For

each level of energy, we have choges 0, 1, 2, 3. With the
rﬁxception of the casg= 0, every curve show approximately

a linear form with a magnetic fielé.

Finally, in order to show that the problem in question has
netic field B for different various situations. As the spectrum releyance WS physmal el view, we UL t_he el
of energy is symmetric, any comments on the case of the poéc_)wmg remarks_. e T mention some SORIES LY

howed the existence of a close relation between graphene

glr\éeyenergy can be extended to the case of the negative erjfnd the Dirac oscillator model. [6, 40-42].

Figure 1 shows the behavior of the spectrum of energé Bastoset al., [33] consider a non-commutative descrip-

with Nporm the constant of normalization.

Now, to achieve a deeper understanding of our spectru
of energy presented by E@4), we have plotted the variation
of the positive energy with quantum number, and mag-

vrsus by changig e tee parametes sppearng n " SEPIETE: T deseibuon consts o 2 i e
expression for the energy spectrum, the magnetic field3, P

the NC parametet and the minimal lengt}s. This figure has rections, which are treated in the presence of an external
been depicted for two cases:= 0 and j : I magnetic field. They argue that, being a two-dimensional

S T Dirac system, grapht_ene is particularly interesting to test non-
ommutativity. They find that momentum non-commutativity
e When varying only the magnetic field, one observesaffects the energy levels of graphene and they obtain a bound
that the allure of the spectrum of energy tends to befor the momentum non-commutative parameter. Their results
come linear in the high magnetic field regime. show that momentum non-commutativity yields interesting
results
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FIGURE 1. The positive energy eigenvalues as a function of the quantum numbay b) Variation with respect aB for fixed value of
0 = 0.00 and3 = 0.005; c, d) variation with respect a8 for fixed values ofB = andd = 0.005; e, f) variation with respect df for fixed
value of B = 0.1 and3 = 0.005.

also at low-energies and that its implications are not restricted Jallel [44] describes the lattice deformation in graphene
to quantum cosmology and black holes physics. under strain effect by considering the spacial-moment coordi-
In the same context, Falomat al. [43] employ a sim- nates do not commute. Within such framework, he (i) build a
ple nonrelativistic model to describe the low-energy excita-new model describing Dirac fermions interacting with an ex-
tion of graphene. The model is based on a deformation ofernal source that is non commutative parameter dependent,
the Heisenberg algebra which makes the commutator of maand (i) the eigenvalues are showing Landau levels in similar
menta proportional to the pseudo-spin. As a result, the resultvay to the case of a real magnetic field applied to graphene.
ing Hall conductivity is consistent with the anomalous integer  lorio and Pais [45], in their paper “Generalized uncer-
guantum Hall effect found in graphene. tainty principle in graphene” showed that, by going beyond
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FIGURE 2. The positive energy eigenvalues as a function of the magneticBiéat n = 0, 1, 2, 3.

the low-energy approximation for which the dispersion rela-length in the problem in question. This introduction has been
tions of graphene are linear, the corresponding emergent fielshaking as follows: (i) we write the coordinates of the non-
theory is a specific generalization a Dirac field theory. Thecommutative space with those in commutative space by using
generalized Dirac Hamiltonians one obtains are those conthe Bopp shift approximation, and (ii) then we introduce the
patible with specific generalizations of the uncertainty prin-minimal length in our equation. By these, the problem in
ciple. They also comment on the compatibility of the latterquestion is identified with ad&chl-Teller potential.
with non-commuting positions, and on their possible physical  The eigensolutions of the problem in question in a mag-
realization. netic field are obtained in the presence of a minimal length in
Thus, following these works and maybe others which arsmon-commutative space. The dependence on theses eigenso-
not cited here, we can expect that our study can be regardédtions with the minimum length and the non-commutative
as a contribution to the case of graphene by introducing th@arameters is very clear. Furthermore, by comparing the
minimal length in the commutations rules of Heisenberg.  spectrum of energy obtained in our case with those of the
same problem in the flat space-time, we can see that the pres-
5. Conclusion ence of both parameters breaks the degeneracy of the spec-
trum of energy. In addition, the presence of a term8rin
In this paper, we have exactly solved the KGO in two di-the form of the spectrum of energy shows the existence of
mensions in the presence of an external magnetic field in theard confinement. This dependence is only clear when we
framework of relativistic quantum mechanics with minimal introduce minimal length in the problem in question. Finally,
length and in the NC space. Firstly, by adopting the samén the limit where3 — 0 and® — 0 tend to zero, we recover
procedure used by Menculiet al. [9], we have solved the Wwell the results obtained in the literature.
problem only in the case of non-commutative space. The
results found are in good agreement with those obtained in
the literature. After that, we have introduced the minimal
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1. INTRODUCTION

Recently, there have been growing interest in
obtaining exact solutions of relativistic wave equations.
In particular exact solutions of the Klein—Gordon
equation with various vector and scalar potentials.

The Dirac relativistic oscillator is an important
potential both for theory and application. It was for the
first time studied by Ito et al. [1]. They considered a
Dirac equation in which the momentum p is replaced
by p — imPw7, with 7 being the position vector, m the
mass of particle, and ® the frequency of the oscillator.
The interest in the problem was revived by Moshinsky
and Szczepaniak [2], who gave it the name of Dirac
oscillator (DO) because, in the non-relativistic limit,
it becomes a harmonic oscillator with a very strong
spin-orbit coupling term. Physically, it can be shown
that the (DO) interaction is a physical system, which
can be interpreted as the interaction of the anomalous
magnetic moment with a linear electric field [3, 4].
The electromagnetic potential associated with the DO
has been found by Benitez et al. [5]. The Dirac oscil-
lator has attracted a lot of interest both because it pro-
vides one of the examples of the Dirac’s equation exact
solvability and because of its numerous physical appli-
cations (see [6] and reference therein). Recently,
Franco-Villafane et al. [7] exposed the proposal of the
first experimental microwave realization of the one-
dimensional DO. The experiment relies on a relation
of the DO to a corresponding tight-binding system.
The experimental results obtained, concerning the
spectrum of the one-dimensional DO with and with-
out the mass term, are in good agreement with those
obtained in the theory. In addition, Quimbay et al.
[8, 9] show that the Dirac oscillator can describe a

! The article is published in the original.

naturally occurring physical system. Specifically, the
case of a two-dimensional Dirac oscillator can be used
to describe the dynamics of the charge carriers in
graphene, and hence its electronic properties. Also,
the exact mapping of the DO in the presence of a mag-
netic field with a quantum optics leads to consider the
DO as a theory of an open quantum systems coupled
to a thermal bath (see [6] and references therein).

The unification between the general theory of rela-
tivity and the quantum mechanics is one of the most
important problems in theoretical physics. This unifi-
cation predicts the existence of a minimal measurable
length on the order of the Planck length. All
approaches of quantum gravity show the idea that near
the Planck scale, the standard Heisenberg uncertainty
principle should be reformulated. The minimal length
uncertainty relation has appeared in the context of the
string theory, where it is a consequence of the fact that
the string cannot probe distances smaller than the

string scale h\/B, where [ is a small positive parameter
called the deformation parameter. This minimal
length can be introduced as an additional uncertainty
in position measurement, so that the usual canonical
commutation relation between position and momen-

tum operators becomes [x, p] = ih(l + sz). This com-
mutation relation leads to the standard Heisenberg

uncertainty relation AxAp = ia(l + B(Ap)z), which
clearly implies the existence of a non-zero minimal
length Ax;, = h\/[_%. This modification of the uncer-
tainty relation is usually termed the generalized uncer-
tainty principle (GUP) or the minimal length uncer-
tainty principle [11—14].

Nowadays, the reconsideration of the relativistic
quantum mechanics in the presence of a minimal
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measurable length have been studied extensively. In
this context, many papers were published where a dif-
ferent quantum system in space with Heisenberg alge-
bra was studied. They are: the Abelian Higgs model
[15], the thermostatics with minimal length [16], the
one-dimensional Hydrogen atom [17], the casimir
effect in minimal length theories [18], the effect of
minimal lengths on electron magnetism [19], the
Dirac oscillator in one and three dimensions [20, 21],
the solutions of a two-dimensional Dirac equation in
presence of an external magnetic field [22], the non-
commutative phase space Schrodinger equation [23],
Schrodinger equation with Harmonic potential in the
presence of a Magnetic Field [24].

The purpose of this work is to investigate the for-
mulation of a two-dimensional Klein—Gordon oscil-
lator by solving fundamental equations in the frame-
work of relativistic quantum mechanics with minimal
length. The problem describes a relativistic particle
moving in the relativistic harmonic oscillator called
the Dirac oscillator.

The paper is organized as follows. In Section II, we
exposed the solutions of our problem within habitual
quantum mechanics, using the new method devel-
oped by Menculini et al. [10] and Jana et al. [25].
Then, Section III will be devoted to the our case, i.e.,
the solution of a two dimensional Klein—Gordon
oscillator in the framework of relativistic quantum
mechanics with minimal length. Finally, in Section V,
we present the conclusion.

2. THE SOLUTIONS WITHIN HABITUAL
QUANTUM MECHANICS

A two-dimensional Klein—Gordon oscillator is

— imyMx)

{(px + imy0x)(p,
v = (1)
+ (p, + imy@y)(p, — imowy)—ﬂ} Vi =0,
C

(@)

with

= (px + imy@x)(p, — imydx) 2

2 2 2 2
= p, + my® x~ — mywh,

= (py + imy@y)(p, — imy®y) 3)
= px + m§w2x2 — mywh.

Now, for the sake of simplicity, we bring the problem
into the momentum space. Recalling that

X = 1751i =ih— J “)
o, .
ﬁx = Dy ﬁy = pya (5)
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and passing onto polar coordinates with the following
definition [10]

Py = pcosb, p, = psing,
. 2 2, o (6)
with  p" = p + p,
2= =i (co 0d —Mi] )
p, dp p do
= ind ih(sinei+—coseij, (8)
ap, dp p do
Equations (2) and (3) transform into
2
U = p’ cos’ 0 — mye’h’ S5 — himye, 9)
P
A= p?sin’ 6 — mo’h & — hmy (10)
Py

In this case, Eq. (1) becomes

4

2 2.2( 97 | 9
—mywh p+— = 2himy® — G |Wge = 0. (11)

px O,
By using Egs. (6), (7) and (8), we have
2 2 2 2
S B S ) ()
p; apy op* plov pap

and consequently, we obtain

2 a2 9 1 82 190

p =N =+=—+- 2 — } =0,(13)
{ (apz p’00>  pop j o[ Vxa

with A = mw# and

2 2 4
c= E‘# (14)
c
Now, when we choose
Vo (2.8) = £ (p)e™, (15)
Equation (13) is transformed into
d’ d 2
( f(zp)_l_l f(P)_/_zf(p)J
dp° p dp p (16)
+ (= k*p)f (p) =
with
2\ +
K’ = xzc’ k=L (17)
Now, putting [25]
57"
f(p)=ple? F(p), (18)

the differential equation

oy [M _ 2kpj F'—[2k(] + 1)~ F = 0, (19)
P
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is obtained for F(p) which by using, instead of p, the
variable xt = kpz, is transformed into the Kummer
equation
2 2
P TV o I O )
dt dt 2 4k

whose solution is the confluent series | F (a;[l| + 1;7),
with

1 K
==(/+1)——. 21
a 2(|| ) 4k D

The confluent series becomes a polynomial if and only
ifa=-n,(n=0,1,2,). We then have the solutions

k 2
Vio (2.8) = Cyple 2 \Fnfl| + Lhp)e™,  (22)
E, = *mciN1+ 2rN. (23)

with N =2n+|l| is the principal quantum number,
and r = h_0)2 This form of energy is in a good agree-

mye
ment with that obtained in the [11].

3. THE SOLUTIONS IN THE PRESENCE
OF A MINIMAL LENGTH

In the minimal length formalism, the Heisenberg
algebra is given by [12—24]

%5 b1 = ih8;(1 + Bp”), (24)

where 8 > 0 is the minimal length parameter. A repre-

sentation of ¢, and p, which satisfies Eq. (24), may be
taken as

2= +pp)L, p =p., (25)
dp,
P 2, d P
y=in(+Pp)—, b, =p, (26)
d y
In this case, the KG oscillator equation is
2 2 2.2, 2 2 .
{px + py + m &' (x" +y7) +imax, p,] 7

+ imaly, p,]1 - GWYxe = 0.
By using the Egs. (25) and (26), Eq. (27) becomes

2 42 2(9° 19> .10
P~ — A (1 +Bp? (—+——+——j
{ 1+Bp°) apz pz 96? pop 28)

B3+ sz)zpaip ~ 201+ Bp) — 6 Wk = 0.
Now, when we put that

Yo = Mp)e™, (29)
with j = 0,1, £2,..., then Eq. (28) transformed into

2
{—a(p)a—z + 602 +c(p) - g} Wp)=0,  (30)
dp op
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with
a(p) = M'(1+Bp’)’,
2 1 2\2
= -4 - 2Bap, 31)
V4
202 2,2
op)=p +L 2T M J; Br)” _ 21+ Bp)
V4
=p + % ~2a.
V4
Now, according to the following substitution [25]
1
h(p) =p(p)P(p), ¢q= ﬁdp, (32)
j a(p)
_ _2b+a 1
p(p) = exp([x(p)p).  x(p) = 2L =~ (33)
4a 2p
we have
2
{—% " V(p)} ®p) = S0P (34)
with
Vip)=p" = 2M1+PBp?)
2 2\2 (35)
+ BN+ Bpd) + M(ﬁ —l).
p 4
1
We note here that the function p(p) = p 2.
Now, if we put
1
p = =tan(gA/p), (36)
VB
the term V' (p) becomes
2 3 1 1
JH=——+ 2_1
4 Br pAr
Vip) = —++ B’ BA_BA,~ 4 &)
B —— cos” og sin” og

Uy
and consequently, the final form of our differential
equation is
2 pedi2, 1
_dep) Uy

dq’ 2

4 propn’ T Ty

2
cos” ag

sin’ og || (38)

X @(p) = So(p),
where € = ¢+ [13 Equation (38) brings into

{_d%(p) R (cl (TR 1)]} )

dq’ 2 { cos’ag sin” g

X @(p) = S0(p),
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where
_ 1 2 Cl(gl_) G (6 —-1)
ADS [3+Bx {sinz(aq) cos’ (ocq)}’ 52
with
-2 1
G(G-1)= 4 (41)
_ 3 2 1
GG -1)= 4 BX”LBQ?& (42)

Thus, we have

(_ Y %qu)cx@—%j
qu 2 Yo sin”(oig)  cos” (0q) (43)
o(p) = Eo(p),

where U, = o with o = K\/[_S. Equation (43) is the
well-known Schrodinger equation in a Péschl—Teller
potential with [26]

U= %g@—n
2

sin” (0g)

(44)

(e - ?

cos’(ag) |’

and with the following conditions {; > 1and {, > 1.
By comparison Eq. (38) with Eq. (43), we have

Cl—ljli > (45)

1 1
=—-T| —— 46
S 2+(Bl (46)

Now, in order to solve Eq. (38), we introduce the new
variable

7 =sin’ (ag). (47)
In this case, Eq. (38) can be written by

Z(1-2)¢"+ (%—z)(p‘
=2 _ _ (48)
+i{%_§l(§l 1)_@2(@2 1)}([):0'

z -z
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With the new wave function ¢, defined by

Ql Cz
¢=22(1-2)2¥(2), (49)
we arrive at
0=+ (6 +1)- 2@+ G|
2
1[E , (50)
+—{——(C1 +8y) }lP =0
4o
The general solution of this equation is
Y = C,F (a';b';¢';2)
e (1)
+Cz ‘E(@+1-cb'+1-c2-¢2z),
with
o1 3
a = E(Cl +, +§j,
1 13 ” 1 (52)
Llorn-3) e-ne
2 o
With the condition a¢' = —n, we obtain
B = 0’(( + Gy +2n) (53)

In order to obtain the energy spectrum, it should be to

note that in the limit B — 0, the energy spectrum
should regenerate to the no-GUP result.

Thus, the exact form of {; and {, are

G =1+

where j # 0.

With the aid of Egs. (45), (46) and (53), we obtain
the final form of the spectrum of energy, which is
given by

0

with

(57)

We can see that where B — 0, X — 1, and the energy
spectrum is reduced to the no-GUP result (Eq. (23)).

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

£ - i\/1—2r+Er2j2 +25(N +1)
myc B

B

r——r
0

2 +Er2

3 N’ (56)
0

The corresponding wave function is

4 [
2(1-2)%R (-mb'sc'iz),

with N is the constant of normalization.

Vie = Ne®p 2z (58)

4. CONCLUSIONS

In this paper, we have exactly solved the Klein—
Gordon oscillator in two dimensions in the framework
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of relativistic quantum mechanics with minimal 8.
length. The eigensolutions are obtained using a 9,
method developed in [10, 25] to solve a two-dimen- |
sional Dirac equation and Klein—Gordon equations.
We firstly consider the case of the Klein—Gordon 1
oscillator within the ordinary quantum mechanics: '
our results are in good agreement with those obtained 2
in [11]. Then we have extended it in the case of the )
presence of a minimal length. The energy levels, for 13.
both cases, show a dependence on N % in the presence 4
of the minimal length, which describes a hard con- ’
finement. In the limit where B — 0, we recover the |5
energy spectrum of no-GUP. 16
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