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Abstract

In this these, we analyze the relativistic quantum motion of a charged particles in
the presence of an d’Aharonov-Bohm and Coulomb potentials in the space-times pro-
duced by an idealized cosmic string and global monopole in the commutative and the
non-commutative spacetimes. Expressions are obtained for the bound state energies and
wave functions. The validity of the Pauli criterion in the Aharonov-Bohm effect is well
discussed. In addition, we have study the effect of the topological defects on the diffusion

theory for both commutative and the non-commutative spacetimes.
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Résumé

Dans cette these, nous analysons le mouvement quantique relativiste de particules char-
gées en présence de potentiels d’Aharonov—Bohm et Coulomb dans I'espace-temps produit
par les défauts topologiques tels que les cordes cosmique et les monopoles globale dans
un espace commutatif et noncommutatif. Des expressions sont obtenues pour les énergies
d’état liées ainsi que les fonctions d’onde. L'influence de 'effet d’Aharonov—-Bohm sur la
validité du critére de Pauli a été aussi discutée. Aussi, nous avons dictuté 1’effet de defauts

topologique dans la théorie du diffusion dans un espace commutatif et noncommutatif.
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Introduction

La mécanique quantique a maintenant plus de cent ans, a commencer par la description
par Max Planck, en 14 décembre 1900, du probleme des radiations par corps noir et par
le texte d’Albert Einstein en 1905 sur la théorie quantique pour expliquer 'effet photo-
électrique. Cependant, la théorie quantique a été reformulée vers 1925 avec les relations
de commutation de Heisenberg ou algébre de I'espace de phases et le principe d’incertitude
associé. L'une des caractéristiques fondamentales est de traiter avec des opérateurs qui ne
commutent pas, plus précisément, les relations de commutations entre les positions et les
moments.

Dans la dynamique relativiste, les solutions exactes des équations relativistes [1-10]
sont trés importantes en raison de la compréhension de la physique que de telles solutions
peuvent apporter. Ces solutions sont des outils précieux pour déterminer les contributions
radiatives a 1'énergie. L'étude des systémes quantiques dans des espaces-temps courbes
remonte a la fin des années vingt et au début des années trente du siecle dernier [1 1—15],
lorsque la généralisation des équations de Schrodinger et de Dirac aux espaces courbes a
été discutée, motivée par idée de construire une théorie combinant physique quantique et
relativité générale.

La théorie générale de la relativité, en tant que théorie métrique, prédit que la gravi-
tation se manifeste par la courbure de I'espace-temps. Cette courbure est caractérisée par

le tenseur de Riemann. D’autre part, nous savons qu’il existe des liens entre les propriétés
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topologiques de I'espace et les lois physiques locales, de sorte que la géométrie intrinséque
locale de I'espace ne suffit pas pour décrire complétement la physique d’un systéme donné.
Comme exemple d’effet gravitationnel d’origine topologique, nous pouvons mentionner le
fait que ce n’est que lorsqu’une particule est transportée autour d’une corde cosmique le
long d’une courbe fermée qu’elle est remarquée. Cette situation correspond a l'analogue
gravitationnel [16] de leffet électromagnétique d’Aharonov-Bohm (AB) [17], dans lequel
des électrons sont transmis au-dela d’un solénoide contenant un champ magnétique. Ces
effets sont d’origine topologique plutét que locale. En fait, la topologie non triviale de
I'espace-temps, ainsi que sa courbure, conduit & un certain nombre d’effets gravitation-
nels intéressants. Par conséquent, il est également important d’étudier le role joué par une
topologie non triviale, par exemple, sur un systeme quantique. Comme exemples de ces
recherches, nous pouvons citer I’étude de la diffusion topologique dans le contexte de la
mécanique quantique sur un cone [18,19], et les recherches sur I'interaction d’un systéme
quantique avec des singularités coniques [20,2 1] et sur la mécanique quantique sur défauts
topologiques de I'espace temps [22-24].

Le role joué par la topologie dans les propriétés physiques d’une variété de systémes a
été une question tres importante dans les domaines de recherche comme étant différents
entre eux comme la théorie de la gravitation et la physique de la matiére condensée, par
exemple.Les défauts topologiques apparaissent dans la gravitation comme des monopoles,
des cordes et des murs [25]. Dans la physique de la matiére condensée, ce sont des tour-
billons dans les supraconducteurs ou les superfluides, les murs de domaine dans les maté-
riaux magnétiques [26], les solitons dans les polyméres quasi-unidimensionnels [27] et les
dislocations ou les divulgations dans les solides désordonnés ou les cristaux liquides [28].La
modification de la topologie d'un médium introduit par un défaut linéaire tel qu'une image
dans un solide élastique ou une chaine cosmique dans I'espace-temps a de forts effets sur
les propriétés physiques du moyen [29, 30].Cette similitude entre les divulgations et les
cordes cosmiques va au-dela de la topologie : pour certaines applications, les deux types
de défauts peuvent étre traités par les mémes méthodes géométriques [31].

Le sujet est 'étude des propriétés, de I'évolution et des implications cosmologiques des

défauts topologiques tels que les cordes cosmiques, parois de domaines, monopoles et

@ 7 )
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textures. Ce domaine de recherche s’est énormément développé au cours de la derniére
décennie et demeure 'un des domaines les plus actifs de la cosmologie moderne. L'inté-
rét croissant pour les défauts topologiques a au moins une triple motivation : d’abord, les
défauts apparaissent dans une large classe de modeles de particules élémentaires. IIs sont
inévitablement formés au cours des transitions de phase dans I'univers primitif, et leur
évolution ultérieure et les signatures d’observation doivent donc étre comprises. Deuxie-
mement, la cosmologie observationnelle a posé un certain nombre d’énigmes perplexes,
allant de l'origine de la structure a grande échelle a 'asymétrie baryonique de l'univers.
Des solutions crédibles pour certaines de ces énigmes cosmiques ont invoqué des défauts
topologiques d’un genre ou d’un autre. Enfin, outre leurs possibles roles astrophysiques, les
défauts topologiques sont des objets fascinants a part entiere. Leurs propriétés, tres difté-
rentes de celles de systémes plus familiers, peuvent donner naissance a une riche variété
de phénomenes physiques inhabituels.

La premiére classification des défauts topologiques et une discussion de leur évolution
ont été données par Kibble en 1976. Depuis lors, on a beaucoup appris sur I’évolution et
les conséquences cosmologiques de divers défauts topologiques. Les défauts topologiques
sont prédits dans certaines théories unifiées des interactions fondamentales. Des exemples
de tels défauts topologiques sont la parois de domaines, la corde cosmique et le monopole,
dans cette these, nous étudions I'équation Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) dans les défauts
topologiques c’est : la corde cosmique, et le monopole.

L'idée de la geometrie non commutatives (NC) est une ancienne , Heisenberg a proposé
dans une lettre a Peierls pour résoudre le probleme des intégrales divergentes dans la
théorie relativiste de champ quantique. L'idée s’est propagée via Pauli a Oppenheimer.
Enfin, H. S. Snyder, un étudiant d’'Oppenheimer, a publié la premiére analyse systématique
d’une théorie quantique construite sur des espaces non-commutatifs [32]. Pauli a appelé
ce travail mathématiquement ingénieux mais I'a rejeté pour des raisons de physique. Le
but de notre travail est d’examiner ’équation de DKP dans I'espace non commutatif avec
le potentiel de AB et de Coulomb. Dans le cadre de la non-commutativité, la situation
est plus compliquée et la plupart des modeles ne peuvent pas étre résolus avec précision.

Du fait de I'absence d’une solution analytique exacte, nous utiliserons dans nos calculs la

@ 7 )
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théorie de la perturbation simple mais riche [33,34].

L'effet d’Aharonov-Bohm (AB) [17], qui prétend établir I'importance physique des
potentiels de vecteurs en mécanique quantique (mais d’abord prédit par Ehrenberg et Si-
day [35]), reste un sujet de controverse. Bocchieri et Loinger [36] ont notamment nié
l'existence méme de I'effet AB, tandis que Henneberger [37] a mis en cause son interpréta-
tion originale d’AB [17]. Plus précisément, bien que la solution de Henneberger permette
lexistence de l'effet AB, elle ne conduit pas a la diffusion de AB, c’est-a-dire que la section
efficace correspondante pour la diffusion d’'une particule chargée sur un solénoide inacces-
sible est égale a zéro. On trouvera une longue liste de références concernant l'effet AB et la
controverse qui I'entoure dans l'article de Ruijsenaars [38], qui analyse en détail I'analyse
classique d’d’Aharonov-Bohm (AB) et le point de vue de Henneberger.

L’équation DKP est une équation d’onde relativiste qui décrit les particules de spin-
0 et de spin-1 , et elle est une généralisation directe aux particules de spin entier de
Dirac dans laquelle on remplace les matrices gamma par des métriques béta, les quatre
matrices 3 satisfaisant Algebre de Kemmer [39-42]. L'équation de DKP a suscité un intérét
croissant, par exemple dans la théorie de la chromodynamique quantique [43], la théorie
de l'approche causale [44], la covariance galiléenne a cinq dimensions [45], la formulation
de la dynamique covariante hamiltonienne dans la théorie des champs [46].

L'objectif principal de cette travail est de résoudre I’équation DKP en présence du
potentiel d’ d’Aharonov-Bohm (AB) et Coulomb dans un champ gravitationnel des défauts
topologiques.

La thése comporte trois chapitres : Dans le premier chapitre, nous présentons une
formalisme mathématique, deuxi¢éme chapitre I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
de spin-0 en présence des défauts topologiques, le troisieme nous présentons I'équation de
Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) de spin-1 en présence des défauts topologiques. Enfin, nous

terminons notre étude par une conclusion globale.

@ 7 )
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Chapitre

Les équations relativistes dans un
espace-temps courbé

La relativité générale est la théorie de I'espace, du temps et de la gravitation formulée par
Einstein en novembre 1915 et indépendamment par Hilbert. Elle a été développé pour
la gravitation dirigée centralement et a été vérifié pour la premiere fois par I'expérience
Eddington [47]. Elle est souvent considérée comme une théorie trés abstraite et difficile, en
partie a cause du nouveau point de vue introduit sur la nature de 'espace-temps car cela va
a 'encontre de certaines notions intuitives et profondément enracinées, et en partie parce
que les mathématiques nécessaires a une formulation précise des idées et des équations
de la relativité générale ( par exemple "gravité" est une manifestation de la courbure de
I'espace-temps ) et la plus connue étant l'utilisation de la géométrie différentielle dans la
théorie de la relativité d’Einstein qui ne sont pas familiéres a la plupart des physicien.

Pour explorer cette voie plus avant, nous devons acquérir les connaissances mathématiques
relatives a ces espaces courbes et d’introduire les tenseurs qui ont été utilisés dans notre

travail [48—52], puis étudier l'effet d’Aharonov Bohm [17].

1.1 Formalisme et notation de I'espace-temps courbé

La théorie générale de la relativité exige un espace courbé a 4 dimensions : trois d’espace,

une de temps pour la description du monde physique, pour cela Einstein a supposé que
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I'espace physique est de cette nature et a ainsi jeté les bases de sa théorie de la gravitation,
pour cela, dans cette section nous allons donner un apercu de la géométrie qui est utilisée
en relativité générale, cette géométrie a été un grand progres dans la compréhension de

I'expansion de l'espace et de la forme de 'univers.

1.1.1 Formalisme tensoriel

L'espace-temps Minkowskien est un espace affine a quatre dimensions dont l'espace vec-
toriel réel associé est muni d’un produit scalaire ; cela signifie qu’il existe une base des co-
ordonnées {e,}, (1 = 0,1,2,3) désigne une tétrade (vierbein) de 'espace vectoriel telle
que

G =Tl (1.1)

N est le tenseur métrique relatif a 'espace-temps de Minkowski, avec

~1 00 0
0 10 0

v — 1.2

Tl 0 010 (12)
0 00 1

On peut alors définir une fonction f (z), En différenciant cette fonction, nous obtenons

of aof af
ox! Fo10% +Wd t 8:76”

Zax% (1.3)

Nous utilisons la convention d’Einstein pour la sommation des indices répétés, la derniére

df (x) =

relation peut étre réécrite comme

df (x) = (9x“ " (1.4)
On pose
0
8M — %, (15)

Yy
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alors la différentielle df devient comme suit

df (z) = O,f (x) dx*. (1.6)

Puisque I'équation (1.6) est vraie pour toute fonction définie sur un voisinage du point

donné, le symbole de la fonction peut étre omis, de sorte que nous puissions écrire

dx = e, dz", (1.7)
avec
0
€n = w, (18)

le changement de systéme de coordonnées de la base {e, } a la base {e,} en M a l'aide de

relations du type
ox¥ 0 Ox”

ey = 52t D — axue,,. (1.9)

1.1.2 Introduction de vierbein

Il est certain que ce qui va nous intéresser ce sont les propriétés géométriques (les inva-
riants) qui sont indépendantes des coordonnées arbitraires, le carré de la distance infini-

tésimale entre le point * et un point infiniment voisin x* + dz* s’écrit formellement
ds* = g, (z)dz"dz”. (1.10)

Nous avons choisir une base de nos vecteurs {ez, eg}, dans cette base les composantes de

tenseur g, est défini en tétrades ef,(z) par
. a b
G = ,r](lbeuey' (1.1 1)
Ou de maniere équivalente, nous avons

n® = g"elel. (1.12)

Y Cy7~ i
Socine - Deunallah -7 - Wl O Cpu



Formalisme et notation de l'espace-temps courbé L quation de Dfen-Femmer- S dian

Pour obtenir e} l'inverse de ej; , utilisant les relations d’orthogonalité qui est défini par les

relations
etel = ol (1.13)
eZe‘b‘: . (1.14)

0l est le tenseur mixte invariant ( Symbole de Kronecker).

1.1.3 connexions de spin

La quadrivecteur A aura pour composantes covariantes dans la base des {e, }

A = Ale,, (1.15)
la différentielle d’'un quadrivecteur A
dA = d (A" .e,)
= (dA*)e, + Atde,,. (1.16)

Utilisons les relations (1.6) et (1.9), on trouve que
dA = 0, A dx"e, + T Ardx'e,

= (9, A" + T, AY) da"e,,. (1.17)

Les symboles de Christoffel I/, ( appelé aussi les coefficients de connexion) sont symé-
triques

T* =T% | (1.18)

On définit la dérivée covariante du champ de vecteurs A* par la formule
V, A" = 9,A" +T% A™. (1.19)
Pour calculer explicitement les '), , il suffit de partir de la différentielle du tenseur métrique

dgw = d(e,.e,)

Y Cy7~ i
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Formalisme et notation de l'espace-temps courbé L quation de Dfen-Femmer- S dian

= (Fl’\tpg,\y + Ff,‘pgu,\) dz? = 0,9,,dz’. (1.20)

Donc

A A
apg;w = F‘upgku + Fupg;t)\' (121)

De méme maniére on trouve que
0 =1 + 1 1.22
n9pv p,ug)\u V,ugp)\a ( . )

a’/gup = F,ﬁl/g)\p + F;\Vg}i)\a (123)

A partir les équations (1.22) et (1.23), on trouve que

1
F/;)\ - §guﬂ (gpu,A + Gprv — guA,p) . (1-24)
Ainsi, on trouve que
V,A,=0,A, — F;)VA,\. (1.25)

Maintenant, trouvez le méme objet de maniére mixte et converti en base de coordonnées :
a __ a a b
VX" =0, X +wj X
=0, (e; X") + wzbegX)‘
=y (e“a XY+ XY0,el + wi ebX)‘)
a v K=y pub= A
=0, X" +¢el0,e5 X + egef’\wsz)‘. (1.26)

La comparaison avec 'équation (1.8) donne

o = €g0uel + eZelj\wa. (1.27)
d’une facon equivalante
Wiy = eﬁe,’)\FZA — ep0,es, (1.28)

Y Cy7~ i
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Formalisme et notation de l'espace-temps courbé L quation de Dfen-Femmer- S dian

Un peu de manipulation nous permet d’écrire cette relation comme la disparition de la
dérivé covariant du tétrade,

Vel = 0,68 —Tsei + wiel = 0. (1.29)

1.1.4 Le tenseur de torsion

Le tenseur de torsion, qui est parfois connu sous le nom de "postulat tetrad". Notez que

cela est toujours vrai. En base de coordonnées les connexions de spin données par
a__,.a m
wp = widzh. (1.30)

La premiére équation de structure de Cartan, est une équation fondamentale de géométrie
différentielle dérivée en premier lieu de Cartan. Il définit la forme de torsion comme la
dérivé extérieur covariant de la forme tétrade, les relations déterminantes pour la torsion
et la courbure sont alors

T = de® + w? A eb. 1.31
b

Le tenseur de torsion de la géométrie de Riemann peut aussi étre écrite explicitement en

fonction de connexion affine par

Gl
=e) (Ouel — O,€% + wieh — wieh)
=TI, -TI),. (1.32)
Avec la condition de torsion
Wi A e = —de”. (1.33)

1.1.5 Le tenseur de Courbure

D’autre part, on définit le tenseur pra , on l'appelle le tenseur de Riemann-Christoffel ou

le tenseur de courbure, les composants de ce tenseur est formulé a I'aide des symboles de

/"L o7 i
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Q ;’y//(///?*// //(‘ CJI%I/ - a/é/)l////(‘fA f/)’//(ﬂ/

Christoftel par la formule suivante

R, =00, —9,I +T T8 —ToTI?

vpo Vot ap

le tenseur prg vérifiez les symétries suivante

RS =-RE

vpo vop*

L'identité suivant est dite I'identité cyclique :

Rgpa + R//i)ay ovp ~

D’autres symétries apparaissent maintenant, a savoir,

R,uz/pcf = - Rl/,upo .

Ryvpe = Rpoup = Ropup-

Les composantes du tenseur de Ricci se déduit par contraction

R . =R

vp vp)
en multipliant (1.31) par g"? on trouve
Ry

Un autre fois on trouve

9’R,, = R.

+R? =0.

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

R est le scalaire de Ricci et est appelé la courbure scalaire ou la courbure totale qui possede

les propriétés suivantes :

« Si l'espace est plat, le scalaire de Ricci est nul.

« Si I'espace est courbé comme une spheére, le scalaire de Ricci est positif.

« Sil'espace est courbé comme une selle de cheval, le scalaire de Ricci est négatif.

A e
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Formalisme et notation de l'espace-temps courbé L quation de Dfen-Femmer- S dian

1.1.6 Le tenseur d’Einstein

Le tenseur d’Einstein qui est donc une constante dans un espace Riemannien donné est

des lors défini par la forme covariante

1
CEN e §g;wR- (1.42)
Il est symétrique
G =Gy (1.43)

Le tenseur est donc construit pour une métrique uniquement Riemannienne, et est auto-

matiquement non divergent

V.G = 0. (1.44)

Ce tenseur a conduit Einstein pour obtenir les équations d’Einstein qui relient la géométrie

de I'espace-temps a la distribution de matiére, décrite par le tenseur énergie-impulsion 7},,,,

comme suit

817G

GMV = KJTMV = 77—‘“”, (145)

la constante de proportionnalité x , appelée constante d’Einstein.

/"L o7 i
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Chapitre 2

Les bosons scalaires en présence des

défauts topologiques

2.1 L'équation de DKP en présence des cordes cosmiques

Dans un espace plat, I'équation de DKP libre sécrit par [39-42]

Mec

(1840, — 7)@/) =0, (2.1)

dont les matrices §*, avec (u = 0,1, 2, 3), satisfait les relations de commutation suivants :

BB B* + BBY BE =t B* 4+ 0P BH, (2.2)
(B =np  p=v=p (2.3)
BEB B =0 ,uFvF#p (2.4)

(B")? B2 + B2 (B =nB°  u=v#p (2.5)
prBBt =0 u=p#v (2.6)

ou N est le tenseur métrique espace-temps de Minkowski(pour plus d'information voir

l'article de Kemmer [1, 2, 41] et la thése de Boumali [5 3]. En ce qui suit, Les matrices 5"

13



Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuation de Digfin-Tiemmer- ttiau

sont choisies comme suit [54]

o_( ¥ 0 i 0 o
7= (e o) = %) @

ou f), 0, 0 sont des matrices nulles de dimensions 2 X 2, 2 x 3, 3 x 3 respectivement, et

avec

(01 (100 o (0 -10) 5 (00 -1
“N10/)"” Vo o0/ \o o o) \oo o)
(2.8)

Dans un espace courbé, avec le champ externe I'équation DKP donnée par la formule

[4,55,56]

- 1 o e Mec
{2/6“ ((% + Ewﬂabs - h_CAM) — ?} U = 07 (29)

avec S% = [ﬁ“, Bb}, Wyap sont les connections de spin, et enfin 3* sont les matrices de

DKP satisfaisant a la relation

B* = (8%, (2.10)
avec les relations suivantes
e?a)e’(‘a)n“b = g™, (2.11)
e?a)e(b)u = Nab, (2.12)
el el = Oap. (2.13)

Les connexions de spin w,,, peuvent étre écrites en fonction des symboles de Christoffel

FfjA comme suit

- .
Wyab = e(a)lezb)rju o ezb)aﬂe(a)j’ (214)
avec
. g
Loy = R (Govr + Gorw = Gorp) (2.15)

sont les symboles de Christoffel [57]. D’autre part, on peut aussi calculer les connexions

de spin en utilisant "équation de structure de Maurer-Cartan dont

de® + wi A e’ = 0. (2.16)

/’L b7 .
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuation de Digfin-Tiemmer- ttiau

Pour le cas d'une corde cosmique dont [20,58-61]

ds* = dt* — dr* — r*df* — a"*r*sin*0dp?, (2.17)
avec —00 < t < 400,00 < 7, 0 < 0 <7, 0 < ¢ < 27, le paramétre o’ = _4(;_?“

est le déficit angulaire défini dans la l'intervalle (0, 1], et enfin u représente la densité de
masse linéaire de la corde cosmique, Les connexions de spin sont ainsi calculées, et données

comme suit [5,62]

0 0 00 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 d'sinf
= , Woab = , 2.18
b= o -1 0 0 | 0 0 0 dcosh (2:18)
0 0 00 —a'sinfl  —a’cosf 0 0
ou les tétrades e?a) sont choisis pour étre
100 O
010 O
T
@=|00 ! o (2.19)
00 0 g

Le cas particulier ¢’ = 1 donne l'espace de Minkowski en coordonnées sphériques.
Maintenant, revenons a notre cas : 'équation de DKP dans un potentiel d’Aharonov-Bohm
et en présence d’'un potentiel Coulombien est
0 k i 2
{B— (E - —q> +i8'0, + — (8 — B°B") +
he r r
i3

a’'rsinf

[(0, —id’) — d'sinfB°B" — a'cosfB°B%] — %} P = 0. (2.20)

Ici le vecteur de potentiel AB prend la forme ( Voir I'annexe A)

T 2mwa’rsing”

kq
Aoz? A, =A4p=0, A,=—""2— (2.21)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons les coordonnées sphériques, et on suppose

/’L b7 .
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuation de Digfin-Tiemmer- ttiau

que l'axe de la solénoide coincident avec I'axe oz. Ainsi, partons de la fonction d’onde 1)
suivante

iEt

Yprp =€ (Y1, P2, ¥3, ¥a, ¥s5) (2:22)

Insérerons cette équation dans I'équation (2.20), et aprés un calcul algébrique, on obtient

les équations suivantes

1 k 2 ' 0
—(E-Z)w—i(a+2)us—= 0+ )t
ch r r r sinf

—m (0p — i) Y5 = %%, (2.23)
% (E - ?) Uy = MTC%, (2.24)
10,y = %wg, (2.25)
%591?1 = %1/14, (2.26)
m (0p — i) Wby = MTC%. (2.27)
En mettant les équations (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) dans I’équation (2.23), on trouve
2 2 2 2
(o 28s (o2 () - Zlamo
Ici
L? = —p? {S;M% (smed%) + Win% (8, — ioz)z} : (2.29)
I — —ZL (i - m) : (2.30)
a’ \dy
l=|\+7, (n’:0,1,2,...),)\:m;a., (2.31)

avec [ sont les valeurs propres communes entre L, et I respectivement : on note que ces

valeurs propres dépendent du flux magnétiquemy et du parameétre géométrique de I'espace

al.

/"L Y i
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

Pour résoudre I'équation (2.28), posons que

R(r
Y = ﬁ >X(9,w), (2.32)
on trouve alors
& E2- M 2(kq)E 1(+1)— (k)?
{W h?c? a (hc)zr B 72 R(r)=0. (2:33)

Avant de solutionner cette équation différentielle, on distingue deux cas : les solutions dans
un espace commutatif et non-commutatif.
2.1.1 Les solutions dans un espace commutatif

Dans cette section, nous sommes intéressés a résoudre I’équation (2.33) dans un espace

commutatif. Pour cela, on utilise les substitutions suivantes

4(M2 4 _ EQ)
P = gT, 62 - h202 ) (234)
kq 2vE
— L = 2.35
T % T Thet” (2:35)

I’équation (2.33) transformera a I’équation suivante

(4 (M= ¢ DY gy, (2.36)

Utilisant le changement

R(p) = Np*tte 5u(p), (2.37)

alors, I'équation (2.36) est réduite a I'équation suivante

P2d25pgp> L (2(s+1)p—p) dt;;p)
+[(s(s+1) = (1(1+1)=9%)) = +s+1)plu(p) =0, (2.38)
s(s+1)=1(1+1)—~2 (2.39)

/"L Y~ i
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ou

o=t d) (20

\/((]\402)2 — E?)n!

On trouve ainsi que

R, (p) = SR i 2.41
W) =\ @2ttt DTmrasty | 7 ¢ 0 (2:41)
dont
st+¢+1=-n,(n=0,1,2,...), (2.42)
Concernant le spectre d’énergie, on obtient
M 2
E, =+ < . (2.43)

1+ ik
\/ (n+%+¢(\mf|+f’~+%)2—v2)2

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

+ Pour le cas du sous-espace S, ou A\; > 0 et [; = A\; + K, le spineur total est

(%)

1 k
B\ i = (B
Yy = (m) e e :ar (P (2.44)
b
a’rsinf (aﬁp - ZOé)
avec
wl = ]Vnormpll_)\1 (COSG) pseigLZSJrl. (245)
» Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et [y = —\y + K, le spineur total est
Mec
1 ((Eh_)@)
h _iBt imo ch \™~ r
Vnagly = e e he :37, (P (2.46)
0
a’riin& (890 - ZOZ)

/"L Y i
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avec

1 = Noporm P (cosh se=g [ 2511, 2.47
lo p n

2.1.2 les solutions dans un espace non-commutatif

Le mathématicien Alain Connes, comme Riemann au XIXe siécle, a introduit une nou-

velle généralisation de la géométrie, dite non commutative, qui permet peut-étre de com-
biner les équations de la relativité générale d’Einstein avec celle du modeéle standard des
particules élémentaires, mais aussi d’expliquer l'origine du boson de Higgs.
Dans cette section, nous étudions les coordonnées non commutatives en remplagant le
produit commutative des fonctions des opérateurs f (x) g (z) par le produit star de Moyal
f(x) * g (x), cette approche a stimulé une grande quantité de recherche de la géométrie
non commutative et de son utilisation en physique théorique, surtout la gravité quantique
et la théorie des cordes.

Ainsi, on défini produit star de Moyal f () * g (x) par [63-65]

f(x)*g(z)=f(x)exp [%@ij 0 8]-] g (x), (2.48)

dont la position et I'impulsion satisfaisant les relations de commutation suivantes ( ©;;constant
) [64-66]

[Lfl',.’fj] = i@ij7 [p},p}} = O, [fl,ﬁ]] =5 Z&LJ . (249)
Maintenant, en utilisant le décalage de Bopp (Bopp shift) pour relie les variables non

commutatives aux variables commutatives, on trouve

Ib = — %@ijpp (2.50)
Di = Di- (2.51)

ou ©;; sont des éléments matriciels antisymétriques qui contrélent la non-commutativité
de l'espace-temps, et 7 déterminé jusqu’au premier ordre dans les parameétres de non com-
mutativité comme suit

F=r——=+0(6%, (2.52)

/’L b7 .
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1 1 LOo
S=-+—=40(0%. 2.53
& * 4hr3 +0(6°) (2:53)
Dans l'espace de la corde cosmique non commutatif, en remplacant le vecteur AB par la
relation
)
A, = ——— 2.54
¥ 2ma/rsinf’ (2:54)
on trouve la relation suivante
2ih?
L x L =thL + : ,ac0395(c0529 — l)er. (2.55)

a

Ainsi, en utilisant la méthode de Bopp-shift, 'équation (2.33) se transforme de la facon

suivante

W h2c? (Ch)2 r r2

_§{<%> S+ <z (1+1)- (%)j %}R(r) 0. (2.56)

En utilisant la théorie de perturbation stationnaire, 'équation (2.56) pour © = ( prend

{d2 E2—M*' 2(kq)E l(l+1)—(%)2}R(r)

la forme

{ d? (E(0)>2 — (MC2)2 B 2 (k?Q) E(O) B l(l + 1) - (%)2 } R(O) (7“) —0. (2.57)

dr? h2c? (ch)’r 2
Suivant les mémes étapes précédentes du cas de I'espace commutatif, on aura

\/ ((MCZ)2 - (E(O))2>n! ’

(ch)2(n+s+1)T'(n+2s+2)

ps+1ef§L72ls+1’ (258)

dont
st+¢+1=-n,(n=0,1,2,...). (2.59)
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Sotine  Hewnallah - 20 - al O



Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

Enfin, le spectre d’énergie est donné par

Mc?
EY =+ 1 =
_|_
\/ R E=rene
2
—+ Me , (2.60)

1+ ik ;
\/ <n+%+ (l+%)2772)

+ n'. Réécrivant cette équation encore sous une autre forme

avec | = |%

E(O) . A7\4C2

nl \/m:

ouk =n+ % + (l + %)2 — =2, alors le spectre de I'énergie dans I'approximation non

(2.61)

relativiste est bien donné par [67]

2 4 N 3
EQ~apme|1- L7 ~2) 4+ 2.62
Z S TR TR Ve Sy (2.62)

En utilisant les relations suivantes [6 3]

ok (\/ ((M@)2 - (E(O))z))kn!

(r k>: (ch)2(n+s+1)T (n+2s+2)

x/ pit2ke=r (Lff“)zdp, (2.63)
0

F'(e+s+DT(B+m—+1)I'(s+1)
mn—m)T(BE+)T(s—n+m+1)

-m,s+1,0—p0—s
F 2.64
X32< B+1,n—m+1 )’ (264)

/OOO et L2 (2) L (x)dx = (=1)""

7, Y~ i
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on obtient la premier ordre de la théorie des perturbations [63,67-69]

t{yore - oy}

3

U e DI CE Y [ e 1} ’ (2:69)
4 {\/(M02)2 - (E(o)f} . S
(r*) = {1 + ] ., (2.66)
(2s—=1)s(2s+1)(n+s+1) s+1 (s+1)(2s+3)

- FNC) _ _% (m; 0‘) (z (1+1) - (%)2)
2 ((e?)? - (E(O))2>4 3n 3n(n—1)
25—Ds@s+D)nts+1) {1 st 1 (S+1)(25+3)}
0 (m—a\ | [ (kq)E 2((M02)2—(E(°))2>3 n
h (T) ( (ch)? ) (25s+1)(2s) (n+s+1) {1 * m} - (267)

E = EQ + EWO). (2.68)

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

« Pour le cas du sous-espace Sy, ou A; > 0 et [y = A\ + K, le spineur total est

()

1 (g _ ka
©0) h Bt im ch ( ] r ) ©0)
%mlzl = Me e he ZOT vy, (2.69)
+Ob
a’riinG (a‘P - ZO()
avec
1/150) = Nnormf’l;)‘l (cosh) pPe™2 L2+, (2.70)
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+ Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et [y = —\y + K, le spineur total est
Mc
1 ((T)k )
1 (g _ ke
) ch r
© _ (PN . (0)
Vringly = (Mc) e ne™m? Zar 1 (2.71)
b
a”r‘iin@ (890 o ZO!)
avec
) = Nyporm P (cost) pe™ 8 L2, (2.72)

2.2 Léquation de DKP en présence d’'un monopole global

Passons maintenant au cas de 'équation de DKP en présence d’'un autre défaut topo-

logique dite un monopole global : en partant de la métrique suivante [70-72]

ds* = dt* — dr® — V*r” (d6” + sinf’dy?) (2.73)
avec b =1 — 87TG772, alors les connexions de spin sonthoucine2018,Haounallah
0O 0 00 0 0 0 0
0O 0 vV 0 0 0 0 b'sinf
= , Woab = 2.74
“oab 0 — 0 0 ¥ 0 0 0 cosd (2.74)
0O 0 0 0 —b/'sinf —cosf 0 0
dont avec les tétrades
1 0 O 0
01 0 0
b
€la) = 00 l% 0 (2.75)
00 0 b”riin@
Le potentiel vecteur AB dans ce cas, prend la forme suivante
Ap=M 4 —ay—0 A=t 2.76
0_77 r— 49 =Y ¥ T 2mblrsing’ ( . )

/’L b7 .
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L’équation de DKP en présence d’'un monopole global & uaticn de Digfin- 1

5 —
(f//////f*r - (/ 2’//’(///

Ainsi, apres un calcul direct, I'équation (2.9) devient

B kq ? /
{%(E r)+ i3'0, +ZT( Dy — ¥ B*B") +

i . e 352 Mc _
Freind ((ap — i) — b'sinf3° 3" — cosff° ) - 1 =0,
ou encore
1 2
<E——) ¢2—1<8r+—) 3
ch r
b Oy + cost/ Wby — ¢ (8, — ia) s = _C¢
br \ " sind b'rsinf T op b
1 kq Mec
p (E— 7) (I 7%;
) Mec
i0p)1 = Twsy
M
— 9¢1 —C?M,
Mec
b’7“51n9 (8 SRS ?@ZJS

Enfin, nous avons I'équation

2 2d 1 kg\2 [ Mc\? R
. - - E__ . - b2 :0
{dr2+rdr++(ch)2< r) ( h) 2 (=0

1 d d 1
2 _ 32 e - s 2
L*=—-h { 50 <sm0d9) Ve ein20 (0, —icv) },

d
L,=—1ih (% — za)

[=|A+7n, (n=01,2,...), A=

dont

m—«

v

(2.77)

(2.78)
(2.79)

(2.80)
(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

on note ici que ces valeurs propres | dépendent du flux magnétiquemg et du parameétre

géométrique de I'espace b'.

A, =
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Pour résoudre I'équation (2.83), nous effectuons le méme changement qu’avant, on

trouve

W FL2CQ (hc)2 r 7‘2

s e agoa (D) _ (kg)?
{ d E2 — M2¢c 2(kq) E 2 (hc) }R(T) =0. (2.87)

Comme dans le cas des cordes cosmiques, on distingue aussi deux cas : les solutions dans

un espace commutatif et non-commutatif.

2.2.1 Solutions dans un espace commutatif

Dans cette section, nous faisons un changement de variable (2.34) et (2.35) dans

I’équation (2.87),
d2 l(sjzl) _ 72 ¢ o1
— -2 _>_Z)YR(p)=0. 2.88
{dpz + < 7 571 (p) (2:88)

Faisons maintenant le changement suivante

R(p) = Np*exp (——) H (p), (2.89)

on trouve
2 d*H (p)
dp?

+ Ka(a+ 1) — <l(lb: 1) _72>) — (C—l—a—i—l)p} H (p) = 0. (2.90)

Pour résoudre I’équation (2.90), nous utilisons la méthode de Frobenius [73—76]. Dans

dH (p)
dp

+(2(a+1)p—p?)

p

ce cas, l'équation H (p) peut étre écrit comme un développement en série de puissance

infinie autour de l'origine comme suit [77]

H (p) :Z crpt. (2.91)
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En remplacant la série (2.91) dans I'équation (2.90), on obtient la relation de récurrence
suivante :
E+((+a+1)
Ck+1 =
k(k+1)+2(a+1)(k+1)

ak+1
ag

Ck. (2.92)

Maintenant, quand k — 00, le ration — 0 : Nous pouvons comprendre cette condition
en disant que : Des types spéciaux de solutions exactes, qui représentent des états liés,
peuvent étre obtenus en recherchant des expressions polynomiales 2 H (&), c’est-a-dire que
les solutions peuvent étre imposées de degré n. Nous pouvons argumenter ceci comme
suit : en mécanique quantique, si nous voulons avoir une fonction d’onde normalisable,
nous devons imposer que Y () disparaisse a £ — 0 et { — oo . De cette facon, les solutions
d’état lié peuvent étre obtenues car il n’y a pas de divergence de la fonction d'onde 8§ — 0
et £ — 00. Dans notre cas, le H() a écrit comme une extension de la série de puissance
autour de l'origine (voir I'équation (2.91)). En conséquence, les solutions peuvent étre
obtenues en imposant que l'expansion de la série de puissance (2.91) ou la série Heun
biconfluente deviennent un polynéme de degré n. Cela garantit ¢ que x(&) se comporte F’
comme & & 'origine et disparait a £ — oo [78-83]. Ainsi, pour que 'expansion de la série
de puissance devienne un polynéme de degré n, deux conditions diftérentes doivent étre

satisfaites simultanément : dans ce cas, nous imposons que

(+a+1=—n, (2.93)
avec )
1 (I(I+1) 1  ,\?
1
Oua = —% + (l(lb%l) + }L — 72> * En commengant par @y = 1. on trouve
(C+a+1)
=" 2.95
Y P (2:99)
1+ +a+1)
= 2.96
2 S dar (2:96)

/’L b7 .
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en imposant les conditions ay; = 0. On obtient
(+a+1=—n, (2.97)

et le spectre d’énergie est

E,=+M&*| 1+

et

\/((M02)2 — E?)n!
(ch)2(n+a+ 1) (n+ 2a+ 2)

R, (p) = p“exp (—B> L2t (2.99)

2

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

+ Pour le cas du sous-espace S, ou A\; > 0 et [; = A\; + K, le spineur total est

(%)

1 k
h Bt & (B =)
77Z}n)\1l1 - (m) e h e Zar wla (2100)
b
a’riin& (a‘P - ZCM)
avec
U1 = Noorm P (cost) ple™ 8 L2T1, (2.101)
» Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et [y = —\y + K, le spineur total est
Mc
ey
q
AN o, | #EF)
@Zjn)\glg - (m) e h e 7/81= wla (2102)
0
a’riin@ (a‘P - ZOK)
avec
U1 = Nuorm P (cos) pe™ 2 L2H, (2.103)
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2.2.2 Solutions dans un espace non-commutatif

En global monopole non commutatif en utilisant la méthode de Bopp-shift le équations

(2.53), I'équation (2.87) se transforme de la facon suivante

dr? (ch)? (ch)’r 7

kgE\ 1 (1(+1) (kg 2\ 1
(ch)*) 13 b he r4
En utilisant la technique de perturbation, I'équation (2.104) pour © = 0 prend la forme

{ & (ME)? - (E0)

{ & (ME-E 2kqE U - (o’

(L.0)
2h

} R(r)=0. (2.104)

d?"2 (ch)z

2 (hg) BO 1050 _ (b2
B ((k;)f b > (hc) RO (r) = 0. (2.105)
ch)™r

De la méme étapes précédent, on trouve la solution

\/ ((M02)2 _ <E<0>)2)n! B

(ch)2(n+s+1)T' (n+2s+2)

2

et le spectre d’énergie

EY =+

nl 2

1+ s

1
{”+§+ ( e ‘Ml)lzﬁz’%’m/ﬂ) +i—72> ? }

2
=+ Me (2.107)

2
1 + . 1N 2
{rrprgp e}

7, Y~ i
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; | + n/'. cette équation encore sous la forme

avec | = |m_°‘
a

E(O) - M02

2 ) U D .
Our=n+ % + (l + %) — 72, le spectre de Iénergie s’écrit sous la forme suivante

(2.108)

A2 4
ED ~ M [1— —— — R (2.109)
2N o N7 {1(221) n %}5
En utilisant les relations (2.65) et (2.66), on obtient
pvey_ O (m—a\ [1(I+1) (kg 2
h v b2 ch
22 _ (0)2)"
2<(MC) — (E©) ) 3n 3n(n—1)
X 1
(2a—1)a(2a+1)(n+a+1)[ a+1 (a+1)(2a+3)]
2 (Me)? — (E0)?)
O (m-a (kq) E <( )" = ( )) 14" il
B\ ¥ (ch)? ) (n+a+1)T (n+2a+2) a+1] ("’ (2.110)
avec
E=E9 + ENO), (2.111)

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

« Pour le cas du sous-espace Sy, ou A; > 0 et [y = A\ + K, le spineur total est

Q= (%) e Reme | i0, ' o (2.112)
-0
s (8, — 1)
avec
1/150) = Nm,TmPl;’\1 (cosh) pPe™ 2 L2+, (2.113)
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+ Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et [y = —\y + K, le spineur total est
Mc
e
q
©) TS @ - ) 0)
Vsty = 7 K :ar 1 (2.114)
b
Frams (Op — 101)
avec
O = Noorm P2 (cosh) p*e™ 8 L2, (2.115)

2.3 Discussion des résultats

Dans ce chapitre, nous avons présenté les solutions des bosons scalaires et vecteurs
en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm et Coulombien dans un champ gravitationnel
des défauts topologiques tels que les cordes cosmiques et monopoles globaux dans un
espace commutatif et non-commutatif, dans les deux cas, une solution exacte est obtenue,
et I'influence du paramétre de la géométrie des deux espaces a été discutée, ainsi, la présence
du potentiel AB modifier completement les relations de commutation fondamentales du
moment cinétique. On remarque que

» le critére de Pauli est inapplicable au vecteur AB.

+ Le spectre d’énergie dans le champ gravitationnel de la corde cosmique et global
monopole sont différents.

+ le spectre de I'énergie est calculé en utilisant la théorie des perturbations, 1’énergie
est transitoire de I'espace commutatif a I'espace non-commutatif.

Les fonctions propres et les valeurs propres de L. et L? ont été présentées dans la
condition de limite suivante 1 (r,0,¢)[,_,, = 0, l'espace S est divisé en deux sous-
espaces, S est couvert par toutes les fonctions d'onde 1,5, (6, ), et S_est couvert par

toutes les fonctions d’onde 1), , (6, ¢).
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Chapitre

Les bosons vecteurs en présence des
défauts topologiques

Le but de ce chapitre est I'étude les solutions de Duffin-Kemmer-Petiau de spin 1 en
présence du potentiel d’Aharonov-Bohm et de Coulombien dans un champ gravitationnel
des défauts topologiques tels que les cordes cosmiques et les monopoles globaux dans un

espace commutatif et non-commutatif.

3.1 Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques

Avant de commencer I'étude de I'équation de DKP dans un espace-temps courbé, ex-
posons quelques formules utiles.
L’équation de DKP décrivant un boson scalaire et vectoriel libre de masse M dans un

espace-temps plat est similaire a celle de Dirac, a savoir [40-42, 84|
(e840, — M)y =0, (3.1)

dont les matrices " avec (u = 0,1,2,3) satisfaisant les relations de commutation sui-

vantes :
Bl 5 + BB = 0 B+ 0P (32)
Ces matrices ont trois représentations irréductibles, la premiere non triviale, la deuxieme

de dimension 5 pour la particule de spin-0, et la troisieme de dimension 10 décrivant les

31
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particules spin-1.

Dans un espace courbé, I'équation de DKP est donnée par [4, 55, 56]
~ 1 e Mc
iB* 0, + =wupS¥ — —A, | - — T =0, 3.3
b a) oo o
avec 5% = [ﬁ“, ﬂb], et B“ sont les matrices de DKP satisfaisant a la relation suivante
= n e
Bt = e(a)ﬁ . (3.4)

En utilisant les relations de tétrade suivantes

e’(‘a)e’(”a)n“b = g, (3.5)

€(a) €O = Tabs (3:6)
b _

e’{a)e(u) = b, (3.7)

les connexions de spin w,,, peuvent se déduire a partir des symboles de Christoffel T"),

comme suit [57]

o 4
Wab = €@)€(p L, — €y Ou(a)ss (3.8)

dont
FM - gup 3 9
v 7 (gpu,)\ + 9prv — gw\,p) . ( . )

D’autre part, pour calculer les connexions de spin on utilise 'équation de structure de

Maurer-Cartan : elle est définie par
de® + wi A eb = 0. (3.10)

Le vecteur de potentiel AB en présence des cordes cosmiques prend la forme

kq
A0:7, A =4p=0, A,=5-""2— (3.11)

2mwa’rsing °

Ici, nous avons considéré la particule se mouvant dans un champ de vecteur potentiel d'un

solénoide long et infini de flux magnétique ® = a®, avec ¢y = % : Nous utilisons les

/’L b7 .
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coordonnées sphériques, et on suppose que l'axe de la solénoide coincident avec l'axe oz.
La métrique correspondante a une corde cosmique en coordonnées sphériques est don-

née par [20,58-61,71]

ds* = dt* — dr* — r2d6? — a”*r?*sin*0dy?, (3.12)

Gy est le

avec—oo<t<—i—oo,()<7",0<9<7T,0<gp<27T,leparamétrea’:1—4
déficit angulaire défini dans la l'intervalle (0, 1], u et représente la densité de masse linéaire
de la corde cosmique. Dans le cas particulier ' = 1 on obtient I'espace de Minkowski. On

trouve les connexions de spin comme suithoucine2018

0 0 00 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 d'sinf
al - 9 a - .y 3.13
b= g 21 0 0 | e 0 0 0 dcosf (313)
0 0 00 —a'sinf —a’cosd 0 0
ou les tétrades e’(‘a) sont choisis par
100 O
010 O
oo
@=| 90t o (3.14)
000 L

a’rsinf

Ainsi, 'équation de DKP en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm et de Coulombien est

0 k? 2
{gc (E— Tq)+ i3'0, +—( 8y — B*B") +

donnée par

i33 [(a —ia) — a’Sineﬁ?’ﬁl _ GIC0395352] _ % Y (r,0,p) =0. (3.15)
a'rsing “* 7 B 0
Ici, la fonction d’onde ) sera choisie par [8 5, 86]

'LEt

w = (gbODU:@lD 17¢2D07¢3D+17E1D 17E2D07E3D+17H1D 17H2D07H3D+1)
(3.16)
, 0 =0,+1, —1Davydov. A l'aide

dont D sont les fonctions de Wigner avec D, = D’

—m,o

=
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des formules de récurrences suivantes(v = \/j (j +1),a=+/(j —1)(j +2))

A — cosb

1
owD_1==(aD_5—vD
oE-1 7 (aD—p = vDo), sinf

1 A 1
8@D0 = 5 (VD_1 — VD+1> o _SinQDO = 5 (VD_l —|— VD+1) -
1 A+ cosO 1
OpDy1 = D) (vDo —aDy3), WD-H =3 (vDy + aD5) ,

les valeurs propres de L. et L? sont
LZDJ_)\7S = AD]—A,S’
L2Di/\,s = -] (.] + 1) Dik,s’

J=|A|+k, (k=0,1,2,...).

Lz:—il i—ia ,
a’ \ dy

ou

1
D*l == 5 (CLD,Q + VDo) y

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

ici [ sont les valeurs propres de L, et L2 respectivement : on note que ces valeurs propres

dépendent du flux magnétiquemy et du parameétre géométrique de l'espace a’. Aprés un

calcul algébrique, on obtient les équations différentielles radiales comme suit

2 M
—(ar+—>E2—Z(E1+E3)=—C@07
r r h
' k 1 ' M
L(E__Q)Elﬂ(aﬁ_)H1+%H2:_C¢1,
c r r r h
7 kq w Mec
- e -2 H - ) =2
ch( 7“) 2 7“( ! ) ho

(3:23)

(3.24)
(3.25)
(3.26)

(3.27)

A, =
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i kq d Mc
1 kq v Mc
- <E — 7) P3 + ;@0 = FEg, (3.29)
, 1 w Mc
—1 <8r + ;) @1 — ?452 = THl, (330)
i Mc
— (D) — Dy) = ?HQ, (3.31)
1 ] M
i <87« + —) @3 + Z@Q == —CHg, (332)
r r h

avec v = +/j (j + 1) /2. Introduisons I'opérateur Il [86]

1 0 0 0
- 0 IIy O 0
I = 3.33
0 0 I3 0 |’ (3:33)
0 0 0 —II
avec
0 0 -1
II; =1 0 -1 0 (3.34)
-1 0 0
L’équation
v =Py, (3.35)

sera discuté selon les deux parités différentes : pour P = (—1)7"! et P = (—1)’.

3.1.0.1 casde P = (—1)"":
Dans cette cas, en utilisant l’opérateurﬁ , nous pouvons éliminer les composants ®(, $o, £y
et écrire que
O)=0,P3 =—P4, P, =0, (3.36)

E3 == _Ela EQ == O,Hg == Hl- (337)
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Ainsi on trouve

é (E—%) By +i (ar+%> H1+i7VH2: %@l, (3.38)
_% (E_%) o) = %Eh (3.39)

iy (8,« + %) &, = %Hh (3.40)

Q;Jgpl _ %Hw (3.41)

Finalement

? 2d 1 ka\* _ (Mc\*_jG+1)
{ﬁJFFEJFW(E_?) G e CELCED

Pour résoudre cette équation, effectuons d’abord le changement suivant

R(r)

@1:

x (6, p). (3.43)

Injectons (3.43) dans (3.42), on trouve

& EP- M 2(kg)E iG+1) - (5)° _
{dr2 h2¢? (hc)2 r 72 } E(r)=0. (344)

3.1.0.2 casde P = (—1) :

En utilisant 'opérateur/, nous pouvons éliminer les composants H, et écrire que :

Oy =P, F3=F,, Hy=H,H, =0. (3.45)
Ainsi on trouve
2 M
(& + —) By +22E + =fa, =0, (3.46)
r r h
1 kq , 1 Mc
—|EF—-—— | F O +—-|H ——$, =0, 3.47
ch ( T ) L1 ( + T) ! not ( )
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: k : M
L <E——q> B 22— 2 ¢, =0,
ch r

T h
7 kq v Mc
L (E-M) g+ Y- 2R, =
ch( 7‘) 1+r0 Bt 0,
] k M
LB @y 40,00+ =SB, =0,
ch T h
1 ] M
i<8r+—>q51+Z@2+—cH1:0,
r r h

(3.48)
(3.49)
(3.50)

(3.51)

Le cas général est tres difficile, et le découplage de ces équations différentielles semble

impossible.

Limitons nous au cas j = 0, alors on peut découpler ces équations différentielles pour

les composants Fs. Dans cette condition v = 0, on trouve :

2 Mc
o+ 2 ) By + ——® = 0, 3.52
(8 +r) 2+ = %o 0 ( )
1 kq , 1 Mec
i kq Mc
(Mg - =S¢, — .
ch( r) S T (3:54)
1 kq Mc
- (E—7> ¢, — —FE, =0, (3.55)
] kq Mc
—|E—— )| Py + —F, = 3.56
ch( r) 2+ 0rdo+ 2 0, (3-56)
. 1 Mc
z<(9r—|—;) @14—?[‘[1:0, (357)
et on obtient
1 kq 2 2 Mc\?
E—-— O+ — | — | — E 3.58
{(CH)Q( r)+a<a+r) (h)}z (3.58)
ou ) ,
¢ 2d 2 1 kq Mc
— - — = FE——) — | — E 3.59
{dr2+7“dr r2+(ch>2< r> (h>} : (359)
Hoine  Howunallak - 37 - Wl O Cpu



Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

Pour résoudre cette équation, posons que

F(r)

Ey = . x(6,p). (3.60)

Injectons (3.60) dans (3.59), on obtient

{%‘%*(0711)2 (E_?)z_ (%)Z}F(r)zo. (3.61)

3.1.1 Solutions dans un espace commutatif

Dans cette section, nous sommes intéressés a résoudre les équation (3.44) et (3.61)

dans un espace commutatif pour les deux parité P = (—1)"*! et P = (—1)’.

3.1.1.1 casde P = (—1)"":

En utilisant les substitutions suivantes

4 (M?*c* — E?
kq 2vE
W= o ¢ = _hcf , (3.63)

I’équation (3.44) devient

{j—;+<—w—§—}l)}3@):o. (3.64)

Utilisant le changement

R(p) = Np*e 5u(p). (3.65)

L'équation (3.64) est réduit a ’équation suivante

p2d2;;p(2p> i (2 (s + 1),0—,02) dliif)P)
s+ =G GE+1) =) = (C+s+1)p|u(p) =0. (3.66)
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Sotine  Hewnallah - 38 - Wl O Cpu



Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

avec

s(s+1)=j(+1) =77 (3.67)

[ (e

Par conséquent, la solution est

ou

\/((M02)2 — E?)n!

Bn (o) = (ch)2(n+s+1)T (n+ 25+ 2) preTELT, (3-69)
avec la condition suivante
s+¢+1=-n,(n=0,1,2,...). (3.70)
Finalement, le spectre d’énergie est donné par
E, =+ Mc . (3.71)

2

1+ =
\/ (b a7 7).

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

+ Pour le cas du sous-espace S, ou A; > 0 et j; = A\; + K, le spineur total est

(%)

1 k
. h e ch (E B Tq)
y¢n)\1j1 — (m) e R ™ Zar ¢17 (372)
b
a’rzsine <880 - Za)
avec
Y1 = NuormP;, ™ (cost) pe™ 2 L2, (3.73)
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» Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et jo = — Ay + K, le spineur total est
Mc
()
q
h i @ (B =)
Vg = (m) e n e z"&« U, (3-74)
70
a’rlsinG (a‘»@ - ZOZ)
avec
s —£7r12s
U1 = Nuorm Pj2 (cosf) pPe” 2 L2+ (3.75)

3.1.1.2 casde P = (—1) :

En utilisant toujours les deux équation (3.62) et (3.63), I'équation (3.61) devient

djpgp) + <—2_—27—£—2)F(p)20. (3.76)

Utilisant le changement

F(p) = Np*e 20 (p), (3.77)

I'équation (3.76) se réduit a 'équation suivante

pgdzspgm L 2(s+1)p—pY) dtli)p)
+[(s(s+1)=(2=7%) = (C+s+1)p|]v(p) =0. (3.78)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode de Frobenius [77]. Dans ce cas on

trouve (
E+(+s+1)
= . 3.79
T+ D)2+ (k+ D) (3-79)
dont
s(s+1)—(2=7%) =0, (3.80)
ou

_ /O _ 4~2
= Lt 29 47. (3.81)

S
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Posons que ¢y = 1, on trouve

1
= m7 (3.82)

2(s+1)

1+((+s+1)
= . 3.83
2T 4+ ! (3:83)
En imposant les conditions ¢, = 0, on obtient

(+s+1=-n,(n=0,1,2,...). (3.84)

Par conséquent, les solutions sont

VI

\/(<M62)2_E2)n! s+1 P\ 72a+1
B = 2mrsr DTzt ) ° eop (=3) ¥, (389)

|
o=

2
E,=+M&? |1+ 7 — . (3.86)
(n+%+%(9—472)5>

3.1.2 Solutions dans un espace non-commutatif

En utilisant la méthode de Bopp-shift, et en présence des cordes cosmiques non com-

mutatif, on trouve
F=r———40(07), (3.87)

=-+——=+0(0%. (3.88)

3.1.2.1 casde P = (—l)"' F1

I'équation (3.44) se transforme a I'équation suivante

W h2c? (ch)Z r r2

()3 o0 (20)2
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

En utilisant la théorie de perturbation, I'équation (3.89) pour © = 0 prend la forme

ra (E®)’ — (M3 2(kq)E©®  j(j+1)— (k&
dr2 h2c2 (ch)2 r r?

— — ) }R(‘D (r)=0. (3.90)

Suivant les mémes étapes précédentes, on trouve

\/ ((M02)2 - (E(O))2>n!

©) () — stle—§ [ 2s+1 3.91
.7 () (ch)2(n+s+1)T (n+2s+2) pre o (3-01)

avec la condition suivante
st+s¢+1=-n,(n=0,1,2,...). (3.92)

Le spectre d’énergie est donnée par

2
EO — 4+ 1 . (3.93)

n 1 + ’yz
2
<n+%+\/(| e |+/€+%)2*’72>
En utilisant la relation suivante [6 3, 87]

ok (\/ ((MCZ)2 - (E(O))2)>kn!

(r*) = (ch)2(m+s+1)T (n+2s+2)

x/ prst2kemr (Lff“)zdp. (3.94)
0

m

/ e " xeT L8 (z) LP (x)dx =
0

(—1) Fe+ts+DI'(B+m+ I (s+1) " (—m,s+1,5—g_s>

mln—mIT B+ DI s—ntm+1) B+1ln—m+1
(3.95)
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

on obtient que [63,68,69]

1 () - (BO)?) [1 N L] |

=BT D mrs D | T e &R
» 4 ((M02)2 . (E(O))2)4 N -
v = (2s=1)s(2s+1)(n+s+1) {1+ s+l (s+1)(25+3)] - (3.97)
Comme
®OL =0L,, (3.98)
on obtient

BVO) _ _% (ma‘, O‘) (j (+1) - (%2)

2((Mc2)2—(E(0))2>4 L, 3n 3n(n— 1)
(23—1)5(28+1)(n+s+1)[ 8+1+(s—|—1)(23+3)}

X

O (moay | (Gak) 2 (b - ()7 LR | FREED)

h a (ch)? ) (2s+1)(2s) (n+s+1) s+1

ou

E=E9® + EWO), (3.100)

aintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions
Maint t la fonction d

+ Pour le cas du sous-espace S, ou A; > 0 et j; = \; + K, le spineur total est

(%)

1 _ kg
) h _iBt g ch (E r ) 0)
w’n)\ljl = Mc € R € v Za?” 1/J1 ) (3'101)
+0s
a’riinG (a‘p - Za)
avec
U = Nom P (cost) p'e $L2H, (3.102)
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuaticon de Digffin-Tiemmer-F stian

» Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et jo = — Ay + K, le spineur total est
Mc
o)
1 (g _ ke
0) h _iBt ch ( ] r ) )
roge = e € hoe ?ar (e (3.103)
289
a Tsm@ (6 - ZOé)
avec
O = Noorn P22 (cosf) p'e™ 8 L2, (3.104)

3.1.2.2 casde P = (—1)

I’équation (3.61) se transforme &

£ Bowe 2@ 2- ()
dr? h202 (ﬁ2 r2

((fﬁh))E) 5 ( )é } - e

En utilisant la technique de perturbation, I'équation (3.105), pour © = 0, prend la forme

_(L.©)
2h

d? <E7(LO))2 — <M62)2 ) (kq) E(O) 2 . ( )2
_ _ - hc =0 _
a2 + 22 (Ch)2 . -2 Fn (7“) 0. (3.106)

Les solutions sont

N

\/ ((M&)"’ - (Eﬁf)))Q) n! N

(ch)2(n+s+1)T' (n+2s+2)

—§> L2+ (3.107)

(3.108)
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Léquation de DKP en présence des cordes cosmiques & wuation de Digfin-Tiemmer- ttiau

Avec la condition suivante
s+¢+1=-n,(n=0,1,2,...), (3.109)

on trouve

2 ((Mc2)2 - <E720)>2)4 [1 3n 3n(n—1) }

(2s—1)a(2s+1)(n+s+1) s+1 (s+1)(2s+3)

SIE DI COR A

3.110
a’ (ch)> ) (n+s+1)T(n+2s+2) +s—{—l] o )
ou

E=EY 4 ENC, (3.111)

Maintenant, en ce qui concerne la fonction d’onde totale, nous avons deux conditions

+ Pour le cas du sous-espace S, ou A; > 0 et j; = \; + K, le spineur total est

1 k
(0) h —iBt imyp G (E . Tq> (0)
Yo =\ 372 ) € "€ i0; e (3.112)
0,
aroimd (Op — 102)
avec
" = Noorm Py (cos) pPe™8 L2, (3.113)
+ Pour le cas du sous-espace S_, ou Ay < 0 et jo = — Ay + K, le spineur total est
Mc
()
(0) h ) G (E . Tq) (0)
¢n)\2j2 - m e ne Zar 17 (3114)
L0,
o
a’riin@ (aﬂ - ZOé)
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Léquation de DKP en présence d’'un monopole global & uaticrn de Digfin-Tiemmer- ttiau

avec
O = Noorn P22 (cosf) p*e~ 5 L2, (3.115)
3.2 L'équation de DKP en présence d'un monopole global

Dans cette section, nous sommes intéressés a la résolution de I’équation de Duffin-
Kemmer-Petiau en présence d'un monopole global en précédant de la de la méme maniére
que dans le cas de corde cosmique. Dans le cas de la présence des monopdles la métrique

est donnée par [70-72]
ds® = dt* — dr* — V*r® (d6” + sin6*dy?) (3.116)

avec b’ = 1 — 8mGn?. Les connexions de spin sont alors [5]

0O 0 00 0 0 0 0
0O 0 v o 0 0 0 ¥'sinf
ab = , Woah = 3.117
Woab 0 =i 0 0 | e 0 0 0 cosf (3-117)
0O 0 0 O —b'sinf —cosf 0 0
En utilisant les tétrade
1 0 0 0
01 0 0
B
€la) = 0 0 b/L 0 , (3.118)
00 0 Fim
on trouve 1'équation suivante
po kq ol if? 7 22 a1
— | EF—— O +—(0g—0
{hc r +ib +b’r(9 Bﬁ)—i_
i63 . . 3 5l 3 52 MC
m ((Qp — ZO[) — b'sm@ﬁ B — COSQ/B B ) — 7 @Z) = U. (3119)

Distinguons ici deux cas selon la parité

3.2.0.1 casde P = (—1)"

Partons de I’équation

/"L o7 i
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Léquation de DKP en présence d’'un monopole global & uaticrn de Digfin-Tiemmer- ttiau

2 2d 1 kg\? [ Mc\?
L o422 — (-2 ) [ ==) — b2 =0 3.120
{dr2+rdr++(ch)2< 7’> ( h) 72 91 =0, ( )
avec
1 d d 1
2 2 : N2
L*=—h {sin@@ (sm9@> —l—m(@@—m) }, (3.121)
L (d
L,=—ih (d_ - za) , (3.122)
¥
dont
I=MN+n,(n=012...), (3.123)
ou
A= (3.124)

Ici [ sont les valeurs propres de L, et L? respectivement : on note que ces valeurs propres
dépendent du flux magnétiquem et du parametre géométrique de 'espace b'.
Pour résoudre I’équation (3.120), on utilise les changements de variables de (3.43) :

on trouve ainsi I"équation suivante :

r 2
£ BP- M 2(kg B AEED () R(r) =0 (3.125)
dr? e (he)?r r2 |

3.202 casde P = (—1)

Partons de I’équation suivante

2 2d 2 1 kg\> [ Mc\?
— 42y — (E-Z) - (=) VE(r)=0. 3.126
{drﬁrdr r?*@n)?( ) - (%) 8o (3:126)
Pour résoudre cette équation, nous effectuons d’abord le changement suivant(3.60) : dans

ce cas on trouve I’équation suivante

{j_;_%+(;i)2 (E_?)Q_ (%)2}1?(7«):0. (3.127)
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Léquation de DKP en présence d’'un monopole global & wuaticn de Digfin-Tiemmer-F stian

3.2.1 Solutions dans un espace commutatif

3.2.1.1 casde P = (—1)""":

En injectant les équations (3.62), (3.63) et (3.65) dans (3.125), les solutions sont

\/((Mc2)2 — E?)n!

s+1 —BL2S+1 3128
(ch)2(n+s+1)T(n+2s+2) AN ( )

R, (,0) =

72

E,=+MJ? |1+ N
(- (2 1-)')

(3.129)

3.2.1.2 casde P = (—1) :

En injectant (3.62), (3.63) et (3.77) dans I'équation (3.127), les solutions sont

\/((M02)2 — E?)n!
(ch)2(n+s+1)T (n+2s+2)

E,(p) = p*Hle 5 [+ (3.130)

D=

72

E,=+xMc |1+ —
<n+%+%(9—472)5>

(3.131)

3.2.2 Solutions dans un espace non-commutatif

3.2.2.1 casde P = (—1)"":

De la méme facon que précédemment, les solutions trouvées sont données par

\/ ((Mc2)2 - (E£°))2> n) : N

p 2541
—=) L 3.132
(ch)2(n+s+1)T (n+2s+2) : emp( )" ( )

RO (1) =

n

Y Y
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Léquation de DKP en présence d’'un monopole global & wuaticn de Digfin-Tiemmer-F stian

EO =+MA |1+

Ainsi, on trouve

2 <(M02)2_ (E(O))2>4 i 3n 3n(n—1)
@5 _1s@stDntst) { +s+1+(5+1)(23+3)}

0 2 (e - (2O)) 1,
-Fm-a |(G557) <2s(+1><2s><n+s+>1> 1 | SR

dont
E=EY  ENO), (3.135)

3.2.2.2 casde P = (—1)

Les solutions sont récapituler comme suit

\/ ((Mc2)2 - (ES?’Y) n! N

P 2541
—= 1L 3.136
(ch)2(n+s+1)T'(n+2s+2) 4 exp( >" ( )

[NIE

EO =+M2 |1+ (3.137)

Enfin, on trouve
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DiSCUSSiOIl des résultats Q ;f?//(///'(«// e (%// 7 ‘a'} ﬁ/;/////(*/— (/ 2’//(///
7

2<(M62)2_(E(0))2>4 140 3n (n — 1)
(23—1)5(28+1)(n+s+1){ +S+1+(S+1)(28+3>]

S} (kq) E\ 2 <(M62)2 - (E(O))2>3 n
—5 m—a) ( (ch)? ) (25 +1) (25) (R + s + 1) [”H—l] - (3138
dont
E=E® +EN9. (3.139)

3.3 Discussion des résultats

Dans ce chapitre, nous avons présenté les solutions de 'équation de DKP de spin-1
en présence des deux potentiels d’Aharonov-Bohm et Coulombien dans un champ gravi-
tationnel crée par des défauts topologiques tels que les cordes cosmiques et les monopoles
globaux dans un espace commutatif et non-commutatif. Dans les deux cas, les solutions
obtenues sont exactes. L'influence du paramétre de la géométrie des deux espaces a été aussi
bien discutée toute en gardant que la présence du potentiel AB modifier compléetement les

relations de commutation fondamentales du moment cinétique. Ainsi,

« La séparation des variables est effectuée a 'aide des fonctions de Wigner D, =

J
Dfm,o’

c=0,+1,—1.

« A l'aide de l'opérateur de parité I, le systeme radial a 10 équations est divisé en

deux sous-systémes de 4 et 6 équations correspondant a la parité P = (—1)j et

P = (=1 respectivement.
« le critere de Pauli est inapplicable en présence du potentiel AB.

« Le spectre d’énergie dans le champ gravitationnel due aux cordes cosmiques et les

monopoles globaux sont différents.

Les fonctions propres et les valeurs propres de L. et L? ont été présentées tout en suivant

la condition de limite suivante v (1,0, ¢)|,_, . = 0, et 'espace S est divisé en deux sous-

/’L b7 .
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DiSCUSSiOIl des résultats Q ;f?///(///'(«// e (%/ﬂ// - /7/ (f;)///)/f*rA (/ 2’}/’(/{/

espaces, S est couvert par toutes les fonctions d’onde 1j, 5, (6, ), et S_est couvert par

toutes les fonctions d’onde 1), , (6, ¢).
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Chapitre I

Calcul de La section efficace de 'équation
de DKP

Le but principal de ce chapitre est I'étude de la diffusion des particules de spin-0 et 1 en
présence du potentiel d’Aharonov-Bohm et de Coulombien dans un champ gravitationnel

crée par les défauts topologiques.

4.1 Les particules bosoniques scalaires

4.1.1 DLéquation de DKP de spin 0 en présence des cordes cosmiques

Partons de I’équation suivante

2 2d 1 kg\® [ Mc\® L2
— 2= E-=) — (=) - =}y = 4.1
{dr2 Trar ey ( 7‘) ( h ) 7z (=0 (1)

avec

1 d d 1
L*=-m2{—— (sinf— )| + ——— (9, — ia)* 4.2
n {sin@ de (sm@de) * a?sin?6 (9, — i) }’ (42)

ih (d
Lz = —; (% — ’lOé) 5 (43)
dont
l=|A+n, (n=0,1,2,...) (4.4)
m—«

A= N (4.5)



Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

En posant que
@Zjl (T’ 0’ 90) =R (T) X (07 90) ) (4'6)

on trouve I'équation radiale suivante

W u ; dT‘ T2 N h262 (hc)2 r

{dz 2d _10+1)- (38" B Mt Q(kq)E}mr):o. (47)

Faisons maintenant le changement de variable suivant

R(r) = e (26r) u(r), (48)
dont
P = _22'&74, (49)
E2_ M2
2= E0A) ke c=2, (4.10)
on trouve alors
d*u (p) du (p) :
g TRE+D ==~ (s+1+iqulp) =0, (4.11)
avec
s(s+1)=1(1+1)—~2 (4.12)
ou

o=t (413

En conclusion, la solution de I'équation (4.11) est
u(p) = Nporm 1F1 (s + 14+ i5;2(s + 1), p), (4.14)
ou en fonction de r

U(r) = Nporm 1 F1 (s + 141532 (s + 1), —2iér) (4.15)
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Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

Utilisation de I'expansion asymptotique de la fonction hypergéométrique confluente [88]

L'(B) . o I'(B) _ire -
F(o,B,2) = ——=e?2% P 4 1/ _mima,—a 4.16
(@6:2) = F ) TG —a) (+16)
avec
3 T
—— <arg (2) < n (4.17)
donne
F (28 + 2) 9 1—
= Ny U2 o287 (g~ (sH1ic) 4.18
r (28 + 2) —im(s+14ic) (s+1+ic)
1S X3 2
F(s+1—i§)6 (=2igr)
avec
(—QifT)_(S+1 ) (2§ ) (s+1— zc) (s+1—i<)7 (419)
(_Qifr)—(s—i-l—i-zg o (25 ) (s+1+is) ”’(s+1+i<). (420)

Injectons (4.19) et (4.20) dans (4.18), on trouve

T(2s+2) _ .
= NPT 2 i (g (sHlis) (st
I'(254+2)  _in(ssi1+ic) (s+1+is) ;
i (s i) (9 (s i (s+1+z<) 4.21
I'(s+1—ic) (26r) ’ (4.21)
et
I'(25+2) e
= Nyom———"—€ —2igr 26r —(s+ K) 5 (s+1—ic)
I'(2s+2) —(s+1+is) —ix :
N o) Sygtyits (s+1+ic) 4.22
Te+1—iq =7 ¢ (4.22)

Par le bais des relations suivantes

I'(2) = |T (2)] et (4.23)

I'(z) =T (), (4.24)
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Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

on trouve que

T'(s+1—ic) = |T'(s+ 1 —ic)| elororlst1=i) (4.25)
T'(s+1+ic) = |T'(s+ 1 — ic)| etarsFis+l=ic), (4.26)

Ainsi, a partir des équations (4.25), (4.26) et (4.22), on trouve

['(2s+42) —(s+1) TS > j
— 4Vnorm 2 ® 2 ier { i€r 2 '
(1) = N s (26r) ™ eF e e 2
o F (s+1)+iargT (s+1—is) ,iér (26r) 75 e—%(s-i—l)—iargf‘(s-i—l—k)} ’ (4.27)
dont
(2£r)i§ — eigln(QfT‘)’ (4.28)
(2§T)—i§ _ 6—igln(2§r)‘ (429)
Ainsi
['(2s+2)

norm 2 ~(e+]) Tekr
T+l X7 ere

{efi(grfcln(er)7a7“g1“(s+17i<)7%(erl))ei(&rfgln(2§r)fargf(s+17i§)f%(s+1))} 7 (430)
ou
F(28+2) —(s+1) = 4
(1) = Noyorm L (26r) Y e e
(1) = Mo T 0 (267)
, TS T
X 2cos <§r —¢ln (26r) —argl (s + 1 —ic) — 5 = 5) : (4.31)
Finalement
F(2S—f—2) —(s+1) 7
w (1) = Nyorm (26r)T T e e
(r) Tt 1= i) 2"
X [252’71 (57“ —¢ln (2ér) —argl (s +1 —ic) — %S>] . (4.32)
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Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

En Utilisant I'équation (4.8), on obtient

I'(2s 42 £ 2s1 —¢ln (2¢r) —argl (s +1—1i¢) — =2
R(r) = Nooen (25 + ) ez J2sin (&r —sln (2&r) — argl (s i) — =)
T (s +1 i) (2¢€) r
(4.33)
avec
2sin (E&r —gin (26r) —argl’ (s +1 —ig) — &2
R(r) ~ (6r —<ln (26r) — argl ( ¢) — )
r
2sin (fr ok 65)
N r
_ { S ’L(£7‘+(53 ZSG—Z(§T+(SS)} , (4.34)
ou J;, est une constante, appelée « phase shift »
ds = argl (s + 1 +1ic). (4.35)
et dont
D (s +1—i)] (2€)
Niuorm = - 4.36
I'2s+2) e7 (4.36)
La solution sur le centre de diffusion, dans la direction z, est définie par [89]
) eiﬁr
R(r) ~e* + f(0) (4.37)
Alors
. . 1 & . .
i€z i€rcosd s+1 —iér iér
e? = ¢t _%;(ZS—Fl)Ps(ws@)[(—l) e 4] (4.38)
avec
10 225 Z (25 + 1) [Ss — 1] P (cosh) . (4.39)
ou S la matrice de diffusion dont
Ss = exp (2i0s) . (4.40)
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Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

Enfin -
1
:_52 (25 + 1) fsPs (cosb) . (4.41)
s=0
A partir des équation (4.39) et (4.41), on trouve
B p2is _

En Utilisant (4.25) et (4.26), on obtient

D(s+1—ic) |D(s+1—ig)|e?

T(s+1+is) |D(s+1—ic) e (4:43)

dont - L
e = Ei er - 23 (4.44)

pone . ['(s+1—1ic)
2 fs = Triti) (4.45)

Ainsi, la fonction de diffusion f (¢) est donnée par [90]

£(6) = 2—2 (-2? 8 - 23) (1 _ZOSG> eap (—z’gln@) . (4.46)

Finalement, nous avons la formule de diffusion de Rutherford pour la section efficace

différentielle en mécanique classique et mécanique quantique non-relativiste.

0 =< (89 it () o

(1 + 1) 2¢sin? (£)
avec
_ E,
== : (4.48)
et )
E,==+ Me . (4.49)
0l

7, Y~ i
Sotine  Hewnallah - 57 - Wl O Cpu



Les particules bosoniques scalaires & ation do Clufin-Fiommen- P oian
p q 7

Ainsi, la section efficace est donnée par

o (0)=f (),
_ I'(1—1ic)\ exp (—igln [sz (g)}) 2
- (F (1+ ic)) 2tsin? (2) (4.50)

4.1.2 Léquation de DKP de spin 0 en présence d'un monopole global

Partons de I’équation suivante

2 2d 1 kg\? [(Mc\? D
Lo 22 E-2) (=) - b2 = 4.51
{dr2+rdr+<ch>2< 1) (%) pre=o ey

avec
1 d d 1
L= —Rr2{—— md— — (9, —ia)? 4.52
{sin@ do (3277, d9) T Yein?0 (9, —ia) }’ (4-52)
L (d
L, = —ih (— — 20z> , (4.53)
de
L= A+, (W =0,1,2,..) (4.54)
m—a«

A= (455)

On trouve alors I"équation radiale suivante

2 2d W (k)? pr_apd 9kg)E
{W * rdr r? N 2 (he)*r R(r)=0. (4:56)

Faisons un changement de variable (4.8), (4.9) et (4.10), et injectons les dans 'équation

(4.56), obtient

de;Lp(Qp) +{2(s+1)—p} _dz;;p) —(s+1+is)u(p) =0, (4.57)
dont
s(s+1)= l(lb: D -~ (4.58)
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Les particules bosoniques vectorielles L quation de Dfen-Femmer-Ddian

donc

=

1 (l+1) 1 )2
3:—§i< - +Z—’y). (4.59)

Par conséquent, la solution de I'équation (4.57) est

U(r) = Naorm1F1 (s + 141632 (s + 1), —2ir) . (4.60)

De la méme maniere précédente, on trouve que la section efficace

o (0)=If (),
dont r( ) ( 'l [ ()])
1—14¢)\ exp (—isln |[sin? g
f(0)=—¢ (F<1 H.g)) esin? (2] , (4.61)
$ T ;—fg (4.62)
B =£Mc | 1+ r (4.63)

1\ 2
(re3- (241 -9')

4.2 Les particules bosoniques vectorielles

4.2.1 Léquation de DKP de spin 1 en présence des cordes cosmiques

42.1.1 casde P = (—1)"":

L’équation radiale suivante

2 24 1 kg\®  [(Mc\® G +1)
_—t -4+ —|F——] - | =] = =23 =0 4.64
{dr2+’r’dr+(ch)2( T) ( h) r2 1(r) ’ ( )
Vue la ressemblance de notre équation avec celle discutée au-dessus, alors la section efficace

est donnée par
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avec

_ (T —is)Y exp (—isln [sin* (§)])
f0) =~ (F(l +z<)) 2¢sin? (§) ' (#69)
dont

2
E,=+ Me . (4.66)

1+ 7
\/ (n+%+\/(|%|+ﬁ+%)2*72)2

42.1.2 casde P = (—1)

Soit I’équation radiale suivante

{%+§%_%+(C;f (E_%)Q_ (%)Q}EQ(T)ZO. (4.67)

Cette équation prend la forme suivante

dr? ' rdr 72 h2c2? (hc)2 r

2

2 2d 2-—(k E? — M%*  2(kq)E
{ () ¢ _2ka)EL oo (4.68)
Dans cette section, faisons un changement de variable (4.8), (4.9) et (4.10), et injectons

les dans I'équation (4.68), on trouve que

+{2(s+1)—p}dl;—(pp)—(stl—i—ic)u(p):O. (4.69)

d*u (p
0

s(s+1)—(2—7%) =0, (4.70)

ou

_ /9 _ 4~2
s = L+ 29 it} (4.71)

De la méme maniére, la section efficace est donnée par

7, Y~ i
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ou

_ (T —is)Y exp (—isln [sin* (§)])
fO)=— (F(l +z<)) 2tsin? (£) ’ (+72)

(NI

avec
2
i _ (4.73)
(n+%+%(9—472) )

4.2.2 L'équation de DKP de spin 1 en présence d'un monopole global

E,=+M?|1+

N[

4221 casde P = (—1)"

r

2 2d 1 kqg\? [ Mc\® LUtD
{dr2+?$++(ch)2 (E——) —( h) — 7“3 Dy (r) =0, (4.74)

Apres le calcul comme la section précédent on trouve la section efficace diftérentielle

_ (T i)\ exp (—isln [sin* (5)])
fO) =~ (F (1+ iC)) 2¢sin? (9) (475)
avec _1
E,=+Mc |1+ T N 2 (4.76)
(n + % = (j(?;gl) + %1 - 72> 2)

4222 casde P = (—1)

Dans cette état, la section efficace est

o (0)=If (),
dont I ) ( 'l[' ()D
1 —14¢)\ exp (—isln |[sin? g
f(0)=— (F(l H.g)) 2esin? (2] (4.77)
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7

avec

ol

72

E,=+Mc |1+ —
(n+%+%(9—4’y?)5>

(4.78)

4.3 Discussion des résultats

L’analyse par onde partielle de la diffusion des particule a spin-0 et 1 en présence d’un
champ d’Aharonov-Bohm plus Coulombien a été réalisée en détail. Nous avons calculé la
phase shift relativiste et nous avons exprimé 'amplitude de diffusion sous la forme d’une
somme d’onde partielle. La limite non relativiste de la théorie la série d’ondes partielles
pour 'amplitude de diffusion est bien mise en évidence. Elle est réduite a celle donnant la

formule de Rutherford.
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Conclusion et Perspective

L'étude des solutions exactes des équations de Dirac (spin-1/2), Klein-Grodon (spin-0)
et Duffin-Kemmer-Petiau (spin-0 et 1), dans un espace-temps courbé, constitue un élément
important dans la construction d’une théorie combinant la physique quantique et la gravité
quantique. Dans cette direction, 'étude du comportement des particules relativistes dans
ce contexte est d’'un intérét considérable.

Ainsi, 'objectif principal de notre thése est de resoudre '’équation Duffin-Kemmer-
Petiau corresponds aux particules des spin-0 et 1, en présence des deux potentiels d’Aharonov-
Bohm plus Coulombien dans un espace courbé formé des défauts topologiques tels que les
cordes cosmiques et les monopoles globaux : rappelons que cette équation est une équa-
tion d’onde de premier ordre, covariante et semblable a celle de Dirac. Le traitement se
consacre sur deux types d’espaces, commutatif et non-commutatif, en présence des défauts
topologiques. Le choix de ces deux défauts topologiques, parmi les autres types, est fondé
sur la simplicité de la forme de sa métrique, et aussi pour son importance qu’ils ont eu
particulierement dans le domaine de I'astrophysique et la cosmologie jusqu’a ou domaine
de la physique de I’état solide (les défauts de dislocations) : ces études ont méritées un
grand intérét dans les recherche modernes en physique théorique.

La fonction d’onde ainsi que le spectre d’énergie, pour les deux cas des défauts to-
pologiques ont été obtenus ( solutions analytiques ). Le spectre d’énergie trouvé dépend

fortement des paramétres des deux deux potentiels ainsi que la géométrie de I'espace-temps.
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Au cour de cette étude, nous nous sommes focalisé sur le probleme du critére de 'admissi-
bilité de la fonction d’onde causé par l'effet d’Aharonov-Bohm ot la présence du potentiel
d’Aharonov-Bohm modifie complétement les relations de commutation fondamentales du
moment cinétique dite « critere de Pauli ». Ainsi, notre systéme quantique ( particule de
spin-0 et 1 dans un potentiels d’Aharonov-Bohm plus Coulombien ) est étudié¢ a la base
du formalisme de matrice de Duffin-Kemmer-Petiau en utilisant la technique de tétrade
pour calculer les connections de spin. La séparation des variables est effectuée a l'aide des
fonctions de Wigner D, = D’ mor @ = 0,+1, —1. Aussi, a I'aide de 'opérateur de parité
I, le systéeme radial a 10 équations est divisé en deux sous-systémes de 4 et 6 équations
correspondant  la parité P = (—1)’"" et P = (—1) respectivement.

Dans le cadre de la non-commutativité, la situation est plus compliquée et la plupart des
modeles ne peuvent pas étre résolus avec précision. En raison de 'absence d’une solution
analytique exacte, nous avons utilisé la méthode de Bopp-shift et la théorie de perturbation.
Le décalage d’énergie da a la non-commutativité a été obtenu via la théorie de perturbation
du premier ordre. Il est explicitement montré que la dégénérescence de spectre initiale est

brisée lors du passage de 'espace commutatif a 'espace non-commutatif.
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Annexe A

L'effet électromagnétique du potentiel
d’Aharonov-Bohm

A.0.1 La théorie classique

D’apres la théorie de Maxwell, les champs électrique E et magnétique B sont déter-
minés, dans le cas général, a partir des densités de charge p et de courant j par les quatre

équations fondamentales de I'électrodynamique classique, les Equations de Maxwell [91] :

V.E = % (T'héoreme de Gauss) , (A1)

V.B =0, (A2)

V xE = —88—? (Loi de Faraday), (A3)

V x B =g+ Mozfoaa—? (Théoreme d’Ampeére) . (A.4)

En physique classique, une particule de charge e, vitesse v qui se déplace dans le vide en
présence d'un champ électromagnétique (E, B) subit une force décrite par I'équation de

force de Lorentz de la forme :

F:e(E+%va). (A.5)
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Dans la théorie classique, si £ = B = 0, la force de Lorentz est nulle. Il ne peut donc
y avoir d’effet ayant une contrepartie classique. Cependant, en mécanique quantique, les
phases relatives aux paquets d’ondes peuvent se manifester par des phénoménes d’interfé-
rences qui n'ont pas d’équivalent classique. Par conséquent, nous devons examiner atten-
tivement les roles joués par les potentiels, par exemple dans le contexte de 'équation de
Schrodinger.

Les deux champs, le champ électrique et le champ magnétique peuvent s’exprimer en
fonction des deux potentiels scalaire et vecteur ¢ et A. En utilisant la deuxiéme équation

de Maxwell (équation (A.2)) , nous pouvons écrire un champ magnétique sous une forme
B =V x A. (A.6)

Nous pouvons faire la méme chose avec la troisieme équation de Maxwell (équation (A.3))

et I'équation (A.6), et réécrire le champ électrique sous la forme

E--—-22_vVs (A7)

Aharonov and Bohm [17] ont prédit que les potentiels électromagnétiques A et ¢ pour-
rajent étre des quantités physiques réelles et que cela pourrait étre démontré par des ex-

périences d’interférence d’électrons .

A.0.2 Transformation de jauge

Les transformations de jauge doivent étre modifiées pour tenir compte de la structure

dynamique de Iélectromagnétisme.

Soit
A=A+ Vy, (A.8)
’ 1@)(
¢ = AT (A9)
alors ,
/ 10A / 10 /
E __EW_V(Z) —‘E&(A+VX>_V¢ =FE, (A.lO)
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Socine ewnallah - 66 - Wl O Cpu



g O
Q ;’y//(///?*// //(‘ CJI%I/ — a/ﬁ//l////(‘/f f/)’//(ﬂ/

Ainsi, A et ¢ ne sont pas uniques, ils peuvent étre modifiés par des transformations de la

jauge sans changer la nature du champ électrique ou magnétique.

A.0.3 Théorie quantique

En mécanique quantique, l'effet d’Aharonov-Bohm n’a pas un origine dans la théorie
classique. Les effets physiques se produisent dans la région ou & = B = 0 et dont le
potentiel vecteur A n’est pas nul. Pour concrétiser ce phénomene, en introduit un solénoide
derriere le mur entre les fentes.

Considérons les intégrales de la forme suivante

Xc1 = A (r)dr, (A11)
C1

Xc2 = A (r)dr, (A.12)
c2

avec 1 et 2 désignant deux chemins différents. La différence de phase entre les deux chemins

1 et 2 est

A= Xxc1 — X2
e

:§{ A CzA(r)dr}.

En Utilisant le théoréme de Stokes, on trouve que

e ed

Ici, C'1 et C'2 représentent les chemins empruntés par chaque faisceau lors du passage
du solénoide. Puisqu’ils forment un chemin fermé autour de la solénoide, la différence de
phase totale entre les faisceaux sera proportionnelle au flux magnétique a l'intérieur de la
solénoide. Dong, si nous modifions le champ magnétique dans la solénoide, la différence de
phase entre les faisceaux et le motif d’interférence se déplace : c’est ce qu'on appelle I'effet
d’Aharonov-Bohm. La vérification expérimentale de I'effet d’Aharonov-Bohm a fait I'objet

du plusieurs expériences complexes dont certaines mettent en jeu les microtechnologies des
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circuits intégrés. Enfin, on pense que I'effet d’Aharonov-Bohm jouera un réle important

dans les circuits électroniques de demain.

A.0.4 La phase dans une région sans champ

En annulant les deux potentiels A et ¢, dans la région ou E = B = 0, un potentiel
vecteur A’ existera toujours. Ceci constitue leffet d’Aharonov-Bohm qui est un effet de

nature quantique. Soit

A=Vy. (A.14)

La justification de cela réside dans
B=0=VxA=B=VxVy (A.15)

A partir de (A.14), la fonction de jauge prend la forme suivantes

x (r) = / A(r)dr. (A16)

et le changement de jauge de phase devient
W = ene /Ay, (A17)

A.0.5 DL'équation de Schrédinger

Soit une particule de charge e et de masse m soumise a un champ électrique et magné-
tique. L'hamiltonien de cette particule est donnée par [92,93] :
H=(p— AR +ed(r) +V (1) A18
= — - = e r r .
2m c ( )
ou V (r) est une contribution arbitraire supplémentaire a I'énergie potentielle, ce qui sera

mis a zéro dans la suite.

L’équation de Schrodinger de cette particule est alors

z’h%w = %(p — EA)2 +ep(r)| ¢ (A.19)
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Socine - Deunallah - 68 - Wl O Cpu



Critére de Pauli et effet de vecteur d’Aharonov-Bohm & uation de Chyfon-Siemmer- dian

On peut apercevoir que I'équation de Schrodinger n’est pas invariante lors d'une transfor-

mation de jauge. Ainsi
1 € ’
570 = e - A+ e 0] v

[ Lp-fa-Svyry ( —fg—f)]w

2m c

Maintenant, on procéde a un changement de phase 1) = e#cX1), on obtient ’équation de

Schrodinger suivante

1 !/ !
zh—z/J = { (p— —A )? + eg (7“)] Y, (A.20)
g ., |1 e dx /
zhaw {2m(p _fa- —Vx) (e — —E)} Y (A.21)
On trouve alors que :
L0 e (e 8)(
_— pu— LCX
zhatw then (h n ) P, (A.22)
ou encore
e e / ie e
(p— EA - EVX)l/) = enX(p — EA)@/)- (A-23)

On peut aussi écrire que :
e e 9 1 ie _ e o
(- CA- STy = e (-ihy - Ca) (r24)
c c c
Insérer les équations (A.22) et (A.24) dans I'équation (A.21). on a alors I'équation de

Schrodinger

w ! (p——A) +ep (r)| . (A.25)

A.1 Critére de Pauli et effet de vecteur d’Aharonov-Bohm

Yy
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A.1.1 Cas non-relativiste

Comme nous le savons, le moment cinétique angulaire satisfont aux relations suivantes

[67]

L x L =ihL, (A.26)
[L;, L] = ihe;ji Ly, (A27)
[L,,L.]=+hL, (A.28)
dont

[L? Ly] =0, (A.29)

o 1 9 d 1 9
L=t {m% (Si‘%) * sinw@}’ (.30)
L,= —z’h%. (A31)

Ici Ly = L,+iL, sont des opérateurs d’échelle. Le moment cinétique angulaire est basé sur
ces relations de commutation que Pauli a exigées pour que la fonction propre appropriée
sont intégrables, et fermées sous le fonctionnement des opérateurs. Cette condition est
appelée comme critere de Pauli, et par conséquent les relations de commutations sont
pertinents pour que le critere de Pauli soit applicable.

Maintenant, en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm avec

¢

A, =4 =0 A,= Srreind’ (A.32)

le moment cinétique angulaire devient

1 0 0 1 (0 ?
L2 = —p2d — | sinf— — — A.33
{sin9 00 (sm 89) * sin6 (850 204) } ’ ( )
avec

L,=—ih 2 — i A.34
2 Oy ) ( : )

En présence du potentiel d’Aharonov-Bohm, Cheng [94] a montré que le moment cinétique

angulaire ne satisfait pas aux relations de commutation fondamentales, et au lieu de cette
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équation, il obtient
L x L =ihL + (Zimozhz) cos@é(coszﬁ — l)er. (A.35)

De cette équation nous avons

[L,,Ly] = +hLy (A.36)
[LQ, Li} = T2ah? [Li5 (c0529 — 1) +9 (c0329 — 1) Li] . (A.37)

Ces regles sont différentes des équations (A.26) et (A.29). Suivant 'argument de Cheng
[94], la région ol le champ magnétique existe est inaccessible a I'électron, et par consé-
quence les relations de commutation du moment cinétique angulaire devraient en tenir
compte. Ce type de relations de communication dit global d’aprés Cheng [94]. Comme
conséquence, le critére de Pauli n’est plus applicable. Les solutions del. et L? dans les

conditions limites suivantes a § = 0, T,

v 0,9),_,, =0 (A.38)

|9=o,7r

Cette condition signifie que la particule est restreinte a la région doublement connectée de

0 # 0, . Kretzschmar [95] a proposé les solutions suivantes

szl)\ (67 gp) = )\hwl/\ (07 90) ) (A39)
L% (0,9) = L(L+ 1) Wi (6, ), (A.40)
avec
A=m—a, m=(0,£1,£2,...), (A.41)
l=I\N+k k=0,1,2,.... (A.42)

Les parametres A et [ dépendent de la quantité o du champ magnétique. Enfin, les fonctions

propres normalisées sont de la forme

U (0,9) = e, P (cosh) €™, m = 0,41, 42, .., (A.43)
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ou
1
inygpiny 20+ 1T (T4 |A[+1))2
=ez 2 A.44
Gu=er s ( ar TN+ (A44)
ou
¢A1l1 (‘9, 90) - C)q,llPl:)\l (COSQ) eim507 )\1 =m-—-—o > 0, ll = )\1 + k (A45)
Vrs (0,0) = ea s P2 (cost) €%, Ny=m—a <0, ly=—X+k '

L'inapplicabilité du critére de Pauli a complétement modifié I'espace Hilbert total S : I'espace
Hilbert total S est divisé en deux sous-espaces, S et S_. S est couvert par toutes les fonc-
tions propres 1y, (0, ¢), et S_ est couvert par toutes les fonctions propres ¥y, (6, ¢).
Ces deux sous-espaces ne sont pas connectés par aucun opérateur.

Passons maintenant a étendre ces régles de commutations lors de la présence des défauts
topologiques

A.1.2 Regle de commutations En présence de défauts topologiques

Soit

L =7 x (—ihV —eA). (A.46)

Alors
L = [y(—ihV, —€eA,) — z (—ihV, —eA,)| e,

+ [z (—thVx — eAy) — x (—ihV, —eA,)] ey
+ [z (—ihVy —eAy) — y (—ihV, — eA,)]e.. (A.47)

Soit maintenant
LxL = {[z(—ihVx — eA;) — x (—ihV, — eA,)] [z (—ihVy — eA,) — y (—ihV, — eA,)]

— [z (—thVy — eAy) — y (—ihV, — eA,)] [z (—ihVx — eA,) — z (—ihV, —eA,)|} e,
+ {[z (=ihVy —eAy) — y (—ihV, — eA,)| [y (—ihV, — eA,) — 2 (—ihV, — eA,)]

— [y (—ihV, — eA,) — z (—ihV, — eA,)] [x (—thVy — eA,) — y (—ihV, — eA,)]} e,
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+ {[y (—ihV, — eA,) — 2 (—ihV, — eA,)] [2 (—ihVx — eA;) — z (—ihV, — eA,)]

—[#2(—ihVx — eA;) — x (—ihV, — eA,)] [y (—ihV, — eA,) — z (—ihV, — eA,)] } e,
(A.48)

Apres un calcul, on obtient
L x L = (ih) [y (—ihV, — eA,) — z (—ihV, —eA,)] e,

+ (the) zz (V, A, — V,A)) ey
+ (ih) [z (—ihiVx — eA,) — 2 (—ihV, — eA,)] e,
+ (ihe) yz (V, Az — VA, ey
+ (ih) [ (=ihVy — eAy) — y (—ihV, — edy)] e
+ (ihe) 22 (V, A4, — V,AL) e, (A.49)

ou

L x L = (ih) [y (—ihV, — eA.) — z (—ihV, — eA,)] ex
+ (ih) [z (—ihVy — eAy) — z (—ihV, — eA.)] e,
+ (ih) [x (—ihVy — eA,) — y (—ihV, — eAy)] €.
+ (ihe) 2 {z (V, A, — V.A)) €0 +y (V. Ay — VoA ey
+2 (Vo Ay — V,A,) €.} (A.50)

Dans les cordonnées cartésienne on a
B=VxA (A.Sl)
B = (Vxex + Vye, + V,e,) X (Aze, + Ayey, + Azes) (A.52)

B=(V,A, — V,A) e, + (V. A, — VoA, e, + (Vo A, — Vy4,) e, (A.53)

Donc

r.B = (xe,+ye,+ze,)
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x[(VyA4, =V, A) ex + (V, A, — VA ey + (Vi Ay — V, AL €] (A.54)
r.B=1(VyA, — V. A))e. +y(V.A: — VoA, ) ey +2(V Ay — VyAz) e, (A55)

Alors
L x L = (ih) [y (—ihV, — eA,) — z (—ihV, — eA,)] e,

+ (ih) [z (—ihVx — eA;) — z (—ihV, — eA,)] e,
+ (ih) [x (—ihAVy — eAy) — y (—ihV, — eA,)] e,
+ (ihe) z (r.B) (A.56)

Dans les cordonnées sphériques on a

B=VxA (A.57)
0 10 1 0
B = (Eer + ;%69 + m%(ip) X (AT(BT + Apeg + Awe@) (A.SS)
AvecA, = Ay = Oalors
10A 0A
B=-—""F¢ - % A.59
r o0 or ° (A.59)
10 P 0 P
B=-— - ]
r 00 (27?7“52'71@) “ o <27T7’5in9) @ (A.60)
¢ —cosf 1
B = 2712 { sin2 " * sin@ee} (A61)
Avec
e, = sinblcospe, + sinfsinpe, + cosbe, (A.62)
ep = costcospe, + coslsingpe, — sinbe, (A.63)
Alors
@ 1
B = 2mr? {00329 -1 } c (A64)
o 2
B = m(S (cos 0 — 1) e, (A.65)
Alors
L x L = (ih) L + (ihe)z (r.B) (A.66)
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L x L = (ih) L + (ihe) r (r.B) (A.67)
Avec
B moh
o= — (A.68)
2 = rcos (A.69)
r=re, (A.70)
Alors
L x L= (ih) L+ (ih Moh 5 (cos?0 — 1 A71
x L = (ih) L + (ihe) re, (xegc+yey+zez).7rer2 (cos’d —1)e, (A71)
. . 2m0h 2
L x L = (ih) L + (ihe) re, (| z— §(cos’d — 1) (A.72)
er
. . 2m0h 2
L x L = (ih) L + (ihe) re, | (rcost)) ———d(cos’d — 1) (A.73)
er
. 0 Zmoh 2
L x L = (ih) L + (ihe) e, | cost d(cos’d — 1) (A.74)
e
Finalement

L x L = (ih) L + (2imoh*) cos#d(cos’d — 1)e, (A.75)
« cas d'une corde cosmique

En présence d’une corde cosmique, dont

P
Ainsi
__ 104, 0A,
B = ;Wer — W@g (A77)
10 ¢ 0 o

B= r o0 (27rra’sin9) “ " or <27T7’a’sin0) ©0 (A.78)

¢ —cost 1
B= 2ma/r? { sin?0 = * sinQGG} (A79)
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Enfin, nous avons la relation suivante

2 imo

L x L =ihL + ( ; ﬁ2> cos%(coszﬁ — l)er. (A.80)
a
« cas d'un monopole global
En présence d'un monopole global, dont
)
A, = ———— A81
Y 2mb/rsind’ (a81)
Alors
B o —cosf i 1 N
= er —ep ¢, .
2rb'r? | sin?0 sinf * ( )
on trouve
LxL=ihL+ (22012 coshb(cosd
x L = 1hL + o7 cos (cos — 1)er. (A.83)
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We analyze the relativistic quantum motion of a charged scalar particles in the presence of an Aharonov-Bohm and Coulomb
potentials in the space-times produced by an idealized cosmic string and global monopole. We have calculated and discussed the
eigensolutions of DKP equation and their dependence on both the geometry of the space-times and coupling constants parameters.

1. Introduction

The analysis of gravitational interactions with a quantum
mechanical system has recently attracted attention in particle
physics and has been an active field of research. The general
way to understand the interaction between relativistic quan-
tum mechanical particles and gravity is to solve the general
relativistic form of their wave equations. These solutions
are valuable tools for examining and improving models
and numerical methods for solving complicated physical
problems.

The DKP equation is a relativistic wave equation which
describes spin 0 and spin 1 particles, and it is a direct
generalization to the Dirac particles of integer spin in which
one replaces the gamma matrices by beta metrics, where the
four beta matrices satisty the Kemmer algebra [1-4]. One
important question related to the DKP equation concerns
the equivalence between its spin 0 and 1 sectors and the
theories based on the second-order KG and Proca equations.
The Dirac-like DKP equation is not new and dates back
to the 1930s. Historically, the loss of interest in the DKP
equation stems from the equivalence of the DKP approach
to the KG and Proca descriptions in on-shell situations, in
addition to the greater algebraic complexity of the DKP for-
mulation. However, in the 1970s, this supposed equivalence

was questioned in several situations involving the breaking of
symmetries and the hadronic process, showing, that in some
cases, the DKP and KG theories can give different results.
Moreover, the DKP equation appears to be richer than the
KG equation if interactions are introduced.

The topological defects play an important role in physical
properties of systems, and they appear in gravitation as
monopoles, strings, and walls. Among them, cosmic string
and monopole seem to be the best candidates to be observed.
Cosmic strings and global monopoles are exotic topological
objects: they do not produce local gravitational interaction;
however, they modify the geometry of the space-time, pro-
ducing planar and solid angle deficit, respectively [5].

The effect of the Aharonov-Bohm potential (AB) is
a purely quantum phenomenon which has no classical
equivalent. The eminent work of AB in 1959 revealed that
the electromagnetic potentials are in reality fundamental
physical objects that can manifest themselves in the matter
where the corresponding fields exert no force (Lorentz’s
force is zero) [6]. They proposed an experiment to test,
in quantum mechanics, the coupling of electric charges to
electromagnetic field strengths through a local interaction
with the electromagnetic potential A, but not with the
field strengths themselves. Also, they predicted a quantum
interference effect due to the motion of charged particles in



regions where B(E) vanishes, but not A, leading to a nonlocal
gauge-invariant effect depending on the flux of the magnetic
field in the inaccessible region, in the magnetic case, and
on the difference of the integrals over time of time-varying
potentials, in the electric case [7].

The eigenproblem of the Kinetic Angular Momentum
(KAM) of the electron in the Aharonov-Bohm effect has
been solved by Kretzschmar [8]. The total Hilbert space
of the eigenfunctions is split into two subspaces and the
symmetry of the motion of the electron around the magnetic
flux makes Pauli’s criterion inapplicable [9-12]: that means
the condition of admissibility of the wave function in the
region of AB potential. In this way, Henneberger [9], based
on the Pauli criterion, conclude that (i) the single valuedness
imposed by Aharonov and Bohm is not the correct one
and, consequently, (ii) the AB effect, if it exists, may not be
interpreted as scattering. Roy and Singh [10] and Li [11, 12]
showed that the Pauli criterion cannot be applied in the
time-dependent case: we note here that the inapplicability
of the Pauli criterion means that (i) the KAM does not
satisty the fundamental commutation relations of the angular
momentum and (ii) it reflects the breakdown of the symmetry
of the electron’s motion around the solenoid. Thus, as argued
by Li [11, 12], in the presence of AB potential, the KAM of
the electron does not satisfy the fundamental commutation
relations of the angular momentum even when the electron
is restricted to the doubly connected space where it does not
touch the magnetic field on the z-axis: the region where the
magnetic field exists and is inaccessible to the electron should
also be taken into account in the physically meaningful
commutation relations. This situation has been used in the
case of the interaction of the spin 0 particle with an AB
potential of two and three dimensions by the application of
the Duffin-Kemmer-Petiau equation in Minkowski space-
time [13].

The principal aim of this paper is to solve the DKP
equation in the presence of a Coulomb and AB potentials in
the gravitational field of topological defects. In the presence
of AB potential, we will show that the admissibility of the
wave function is inapplicable [8-12]. The inapplicability of the
Pauli criterion reflects the breakdown of the symmetry of the
particle’s motion around the solenoid [11, 12].

The outline of this paper is as follows. In Section 2, a
generalized DKP equation is introduced in a curved space-
time. In Section 3, the eigenfunctions of scalar bosons in the
presence of the Aharonov-Bohm and Coulomb potentials in
the gravitational field of topological defects such as cosmic
string and global monopole have been discussed in Sections
3 and 4. Finally, Section 5 will be a conclusion.

2. The DKP Equation in Curved Space

2.1. The Formalism. The first-order relativistic DKP equation
for a free charged scalar bosons of mass M in flat space-time
is given by [1-4]
. Mc
(190,55 v =0 W
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where 8 (4 = 0,1,2,3) are the DKP matrices which satisfy
the following commutation rules:

ﬁkﬁvBA 4 ﬁ/\/sv/jx _ gKVﬁ}L 4 gw\ﬁx, (2)

and g"” = diag(1, -1, -1, -1) is the Minkowski metric tensor.
For the flat space, the beta matrices are chosen as follows [14]:

(VO
ﬁ_<6T 0)’
i 0
ﬁ_<—P% 0>’

with 0, 0, 0 as 2 x 2, 2 x 3, 3 x 3 zero matrices, respectively,
and

3_(00—1)
P =00 o)

In curved space-time, (1) is written by [15-17]

o 1 p de Mc
{lﬁ# (aH + szbS“ - EAM> - 7} VY = 0, (5)
where A, denotes the vector potential associated with the

electromagnetic field and S (8% B°] and B* are the
Kemmer matrices in curved space-time. These matrices are
related to their Minkowski counterparts, f3, via

B =¢ B (6)

The following tetrad relations and the spin connection are
calculated by using the relation,

_ j oyl j
WDpyab = el(u)le(b)rjy - e(b)aye/(a)j’ )
where
. P
I‘W\ = T (gpv,)t + gp)t,v - gvl,p) ®)

are the Christoftel symbols [18].
Now, with the aids of (6), (7), and (8), spin connection
coefficients are as follows.

(i) For the metric corresponding to a cosmic string with
[19-22]

ds* = df* — dr’ - r*d6” — a”*r*sin*0dg’, )
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where —co0 <t < 400,0<7,0< 0 <mand0 < ¢ <

27, W,,q are
00 00O
00 10
w, =
fab 0-100
00 00O
(10)
0 0 0 0
0 0 0 a'sinf
w(pub = !
0 0 0 a cosf
—a'sin® —-a’ cos® 0 0
Here the tetrad ei‘a) are chosen to be
100 0
010 0
wo_
€a) = 00 l 0 (1
-
000 !
a'rsinf

The parameter a’ is associated with the linear mass
density # of the string by @’ = 1 — 4#. It is defined
in the range (0, 1] and corresponds to a deficit angle
Q = 27(1 - a'). From the geometrical point of view,
the metric in (9) describes a Minkowski space-time
with a conical singularity [23].

(ii) In the case of the global monopole with [24-27]

ds’ = dt* —dr’ - b"r* (d6® +sin’0dg’),  (12)

we have

[N}

Woap =

o o o O
S o
o o o O

o
o O

(13)
0 0

0 0
0 0

b’ sin@ -cosH

b'sin6

cos6

w(pab =

where the tetrad ef‘a) are
10 O

01 O 0
B (14)

)
=
|

@ 1 00
b'r

00 e E——
b'rsin0

The parameter b', smaller than unity, depends on
the energy scale where the monopole is formed
and where the symmetry is broken. The space-time
described by (12) has a nonvanishing scalar curvature,
R =2(1-b")/b"r? and presents a solid angle deficit
Q' = 47%*(1-b'"*). The many interesting investigations
of physical effects associated with global monopole
consider this object as a point-like defect (see [28, 29]
and references therein).

Let us now discuss the problem of Pauli criterion in the
presence of AB potential for both cosmic string and global
monopole cases.

2.2. Pauli Criterion and the Aharonov-Bohm Effect: Review.
As we know, the KAM satisfy the following relations

LxL = ifL, (15)

with the following standard commutations rules [30]:

[LiL;] = ihe Ly, (16)
[Lz’LJ_r] = +hL,, (17)
(L% L.] =0, (18)
where
1 0 0 1 0
- (o) i)
sn626 \""%0) " sm3p]0
and where
0
L, = —ih—,
z 1 a(P (20)

with L, = L, +iL, are the ladder operators. The KAM
is based on these commutation relations that Pauli required
that the appropriate eigenfunction be those which are square
integrable and are closed under the operation of the ladder
operators. This condition is called the Pauli criterion, and
consequently the commutations relations in (15) are pertinent
for the Pauli criterion to be applicable.
In the presence of the AB potential where

A, =Ag=0,
O (21
" 2nrsin®’
the KAM becomes

2

1 9 3 1 (2 21 (22

o (eod) (4]
{sin@ 0 \"""50) " sin26 \op

with

L, = —ih <i - ioc). (23)

o



Here the particle is placed in the vector potential field of an
infinitely long solenoid of magnetic flux ® = a®, where @, =
hic/e and the parameter « is the amount of the magnetic flux.

Li [11, 12] shows that, in the presence of AB potential,
the KAM does not satisfy the fundamental commutation
relations (15), and, instead of (15), he obtains

L x L = ihL + iehr (r - B), (24)
or
L x L = ihL + 2iah’ cos 65 (cos’0 - 1)e,,  (25)

with the strength of the magnetic field is given by
@ 2
B= ?6 (cos 0 - 1) e,. (26)

From (25), both (17) and (18) are transformed into
[L.,L.]==hL,,

[1%,L,] (27)
= F2ak’ [L15 (c0s20 = 1) +0 (cosZG = 1) Li] .

These rules are different from (15) and (18). As described by
Li, the region where the magnetic field exists is inaccessible to
the electron; the commutation relations of the KAM should
take it into account. This type of commutations relations as
said to be global following Li and, consequently, the Pauli
criterion is inapplicable.

The eigensolutions of L, and L* under the boundary
condition at 0 = 0, 7,

v (6:9), =0, (28)

are presented by Kretzschmar [8]. This condition means that
the particle is restricted to the doubly connected region of 0 #
0, 1. According to Kretzschmar and with the substitutions

Ly;, (6,9) = Any;, (6, 9),
Ly (6,9) =11+ D) Eyy (6,9)

(29)
A=m-a, m=(0,+1,%2,...),
I=JAM+x, x=0,1,2,...,
the normalized eigenfunctions are of the form
v (6, 9) = CMPI_M| (cosB) €™, m=0,%1,+2,..., (30)
where
mmsamon (2L 1T+ A+ D\ 31
G=¢€ 5 ( )
’ dar T(I-|A+1)

According to the sign of A, we have
vy, (0,9) = CAI,llplj/\l (cos0) €™,
A =m—-a>0, 1 =1 +x,
N ' (32)
v, (0,9) = 0,1, P (cos0) ™,

A=m-a<0,,=-A,+x.
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The parameters A and [ are dependent on the amount
a of the magnetic field which is not correct when we
adopt the KAM as written by (1). In addition, the inap-
plicability of the Pauli criterion modified completely the
total Hilbert space S. Following Kretzschmar [8], the total
Hilbert space S is split into two subspaces, S, and S_.
S, is spanned by all the eigenfunctions v, ; (6,¢), and
S_ is spanned by all the eigenfunctions v, ; (6, 9). These
two subspaces are not connected by the ladder opera-
tors.

In this stage, we are able to extend the works of Kret-
zschmar [8] (splitting of Hilbert space) and Li [11, 12] (the
nonapplicability of Pauli’s criterion) to the case of scalar
bosons in the gravitational field of topological defects such as
cosmic string and general monopole: first, we are interested
in deducing L x L in the presence of topological defects and
then solving the scalar DKP equation by taking into account
the works of both authors.

(i) Case of Cosmic String. In cosmic string, replacing the
vector AB by the relation

)

Ay= ——
2mra'r sin @

, (33)

(15) is transformed into

2ihta

al

LxL=ihL+

cos 08 (c0526 - 1) e. (39

(ii) Case of Global Monopole. In the global monopole, with

d

= - 35
?  2nb'rsin®’ (35)

(15) becomes

32
Lx L =ihL+ 21:—,2“ cos 068 (c0529 - 1) e,. (36)

Both (34) and (36) are obviously different from (15). Accord-
ing to Li [11, 12], we note that in the presence of AB
potential, the KAM of the particle, in both cases, does not
satisfy the fundamental commutation relations of the angular
momentum even when the particle is restricted to the doubly
connected space where it does not touch the magnetic field
on the z-axis. The region where the magnetic field exists
and is inaccessible to the particle should also be taken into
account in the physically meaningful commutation relations.
In the limit where @' — 1 or b’ — 1, we recover well
(25).

In what follows, we are ready to present the solutions of
scalar bosons by taking into account that the fundamental
commutation relations of the angular momentum are mod-
ified in both cosmic string and general monopole cases.
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3. The DKP Equation with
the Aharonov-Bohm and Coulomb
Potentials in the Presence of
a Cosmic String

3.1. The Solutions. The cosmic string space-time with an
internal magnetic field in spherical coordinates is described
by the line element

ds* = dt* — dr* - r*d6* - a'zrzsinzedq)z. (37)

The 4-vector potential, in the background of a cosmic string,
reads

kq
A, =—,
0 r
A, =0,
(38)
Ae = 0,
0]

¢ 2ma'rsin@’

From (5), and by using (3), (6), and (10), the DKP equation in
the presence of both AB and Coulomb potentials is given by

(2 (5-29) 99+ (3 4p)

hc r r

. iﬁ3 {(a T S 3 ol
zoc) a sin0B’ B (39)

a'rsing V¢

) 321 Mc|
acos@/}ﬁ} h]w_o,

with the wave function, v is chosen as

—iEt/h

=" (g v v v ) (40)

Inserting (40) into (39) and after an algebraic calculation, we
obtain the following system of equations:

(=)o)

—;<89+ %;)1//4 (41)
- —ne (3, - iac) ys = MTV
0,y = %%’ (43)
;ae% = %%, (44)
a'r :inG (a"’ - i“) Yi= %%' (45)

5
Putting (42), (43), (44), and (45) into (41), we have
LzLM_(%)Z_Lj
dr?  rdr (ch)® h r? Vi (46)
= 0’
where
1 d d
o g )
" smode "0
1 N2
e (3, — ix) } , (47)
= —ih(% —ioc>,
and where
I=)AM+x, (k=0,1,2,...),
_ (48)
yom ,oc)
a

where [ are the eigenvalues of L, and L7, respectively: we
note that (i) these eigenvalues depend on the amount « of the
magnetic flux and the geometric parameter of space a’ and
(i) they are not integer whatever the nature of the parameter
a.

In order to solve (46), we first put that

v, (r,0,¢) =R(r) x (6,9). (49)

Expanding (46) leads to

{cﬂ 2d 10+1) - (keq/hc)  E* - M3

dr?  rdr r? h2c?
(50)
2keqE
T ey } R(r)=0.
By using the substitutions,
p =&,
., 4(Mc-F)
- h2c? ’
_ keg o
v= hc’
_2yE
ek’
(50) becomes
1 d ( , d) I+1) -y 1 q}
PP & RS TP
{PZ dp \" dp p? 4 p (52)
=0.



Putting that
R(p) = ep'u(p), (53)
(52) is transformed into
d’u(p) du (p)
+{2(s+1)-p}l ——-(s+s+Du(p
dp? { } dp ) (54)
= 0’
with
s(s+1)=1(I+1)—9% (55)
or

s=—%+\/(l+%>2—y2. (56)

In this stage the solutions are
M(P)=Nnorm1F1(S+q+1;2(S+1)’p)’ (57)

with N, ., being the normalization constant and , F; being
the confluent series.

The confluent series becomes a polynomial if and only if
[30]

s+¢+l=-n m=01,2,...). (58)

Consequently, the energy of spectrum is written as

E

n

i} M . (59)

\/1 + 9?2/ <n+ 1/2 + \/(|(m—oc) /a'| +Kx+ 1/2)2 —y2>2

Now, concerning the total wave function and according to the
work of [8], we have two cases.

(i) In the subspace S,, where A, > 0 and [, = A; + «, the
total spinor is

1Vn/\lll
Mc

E — keq/r

W ch (60)
_ _e—l / etm(p la

Me r 48

i
_aﬂ
r

L (2, - ia)

a'rsin@

with

W1 = I\]normplz/\l (COS 9)
(61)
p'e P F (s+c+1;2(s+1),p).
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(ii) For the subspace S_, where A, < 0 and [, = -\, +«,
the total spinor is

Vr,l,
Me
h
E - keq/r
ch
h —i im i (62)
=2t i, W
i
-0,
9
L (3, - ia)
a'rsinf V¢
with
WI = I\Inormplf2 (COS 9)
(63)

-pse_'D/ZlF1 (s+¢+L;2(s+1),p).

4. The DKP Equation with
the Aharonov-Bohm and
Coulomb Potentials in the Presence of
a Global Monopole

4.1. The Solutions. The metric of the space-time in the pres-
ence of a global monopole is given by [24, 25, 27-29]

ds’ = dt* —dr’ - b"r* (d6® +sin’0dg’).  (64)

By using (3), (6), and (13), the DKP equation with the AB and
Coulomb potentials is written as

[% <E— @> +iB'0, + % (89 —b'/)’zfa’l)

r

()~ OB - cost ] (69

blrsin ‘N ?

with
¥ = E (g, )T (66)

and with the 4-vector potential, in the background of a global
monopole, reading

k
Ag= 3,
.
A, =0,
(67)
Ae = 0,
()

¢~ Jnblrsin®



Advances in High Energy Physics

Putting (3) in (65), we obtain the following system of equa-

tions:
E — keq/r . 2
<—h>“” ~ia )
i cos 0
_ =0 68
br<e+sin9>\y4 (68)
i . Mc
~rsme (%)% = 3
I5= keq/r> Mc
=y, = Ry
( ch N (69)
9w, = %\1@, (70)
i Mc
o= g Y 7y
i . Mc
m (a(p - 106) \Ill = 7\1’5 (72)
Inserting, now, (69), (70), (71), and (72) into (68), we obtain
&2 2d (E-keq/r) [Mc\® I2
£ 2d (Ekegr) (Mey I,
dr?  rdr (ch)® h r2 (73)
= 0’
where
2o g2 1 4 ( _>
L {sm@d@ in8g
1 2
b'2sin20 (a<P l‘x) }’ (74)
= —1h<i —1oc>,
dg
I=A+x, (k=0,1,2,...),
with
m-—o
A= v (75)

and [ are the eigenvalues of L, and L7, respectively: we
observe that (i) these eigenvalues depend on the amount «
of the magnetic flux and the geometric parameter of space
b’ and (ii) they are not integer whatever the nature of the
parameter o.

In order to solve (73), we first put that

¥ (r6,¢) = R(r) x (6:¢). (76)
Expanding (73) leads to

& 2d 1 ( keq )2 (Mc )2
L 422, E-—4) _(=£
dr?  rdr  (ch)’ r h

RIS
2

(77)
]» Y, (r) =0.

Using the same change of variables as in the case of cosmic
string, (77) is transformed into

&R(r) (_l(l+ /B2 -y {1

dpz p2 - ; - A_L) R (T) =0. (78)

Now let us make a change of variable
R(r) = pe**H (p), (79)

and, putting it in (78), we have

d’H (p) dH (p)
Zd—pz +{2(a+ 1)p—p2}d—p
+ {a(a+1)—(l(lb-;1)—y2>]> (80)

—((+a+1)p]H(p)=O,
with
1 [Ig+1) 1 12
a=—51{%+4—1—y2} 5 (81)

To solve (80), we use the Frobenius method [31-34]. This can
be written as a power series expansion around the origin:

H(p) = Y ap" (82)
k=0

Inserting (82) into (80), we obtain the following recurrence
relation:

k+({(+a+1)
kk+D+2(@+ ks D*

Cer1 =

(83)

Now, when k — oo, the ration ¢,/ — 0: we can
understand this condition by saying that special kind of exact
solutions, which represent bound states, can be obtained
looking for polynomials expressions to H(p); that is, the
solutions can be obtained by imposing the conditions where
power series becomes a polynomial of degree ». This can be
argued as follows: in quantum mechanics, if we want to have
a normalizable wave function, we have to impose that R(p)
vanishes at p — 0 and p — o©0. In this way, bound state
solutions can be obtained because there is no divergence of
the wave function at p — 0 and p — ©00. In our case,
H(p) has written as a power series expansion around the
origin (see (82)). As a result of that, the solutions can be
achieved by imposing that the power series expansion (82) or
the biconfluent Heun series becomes a polynomial of degree
n. This guaranteed that R(p) becomes F as p at the origin
and vanishes at p — 00 [35-40]. Thus, in order that the
power series expansion becomes a polynomial of degree n,
we impose that

(+a+1=-n (84)



In this case, the form of spectrum of energy is

(85)

-1/2
2

Y
[n+ 172+ 1@ +1) 02 +1/4- yz}l/z]z

+

Now, concerning the total wave function, we have also two
cases [8].

(i) In the subspace S,, where A, > 0 and [, = A, + «, the
total spinor is

Yo,
Me
h
E — keq/r
B ivh img C: (86)
_ im i0, ,
Mce ¢ e
iae
-
L (3, - im)
b'rsinf * ¢
with
¥ = Z\Trllormpl:)Ll (COS 0)

(87)
e P? Fi(a+c+1;2(a+1),p).

(ii) For the subspace S_, where A, < 0 and [, = -\, +«,
the total spinor is

Yo
Me
h
E — keq/r
b _igtn im -Ch (88)
= Ee e P 18, Vs
i
-0
%
(3, -ia)
b'rsind  ?
with
¥1 = NiomPy? (cos6)
(89)
e P? Fi(a+c+1;2(a+1),p).
Here, Nr'10rm is the normalization constant and | F, is the

confluent series.

Advances in High Energy Physics

5. Conclusion

This paper is devoted to studying the solutions of the
relativistic quantum motion of a charged scalar particles in
the presence of an Aharonov-Bohm and Coulomb potentials
in the space-times produced by an idealized cosmic string
and global monopole. These solutions have been obtained,
and the influence of the parameter of the geometry of both
spaces has been discussed. In addition, the remarks which
Li [11, 12] has been proposed concerning the AB effect have
been extended in our case: thus, the presence of AB potential
changes completely the fundamental commutation relations
of the angular momentum. Following the works of [11, 12], we
note that (i) the KAM are not satisfied even when the particle
is restricted to the doubly connected space where it does not
touch the magnetic field on the z-axis, (ii) the region where
the magnetic field exists and is inaccessible to the electron
should be taken into account in the physical commutation
relations, and finally (iii) the Pauli criterion which said that
“the appropriate eigenfunctions are those which are square
integrable and are closed under the operation of ladder
operators” is inapplicable to the vector AB. The existence
of the magnetic field on the z-axis is the principal cause of
breaking down the symmetry of particle’s motion around the
Z-axis.

The eigenfunctions and eigenvalues of L, and L* have
been presented under the following boundary condition:
y(r,0,9)lg=0, = 0, and the space S, as shown by [8], is
split into two subspaces, S, and S_: S, is spanned by all
the wave function y,; ) (6,¢) for cosmic string (¥, 3 (6, )
for global monopole) and S_ is spanned by all the wave
function y,,,», (6, 9) for cosmic string (¥),;,, (6, ¢) for global
monopole). The eigensolutions in the gravitational field of
cosmic string and a global monopole (i) are different (ii) and
depend on the geometry of spaces.
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Abstract—In this work, we analyse the relativistic quantum motion of a charged scalar particles in the pres-
ence of a Aharonov—Bohm (AB) and Coulomb potentials in the non-commutative spacetimes produced by
an idealized cosmic strings and global monopoles. Expressions are obtained for the bound state energies and
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1. INTRODUCTION

The study of quantum systems in curved space-
times goes back to the end of the 1920s and to the
beginning of the 1930s, when the generalization of the
Schrodinger and Dirac equations to curved spaces was
discussed, motivated by the idea of constructing a the-
ory which combines quantum physics and general rel-
ativity. Spinor fields and particles interacting with
gravitational fields have been the subject of many
investigations. Among of them, we can mention those
concerning the determination of the renormalized
vacuum expectation value of the energy-momentum
tensor and the problem of the creation of particles in
expanding universes, and those connected with quan-
tum mechanics in different background space-times
[1]. The analysis of gravitational interactions with a
quantum mechanical system has recently attracted
attention in particle physics and has been an active
field of research. The general way to understand the
interaction between relativistic quantum mechanical
particles and gravity is to solve the general relativistic
form of their wave equations. These solutions are valu-
able tools for examining and improving models and
numerical methods for solving complicated physical
problems. In addition, the influence of the gravita-
tional field on quantum mechanical systems has
attracted attention in particle physics several years ago.
As an example, the analysis of the hydrogen atom in
curved space-time has been considered in an arbitrary
curved space-time [2—8].

! The article is published in the original.
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According to the modern concepts of theoretical
physics, topological defects, where they have been
formed by the vacuum phase transition in the early
Universe, play an important role in physical properties
of systems, and they appear in gravitation as mono-
poles, strings and walls. Among them, cosmic strings
and monopoles seem to be the best candidates to be
observed. The former are linear defects, and the
space-time produced by an idealized cosmic string is
locally flat, however, globally conical, with a planar
angle deficit determined by the string tension. So, they
do not produce local gravitational interaction, how-
ever, they modify the geometry of the space-time pro-
ducing planar and solid angle deficit, respectively (see
[9, 10] and references therein).

The idea of non-commutative space—time geome-
try was at first proposed by Heisenberg and revived
again by Snyder [11]: this non-commutativity of space
has played an important role in understanding various
phenomena for physics. In this way, we can cite the
study of the thermal properties of both Klein—Gordon
and Duffin—Kemmer—Petiau (DKP) oscillators
[12, 13]. The study of non-commutative spaces and
their implications in physics is an extremely active area
of research. It has been argued in various instances
that non-commutativity should be considered as a
fundamental feature of space-time at the Planck scale.
On the other side, the study of quantum systems in a
non-commutative (NC) space has been the subject of
much interest in last years, assuming that non-com-
mutativity may be, in fact, a result of quantum gravity
effects. In these studies, some attention has been given
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to the models of non-commutative quantum mechan-
ics (NCQM). The interest in this approach lies in the
fact that NCQM is a fruitful theoretical laboratory
where we can get some insight on the consequences of
non-commutativity in field theory by using standard
calculation techniques of quantum mechanics. Vari-
ous non-commutative field theory models have been
discussed as well as many extensions of quantum
mechanics. Of particular interest are the so-called
phase space non-commutativity which has been inves-
tigated in the context of quantum cosmology, black
holes physics and the singularity problem. This spe-
cific formulation is necessary to implement the Bose-
Einstein statistics in the context of NCQM [14—21].

The Aharonov—Bohm effect [22], is a quantum
mechanical phenomenon in which an electrically
charged particle is affected by an electromagnetic
potential (V,A), despite being confined to a region in
which both the magnetic field B and electric field E
are zero: In 1959, Aharonov and Bohm, using the
Schrodinger equation, considered the scattering of an
electron in an external static magnetic field produced
by an infinitely long solenoid and found an effect that
does not depend on the depth of penetration of the
electrons into the region of magnetic force lines. This
showed that in quantum mechanics the electromag-
netic field acts on charged particles even in the case
when the region in which the field is localized cannot
be reached by the particles. The interest in the
Aharonov—Bohm effect lies in the overthrow of the
classical dictum that the vector potential is only an
auxiliary quantity which facilitates the calculation of
the observable magnetic and electric fields. The effect
will also manifest itself when we remove the slits and
study the scattering of the electron waves off the sole-
noid. In the idealized limit of an infinitely thin sole-
noid where we would expect that the geometric cross-
section should vanish, the Aharonov—Bohm effect
ensures that the electrons still scatter. Finally, we note
that the AB effect has been considered by different
authors for different situations [23—28].

Before continuing, an important remark concern-
ing the AB effect can be made: Henneberg [23] based
on Pauli’s criterion [25, 29], he concluded that the
Aharonov—Bohm effect exists, and the problem if the
Pauli criterion can be applied to the Aharonov—Bohm
effect has not yet been considered carefully. It can be
considered as playing a purely mathematical role. How-
ever, a series of the experiments presents evidence for
the reality of the Aharonov—Bohm effect [23, 25, 26].
The eigenproblem of the kinetic angular momentum
(KAM) of the electron in the AB effect has been solved
by Kretzschmar [29]. The total Hilbert space of the
eigenfunctions is split into two subspaces. The sym-
metry of the motion of the electron around the mag-
netic flux makes Pauli’s criterion inapplicable. Many
authors have ignored the inapplicability of the crite-
rion of Pauli [30], for example, see [31].
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The principal aims of this paper are the study the
DKP equation in cosmic string and magnetic monop-
oly with allowance for the Aharonov—Bohm and Cou-
lomb potentials: The DKP equation is a relativistic
wave equation which describes spin-0 and spin-1 par-
ticles, and it is a direct generalization to the Dirac par-
ticles of integer spin in which one replaces the gamma
matrices by beta metrics, where the four beta matrices
satisfy the Kemmer algebra [32—35]. Before starting
our calculations, we make a remark about the connec-
tion of AB potential with both cosmic string and global
monopoles: the connection with cosmic strings is that
a string is in a real sense just like a very thin solenoid.
Down its middle, it carries a flux, not of a common-
or-garden magnetic field, but of another field which in
the very early universe was unified with electromag-
netism. This exotic field is confined to a tiny region,
just like in a thin solenoid, but the associated vector
potential exists well away from the string. Hence par-
ticles that experience the exotic interaction will pro-
duce an Aharonov-Bohm effect [37].

The outline of this paper is as follows. In Section 2,
a generalized DKP equation are introduced in a curved
space-time. The eigenfunctions of scalar bosons our
problem in question have been discussed in Sections 3
and 4. Finally, Section 5 will be a conclusion.

2. THE DKP EQUATION IN CURVED SPACE
2.1. The Formalism

In flat space-time, the first-order relativistic DKP

equation for a free charged scalar bosons of mass M is
given by [32—34, 36]

where B"(u =0,1,2,3) are the DKP matrices which
satisfy the following commutation rules

BKBVBK + BXBVBK — gKVBK + gvXBK’ (2)
g" = diag (1,—1,—1,—1) is the Minkowski metric ten-
sor., and the beta matrices are chosen from [36].

Now, in curved space-time, Eq. (1) is written by
[38—43]

o))

(8 (0 + L s - 22 4)-Mehw =0, (3

with 4, denotes the vector potential associated with

the electromagnetic field, $* = [B“, Bb] and p" are the
Kemmer matrices: these matrices are related to their
Minkowski counterparts via

B* = elB”. 4)
The following tetrad relations and the spin connec-
tion are calculated by making use of the relation

_ J 1! J
Ouap = € qu€inl ju — e(b)aue (@) )
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where

. } 6
7 ) (gpv,k + gpk,v gvk,p)’ ( )

are the Christoffel symbols [43]. In what follows, we
concentrate on the case of both cosmic string and the
global monopoles.

* the corresponding metric of cosmic string is
[44—48]

ds’ = di* —dr’ —r’d0> —a”r’sin’0de’,  (7)
where —oco<t<+oo, 0<pr, 0<O0<m and

0 = ¢ = 2m In this case, the spin connection coeffi-
cients are [49]

00O00O0
oo 10
Woap = 0-100!
0000 ®)
0 0 0 0
B 0 0 0 a'sinB
Opas = 0 0 0 a'cosO |

—a'sin® —a'cos0 0 0

The parameter ' is the deficit angle associated
with conical geometry obeying a' = 1 — 41, and 1 is the
linear mass density of the string. It is defined in the
range (0,1] and corresponds to a deficit angle

Q =2n(1—a'). Here the tetrad e, are chosen to be

100 0
010 0
em=lo0l o )
r
000 —L
a'rsin@

* in the case of the global monopoles with the fol-
lowing metric [51—53]

ds’ = di* —dr* — b’ (d0* +sin’ 0d¢’),  (10)
where 5> = 1—81Gn’ and the parameter 1| being the

energy scale of symmetry breaking, the spin connec-
tion coefficients are

00 00O
W |00 b0
Oab — O _bl 0 0 b
00 00
(11)
0 0 0 0
o = 0 0 0 b'sin®
pab 0 0 O cos6

—b'sin® —cos® 0 0
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where the tetrad eff,) are chosen to be

100 0
010 0
ey =lo0-L o (12)
b'r
00 0 —1
b'rsin®

2.2. Pauli Criterion and the Vector
Aharonov—Bohm Effect: Review

One way to deal with the NC space is to change the
standard product of the fields by the star product
(alternatively called Weyl—Moyal product) [53] with

(f * &) (x) = exp|©79,9, | f(x)g(x),
where ©” =©¢’ and © is the non-commutative

parameter. The position and momentum satisfying the
following commutation relations

(13)

As we know, the KAM satisfy the following relations
LxL = ihL, (15)

with the following standard commutations rules
[55, 56]

[L,-,Lj] = ihe; Ly, (16)
[LzaLi] =tnhl,, (17)
and
[, L] =0, (18)
where
=i {%i(sinei)+ L i}, (19)
sin® 00 00/ sin’00¢
with
L =-ind (20)

90

Here L, = L, £iL, are the ladder operators. The
KAM is based on these commutation relations that
Pauli required that the appropriate eigenfunctions be
those which are square integrable and are closed under
the operation of the ladder operators. This condition is
called as the Pauli criterion, and consequently the
commutations relations in Egs. (16) and (17) are per-
tinent for the Pauli criterion to be applicable.

In the presence of the AB potential with

A =A4,=0, A4, = ¢ , 21
0 ? 2mrsin® D

No.3 2019
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the KAM becomes

2
P =_p2l 1 9 (g ei 1 (i_ j}’ 22
{sineae(sm 89)+sin26 oL < S

L = —ih(i - ioc).
L)

In this stage, an important remark about the appli-
cability of Pauli criterion in the presence of AB can be
made: Cheng [24], in his paper, shows that, in the
presence of AB, the KAM does not satisfy the funda-
mental commutation relations (17), and instead of this
equation, he obtained

(23)

L x L = iAL + 2io” cos 98(c0526 - 1)er. 24
From this equation we have
(L., L] =+hLd, (25)
[, L]
\ (26)

= F20h’ [Li?) (00526 - 1) + 8(00529 - 1) Li].

These rules are different from Egs. (17) and (35).
As described by Cheng [24], the region even when the
region where the magnetic field exists is inaccessible to
the electron, the commutation relations of the KAM
should take it into account. This type of commutations
relations as said to be global [24], and consequently
the Pauli criterion is inapplicable. The eigensolutions

of L, and [’ under the following boundary condition
at® =0,m,

v(6.9), =0 7)

are presented by Kretzschmar [29]. This condition
means that the particle is restricted to the doubly-con-
nected region of 8 # 0,  : the topological explanation
of AB effect assumes that the presence of a solenoid
makes the configuration space non-simply connected.
The Aharonov—Bohm effect specifies that there can
be a shift in the interference fringes whenever there is
a superposition of waves with different winding num-
bers about the hole, and it gives that phase shift in the
interference pattern as

$aa

The presence of the hole-in-space at the solenoid
enables the existence of a vector potential A (r) with
nonzero circulation, while keeping a zero magnetic
field B = V x A everywhere in space. Howeyver, it does
not require that this circulation be nonzero—and, in
fact, it can be arbitrary, and among the possible arbi-
trary values of the circulation is the real number

(JSAdl = 0. So, the presence of a doubly-connected

region of space is perfectly consistent with a null value
of the magnetic flux at the solenoid.

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

Now, by using the following substitutions [29]

Ly, (6,9) = Ay, (6,9), (28)
Ly (8.0) = /(1 +1) " (6,0), (29)

with
A=m—a, m=(0,£1,12,.), (30)
I=N+k k=012,.... (31)

the normalized eigenfunctions are of the form

v, (6,0) = ¢ P (cosB)e™, m=0,£1,+2,...,(32)

where

1
iy i) B
el PES LN R LR (33)
’ 41 F(l—|7»|+1)
According the sign of A, we have
Yy, (6,0) = Cxl,/,le_M (cos@)e™,
M=m—-o>0, [ =-\+k )

Ay im

Vi, (6,9) = ¢, B, (cosB) e 5
AM=m-o<0, ,=-\,+k

The inaplicability of the Pauli criterion modified

completely the total Hilbert space S: the total Hilbert
space S is split into two subspaces, S, and S_. .5, is
spanned by all the eigenfunctions v, , (6,9), and S_is
spanned by all the eigenfunctions y; , (6,¢). These
two subspaces are not connected by the ladder opera-
tors. In what follow we calculate the KAM for both
cosmic string and global monopole in non-commuta-
tive space.

* case of cosmic string
In non-commutative cosmic strings, replacing the
vector AB by the relation

)

= 35
4 2na'rsin © (35)
we have the following relation
o2
LxL =iAL + 2lh'acos66(cosze—l)e,. (36)

a
* case of global monopoles
The case of non-commutative global monopoles,
with
0]
A, =—— 37
®  2nb'rsin® ©7
Eq. (17) becomes
2ili’oL

b.2

LxL =iAL + cos03(cos’0—1)e,.  (38)

In this stage, we note the following remark: (i) the
non-commutative-space don’t affect the KAM rela-
tions of commutations in both cosmic string and
Vol. 16
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global monopoles cases. In the limit where a' — 1
(b' — 1), we recover the same results as in the case of
flat space. (ii) As the topologies of the configuration
spaces in the cosmic string model and in the global
monopole model are obviously different, however the
respective AB vectors turn out to be the same: this sit-
uation can be explained as follows: generally, when we
investigate the effect of curvature of space on the AB
effect, we consider the situation in which there is not
only a tube of magnetic force lines but also an external
static cylindrically symmetric gravitational field with
symmetry axis of that coincides with the axis of the
magnetic tube: in the large distances from the symme-
try axis the space becomes locally flat and the region
of spatial curvature (the gravitational tube) may either
coincide with the magnetic tube or include it or,
finally, be included in it [56, 57]. (iii) In addition, we
can see that Egs. (38) and (50) are obviously different
from Eq. (17). According to Cheng [24], In the pres-
ence of AB potential, the KAM of the particle, in both
cases, does not satisfy the fundamental commutation
relations of the angular momentum even when the
particle is restricted to the doubly-connected space
where it does not touch the magnetic field on the z-
axis. The region where the magnetic field exists and is
inaccessible to the particle should also be taken into
account in the physically meaningful commutation
relations.

3. THE SCALAR BOSONS
WITH THE AHARONOV-BOHM
AND COULOMB POTENTIALS
IN THE PRESENCE OF COSMIC STRINGS
IN NON-COMMUTATIVE SPACE

3.1. The Solutions

The AB vector potential in the background of a cos-
mic string takes the form

,40=k_‘1, A =4,=0, A, = P

_ 39
r 2ma'r sin © (39)

where we have consider the particle in the vector

potential field of an infinite long solenoid of magnetic

flux d = oD, with ®; = ke here, we use the spherical
e

coordinates, and the solenoid coincide with the z-axis.
The total wave function y has the following form

Y= e " (\|I],\|/2,\|I3,\|I4,W5)T. (40)

After an algebraic calculation from Eq. (3), we
obtain

2
£%+2i+ 12
dr® rdr (ch)

kq2 Mc\ I
o] =

(41)
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with
L =-n {_Li(sin Gi)
sin9do do (42)
1 p) . N2
+ ,2—2( o~ io) }’
a'“sin” 0
L= —@(i—zaj, 43)
a'\do
and
I=N+n, (n=0,12,...), (44)
A=mg (45)
a

The quantum number / are the eigenvalues of L,

and I? respectively: we can see that these eigenvalues
depend on the magnetic flux o and the geometric
parameter of space a'.

In order to solve Eq. (43), we first put

R(r
v = ¥x(9, ?)- (46)
Expanding Eq. (41) leads to
d  E -Mc 2(kq)E
T 22 - 2
dr hc (he) r
i @7)
I(1+1)- (%)
- —20 R(r)=0.
r

In non-commutative cosmic string by putting
Eq. (16) in (75) we have

d’ B’ -Mc' 2(kq)E
dr’ he (ch)zr
kq 2

l(l+1)—(—)
fic LO
— \e) (p( =2
r2 ( ) 2h

kqE | 1 kq\*) 1 _
x {{(thfj’3+ (1(1 +1)- (h—zf) ]F}R(r) 0,

Using the perturbation technique, Eq. (12), for
® =0, takes the form

& (B9 —(ue?)

dr* he?
kg 2 (48)
RS
2k E® _'UHY QJ RO (1) =0
(ch)2 r r2 (r)=0.
No.3 2019
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By using the following substitutions

(a2t — (©))

4
p=2r ézz 722
yoka 2w
hc’ hicE

Eq. (11) becomes

Putting that

(0) s+1 _%
R™(p) = Np*e 2u(p),
Eq. (51) is transformed into

2d’u(p) 2\du(p)

P ap* +(2(S+1)P—P)d—p
+[(s(s+)=(+1)=7)) - (§+s+1)p]
xu(p) =0,

with
s(s+)=1(I+1)-v,

s=—%+ P+lf—f.

2

Thus, the solution is
0
Rr(l,l) (p)

S v

i s+le_§
(ch)2(n+s+1)T(n+2s+2)

with the following condition
s+c+l=-n (n=0,12,..),

the energy spectrum is then

Mc*

nl
1+ Y

R )

Mc*

T
(red el 2) )

(49)

(50)

(31

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

with/ = ‘m_—oc‘ + n'. This equation can be also put into
a

another form as

2
EO Mc (60)

1 1\’ _ .2
where K=n+§+ (1+—) —v". In this stage, we

2
study the behavior of the spectrum of energy in the

non-relativistic approximation: for very small values of
the constant v, the energy spectrum can be expanding
in a power series in Y as follows [54]

4
EY = Mc*|1- 722— Y (N3 | 6
T P

m—o
e
)
tum number, and [ N | means the biggest integer infe-
rior to N: the different terms in (61) can be interpreted
as follows: the first term corresponds to the rest energy
of the particle. The second term is the same as the
energy of a particle of mass M in a Coulomb field in
the non-relativistic approximation. This term depends
on geometrical parameters of space a4'. The third term
determines the relativistic correction to the energy. We
see that the correction to the energy depends on the
m— ol
e
metric parameter of space-time «'. Finally, in the case
of a commutative space (® = 0), in both limits o0 — 0
(annihilation of the Aharonov—Bohm potential) and
a' — 1 (flat space), we obtain

where N = {n +n'+ ‘ + 1} is the principal quan-

quantum number n,/ = n' + ‘ ‘ , and with the geo-

2
ED =_Mc (62)

nl ma

2
with1<=n+%+,f(1+%) —v and / =|m| + n". Equa-

tion (62) coincide with the habitual spectrum of
energy of Coulomb potential (see Eq. (58.21) from
Chap. VIII, Section 58, in [54]).

Now, for the expectation value of r_k, we use the
following relation [53, 59, 60]

oo

(r ) = jr_k

0

By substituting Eq. (59) into (62), we have
k

o% [\/((M&)2 - (E(O))z)J nl

(ch)2(n+s+1)T(n+2s+2)|

s, (63)

RO

(r) =

(64)

oo

% Ip2s+2—ke—p (Lim)zdp. (65)

0
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Using the relation [59, 60]

a1y () 2, ()
0

wm L(o+s+ )T (B+m+1)T(s+1)
m(n—m)!IT(B+1D)I(s—n+m+1)

—m, +1’ — 0 —
X3F‘2(ms B Q s]s

= (-1 (66)

B+1, n—m+1

we obtain the first-order perturbation theory [53, 59, 60]

(67)

() = s’ —(E(O))2}3[1+ " ]

S @2s+1)(2s)(n+s+DL s+ 1)

14
(- _4aWe) — (B0
(2s-1)s(2s+1)(n+s+1)
w|143n  3nln=l) :
s+1 (s+1)(2s+3)
OL = OL..
Thus, we obtain

R (5 ()

x{ 2 (e’ - (£9))
(2s—1)s(2s+1)(n+s+1)

X {1+— n_, 2lCill) }}
(s+1)(2s +3)

(68)

where

(69)

s+1 70

SEy

a

with

E
W = Noporm B, (cos 8) p'e 2L, (72)

* For the case of subspace S_, where A, < 0 and
l, = —\, + K, the total spinor is

(%)
fi
HE-2
_iEt ch r
A L BN "R A (e
iae
,
d, —io
a'rsine( o ! )

with

E
yl N,WmP)”2 (cos®)p’e 2L

I’l

(74)

4. THE SCALAR BOSONS
WITH THE AHARONOV-BOHM
AND COULOMB POTENTIALS IN THE
PRESENCE OF GLOBAL MONOPOLES
IN NON-COMMUTATIVE SPACE

4.1. The Solutions

The metric of the space-time in the presence of a
global monopoles is given by

ds’> =di* —dr’ — b’ r* (d” +sin>0de’),  (75)
Putting Egs. (11) and (12) in Eq. (3), we obtain

2
& 2d 1 (£-%)
dr* rdr () r

3
o |[ (ka) 2((me?)’ = ()’ {1 L on } 10+ ) (76)
(ch)’ )2s+1)(2s)(n+s+1)L s+ | 2
2 b
Concerning the total wave function, we have two h 4
solutions where
+ For the case of subspace S,, where A, > 0 and =2
[, = A, + X, the total spinor is
o ’ x {_1 i(sin ei) 1 (9,- ioc)2}, 7
(M) sin0do dO/ b'“sin” 0
h
L( E @) L = —zh[i - zocj (78)
d
O _ (B T 0 ?
o =()e e, i D and
Mc .
L9y I=N+n, (n'=012,.), (79)
-
d, — i0l A=H—C 80
a'rsin 6( ? ) b (50)
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with / are the eigenvalues of L, and L? respectively: we
observe that these eigenvalues depend on the magnetic
flux oo and the geometric parameter of space b'.

R(r)

By using y, = Tx(e, @), we have

M2c4 2 (kf]) E

2 2
d_2+ 2 _2 2
dar hc
I(1+1) (kq)2

bv2 hc

2
r

)
(he)" r 81

R(r)=0.

In non-commutative global monopole by using
Eq. (16) in Eq. (80) we obtain

2 (Y _p RDE
dr’ (ch)’ (ch)* r

I(I+1) (@)2
b? fic LO®
__b" A\ [ p L0
r2 (r) 2h

+1 2
x| KaE |1 | 1(/ ; )_(@) 1lg(r =0,
(ch) )r b’ hel )r
Using the perturbation technique, Eq. (81), for
® = 0, takes the form

& (M) — (V) 2(kq)E"”
2

dr’ (ch) (ch)’r
1(1+1)_(@)2
O § ST

In this section, we are making a change of variable
(52) and (53) in Eq. (82),

1(1+1)_YZ

C_1{ R0
—+|-——-——-2——|[R 0. (82
dp’ p’ p 4 (°)

Now let us make a change of variable
R (p) = Np* exp (2] H (p), (83)

So, we obtain

2d'H ndH
p —dpgp) +(2(a+1np-p ]—dép)

+ Ka(a+1)—{l(lbzl)—yz}j—(§+a+1)p} (84)

x H(p) =0.
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To solve Eq. (85), we use the Frobenius method
[38, 60—64],

H(p) = e (85)
k=0
we obtain the following recurrence relation:
k+(C+a+1
Crr1 = t ) C- (86)
k(k+1)+2(a+1)(k+1)

. a
Now, when k — oo, the ration =L — (0 : We can
a

3
understand this condition by saying that: Special kind
of exact solutions, which represent bound states, can
be obtained looking for polynomials expressions to
H(p), i.e., the solutions can be obtained by imposing
the conditions where power series becomes a polyno-
mial of degree n. We can be argued this as follows: in
quantum mechanics, if we want to have a normaliz-
able wave function, we have to impose that y(p) van-
ishes at p — 0 and p — <. In this way, bound state
solutions can be obtained because there is no diver-
gence of the wave function at p — 0 and p — eo. In
our case, the H(p) has written as a power series expan-
sion around the origin (see Eq. (86)). As a result of
that, the solutions can be achieved by imposing that
the power series expansion (86) or the biconfluent
Heun series becomes a polynomial of degree n. This
guarantees that x(p) takes a finite form as p — 0 and
vanishes when p — oo [65—71]. Thus, in order that the
power series expansion becomes a polynomial of
degree n, two different conditions must be satisfied
simultaneously: in this case we impose that

C+a+1=-n, 87)
and
I(1+1) :
1 + 1 22
=——x +=— , 88
2 ( p? 4! j ®9)
1
where a = —% + (l(lbz D + i - yzjz. By starting with
a, =1, we have
1
=Gretd (59)
2(a+1)
a, = Mal. (90)
2+4(a+1)
Now imposing the conditions a; . ; = 0, gives
{+a+1=-n 1)
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So the eigensolutions are
£O = M
1+ 2
ntoT b7 -7 (92)
_ M’
1+ Y :
1 I+D) 1 }
n+-+——+-+
{ 2 p? 4 v
1 (ii) In the case of a commutative space (© = 0),
R(0) = J(MSY —(EO)nt ) and in both limits o — 0 (annihilation of the
i \P) = 2ch(n+a+ )[(n+2a + 2) (93) Aharonov—Bohm potential) and 5" — 1 (flat space),
we obtain
% pa+1 exp(—E) LiaJrl, .
2 EO _ __ Mc
nl — —
with [ = ‘mb—_a‘ + n'. Equation (92) can be rewritten V1+ YZK ’
into another form as 1 12
) withK'=n+§+ (l+§) —yz,andl:|m|+n'.Thus,
E ,(1(,)) = M—c’ (94) asin the case of cosmic string; we recover the habitual
A1+ yz K spectrum of energy of Coulomb potential.
1 Now, using the relation (65) and (66), we obtain
. . 1 i+ 1 )
with K—n+§+{T+Z—'y and E(NC): @(m_a)(l([+l)_(@)2j
Al '2
[ = mT—OC‘ + n'. As in the case of cosmic string, we can RA b b A e
make the following remarks: (i) for very small values of % 2 ((M6‘2 )2 —(E (0))2)
Y, the energy spectrum can be expanding in a power (2a—1)a(2a+1)(n+a+1)
series in ¥. This expansion gives (96)
2 4 X |1+ L 3n(n—1) —Q(—m_a)
EY = M| 1- - Y 4|, (99) a+l (a+1)(2a+3)[] A\ ¥
2N > B 213
2N3{@+i}2 (ko) E 2((me?)’ —(£©)") [1+ n J
b (ch)2 (n+a+1)T'(n+2a+2) a+1]|

with N' = {n +n'+ ‘mb;a‘ + 1} is the principal quan-
!
tum number, and [ N'] means the biggest integer infe-
rior to NV': the different terms in (95) can be interpreted
as follow: the first term corresponds to the rest energy
of the particle. The second term is the same as the
energy of a particle of mass M in a Coulomb field in
the non-relativistic approximation. This term depends
on the geometrical parameter of space-time b'. The
third term determines the relativistic correction to the
energy. As in the case of cosmic string, we see also that
the correction to the energy depends on the quantum
m — Q|
b
ter of space-time b'.

number n, [ = ‘ ‘ + n', and the geometric parame-
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Concerning the total wave function, we have two
conditions

* For the case of subspace §,, where A, > 0 and
I, = A, + , the total spinor is

(%)
h
-4
w(o) = (i) e_ ht ime ¢ i d w(o) (97)
nhil Mec . r 1
Lae
7
L3, —io
brsin® )
16 No.3 2019
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with

_pP
W = Noom B (cos 0)pe 2L (98)

+ For the case of subspace S_, where A, < 0 and
l, = —\, + K, the total spinor is

=
h
L( _Q)
iEt ch r
0) :( . ) ¢ N i 9 0 (99
Wnkzlz Me i r Vi, ( )
_ae
P
— L (3, —ia
b'rsin 6( ¢ )
with
0 A 3 £ 2s+1
¥ = Noorm P2 (cos 0)p’e 2L (100)

5. CONCLUSIONS

This paper is devoted to studying the solutions of
the relativistic quantum motion of a charged scalar
particles in the presence of an Aharonov—Bohm and
Coulomb potentials in the space-times produced by an
idealized cosmic string and global monopole in non-
commutative space. These solutions have been
obtained, and the influence of the parameter of the
geometry of both topological defects has been dis-
cussed. In addition, the remarks, which Cheng [24]
has been proposed concerning the AB effect, have
been extended in our case: thus, the presence of AB
potential changes completely the fundamental com-
mutation relations of the angular momentum. Follow-
ing the works of [24, 30, 49], we note that (i) the KAM
relations are not satisfied even when the particle is
restricted to the doubly connected space where it does
not touch the magnetic field on the z-axis, (ii) the
region where the magnetic field exists and is inacces-
sible to the electron should be taken into account in
the physical commutation relations, and finally (iii)
the Pauli criterion which said that “the appropriate
eigenfunctions are those which are square integrable
and are closed under the operation of ladder opera-
tors” is inapplicable to the vector AB. The existence of
the magnetic field on the z-axis is the principal cause
of breaking down the symmetry of the particle’s
motion around the z-axis. The eigenfunctions and

eigenvalues of L, and 7 have been presented under the
following boundary condition w (,6, (p)|9:0n =0, the
space S is split into two subspaces, .S, is spanned by all
the wave function y ;, (6,9), and S_ is spanned by all
the wave functiony ;; (6,¢).

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

HOUCINE AOUNALLAH, ABDELMALEK BOUMALI

By applying the perturbative approach we studied
the scalar bosons in the NC space: the spectrum of
energy in the gravitational field of cosmic string and a
global monopole are different. It is explicitly shown
that (i) the KAM relations are not affected by the
parameter © of the NC space, and (ii) the degeneracy
of the initial spectral line is broken in the transition
from commutative space into the non-commutative
space.
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