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RESUME

L'objectif de cette these est l'étude et le traitement de différents types
des problemes d'évolution non linéaires, avec des conditions aux limites
locales et non locales. D'une part de prouver l'existence et l'unicité de la

solution, et d'autre part d’étudier la stabilité et U'explosion de la solution
dans un temps fini.

Pour obtenir Uexistence de ses solutions, des conditions suffisantes
seront considérées dans notre étude. Des résultats de lunicité sont
également donnés pour certaines classes de ses problemes définies au
chapitre 02 et au chapitre 05.

Le comportement asymptotique de type (décroissance de U'énergie) a
été éetabli a l'aide de la fonctionnelle de Lyapunov et la méthode de
multiplicateur pour deux problémes présentés dans la deuxiéme partie.
Grace a la méthode de Georgiev et Todorova, nous prouvons que la
solution obtenue dans le chapitre 02 est explosée dans un temps fini.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to treat and study different types of nonlinear
evolution problems, with local and non-local boundary conditions. One
is to prove the existence and uniqueness of the solution, and on the
other hand to study the stability and the blow-up of the solution in a
finite time.

To obtain the existence of its solutions, sufficient conditions will be
considered in our study. The results of uniqueness are also provided for
certain classes of its problems defined in chapters 02 and 05.

The general decay-type stability was established using the Lyapunov
functional and the multiplier method for two problems presented in the
second part. According to Georgiev and Todorova’s method, we prove
that the solution obtained in chapter 02 blows-up in a finite time.
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Un ouvert borné de R"
2 avec sa frontiere
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Espace vectoriel normé.
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| Introduction Générale]

Au cours de cette introduction, nous nous concentrerons principalement sur un peu d’histoire des
problemes d’évolution non linéaire en générale avec des exemples physiques de ses modeles et
sur les résultats généraux connus dans chaque chapitre.

Au milieu du XVlle siecle, 'art de la prédiction est révolutionné par un événement majeur de
I'histoire des sciences. Conduit a la naissance des équations différentielles, et en général des
équations d’évolution. Ces équations cherchent a prédire mathématiquement I’évolution des phé-
nomenes en examinant leurs "tendances" ou "différences infinitésimales". Remarquablement, mais
sans surprise, ces équations ont émergé dans le sillage de la naissance du calcul. Les pionniers
de cette révolution furent des mathématiciens, des physiciens, et méme des philosophes : New-
ton, Leibniz, Huygens... Avec eux nous avons réussi a maitriser la trajectoire des obus d’artillerie,
des planétes et bien d’autres systémes mécaniques. A la fin du XVIle siécle, les célébres fréres
Bernoulli étudiaient des cours d’équations différentielles dans différentes villes d’Europe.[82, 83]
La deuxieme révolution scientifique s’est produite un peu moins d’un siecle apres I'invention des
équations différentielles, c’est 'émergence des équations évolutives couvrant tout un domaine,
une fonction totalement inconnue. Avec Euler, D’Alembert puis Lagrange, Laplace et d’autres, qui
révaient de prédire le mouvement insaisissable des fluides. Et cette approche connaitra un grand
succes tout au long du XIXe siecle, entre autres : les équations de Fourier qui régissent les trans-
ferts de chaleur. les équations de Navier-Stokes qui constituent aujourd’hui la base des simulations
de fluides ; Les équations de Maxwell régissant ’électromagnétisme. Les contacts transatlantiques
n’auraient pas été possibles sans une compréhension approfondie des équations aux dérivées par-
tielles... En 1890, dans un essai visionnaire, Henri Poincaré commence a parler de la classification
des grandes équations de la physique mathématique, anticipant ’extraordinaire développement
de la théorie partielle. Equations différentielles au XXe siecle.

Avec le développement de I'informatique dans les années cinquante du siecle dernier, de nom-
breuses équations ont été trouvées, qui jusqu’alors ne pouvaient étre étudiées que qualitative-
ment ou dans certains cas. La précision n’a cessé d’augmenter. La simulation numérique s’affirme
alors comme une composante majeure de la science et de l'industrie, avec le développement de
I'analyse numérique, et l'interface entre la théorie mathématique et 'arithmétique. Ce qui était
considéré comme une troisieme révolution scientifique qui imprégne l'histoire des équations évo-
lutives.

Physiquement, on définit les équations d’évolution non linéaires par les équations aux dérivées
partielles avec le temps t comme I'une des variables indépendantes, proviennent non seulement

de nombreux domaines des mathématiques, mais aussi d’autres branches de la science telles que




la physique, la mécanique et la science des matériaux. Par exemple, les équations de Navier-
Stokes et d’Euler de la mécanique des fluides, les équations de réaction-diffusion non linéaires
des transferts de chaleur et des sciences biologiques, les équations de Klein-Gorden non linéaires
et les équations de Schrodinger non linéaires de la mécanique quantique et les équations de
Cahn-Hilliard de la science des matériaux, pour n’en citer que quelques-unes, sont des exemples
particuliers d’équations d’évolution non linéaires. La complexité des équations d’évolution non
linéaires et les défis posés par leur étude théorique ont suscité un grand intérét de la part de
nombreux mathématiciens et scientifiques des sciences non linéaires. La premiere question a se
poser dans I'étude théorique est de savoir si, pour une équation d’évolution non linéaire avec
des données initiales données, il existe une solution au moins égale a '’équation d’évolution non
linéaire données initiales, il existe au moins une solution locale dans le temps, et si elle est unique
dans la classe considérée. Iexistence et I'unicité d'une solution globale, c’est-a-dire quand une
solution locale peut étre étendue pour devenir une solution globale dans le temps. En outre,
s’il existe une solution globale pour une équation d’évolution non linéaire donnée, on souhaite
également connaitre le comportement asymptotique de la solution lorsque le temps va a l'infini.
Certains des problemes d’évolution non linéaire les plus connus et les plus intéressants sont les
suivants grand intérét sont présentés dans ce travail.

Les équations non linéaires sont généralement difficiles a analyser. Lexistence locale peut étre
établie par des arguments standard pour les EDP les plus raisonnables. existence globale est
souvent beaucoup plus difficile a établir et nécessite généralement des estimations a priori suf-
fisamment fortes pour les solutions de 'EDP. Les questions fondamentales d’existence globale et
d’unicité ne sont pas résolues, méme pour certaines des équations d’évolution non linéaires les
plus importantes de la physique classique. Nous présentons donc quelques-unes des méthodes
utilisées dans ce contexte ( 'estimation a priori , la méthode de Feado Galarkin, la méthode du
point fixe ...ect), mais dans ce travail nous appliquons la méthode des semi-groupes[51, 77, 81].
La méthode des semi-groupes est une technique permettant d’étudier I'existence de solutions
d’équations d’évolution a la fois linéaires et non linéaires. Il peut étre utilisé pour traiter de nom-
breux problemes de valeurs initiales ou de valeurs limites initiales pour les équations d’évolution
linéaires et non linéaires. L'idée de base est de considérer essentiellement une équation d’évolution
comme un systeme dynamique de dimension infinie et d’essayer d’utiliser les idées et techniques
de base de la théorie EDO (c’est-a-dire les systémes dynamiques de dimension finie) dans le cadre
de 'EDP. Les avantages de ce point de vue ne peuvent pas étre sous-estimés, et cela est prouvé
par le fait que cette méthodologie est utilisée tout au long de I'analyse pure et appliquée de 'EDB
y compris le développement de théories de la bonne pose, I'existence de solutions, I'analyse des

effets de lissage non linéaire, et dans la compréhension de la stabilité locale et de la dynamique




globale de I'EDP non linéaire. Nous l'introduirons en détail dans le chapitre02 dans la partie
01, et dans le chapitre05 dans la partie02. Récemment, de nombreux travaux ont été réalisés
dans la littérature concernant I'existence et I'unicité de solutions par cette méthode pour cer-
tains équations et systemes d’équations d’évolution non linéaires , on peut citer comme exemples
([13],[35 — 37],[43)).

La question de la stabilité des solutions d’équations aux Dérivées Partielles (EDP) a inspiré une
large recherche, elle consiste a déterminer le comportement asymptotique de '’énergie E(t). Lobjet
principal est d’étudier sa limite lorsque ¢ tend vers oo afin de déterminer également si cette limite
est nulle ou non, et de donner de maniere unifiée les taux de déclin optimaux ou quasi optimaux
de I'énergie si cette limite est nulle[84].

Il existe plusieurs degrés de stabilité que I'on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser

simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro, i.e :

E(t) — 0, lorsque t — +o0.

C’est ce que l'on appelle la stabilisation forte. Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de

I'énergie la plus rapide, c’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers O de maniere exponentielle, (i.e)

E(t) < Ce "Vt > 0;

ou C et v sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des

solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :

E(t) < t%,‘v’t > 0;

ou C et « sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales. Dans ce cas, il
faut prendre des données initiales plus réguliéres, dans le domaine de 'opérateur.

Avec la décroissance le plus faible au sens logarithmique par exemple :

t) < ————— Vit > 0;
(log (1 +1))

ou C et k sont des constantes positives avec C' dépend des données initiales.

Une recherche tres active s’est amorcée récemment sur les problémes de stabilisation avec effet
retard. Les phénomenes de retard (en temps) apparaissent dans de nombreuses applications en
biologie, mécanique et en automatique...ect. Les travaux dans notre thése s’orientent dans un gé-
néral directions vers une stabilisatée au sens de décroissance générale présentée dans le chapitre

04 et le dérnier chapitre (partie02).




Il y a eu une énorme quantité d’activités récentes traitant du sujet des solutions aux équations aux
dérivées partielles qui explosent en un temps fini. La théorie mathématique pour cela est vaste
et des revues peuvent étre trouvées dans Levine (1990)(56] et Samarskii et al. (1994)[75].
Cependant, I’explosion en temps fini et d’autres instabilités tres rapides se produisent dans des
situations en mécanique et dans d’autres domaines des mathématiques appliquées, et les études
de ces phénomenes ont tres récemment pris de 'ampleur. On peut donc définir 'explosion de la
solution des équations d’évolution non linéaires, comme ’ensemble des données initiales pour
lesquelles la solution tend vers I'infini dans une norme. Plus précisément, la solution du probleme
tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers une valeur finie 7. Pour cette raison, le terme source est appelé
terme d’explosion. D’autre part, les termes de dissipation sont des termes qui tendent a stabiliser
la solution du probleme. Alors, la question centrale est « quel terme 'emporte sur I'autre (terme
de dissipation ou terme source) »?. Cette question centrale a été dans de nombreux travaux
et est toujours importante. Linteraction entre 'amortissement linéaire et les termes sources a
d’abord été considérée par Levine [54, 56, 57]. Il a prouvé que la solution explose en temps fini si
I'énergie initiale est négative. Cette interaction a été étendue a 'amortissement non-linéaire par
de nombreux chercheurs.
Finalement, cette thése se compose d'une introduction, notions préliminaires et deux parties avec
une conclusion pour chacune. Chaque chapitre est présenté comme suit :
— Le premier chapitre
Contient des notions de base et des définitions élémentaires sur 'analyse fonctionnelle qui vont
étres utilisés dans les chapitres suivants de ce travail.
— Le deuxiéme et le troisieme chapitre(Partie01)
Dans le chapitre02 nous étudions I'existence locale d’'un probleme de structure flexible non
uniforme logarithmique avec terme de retard donnée dans le travail[64]| avec la méthode des
semi-groupes par rapport a certaines conditions de proposition, puis dans le chapitre03 nous
montrons que I'énergie de toute solution faible explose en un temps fini si I'’énergie initiale est
négative, ou le flux de chaleur est donné par la loi de Cattaneo.
— Les trois derniers chapitres(Partie02)
Dans le chapitre04 nous étudions ’équation de la membrane élastique avec des conditions aux
limites dynamiques, un terme source donnée dans le travail[63]avec un amortissement faible
non linéaire localisé sur une partie de la frontiere et I'histoire passée. Sous certaines hypotheses
appropriées sur la fonction de relaxation, la décroissance générale de I'énergie a été établie en
utilisant les fonctionnelles de Lyapunov perturbées et certaines des fonctions convexes. Ensuite
dans le chapitre05, nous traitons une probleme d’onde viscoélastique non linéaire en présence

d’un terme de retard avec les conditions de Dirichlet-Neumann donnée dans le travail[65] a




l'aide du travail de A.Benseghir[13] nous prouvons I'existence local de la solution avec la méme
méthode appliqué dans le chapitre 02, Enfin, le chapitre06 est consacré a la preuve de le

comportement asymptotique des solutions.




Chapitre 1
Rappels et notations générales

Dans tout ce chapitre K est le corps des réels R ou le corps des complexes C

1.1 Espaces fonctionnels

Espace normé
Un espace vectoriel E est appelé espace normé si a tout x € E correspond un nombre positif ||z||

(appelé norme de ) tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont vérifiés :
1. ||z]] > 0; ||z|| = 0 si et seulement si x = 0 (la norme est non dégénérée)
2. [[Az]| = |A| - ||=z|| (la norme est homogéne)
3. lz+yl| <|lz|| + |ly|| (inégalité triangulaire)

Ainsi, la norme est une application définie sur F, prenant des valeurs positives et vérifiant les
propriétés 1 a 3.

Espace de Banach

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy y est convergente.Un espace normé

complet est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1 On définit Uespace de Banach L? (Q2) par

LP(Q) = (ue€Q— R, mesurable / / lul” dr < oo (1.1.1)
Q
avecl < p<oo.

Lorsque p = +oo on dit que [ est essentiellement bornée ou encore que f € L> () s’il existe



Chapitre 1. Rappels et notations générales

C e R, tq|f| < C sur Q. La norme dans L? (§2) donnée par [l oy = /|u\p dx | avec

0
1<p<+o0, (1.1.2)
[ull ooy = inf{C € Ry; |ul < C p.p}. (1.1.3)
On peut considérer comme sous-espaces dans L7 () les espaces
CF(Q) et C*(Q),0<k < o0

Définition 1.1 Dans tout ce qui suit §) désigne toujours un ouvert de R™. On désigne par C (1)
o C°(Q) (resp.C* (Q2)) ,lespace des fonctions continus (resp. continiiment différentiable)sur

Q a valeurs numériques (i.e réels ou complexes).Pour k € N,k > 2 , on pose

cr(Q) = {u c CH1(Q): % cCH1(Q);i=1, k} , (1.1.4)

c’est Uespace des fonctions k fois continitment différentiables sur 2. Enfin on notera

C*™ () = NpenC* (), (1.1.5)

c’est Uespace des fonctions indéffiniment différentiables sur ).

Pespace des fonctions tests D(Q2) ([2], [18])

Définition 1.2 On appelle espace des fonctions tests, et on note D(2), Uespace vectoriel des fonctions

indéfiniment différentiables sur () et a support compact dans €, (i.e)
D(Q) = {u € C*(Q) \Tk compact,k C Q, supp u C k}, (1.1.6)

certains auteurs utilisent la notation C§° () ou bien C>* (Q) au lieu de D(Q) .de classe C*° telles

qu’il existe un compact k C Q,k = suppp .On notera
Cr(Q)={peC®(Q), supp ¢ C k}pourk C Q,

un compact fixé, ou ¢ est une fonction teste

Norme luxembourgeoise
Définition 1.3 On définit

||| (M) = inf {)\,)\ > o,/ M (A 'z(t)) dt < 1}, (1.1.7)
G

1.1. Espaces fonctionnels



Chapitre 1. Rappels et notations générales

olt M (u) est convexe et croissante pour u positif,
limouflM (u) = lim (M (u))"" = 0; (1.1.8)

U—00

M (u) > 0 pour u > 0, et G est un ensemble borné dans R". les propriétés de cette norme ont été

étudiées par Luxemburg [59], et
[zl (M) < [ll(apy < 2 l2][ (M)
Si les fonctions M (u), M (v) sont complémentaires (ou dual) les unes des autres alors

Jall (A1) = sup { [yl v < 1}.

Si xp (t) est la fonction caractéristique d’'un sous-ensemble mesurable E C F , alors

lolls V) = S T (119)
Espace convexe
Définition 1.4 On dit qu'une application f:] — R est:
1. Convexe sur I si
V(a,b) € I>,YA € [0,1],f (Aa+ (1 = X)b) < Af(a)+ (1= N) f(b). (1.1.10)
2. Strictement convexe sur I si, pour a # b et \ € ]0,1[ on a méme
fa+ (1 —=X)b) <Af(a)+(1—=A)f(b). (1.1.11)

Réflexivité et séparabilité[18]

Définition 1.5 (Réflexivité). Soit E un espace de Banach et soit J Uinjection canonique de E dans
E”, on dit que E est réflexif si J(E) = E” . Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et

E” (a Uaide de Uisomorphisme J).

Définition 1.6 (séparabilité). On dit que Uespace métrique E est séparable s’il existe un sous-

ensemble [ C E dense.

Quelques résultats sur les espaces réflexifs et séparables

Théoreme 1.1 Soit E un espace de Banach. Alors, E est réflexif (séparable) si et seulement si E'est

réflexif (séparable).

1.1. Espaces fonctionnels |
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Théoreme 1.2 Soit E un espace de Banach. Soit k C E un sous-ensemble convexe, fermé et borné.Alors,
k est compact pour la topologie faibe. Donc de toute suite bornée dans k, on peut en extraire une sous-

suite qui converge faiblement dans k.

Application Lipschitzienne
Théoreme 1.3 Soit f une fonction Lipschitzienne sur un intervalle [

(Fk e RV (z,y) € IP: | f (2) — f ()| < klz—yl). (1.1.12)
Alors f est uniformément continue surl.

Remarque 1.1 f une fonction Lipschitzienne—> f est uniformément continue —> f est continue
Espace de Hilbert[18]

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace de Hilbert s’il est complet au
sens de la norme associée au produit scalaire.Les espaces de Hilbert qui sont des espaces de

Banach particuliers sont des généralisations des espaces R" et C".

Définition 1.7 On appelle un produit scalaire sur E et on note (.,.), tout forme sesquilinéaire,

hermitienne, définie positive définir de E x E dans K, c.a.d.

1. Linéarité a gauche : Vx,y,z € E,Va, € K, (az + By, z) = a(z, 2) + B(y, 2).

2. Hermitienne : Vx,y € E, (z,y) = (y, ).
3. Définie positive : Vo € E — {0}, (x,x) > Oet(x,x) =0 = x = 0.

Naturellement si K = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie posi-

tive.

Exemple 1.2 [2(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

1
2

lull 2y = /uzda: : (1.1.13)
Q

(U’U)L2(n) = /uvdm. (1.1.14)
0

1.1. Espaces fonctionnels €]
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Espace de sobolevW™” () [2]

Proposition 1.1 Lespace W1 (Q)) est un espace de Banach pour la norme

ou

1/p
, 1 <p<oo. (1.1.15)
02| 1 o)

[ull e ) = [”UH r) T Z

Définition 1.8 Soit m > 2 un entier. On définit par récurrence Uespace de Sobolev W™ (Q) par

ou
ox;

wmrP(Q) = {u e WmtP(Q); c W tP(Q)vi = ﬁ} : (1.1.16)

Il revient au méme d’introduire

Va avec |af < m dg, € LP(Q) tel que

m,P _ P
W (Q) = u € L (Q) f’LLDQQOde' _ (—1)|a‘fgag0da? Vgp c CSO(Q) (1117)
Q )
Ot pour
a=(a1,qs,....,0p),0; € INai =1,n
un multi-indice ; on pose
n 8‘04
= YaetD'=—
o 5 0x10x3...01,
Pour v € W™F(Q) , on note D = g, . Lespace W™ (Q)) muni de la norme
1/p
||U||W1-,P(Q) = <0S|§Sm ||D0¢u||’£P(Q)) , 1 <p<oo. (1.1.18)
est un espace de Banach.
Définition 1.9 Pour m € N, on note :
W) = {ue @ (Q); D*ue LY(Q) |a| <m}, (1.1.19)

ot D'(Q) est lespace des distributions sur € alors pour m =0 ,ona W% (Q) = LP(Q) et pour m > 1, on

retrouve les espaces introduits dans les deux définitions1 et 2.

Remarque 1.2 Dans les applications on rencontre fréquemment le cas ott p = 2 . On utilise alors la

notation W™2(Q) = H™(Q)) . Lespace H™ () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, ) gmq) = /D“uDavdx (1.1.20)

O<|a|<m

1.1. Espaces fonctionnels
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Injections de Sobolev|76]

Théoreme 1.4 Si ) est un ouvert borné a frontiére Lipschitzienne ou si ) =R ,ona
1. Si p< N alors WLP(Q) — L5 Q).
2. Si p> N dlors W'P(Q) — C*' % (Q).
3. Pour tout q € [N, +oo, WHN(Q) — L1(Q) .
Remarque 1.3 (% (Q) est Uensemble des fonctions o a Holdériennes de C° (Q) clest-a-dire qui

veérifient
Ik > 0, tel que ¥ (z,y) € Q, |u(z) — u(y)| < k|lz—y||*. (1.1.21)

Théoréeme 1.5 (Rellich-Kondrachov). On suppose que €) est borné et de classe C*. On a :

1. Si N <2 alors H' () —compaee C (2) -

2. Si N =2 alors H* (Q) —compace L1 () ,¥q € [1,400].

3. 8i N >2 dlors H' (Q) —compace L1 (Q),Vq € [1, 22 [.
On particulier; on a toujours : H' (Q) <= compace L* (€2)

Y

Théoréme 1.6 Soit Q un ouvert borné dans R™. Alors, pour tout m € N : H"™* (Q) — compace H' (), En

I

particulier, on a : Hg () —compace L* (2)

Y

Théoréme de Trace [73]

Théoreme 1.7 Soit €2 un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire et conti-

nue

® : H'(Q) — L*(09)
u — D(u).

Prolongeant Uapplication trace pour les fonctions continues sur € : pour tout
ue H'(Q)NC*(Q) : @ (u) =u |on -

Lapplication trace est continue de H' (Q) dans L? (052), ce qui signifie qu'’il existe une constante Cg

telle que
12 (Wl 200y < Callull g (1.1.22)

1.1. Espaces fonctionnels
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Transformation de Legendre

Définition 1.10 Soit f: E — R une fonction propre (dom (f) # (). On définit sa transformée
de Legendre f*: E* — R par :

f*(p) = sup [(p,z) — f(=)]. (1.1.23)

zeFE

Lapplication L : f — f* est appelée transformation de Legendre de f.

1.2 Opérateurs
Opérateurs fermés, opérateurs fermables.

Définition 1.11 Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit qu'un opérateur A : E — F est
fermé si G(A) est fermé dans E x F.G(A) est le graphe de A.Dire que G(A) est fermé revient a
dire que pour u, € D(A) et (u,, Au,) — (u, f) dans E x F ,ona u € D(A) et f= Au.D(A) est
le domaine de A.

Définition 1.12 Soient FE et F' deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A : E — F est fer-
mable s’il admet un prolongement fermé.Autrement dit; A est fermable si et seulement si pour toute
u, € D(A), u, — 0 et Au, — f entraine f =0 .

Opérateur dissipatif et m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Définition 1.13 Un opérateur (A, D (A)) , linéaire non borné dans H est dissipatif si et seulement
st
Ve e D(A): (Az,z) <0. (1.2.1)

Théoreme 1.8 Un opérateur linéaire A dans E est dit dissipatif si on a

Vo e D(A),YA>0, || e — Azl > A |z] 5. (1.2.2)
A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout \ > 0 , Uopérateur \I — A est surjectif,(i.e)

Vy e X,VA> 0,3z € D(A),\z — Az = y. (1.2.3)

Théoreme 1.9 Si A est m-dissipatif alors pour tout A > 0, Uopérateur (A\I — A) admet un inverse,
(M — A)~'y appartient @ D (A) pour tout y € X, et (A — A)™" est un opérateur linéaire borné sur
X vérifiant

[(A = A)7 < (1.2.4)

> =

1.2. Opérateurs
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1.3 Semi-groupes d’un opérateur linéaire|71]

Semi-groupes uniformément continus

Définition 1.14 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur X
une famille {T(t)},,, C B (X) vérifiant les propriétés suivantes :

1. T(0) =1,

2. T(t+s)=Tt)T(s);t,s >0,

3. limy o ||T(t)—I|| =0

Définition 1.15 On appelle générateur infinitésimal d'un semi-groupe uniformément continu{T'(t)},

Uopérateur linéaire :

(1.3.1)
Semi-groupes de classe C,
Définition 1.16 On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu)d’opérateurs linéaires
bornés sur X une famille {T'(t)},., C B (X) vérifiant les propriétés suivantes

1. T(0) = I,

2. T(t+s)=T(t)T(s);Vt,s > 0,

3. limy_ o T(t)x = x; Vo € X.

Définition 1.17 On appelle générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {T'(t)},., un opérateur

A défini sur Uensemble :

T(t)x —
D(A) = {xEX lim#ewiste}

t—0
par Az = lim %;w € D (A) (1.3.2)
Théoréme de Hille - Yosida
Théoreme 1.10 Un opérateur linéaire :
A:D(A)c X — X (1.3.3)

est le générateur infinitésimal d'un Cy— semi-groupe {T'(t)},., SSt

1.3. Semi-groupes d'un opérateur linéaire[71]
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1. Aest un opérateur ferméet D (A) = X.
2. p(A)DRyetVA>0

IRV < (1.3.4)

> =

Théoréme de Lax-Milgram[18]

Théoreme 1.11 Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur X . alors, pour tout ¢ € X* ,

il existe un élément unique v € X tel que
a(u,v) = (p,v) ,Yv € X (1.3.5)

De plus, si a est symétrique alors u est caractérisé par la propriété

ue Xet %a(u,u) — (¢, u) = min (%a(v, v) — (gp,v)) (1.3.6)

veX

1.4 Quelques inégalités importantes
Lemme de Gronwell

Définition 1.18 Soient les h,(t), i = 1,2, 3, des fonctions positives sur Uintervalle[0, T,

hi(t), ho(t) sont intégrables et hs(t) est croissante, alors de l'inégalité

/hl(t)dt + ha(t) < hs(t) + c/hQ(t)dt, (14.1)
0 0
il s’ensuit que
/ ha(£)dt + ha(t) < e ha(#). (1.4.2)

0
Inégalité de Cauchy-Schwarsz

Définition 1.19 Soit f,g € C ([a, b] ,R). Alors

/ab!fgl < (/ab\ff)

N

b 3
(/ \g\2> , (1.4.3)

Inégalité de Cauchy

1 1
V(a,b) € R?: |ab] < §a2 + 562. (1.4.4)

1.4. Quelques inégalités importantes
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Inégalité de Cauchy avec ¢.
Soit € un nombre réel strictement positif, alors
1

b2, 1.4.5
2e ( )

Y(a,b) € R? : |ab| < gaQ +

Inégalité de Young.
Soient p et ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation

1 1
-+ - =1. (1.4.6)
p q
Alors
2 laf” | 0]
Inégalité de Young avec .
Soit € un nombre réel strictement positif, alors
Y(a,b) € IR? : |ab| < e |al’ + C(e) |b|?, (1.4.8)
Ou p et ¢ sont reliés par la relation L
“+>=1
P q
Et C(e) = L(ep) 7.
intégrale de Holder.
1/p 1/q
W(ro) e Q) x Q): [1rsl< | f1r] | [lor] (1.49)
Q Q Q

Ou p et ¢ sont toujours reliés par la relation : 1/p+1/¢ = 1.

Inégalité de Jensen

Théoreme 1.12 Soit f: ] — R une fonction convexe. Pour tout (z1,x,,...,x,) € I", et pour toute

famille (A\y, Ay, ..., \,) € (Ry)" tel que Ay + Xy + ... + )\, =1, ona

f (i Aﬂi) < i)\zf (). (1.4.10)

Inégalité de Poincaré

Théoreme 1.13 Soient p, tel que 1 < p < oo et Q un ouvert de largeur finie (bornée dans une direc-
tion). Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de 2 et p, telle que, pour toute fonction
u de Uespace de Sobolev W, (Q)

Y

HUHLP(Q) <C HVUHLp(Q) (1.4.11)

1.4. Quelques inégalités importantes
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Théoreme 1.14 (Cas particuliére). Soit €2 un ouvert de R"que l'on suppose borné, connexe et de

frontiére suffisamment réguliére. Alors il existe une constante Cq, > 0 tels que :
[ull 120y < Ca [[Vull 2 (1.4.12)

Pour toute fonction u € H} (€2).

La formule de Green

Lemme 1.1 Soit ) C R" un ouvert borné de frontiére T, C' par morceaux, et soient u,v € H* () ,

alors on a

/u v dr = /um?ids — /v%da:, pouri=1,n, (1.4.13)
Q r Q

ou ¥; est la 1 — éme composante de ¥ (la normale extérieure a I') et u(s),v(s) sont les traces des

fonctions wu(x) et v(z) sur T, et x = (x1, 29, ..., 2,)

Théoréme de Fubini[18]

Théoreme 1.15 Soient par exemple X une partie de RP,Y une partie deRY, et
f: X xY —R"

avec

petqeN,

une application intégrable. Alors, d’apres le théoréme de Fubini, la fonction f(z,.) est intégrable

pour presque tout x de X, l'intégrale paramétrique F' définie par

F(z) = /Yf(ar,y)dy (1.4.14)

Jowt =k

(et méme chose en intervertissant les roles de x et y).

est intégrable sur X et l'on a

1.4. Quelques inégalités importantes
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Sur un systeme de structure flexible
logarithmique avec deuxieme sonne au

présence du terme de retard
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Chapitre 2

Existence locale de la solution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons les vibrations d'un systéme de structure flexible non homogene

avec un retard interne constant et un terme source non linéaire logarithmique :

m () uy — (p(@)uy + 20 () Upa), + 10

xe(0,L),t>0,
oty ¢ — o) = uuf’In Jul 04

(2.1.1)
9t+kqx+77um:0 $€(0,L>,t>0,
TG+ Bq + kO, =0 x € (0,L),t>0,
avec les conditions aux limites
u(0,t) =u(L,t)=0;0(0,t) =0 (L,t)=0,t >0, (2.1.2)
et les conditions initiales
u(x,0) = ug (z),u (,0) = uy (2);0 (2,0) =00 (z);¢(x,0) =qo (z),x € [0, L] (2.1.3)

Ou u (x,t)est le déplacement d’'une particule a la position z € [0, L] et le temps ¢ > 0,7 > 0
est la constante de couplage en fonction de I'effet de chauffe, p > 2,v, 5 et k sont des constants
positifs, 1 est un nombre réel, 7 > 0 est le temps de relaxation décrivant le décalage temporel de
la réponse pour la température, et 7o > 0 représente le retard en particulier si 7 = 0 (2.1.1) se
réduit au systeme visco-thermoélastique avec retard, dans lequel le flux de chaleur est donné par
la loi de Fourier au lieu de la loi de Cattaneo, ou ¢ = ¢(x,t) est le flux de chaleur, m (z),d (x) et
p(z) sont responsables de la structure inhomogéne de la poutre et, respectivement, désignent la
masse par unité de longueur de la structure, le coefficient d’amortissement interne du matériau

(propriété viscoélastique) et une fonction positive liée a la contrainte agissant sur le corps en

18
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un point z. Le modele de condition thermique, est du type hyperbolique. Nous rappelons les
hypotheses de m (z),d (z) et p(x) dans (]3], [34])tel que :

m,8,p € W (0,L),m (x),0 (z) et p(x) > 0,Yx € [0, L]. (2.1.4)

Dans ce genre de probléme, G. C. Gorain [37] en 2013 a établi une stabilité exponentielle uniforme
du probleme
m (z) ug — (p(z)uy + 26 () ug,), = f(x), sur (0,L) x R*,

qui décrit les vibrations d’une structure flexible non homogéene avec une force extérieure pertur-
batrice. Plus tard, Misra et Alves [66]ont montré la stabilité exponentielle des vibrations d'une

structure flexible non homogéne a effet thermique régie par la loi de Fourier.

m (z) uy — (p(x)uy + 26 () wyy), — kO, = f(x)
91: - 9m — kuxt = 0.

Par ailleurs, on peut citer d’autres travaux sous la méme forme comme le systeme de [72] ; Racke
a étudié la stabilité exponentielle en D1 linéaire et non linéaire du systeme de thermoélasticité

avec le second son donné par

m (z) uy — (p(x)uy + 20 () ugy), — kb, =0 , sur (0,L) x RT
0 + kqe + e = 0 , sur (0,L) x RT (2.1.5)
TG + Bq+ kO, =0 , sur (0,L) x RT

A ce propos on peut référer([1,9, 26, 46, 69]), pour le méme probléme ci-dessus, Alves, Gamboa et
Gorain [3]ont prouvé que le systeme (2.1.5) est une décroissance polynomiale, avec des conditions

aux limites et initiales

u(0,t) =u(L,t) =0;0(0,t) =60 (L,t) =0,t >0,
u(z,0) =ug (z),u (z,0) = uy () ;
9(1’,0) :90<x>;Q(x70) :qo(a:),xe [O’L]

Nous savons que les systemes dynamiques a terme de retard sont devenus un sujet de recherche
majeure en équation différentielle depuis les années du siecle dernier. Leffet de retard qui est
similaire aux processus de mémoire est important dans la recherche de mathématiques appli-

quées telles que la physique, les phénomenes de transmission non instantanée et les motivations

2.1. Introduction
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biologiques. Le modele (2.1.5) est lié au probleme suivant avec un terme de retard

m (z) uy — (p(2)uy + 20 (2) wyy),
+n0, + pu(z,t —79) =0
0: + kqe + nug. =0 x €
Tq + Bq+ kb, =0 € (0,L),t>0, (2.1.6)
u(0,t) =u(L,t) =0;0(0,t) =0 (L,t)=0,t >0,
u(x,0) =ug (), u (z,0)
0(x,0) = 6o (z);q(2,0) = q

\

Les auteurs dans[35] prouvent que le systéme (2.1.6) est bien posé et qu’il décroit de facon expo-
nentielle sous une petite condition de retard temporel. Cependant en présence du terme source,
le systéeme(2.1.6) devient le systeme étudié dans ce travail a terme source logarithmique, ce
type de probleme est rencontré dans de nombreuses branches de la physique telle que la phy-
sique Nucléaire, 'optique et la géophysique. Il est bien connu, d’apres la théorie quantique des
champs, qu’un tel type de non-linéarité logarithmique apparait naturellement dans la cosmologie
de l'inflation et dans les théories des champs supersymétriques, nous citons quelques ouvrages
connexes([3, 15,41, 52, 62]).

Dans ce chapitre, nous montrons I'existence locale et 'unicité de la solution. La preuve est basée

sur la théorie des semi-groupes.

2.2 Formulation du probleme

Dans cette section, nous donnons I'existence et I'unicité de la solution du systeme (2.1.1) — (2.1.3)
en utilisant la théorie des semi-groupes. A cette fin, nous transformons d’abord (2.1.1) en un

probleme équivalent en introduisant une nouvelle variable dépendante
Z(l’,p,t) = Ut ($>t_p7'0)ax € (07L>7p S (071) 7t >0
Une simple différenciation montre que z satisfait

To2 (2, p ) + 2 (2,p,8) = 0,3 € (0,L),p € (0,1) £ > 0

2.2. Formulation du probléeme
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Par conséquent, le systéme (2.1.1) — (2.1.3) est équivalent a

(

+pz(z,1,t) =ulufInju|”, ze(0,L),t>0,

Tzt (T, p,t) + 2, (x,p,t) =0 re(0,L),pe(0,1),t>0, , (221)
0; + kqr +nug, =0 x € (0,L),t>0,

| 7@+ Bg+ k0, =0 x € (0,L),t>0,
uw(0,t) =u(L,t) =0;0(0,t) =0 (L,t) =0 ,t >0,
u(x,0) = up (z),u (x,0) = uy () ;0 (x,0) =00 () ,z€]0,L]
q(z,0) = qo (x) ,xe€0,L] (2.2.2)
2 (2,0,t) = uy(x, t) ,x € (0,L),t>0,

(2 (2,0,0) = folz, —pTo) e (0,L),pe(0,1)

on peut écrire(2.2.1) sous la forme

m(x) (p(z)uy + 20 (2) ugg), + %Qa:

57 (@, 1,t) + mum\pdln\ulv, re(0,L),t>0,
0y = —kqe — N ze(0,L),t>0, (2.2.3)
@ =—L2q—*%0, z€(0,L),t>0,

2z (2, p,t) = —%zp(a:,p,t) x€(0,L),pe (0,1),t>0,

(

Ut =

2.3 Existence locale par la méthode des semi-groupes

Avec les conditions (2.2.2) , on pose v = u, et désigné par
¢ = (U, v, 9) q, Z)T ) (I)O =& (O) = (UOa Uy, 907 qo, fO ('7 _pT))T
T
et J(®) = ( Lyl In |u|V,o,o,o)

Par conséquent (2.2.2), (2.2.3) peut étre réécrit comme un probléme de valeur initiale :

0,® + AD = J (®)

(2.3.1)
Ou lopérateur linéaire A défini par A: D (A) — F avec
—v
—@ (P(x)us + 20 (2) i), + 5502 + 2 (2, 1,0)
Ad = kq: + Ny, . (2.3.2)
Bq+ k0,

%ZP (.’JLI, Ps t)

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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Lespace d’état de ® est 'espace de Hilbert
F=H;(0,L)x L*(0,L) x L*(0, L) x L?(0, L) x L*>((0,1) x (0, L)).
Avec
L
L2(0,L) = {v € L*(0,L): / w(s)ds = 0};
0
H!0,L) = H'(0,L)NL*(0,L).

Equipé du produit intérieur

L L
<<I>,§>> = / p () uptizdr + m (z) v 0,dx —l—/ 00dzx
F 0 0

—1—7'/ qqdx + 1 |,u|/ / zZdxdp.
0

Pour tout & = (u,v,0,q,2)" et & = (u 0.4 ) , le domaine de A est

®eF;ue H*(0,L)N H (0,L);
ve HL(0,L);0 € H (0, L);
q€ H(0,L);2,2z,€ L?((0,1) x (0,L))
2 (z,0) =

D(A) =

Avant d’établir le résultat de I'existence locale, nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 2.1 Pour tout € > 0, il existe A > 0, telle que la fonction réelle[49]

j(s)= s 1nls|,p>2,

satisfaite
() < A s

Preuve. Puisque limjy_ o (In|s| /|s|]") = 0, alors il existe B > 0 tel que

In |s|
ElS

< 1,V|s| > B.

Alors
7 (s)| < |sPP7*7 ¥ |s| > B.

Et puisque p > 2, ensuite |j (s)| < A , pour certain A > 0 et pour tout |s| < B. Donc,
G ()] < A sl

Ensuite, nous avons le résultat local suivant. m

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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Théoreme 2.1 On suppose que

2<p<

2n . .
231n23,etp>251n:1,2.

Alors pour tout ®, € F le probléme(2.1.1) a une solution faible unique ® € C ([0,7],F) -

Preuve. Nous montrerons que A est un opérateur maximal monotone sur F et que .J est une fonc-
tion localement Lipschitzienne sur F. En utilisant le technique utilisé dans les travaux([35], [63]).

Premierement, pour tout & € D (A), nous avons
L L L
(AD, D). = —/ p () ugvdr — / (p(z)uy + 20 (x) wyy), vdx +/ Nl vdx
L L L L "
+k:/ q.0dx +/ nhv.dx + 3 \q|? dz + k/ q0.dx
0 0 0 0

L 1 L
—I—,u/ 2 (., 1) vdx + |pl / / 2z,dxdp.
0 o Jo

On applique I'intégration par parties, on obtient

L L L
(AD, D) . = —/ p(w)uxvzdx—i—/ p(x) uxvxdx+2/ 6 (z) |vg|* da
0 0 0

L L L L
—H7/ 9wd:v++k/ qgﬁdaj—n/ HIvda:—Fﬂ/ \q|? da
0 0 0
+N/ z(,D)vde —k / qx9d$+\u]/ / zz,dxdp.
Jo 0
_ 2/ 5 () [ua? d:v+u/ 21 mm/ g da
+|,u|/ / zz,dzdp. (2.3.3)

En utilisant I'inégalité de Young, I'estimation(2.3.3) devient

L L
(0.8, = 2 [ s(@)juldo+p [ jode
0 0

> 0.

Deuxiément, on prouve que A est surjectif ([18]), pour prouver que A est maximal, nous prouvons

que pour chaque

F = (fifofsfufs) €F
WV = (u,v,0,q, z)T € D(A)
tq : [+AV=F

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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C’est
u—v=f
m(z)v — (p(z)uy + 260 () vy),
10, + pz (z,1,t) = m (z) fa
0+ kq, +nv, = f3 (2.3.4)
¢+ 2q+ 50, = fu
=0, =5 (~(1+2)a+ fa)
L Toz(,pt) + 2, (T, p,1) = To f5

En notant que v = u — f;, on résout 'TEDO non homogene définit dans I'équation (5) du systeme

(2.3.4) on trouve
P
z (ZL’, P, t) = (U - fl) e 70 + Toe_pTO / f5 (’% ) e’YTOd’y' (235)
0
1
avec z (z,1,t) = (u— f1)e ™ + 719 7° / f5(,.)e70dy (2.3.6)
0

Maintenant on résout 'EDO non homogene définit dans I’équation (4) du systéme (2.3.4)on trouve

0, = %ﬁ;—(ﬁZT)q (2.3.7)

ezfxd—<ﬁ+7)m d 9.3.8
k/0f4s u /Oq<s>s 2.3.8)

En substituant(2.3.5) — (2.3.7) dans(2.3.4), , le systeme(2.3.4) prend la forme suivante

(

m (2) (u— fi) = (p(e)u, + 20 (2)va), +n (52— (57) 0)
(= fye™ + pfre™ + oe [ f5 (3, ) dy) = m (2) fy

N . (2.3.9)
7 Jo fuds — (57) J§ a(s) ds + ke +noe = f
| i+ 20+ E (= () ) = fo
I'équation(1)du (2.3.9) prend la forme
— (p(x)uy + 26 (z) vy), — (@) g+ (m(z) + pe™ ™) u(z) (2.3.10)
-7 m —T ' T
= (m(x)+pe ™) fr — ?f4 — uToe 0/ f5 (7, .) e0dy +m (z) fo.
0
Si on multiple I'équation (2.3.9), par —k et en utilisant v, + u, = f;, on trouve
— K+ (B+71) / q(s)ds + nku, = nk fi. — kfs + T/ fads. (2.3.11)
0 0

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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Si en remplacant (2.3.10) et (2.3.11) dans (2.3.9) on obtient

;

— (p(@)u, + 28 () v,), - (”m>q+(()+w”%wﬂ
= (m(x )+Ne_70)f1_mf4_1u7'06 Tofo fs (7, .) eody +m (z) fa
—k%q. + (B+71) fo ds+77/€ux—nkf1x—kf3+rf0 fads
Uz + Uy = [1z-

On pose

o) = (m@)+pe™) fi = T fy— proe /f% Yerody +m(2) fo

0(@) = ki —kfs 47 / Fuds
0
g3($> = flx-

Maintenant on définit la formulation variationnelle du systeme(E’) comme suit

B((u,q), fo x)u, — 26 (x) uy) Uy (x) do (@)fo qii (z) dz:
+fo T) +pe ") u ()71( Yda — [i (8 +7) qudda
ﬁJrT fo (fo ds) (fo ) dr + @ fOL Uyqgde.

Et une forme bilinéaire définie par

B: [H{ (0,L) x L2 (0,L)] — R,
et la forme linéaire F' défini par

F:[Hy(0,L) x L?(0,L)] — R.

Donné par la forme suivante

F(u,q) = /0 g1(x)adr + 2/0 0 (x) gs(z) U dx + (6]%7)/0 g2(z)qdz.

(E")

(2.3.12)

(2.3.13)

Pour V = H} (0, L) x L?(0, L) engendré par la norme ||(u,q)||} = |ju.|/3 + ||¢||5 - Ainsi, la forme

bilinéaire B (coércive et continue)et la forme linéaire F' (continue). Par conséquent, par le

théoreme de Lax-Milgram on peut conclut que B ((u,q), (i, G)) = F (u,¢) admet une solution
unique v € H} (0,L),q € L?(0,L) . Onoutre,si =0 € L2 (0, L) alors(E’) et (2.3.13) devient

— (@) +20 (@) wa), = (S52) q+ (m (@) + pe) u ()
= (m () + pe ™) fu+m (@) f2 + (26 (2) go(a),
—ZLfy — proe ™ fol f5(v,.)ermody € L? (0, L)

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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L L
/ g1(x)udr + 2/ § () gs(x),dr, Vi € Hy (0,L).
0 0

Par conséquent, par la théorie de la régularitée pour les équations elliptiques linéaires, il s’ensuit
que
ue€ H*(0,L)NHy(0,L) etqe H!(0,L)

et on déduit que
v,0 € Hy (0,L)

Dongc, I + A est surjectif et A est maximal. Finalement, on va prouver que .J : ¥ — F est loca-

lement lipschitzienne. Donc, si nous définissons

F(s) = |s]"?sln|s|”

En utilisant la régle de la dérivée de la fonction absolue |f(z)| = L2l f/(z) | on trouve
F'(s) =71+ (p—1)n|s[]|s]"

Par conséquent

~\ (|2 1 1 ?
o) —J(d = P2 yInul” = —— |a|P 2 aln |a|”
@ =g @) = | (0.5 o *mmlar = s P @ 0.00) |
2
_ H L (2 uln ] — a2 alnap)
m (z) L2(0,L)
1 _
< o [F(u) = F(@) 7200, - (2.3.14)
Im (2)[]5
pour ¢ € [0,1] , nous avons
|F(u) = F(@)] = |[F'(fu+ (1 - 0) @) (u— )
< A1+ (p—1)In|0u+ (1 —0)a|] |fu+ (1 —60) @ |u— 4
< A[fut (1 =0)all"? |u—al
+y(p—1) [(In|0u+ (1 —0)al) |fu+ (1 —0)a"] |u—a. (2.3.15)

D’apres le lemme 2.1 on a j (s) = |s|’ *In|s| ce qui donne

jOu+(1—0)a) =[|fu+ (1 —60)a]’ > In|0u+ (1 —0)dl

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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et comme j (s) < A+ |s[""*** on obtient

|F(u) — F(a)] < y|0u+(1—0)al”>u—
+y(p—1)|0u+ (1 —0)al’ > ju— gl
+y(p—1)Alu—1al.

IN

¥ (ful + @)™ fu = |+ (p — 1) Alu—al
+y (p = 1) (ful + |a])" > Ju — @l . (2.3.16)
Comme u,u € H} (0, L) , en utilisant I'injection de I'espace de Soboleve

2n
n—2

Hy(0,L)— L"(0,L), V1 <r <

devenir

L
/ [(lal + la)" 2 Ju— )] de = / (Il + 1@ ju — af* de
0 0

L
< (/ (lu] + |a])*®~ Q)dx) (/ |u—ﬂ|2dx)
0 0
(p—2) 1
L -1) L -1)
< (/ (|lu] + |a])**Y d:z:) X (/ lu — a*P dx)
0 0
(p—2)
L 2p-1)7 "7V
avec 'inégalité triangulaire < C[ lu| dz + / |ﬂ|dx> ]
0
=
=
x( 2p=1) da:)
(p=2)
L (r—1)
< { |u P~ d:z:+/ ||~ dx]
0
(p—1)
x( — XD dw)
(p*?)
< C p—1) 2(p—1) = 12
= HUHL2(17 1D(0,L) + H HLZ(P 1(o,L) Hu - UHLZ(P*U(O,L)

-1)

(»
avec I'inégalité de Poincaré < || HH’f(Oli) + ||@ HH1 oL ] ||u — QIHZ(%(M) (2.3.17)

[ (p—2)
‘|

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes
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De méme, nous estimons
- _ 12 - _
T[] + a2 fu —al]) " de = [ (Ju] + a)** > ju — a|” dz

< (U ul + (aly?® d) (fi o= af )

(p—2)

L ~\2(p—2+¢€)(p—1 —2 (p—1)
(ol + [l =072 4y 2318)

(fo u — 2(-1) g, ><p11>

(p—2)

L ~ — c(p— — (p—1) ~
(fo (|U,| + |U|)2(p 1)+2e(p—1)/(p—2) dﬂf) p ||U . u||i2(p71)(07L)

On choisit £ > (0 assez petit que

Par conséquent, nous obtenons

L
/ (Tl + 1202 |y — 4 de
0

(p—2)

* (r—1) ~ 112
< Ol oy 1 0] 7 M= 0100,

c |: (p—2)

~p* (p—1) ~12
taon] =l

p*
O(OvL)

IA

Alors
2

HJ (@) — J (<I>) Hf [V (p = 1)* A% Jlu = @31 0.1

(p—2)

IN

(»-1)
1 ~12
+C [lull3oy, + Nalieeh ] e =l
(p=2)

~n* (p—1) ~12
B =l o

+C [lluliy 0.1

~ ~112
C (g0, Nl o,y ) 1w = il o -

IN

Donc J est localement Lipschitzienne. la preuve est terminée,([62], [74])

2.3. Existence locale par la méthode des semi-groupes



Chapitre 3
Explosion de la solution

Ce chapitre est consacré a 'étude du phénomene d’explosion. Pour des données initiales et en
présence d’'une source non linéaire de type logarithmique définit par (2.2.1) — (2.2.2) dans le
chapitre précédent, en se basant sur la méthode directe introduite et développée par Georgiev
et Todorova [38], et sur les techniques de Salim.A.Messaoudi [74], nous allons montrer que la
solution locale obtenue par le théoréeme 2.1 s’explose en temps fini. Sachant que la stabilité de
type décroissance exponentielle de ce systeme sans terme source a été étudiée avant par Gang Li,

Yue Luan, Jiangyong Yu et Feida Jiang dans[34] .

3.1 Hypotheses et résultats principaux

Pour prouver I'explosion de la solution du probléme posé, nous avons besoin des résultats de
quelques lemmes importants. Avant ¢a, on multiple le systéme (2.2.4) par les fonctions u,, 0, q
(respectivement) et en l'intégrant par parties par rapport a x sur [0, L] on obtient la fonction

d’énergie défini comme suit

1 1 T
E(t) = 5 (Im@)ll lue OI5) + 5 (@)oo lualls) + 5 lalls
1 2, Tolyl ' 2 v
0+ =257 |l @ 0 dp el
1 L
——/ |ul’ In |u|” d. (3.1.1)
P Jo
Lemme 3.1 On suppose que
2
2<p< " n>3. (3.1.2)
n—2

29
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Alors il existe une constante positive C' > 0 tel que

L > L
[/ |u|P1n|u|wx} ch al? Tn Jul” da + [ua?]
0 0

Pour tout v € Hy (0, L) et 2 < s < p, a condition que fOL |ul’ In |u|"dz >0 .

Preuve. Si [*|u|’In |u|” dz > 1 alors

L z L
{/ |ul” In u|” dx] < / |ul” In |u|” dz.
0 0

Si fOL |u|” In |u|” dz < 1 alors nous avons mis
Dy = {o e [0,]||ul > 1},

et pour tout 3 < 2 , nous avons

s

L b L 5 g
[/ |ul? In |u|” dx} < [/ |ul? In |u|” dx} < [ |ul? In |ul” dx}
0 0 I

B

s . 8
< { e dx} < {/ [P dx}
r, 0

B(p+1)
= ull,44

On choisit 3 = (pQTpn < 2 pour obtenir

L :
2 2
[/ |u|p1n|u|7dx] < Null,, < C 2.

En combinant(3.1.3) et (3.1.4) , on obtient le résultat. m

Lemme 3.2 Il existe une constante positiveC' > 0 dépendant uniquement de [0.L]|tel que

L
fulg < € | [ lup i o +
0

Pour tout u € H} (0, L), a condition que fOL lul" In |u|"dx >0 .

Preuve. Nous fixons

T, ={ze0,L]|jul >e} etT_ = {z € [0,L]||ul <e}.

(3.1.3)

3.1.4)

(3.1.5)

3.1. Hypotheses et résultats principaux
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Donc

fully = [ fePdes [ furas
r, _
p
< / ]u\pln\ul7dw+/ e? E’ dx
Ty T_ e
2
< / |u\p1n|u|”fdx+ep/ E
Iy r_'e

dz
L L

< / |ul” In u|” dx+ep2/ |u|® dz
0 0

L
C {/ lul” In |u|” dz + Huxﬂg}
0

2
En utilisant le fait que ||u|2 < C Ju|? < C (Hqu)P , nous avons m

IN

Corollaire 3.1 Il existe une constante positive C' > 0 dépendant de [0, L] telle que

I 2
P 4
( / |u|p1n\u|”dx) ; ||ux||5] |

2
lull, < ©

a condition que fOL |ul’In |u|" dz >0 .
Lemme 3.3 Il existe une constante positive C' > 0 dépendant de [0, L| telle que
s 2
lull, < C{llully + lusllz | -

Pour tout uw € Hj (0,L) et2<s<p

Preuve. Si |[uf|, > 1 alors

[l < llull;

(3.1.6)

3.1.7)

Si ||lull, <1 alors, [ju]]> < ||u”}2) . En utilisant le théoreme de I'injection de Soboleve, nous avons

2 2
lull, < flull, < Cllually -

3.1. Hypotheses et résultats principaux



Chapitre 3. Explosion de la solution

3.2 Explosion de la solution du probleme posé en temps fini

Maintenant Nous sommes préts a déclarer et a prouver notre résultat principal. Pour cela, nous

définissons

H(t) = —E(t)
1

= 5 (@ I O1) = 5 (@) uel3) = 7l

1 2 Tolpl ' 2 Y
=5 1161z — 1z (z, p, )" dp — — [lull;
22 2 Jo p2

1 L
+—/ |ul” In Ju|” dz (3.2.1)
D Jo

Corollaire 3.2 On suppose que (3.1.2) est existé. alors

_ # p_
(1 PG ) Fully (Hp( = )H“)
[lm(z)]| 2 2
(H (@)oo ) [[ue (D) |I5 — (W) lall; ‘ (3.2.2)
) 16113 = el Jo 11z (., ) dp

L +pHp (@) fO |ulpln|u|’de

(

lull, < C

Pour tout u € (H} (0,L))" et 2 < s <p.

Théoreme 3.1 On suppose que (3.1.2) est vérifié. Supposons en outre que

1 1 T
BO) = L (Im@)lo s OF) + 1 (@)l [F00l2) +  aol?
1 T
gl + L [ [ oo ) dps + % ol
—]—j/ |ug|” In Jug|” dz < 0. (3.2.3)
0

Alors la solution de (2.1.4) explose en temps fini.

Preuve. On a
E(t) < E(0) < 0,

et
H'(t) = —E'(t) =2 (/16()ll luee @)ll3) + 5 lalls

L
+ Iul/ |2 (z,1,1)]? da. (3.2.4)
0

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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Par conséquent,

2
P (BTN T
+ul fy 2 (@, 1,t) d
> 0:Vte[0,7), (3.2.5)
et encore I
0 < H(0) < H(t) < / P In Jul? da: Vi € 0,T) (3.2.6)
0

En raison de(3.1.1) et (3.2.1) . Nous introduisons ensuite
L
L(t) = H"@#)+ 8/ [m(z)uy () u (t) + 46(z) \uxlz] dx
0
L
—HS/ Euqda:. (3.2.71)
o k
Ou ¢ > 0 a préciser ultérieurement et
2
<a<——<L1L (3.2.8)
2p
Par une dérivation directe de L (t) donne
L
L'(t)y = 1—a)H *(t)H (t)+ 8/ m(z) |u|* dz
0
L L
+€E/ quy (t) doe — €/ p(2) Jug|” dz
k Jo 0

L L
+2577/ HUId:U—s/ wz (x,1,t) udx

0 0
L 776 L
+6/ ]u\pln\ulv—e—/ qudzx. (3.2.9)
0 kJo
En utilisant I'inégalité de Young
L
2577/ Oudr > —en||0)17 — en |lu. 3 (3.2.10)
0
t 2 2
< [ p@ i = e lp@ (3:2.11)
0
L 2 2
8/ m(x) || de > elm(x)] ||wlly (3.2.12)
0
L
T T T
e qu(t)dr e lludll; — = a3 (3.2.13)

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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Et

L & 1,17 d
—e/ pz (v, 1, t)ude > —€|u!{ s o Iz xH ”)| ! },vgl >0 (3.2.14)
0 E 2

ng [* 1 ,
A qudz > &=~ H |’2+2€ Jully ¢, V€, > 0. (3.2.15)

En substituant (3.2.10) — (3.2.15)dans(3.2.9) on trouve

L(t) > (1=a)H™ () H () +¢ {|m @)l — o } lul
e {lIp @)l + 1}l — e 11013

L
_{%} ol +e [l o

R / 2 (2,1, 0) dz — ¢ ||u ||2{“£“ +2€2 } (3.2.16)

Nous obtenons, a partir de(3.2.4)et(3.2.16) ,

L@ > {(1-@}1%)-%%)}1{'@)

nT
e {llm @)l = 57 } el
— {lIp (@)l + 0} lall3 = n 1611

ol e [ o

lk | 8
_5{2& - }H 2 (3.2.17)

Nous définissons également ¢, = £, = H~* (t) par conséquent(3.2.17) donne

E(0) > {0 -a)=CHT () H
+e {llm @)lle = 3} el
e U@l + 1} sl — <0 612
2 gl +< / uP I fu” da

M

—e%H (1) ||u||2, (3.2.18)

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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ou C et M ce sont des constantes strictement positives dépendant uniquement a k, 7, 3, |u| . Pour

0 < a < 1, nous obtenons

L) = {(1—a)—<cCYyH () H (1)

e {lm @l (1420 a)) = )
e {lp @l (5 (0= @) = 1) +nf usl

1_ L
+e {—77+ M} 16115 +5a/ |ul”In |u|” dz
0

2
+e{—2—2+u} ol + 225
eror=a) Il//!Zﬂfﬂ,\dﬂdw
M
—gﬁﬂa( ) |lull3 + pe (1 — a) H () (3.2.19)

En utilisant(3.1.6) , (3.2.6) et 'inégalité de Young, on trouve

«

L

re @i < ([ ) g

B L a—l—% L o 4
C (/ |ul” In |u|” dx) + (/ lu|” In |u|” dx) |z ]| 2

0 0

r I (ap+2)
(/ lul” In |u|” dx)

0

2<ap+2<pet2< ap
p_

IN

9 L p—2
sl ([Pl de )
0

2

IN
Q

On exploit (3.2.8), on a

<p

Ainsi, le lemme 3.1donne

L
H (1) |ula < C {/ |ul”In |u|” dz + Hung} (3.2.20)
0

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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En combinant(3.2.19) et (3.2.20), on obtient

L'(t) > {(1-a)—ecC}yH™(t)H (t)
e {lm @l (142 (1= 0)) = 2} ol

re{ip @l (§0-0) - 1) +1- O}l

1— M ([*
+e _U+IM ||9||g+€ a—(C=— / |u|pln|u|7dx
2 2k 0

+5{_%+M}” 12+ Z0 2 gy

cropl—a) H//szp,!dpdx

+pe (1 — a) H (¢ (3.2.21)

A ce point, nous choisissons a > 0 assez petit que

1_

(73(1—a)—1) > 0

2
Top (1 — a)
2

0.

Et k trés grand que

@l (B -a)-1)+n-C3 > 0

M
a—Cﬂ > 0

p nr
Im @)l (1+501-a) =22 > 0
S/ 1 )

2k 2

Maintenant on fixe C et a, nous choisissons ¢ si petit que

(1—a)—eC>0.

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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Par conséquent(3.2.21) devenir

It > {(1—a)—cCyH™ () H (t)
e Ay uels + eAs [|ugll; + A3 165

2 MY [F v
+eAy gl +eqa—C— |ul” In |u|” dz
0

ok
1_ L gl
L] A A
0 0
e(l—a
+¥ [ul[? +pe (1 —a) H (t).

(3.2.22)

Ou A, — A4 sont des constantes strictement positives dépendant a p, 7,7, k, a. Donc, pour certains

Ap > 0, 'estimation(3.2.22) devient
L) = Ao {H (1) + 3 + el + Il

L
2 2
llall? + 162 + / " In [ dz
0

L 1
T / / 12 (@, p, t>|2dpdx},
0 0

L(t) > L(0) > 0,Vt > 0.

et

Ensuite, en utilisant I'inégaliteé de Holder et I'injection |[ul|, < C'[ju||, , nous avons

IN

[l (@)oo Mlaelly et

C llully el -

L
/ m(z)uude
0

IN

Avec I'inégalité de Young, on obtient

1
L = /
r o 1 1
/ m(x)uudx <C {HuH;O‘ + HutHglo‘} ,pour + o= 1.
0
Pour pouvoir utiliser le Lemme 3.3, on prend ' = 2 (1 — «) ce qui donne -~ =
suite, pour s = %, l'estimation (3.2.25) donne
L sy )
| m@huds| <0 (Jul+ ).
0

par conséquent, le [emme 3.3 donne

1
1—

L
/ m(z)uudx
0

< O (Ilully + el + 1) G > 0.

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

<p . Par

1-2a —

(3.2.26)

3.2. Explosion de la solution du probleme posé en temps fini
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Avec la méme méthode, on obtient

L nr T—a

5/ Tugdr| < G (||u||g+ Hqug) NG, > 0 (3.2.27)
0

L =y

g/ 45(z) |ug|* da < Oy llugls,¥Cs > 0. (3.2.28)
0
A partir de(3.2.26) — (3.2.28) on trouve
_1

L ()<C {H(t) + lull? + llgll3 + llual; + ||ut||§} Vit 2 0,vC > 0. (3.2.29)

En combinant(3.2.29) et (3.2.23), nous arrivons a

L' (t) > apLT= (t),Vt > 0, (3.2.30)

Ou ag est une constante positive dépendant a A, et C'. Une intégration simple de (3.2.30) sur (0, ?)

donne

La preuve est terminée. m

3.3 Conclusion et perspectives

Dans cette partie de la these, on s’intéresse a un systeme de structure flexible logarithmique avec

deuxieme sonne avec un terme de retard, nous avons étudié I'existence locale de ce probleme

avec respect de certaines conditions de la proposition et a 'aide de la méthode des semi-groupes.

Puis nous avons montré que I'énergie de toute solution faible explose en temps fini si I'’énergie

initiale est négative. a 'avenir, certaines extensions potentielles de la recherche sont :

— Etudier le non-existence de la solution de ce systéme sans terme de retard en présence du terme
source fractionnaire non linéaire.

— Essayer de vérifier le comportement asymptotique de type (décroissance exponentielle) avec ce
type de terme source.

— Si on change le terme source logarithmique par un autre, quelle est la modification dans le sens

profond de ce travail ?

3.3. Conclusion et perspectives



Deuxieme partie

Sur des problemes d’ondes viscoélastique

non linéaire

39



Chapitre 4

Equation de la membrane-elastique avec

des conditions aux limites dynamiques

4.1 Introduction

Ce chapitre s'intéresse a I'’équation de la membrane élastique avec des conditions aux limites
dynamiques, un terme source et un amortissement faible non linéaire localisé sur une partie de

la limite et un historique définit comme suit :

un(t) — (1+ & | Vully + o (Vu, V) Au(t)

(4.1.1)
— [ 9(s)Au(t — s)ds =0, sur Q x (0,00),
ainsi que les conditions aux limites
u(t) =0 , surl'y x (0,00), (4.1.2)
ug(t) = —8a(t 8“’ ) 4 I g(s) %4 (t — s)ds
—h(uy) — f(u) , surl’y x (0,00), (4.1.3)
et les conditions initiales
u(z, —t) = up(z), ut(z,0) = uy(x),x € €, (4.1.4)

ot ? C R™"(n > 1) est un domaine régulier et borné. 92 = I'y U I'y,mes (I'g) > 0, [y NIy = ¢,
etZest la dérivée normale extérieure unitaire. La fonction de relaxation ¢(t) sera assumée plus
tard. h(u,) pour motiver notre travail, nous rappelons certains résultats liés a 'équation d’onde
viscoélastique. Pour I'équation d’onde viscoélastique avec condition aux limites de Dirichlet, les

problémes sont vraiment surchargés. De nombreux résultats d’existence et de stabilité ont été
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établis, on peut se référer a Berrimi et Messaoudi [14], Cavalcanti et Martinez[23, 24], Cavalcanti
et Oquendo [22|, Fabrizio et Polidoro [29], Messaoudi[32, 46, 49, 62], pour n’en citer que quelques-
uns. Pour le probléme viscoélastique linéaire de Cauchy, on peut se référer a Kafini et Mustafa [48].
En ce qui concerne I'équation d’onde viscoélastique avec des frontieres de stabilisation, Cavalcanti

[20]a considéré le systeme suivant

g (1) )+ fy7 9(s)Au(t — s)ds =0, sur Q x RT
u=20, sur 'y x RT
Qutt) — I gt — $)%4(s)ds + h(u) =0,  sur 'y x RF
u(O) = uo(:z:),ut(O) = u (), x €}

Sous les hypothéses suivantes sur les fonctions A,

Cy [sl” < |h(s)| < Cals|r, sils| <1

Csls| < |h(s)| < Cyls|, sil|s|>1
les auteurs ont d’abord prouvé I'existence globale de solutions, et obtenu que I'énergie décroisse
exponentiellement si p = 1 et sa décroissance polynomiale si p > 1 . Les résultats ont été gé-
néralisés par Cavalcanti et al.[19]. Ils ont obtenu les mémes résultats sans imposer une condi-
tion de croissance sur h et sous une hypothese plus faible sur g.Messaoudi [46] ont étendu ces
résultats et ont établi un résultat explicite et général du taux de décroissance en exploitant cer-
taines propriétés des fonctions convexes. Récemment, en utilisant la méme méthode que dans
[45], Kafini et Messaoudi|[49] ont considéré le systeme d’ondes ci-dessus avec une mémoire infinie
J.7 9(s)Au(t — s)ds et ont obtenu un résultat général de décroissance en utilisant la méthode du
mult1p11cateur. Gerbi et Said-Houari [36] ont étudié une équation d’onde viscoélastique avec des

conditions aux limites dynamiques de la forme

( un(t) — Au(t) — aluy + [° g(t — s)Au(s)ds = lulP?u, sur Q x RY,
u =0, sur [y x R,
uy(t) = — ali — [*g ds + h(u)|, surTy x R,
u(0) = Uo(x)>ut(0) = uy (), x €,

En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et le théoreme du point fixe, ils ont prouvé 'existence
et 'unicité d’'une solution locale en temps, et ont prouvé que la solution existe globalement en
temps sous certaines restrictions sur les données initiales. Ils ont également prouvé que si o > 0 ,
la solution est non bornée et croit comme une fonction exponentielle, si o« = 0 , alors la solution
cesse d’exister et s’effondre en temps fini. Feng, Baowei [30] ont considéré la méme équation

d’onde viscoélastique mais avec les conditions aux limites dynamiques suivantes

0 o0 0 0
uy(t) = — [__u _ / g(t—s) g( )d + 0o a—llit + gy h(ug) + poh(ug(t — 7)) |, sur Ty x RT
0

4.1. Introduction
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IIs ont établi un résultat général de décroissance, en introduisant des fonctions d’énergie de Lya-
punov appropriées et certaines propriétés des fonctions convexes. Ferhat et Hakem [31] ont étudié

le systeme suivant

;

uy(t) — Au(t) — alu, +6(t) [;° g(t — s)Au(s)ds = lufP">u, sur Q x Rt,
u =0, sur 'y x RT,
t:[——— (t — )2 g5 4+ a2u 4 ml
Uy () ot) fy 9 B agt + py ful sur Ty x R+,
gt — 7)™t — 7))
\ U(O) = UO(x)aut(O) = ul(x)a T Q»

IIs ont prouvé I'existence globale et la décroissance d’énergie des solutions pour ce systéeme. Ferhat
et Hakem [31] ont considéré une équation d’onde viscoélastique faible avec des conditions aux
limites dynamiques et un amortissement de Kelvin Voigt et un terme de retard agissant sur la
limite dans un domaine limité, et ont prouvé le comportement asymptotique en utilisant une
fonction de Lyapunov appropriée. Récemment, Benaissa et Ferhat [12] ont considéré une équation

d’onde viscoélastique avec des conditions limites dynamiques et une mémoire infinie.

' g (t) )+ J7 g9(s)Au(t — s)ds =0, sur Q x R,
u =0, sur Ty x RT,
u(t) = [ — I gls)2u(t — s)ds] , sur 'y x Rt

u(0) = up(x),u(0) = ul(x), x € Q,

et établi un résultat de décroissance exponentielle de I'énergie en exploitant la méthode du do-
maine fréquentiel qui consiste a combiner un argument de contradiction et une analyse spéciale
pour le résolvant de I'opérateur sous I'’hypothese —(,g(t) < ¢'(t) < (y9(t). Pour plus de résul-
tats concernant '’équation d’onde avec stabilisation aux frontieres, on peut se référer a Doronin
et Larkin [27], Mdnoz Rivera et Andrade [6], Gerbi et Said-Houari [35, 36], Liu et Yu[58, 59|, etc.
Puisqu’il existe peu de travaux sur 'équation d’onde avec des conditions aux limites dynamiques,
un terme source et un faible amortissement non linéaire localisé sur une partie de la frontiere
et un historique, motivés par les traveaux ci-dessus, nous étudions dans le présent travail la sta-
bilité des solutions au probléme(4.1.1) — (4.1.4). Lobjectif principal de ce chapitre est d’établir
un résultat de décroissance explicite et général en utilisant la méthode du multiplicateur et cer-
taines propriétés des fonctions convexes. Notre résultat est obtenu sans imposer d’hypothese de
croissance restrictive sur le terme d’amortissement. Nous terminons cette section en établissant
le cadre d’histoire habituel du probléme (4.1.1) — (4.1.4). En suivant les mémes arguments de

Dafermos [26] . Référez-vous aux références connexes suivantes|24, 26, 30, 36] .

4.1. Introduction



Chapitre 4. Equation de la membrane-elastique avec des conditions aux limites dynamiques

4.2 Formulation du probleme
Pour démontrer le résultat désiré sur la décroissance générale, on définit une nouvelle variable

n(x,t,s) = u(t) —u(t — s),
ce qui donne
Ur + Ns = Ut.

En supposant ¢, — fooo g(s)ds =1 donc on peut obtenir un nouveau systeme,ce qui €équivalent
au probleme(4.1.1) — (4.1.3)

un(t) — (14 & |Vull? + o (Vu, Vi) Au(t) — [ g(s)An(s)ds

“4.2.1)
=0, sur Q x R,
uw=0Ty x R, (4.2.2)
up(t) = — (1 + & |Vul* + o (Vu, V) 288 — [ g(5)21(s)ds (123)
_h(ut) - f (U) 7Fl X R+7
u(x, —t) = uo(x), u(z,0) = uy(z), x €L, 4.2.4)

4.2.1 Hypotheses et résultats principaux

Dans cette section nous présentons quelques hypothéses utilisé dans ce travail ,17(Q2), (1 < ¢ < o),
et H'(?) I'intégrale de lebesgue et I'espace de Soboley, ||.||,, et]|. |
L1(Q) et L9(T'y), respectivement.

., sont des normes dans l'espace

En dénote
Hp () ={ue H(Q): u\r, =0},

alors nous avons I'injection Hyf, (2) — L?(T';), en général nous utiliserons la formule de Green

suivante

/QVu(m)Vw(x)dx = —/QAu(x)w(:U)d:U—i-/F %(m)w(x)dF,Vw € Hp, ().

Pour gérer la nouvelle variable 7, on introduit dans I'espace L?

M= 12 (R*: H} (9) = {cz R* — HL(Q): / " g(s) 1V¢(s) |2 ds < oo} ,

dans 'espace de Hilbert définit le produit scalaire et la norme comme suivant

o= [ o ([ ve@woear)as

4.2. Formulation du probléeme
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et

|Kmlemg@wv<@w%w

La phase de l'espace H est définie par
H=H}(Q) x L*(Q) x M.

Dans la suite, nous allons donner quelques hypothéses pour la fonction de relaxation g, on sup-
pose

(A1) g(t): R* — R* est une fonction non croissante de classe C* qui satisfaite

g(0) >0et&, — /00 g(s)ds =1>0. (4.2.5)
0

en plus, il existe une fonction croissante strictement convexe G: Rt — R*de classe C* (R*) N
C? (R*")qui satisfaite

G(0)=G'(0) = et lim G/(t) = +oc (4.2.6)
tel que
© g(s) 9(s)
— 7  d - 4.2.7
A ERTET s L e TE 0 (@27

(A2) h: R — R est une fonction non décroissante de classe C°, tel qu'il existe une fonction
strictement croissante h, € C! (R") avec hy (0) = 0 avec se sont des constantes positives c;, ¢, et
e tel que

{ ho (s]) < [h(s)] < hg" (Is])s sils| <e (4.2.8)

crls| < |h(s)| < cals|  sils|>e
En outre, nous supposons que la fonction H(s) = \/shq (y/s) est une fonction de classe C*strictement
convexe sur(0, r?] pour certains > 0 ol kg est non linéaire.

(A3) On suppose f: R — R pour ¢y > 0,

If(u) — f(v)] <co(1+|ul’ + |v°)|u—v|,Vu,v € R. (4.2.9)
Oou
0<p< 2ifn23cmdp>0ifn:1,2.
n_
En plus, on suppose que
fw)u > F(u) > 0;Vu € R. (4.2.10)

4.2. Formulation du probleme
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Ou F(z) = [; f(s) les hypotheéses (4.2.9) — (4.2.10) inclure des termes non linéaires de la forme
fu) =~ ulfu+ |ul*u, 0<a<p.
(A4) Il existe une constante positive m, telle que
IV (-5 8)[ < ma (4.2.11)

Par des mémes arguments appliqués dans [12] et [30], [17],nous pouvons prouver I’existence glo-

bale de la solution (4.2.1) — (4.2.4) donné dans le théoréme suivant

Théoreme 4.1 On suppose les hypothéses (A1) — (A4) sont vérifiés. Si les données initiale
(ug (.,0) ,uy,n,) eH alors le probléme(4.2.1) — (4.2.4)a une solution faible unique telle que pour tout
T>0,

u(t) € L ([0,T]; Hp, () ,ue (t) € L= ([0, T); L*(Q)) et p € L= ([0,T]; M).

la fonctionnelle d’énergie du probléme (4.2.1) — (4.2.4) est défini par

50 = 5 {1 + 01, + |

It

b
FO)r + [olly + I9al + 5 I9uli} . @212

Ensuite, nous pouvons obtenir le résultat de la décroissance de 'énergie du probléme (4.2.1) — (4.2.4)

donné dans le théoreme suivant

Théoréme 4.2 On suppose les hypothéses (A1) — (A4) sont vérifiés. Soit (uq (.,0) ,uy,n,) € H, alors

il existe des constantes positives ks, ks, ks, €1, €o tels que Uénergie E(t) définit par (4.2.12) satisfait

Et) < kWit (kot + k3),Vt € RY, (4.2.13)

ou W1 (T) = /Tl W;(s) ds et Wg(t) = tG, (8175) H/ (80t> .

4.3 Décroissance générale de I’énergie

Dans cette section, nous allons étudier la décroissance générale de '’énergie du probleme (4.2.1) —

(4.2.4) pour prouver le théoréme(4.2) on a besoin les lemmes suivants.
Lemme 4.1 Sous les hypothéses de théoréme4.2, la fonction d’énergie E(t) est décroissante et pour
tout t > 0 elle satisfaite

) 1d 2 1 [,
E'(t) < —o | == ||Vul? —/ h(ut)utdF—i——/ g'(s) |V (s)||3 ds. (4.3.1)
2 dt T 2 J,

4.3. Décroissance générale de |'énergie
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Preuve. On considere I’équation suivante

walt) = (1 & |Vl + 0 (Vu, V) Aa(t) — [ g(5)n(s)ds =0,
0
en multipliant le probleme ci-dessus par la fonction u;, on obtient

(utt(t>’ut)L2(Q) — (lAu(t), Ut)LZ’ - (51 ||VU||§AU(t) Ut)Lz(Q)
— (0 (Vu, Vug) Au(t), ue) 12(q (fo s)ds, uy) =0

L2(Q)

: (4.3.2)

en utilisant l'intégration par parties pour chaque terme sur §) successivement, avec l'utilisation

des conditions au bord on trouve

1d
(wa(8), ) 2y = 5 a2 (1.33)
ou 1d
— (lAu(t), ue) o) = —1 o —updl” + thl IVul2, (4.3.4)
au 1d
On a p
1
(Vi Vi) = 5 2 [Vl
si on l'utilise on obtient
1d
— (0 (Vu, Vuy) Ault), ur) 2 gy = —0'/ (th ||Vu||2) Au(t)udx

ou
= — /rl o (Vu, Vuy) 5utdl1

2
+( (519 ||2) ) (13.6)

~ < /0 h g(s)Aﬁ<5)d5=“t> /F “t/
/wt / s) dsdz. (4.3.7)

La substitution de(4.3.3) — (4.3.7) dans(4.3.2) donne

1 d au

I

ou 1d
_ 2 1d (& 4
51\|Vu!|2/F Soudl+ o= (5 IIVuH2>

1d
2dt
Vut

1d 2
o (55190 ||2) )
/ ut/ 877 0n(s) 4 dF+/ / s) dsdz
I

(4.3.8)

4.3. Décroissance générale de |'énergie
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1d 1d o 1d (€ )
= gl + 5 Q19 + 5. (S 1wl

+< (M IVu H2) ) /wt/ 5) dsda

JF/F1 {( —& ||VUH2 — o (Vu, Vut)) gz /Ooog(s)agis)ds} wydTs
= 0.

On a dans la frontiere I';

(=1 =& IVull; = o (Vu, Vuy)) a_z - /Omg(s)an (%) 4
= uy + h(u) + f(u),

alors en trouve

/F (e + h(u) + (1)) updl

1d
= 2 dt ||ut||L2(F /1;1 h(ut)utdl—‘ + . f(u)utdr

On obtient la dérivée de la fonctionnelle de I’énergie sous la forme

1d 3
E(t) = ST {||ut||§+ ||ut||iz r) H|WUII§+;1 I|VUI|3}

+< - O v ) /Vut/ 5) dsda

I
= 0. (4.3.9)

Nous supposons que f(u)u > F(u) > 0. On a

/F = /F | %% (2u) f(u)dT
_ %%/ﬂ 2uf (u)dl
> %%/ﬁ 2 F(u)dT
> %% /F F(wr

4.3. Décroissance générale de I'énergie
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Donc on obtient

, 1d
B0) = 3 o+ el + 19l + S | 9ulld + / F(u)dT
2dt i
( -2 49y |\2) ) /wt/ 5) dsdz
/ Ut UtdF—O
On note
o0 1 o0 ,
[V [ oovn (s dsiz =3 @Ik -5 [ a6 IVn()ds (43.10)
Q 0 0
ou

M = {§ e R" — H} () : / g(s) |V€ (s)|]? ds < oo} :
0
On remplace(4.3.9) dans la formule (4.3.10)on trouve

1d
BO) = 3 [l + Ik, + 0t + S pval + [
I

+< (2 g Vv H?)2) - %/Ooo g(s) IV (s)|*ds

I

Pu)dl + <t>||?w]

Donc pour ¢ > 0 et comme h(u;)u; > 0, E'(t) <0, on trouve

0 < o (s0iu) +5 [T oo ImnePas
—/F 1ty )T

{HutHﬁHuth+l||VUH2+ IVull; + /F(U)dFJan(t)I@-

Iy

B(f) = 5
|

Lemme 4.2 Sous les hypothéses du théoréme (4.2) , la fonction ¢ (t) définit par
o(t) = /Q wp(ut)dz + /F w(Oyu(t)r + 5 [ Vulls, (4.3.11)
qui satisfait pour tout t > 0,
O'(t) < e (O + ue (B)II7, — =61 (L+0) [Vaull* = & |Vl
+0 /O " a(9) 199 ()2 ds + C /F B2 () dT (4.312)

4.3. Décroissance générale de |'énergie
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Preuve. La dérivée de la fonction ¢ (¢) donnée par

5t = [ wn@u@)dr + [ wn@u@)d + 2L vt + [ o) de+ [ (@)r. @.3.13)
Q r 4 dt Q r

On a d’apres(4.2.10)

/Q (B u(t)d + / o (£)u(t)dT

= /Q {(l +& HVUH2 +10 (Vu, Vut)) Au(t) + /Ooog(s)An (s) ds] udx
ou

S
+/F1 { (l—l—iﬂ]VuH + o (Vu, Vut)) 5 /0 g(s)a—Z(s)ds—h(ut)—f(u) udl’
= (& V) [Vl ~ (o (Vu, Vu) [Vl = [ Fu [ g(5)Vn () dsdo
Q 0
—/ uh(ut)df—/ uf(u)drl. (4.3.14)
r I
Eton a
o (Vu, Vay) Va2 = a||VuH§/VuVutd:c
- HV ulfy & vul;

- m vt (4.3.15)

D’apres (4.3.13) et (4.3.14) on trouve ¢'(t) sous la forme suivante

¢ (1) = u(t ||2+||ut()||p1 1+ & IVull®) [Vl

/Vu/ dsalyc—/F uh(ut)df—/F uf(u)dl. (4.3.16)

On utilise I'inégalité de Young et I'inégalité de Holder et I'inégalité de Poincaré, pour tout §; > 0

/ Vu / s) dsdx

on trouve

< GVl + o / Uooog@)w(s)dsrdm
< v+ g [ | [ oas| | [T efas o
<o vull+ =D [ gts) 190 ) s (43.17)

4.3. Décroissance générale de |'énergie
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Et

- /F 1uh(ut)dF < /F 1 |uh(u)| dT

< G, | [ #uar]

1
< C16, HW||§+4—51 : h?(u)dD (4.3.18)

En remplacant(4.3.16),(4.3.17) dans(4.3.15), pour tout §, > 0 nous obtenons

Ot) < Nue Ol + llue (B)IIE, — (0= 81 (L+C)) [Vull; = & [ Vully

—1 0 1

Maintenant on prend §; > ( assez petit

l

l—51<1+01>>§

Ainsi,(4.3.12) a la suite de (4.3.19) et (4.2.10)avec

B 1 €y —1
C_max{451’ 45, }

la preuve est terminé m

Lemme 4.3 On définit la fonctionnelle v (t) comme suit
0=~ [wo) [ st dsdr— [ ) [ g dsar

Sous les hypothéses du théoréme 4.2, alors pour tout §, > 0 la fonctionnelle 1) (t) verifie,

3 3
) < =T 0w’ - 1 & =0 g, + 82 || Vull*

4
1d 2 >0
+028(0) (G I9uF) + 50 [ o(0) 1900 s

LK, / () IV (8)||2ds—|—% / B2 (uy)dT (4.3.20)
0 I

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle v (¢) par rapport a ¢
i) = = [ [ gtom(s) dsdn~ [ uat) [ glom(s)dsar
N Q 0 I 0 P
=1

_ /Q u(2) /0 " g(s)m, (5) dsda — /F uft) /0 T (s, (s)dsdr . (4.3.21)

4.3. Décroissance générale de |'énergie
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Clairement

ho= = [ | " g5 (s) dsda

= [ =+ &IVl + o (Ve V) Aut

- [ asnas ([ ot e)as) i

On applique la formule de Green avec les conditions aux limites en trouve

/Q_ (I + & | Vul3 + o (Vu, Vay)) Ault) (/Ooog(s)n (s) ds) da
_ /F (14 & IVl + o (Vu, Vi) g:j(t) (/OOO a(s)n () ds) ir
—I—/Q (l +& HVUH% + o0 (Vu, Vut)) Vu(t) (/Ooog(s)Vn (s) ds) dx

En additionnant (4.3.22) et (4.3.23), nous obtenons

- [t [ oo (s)dso
=~ [ @+ &Ivul o (V0 Tu) 50 ([ stomeas)ar
+/Q (14 & IVl + 0 (Vu, Vi) (/‘”g )dI
L romon)s
o) (o

Si nous utilisons le résultat(4.3.24) on trouve

r.

n()ds ) d
I, = /Q(H—fl HVUH§+J(Vu,Vut)) Vu(t)/ooog(s)Vn(s)dsdm

+/Q (/Ooog(s)Vn (s) ds)2d$+/rl f(u)/o g9(s)n (s) dsdl

i / ) / " g5 (5) dsdr

(4.3.22)

(4.3.23)

(4.3.24)

(4.3.25)
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Chapitre 4. Equation de la membrane-elastique avec des conditions aux limites dynamiques

Puisque FE(t) est décroissante on conclut de(4.2.13) que
l
5 IVully < E(t) < E(0)

ce qui nous donne

2
[Vull3 < 7E(O) (4.3.26)
En appliquant l'inégalité de Holder et I'inégalité de Young (4.2.9) et(4.2.12), on conclut que pour
tout 63 > 0
/(Hglnwn) ) [ o(s)Vn (s) dsa
< (l )/|Vu |/ s)|Vn (s)| dsdx
1 2 o ?
< B IVull+ o (1+ %0 [ [[ s enena] w
Q 0
2 2T
< v+ S (14 2m0) | [T a0 19n )R] @3.27)
0
On a aussi
/J(Vu, Vuy) Vu(t)/ g(s)An (s) dsdx
0 0
ld o — 2
< 9.
< o (s iwu) s+ o [ o iencras 4.3.29)
L) 2 o
L ([ svnas) drsco-n [~ 1n)Pas (13.29)
Q 0 0
avec l'injection de Hy, (2) — L?(T';) on trouve

0o —1 S
/nh(ut) / o(s)n () dsdl < /Flh%ut)dmgﬂ? o / g() [Vn(s)|Pds  (4.3.30)

/r1 f(u) /0°° g(s)n (s) dsdl

y oo
< 63C1EP(0) ||Vu||2 + 6ZT?)CH/ g(s)||Vn (s)||2 ds. (4.3.31)
0

En remplacant (4.3.27) — (4.3.31) dans(4.3.25), pour tout §5 > 0 on trouve /; sous la forme sui-

2
L < (M (z+2—bE(0)> Lol

vante

453 ) 21
5 € — w0 .
& =D+ v ‘) [ o) 19 ()2 ds
3 0
’ 1
o (Zdt IVu |!2) E(0 )+53\|Vu||§+§/rl h? (ug)dl (4.3.32)
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On a

I, =— / ug () / g(s)n, (s) dsdz.
Q 0
Et d’apres la relation 1), + 7, = u; on trouve
77t = Uy — 7]3 (4333)
On remplace (4.3.33) dans la formule de I, on trouve
/ g(s)n, (s)dsdx = —/ g(s)n, (s) ds+/ g(s)u(t)ds. (4.3.34)
0 0 0
Maintenant on applique I'intégration par parties sur {2 on trouve
= (&=l = [w(® [ gsInisdsda
Q 0

avec l'utilisation de I'inégalité de Young et Poincaré on obtient

3(6,— 1 | © ©
pos el ( / —g(s>ds) ( / —g(s)n(s)ds) dr
4 gO_l Q 0 0
3 —1 0)C? [
< -2 - LU 17 ) v (o) s (4.3.35)
i &1 Jo
De la méme maniére on trouve /5 sous la forme
3(¢,—1 0)C2 [,
s =2 g, — 20 ) 19 ) as (4.3.36)
i &1 Jo
En substituant(4.3.32) et (4.3.35) — (4.3.36) dans (4.3.21) devient
, 3(¢, — 1 3(¢, — 1
v < 2ol 3Dy, .
,(1d 2\’ )
vo* (52 Vul2) B(O) + 63 |Vl

LK / T o) [V ()2 ds + Ko / T g6 IV ()P ds

+ / h?(uy)dT. (4.3.37)
Iy

N —

Avec

& 2¢, 2 g1

G-l &l

(1= + 205 —Cr + " Cy
_2g9(0)C?
K, — A
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Ce qui prouve le lemme m

Maintenant on définit la fonctionnelle £ (¢) par
L(t):=E() +e10(t) + et (1),

ol 1 et &, sont des constantes positives, sera choisi plus tard . C’est trés facile de vérifier que pour

g1 > 0 et g9 > 0 assez petit
1 3
§E(t) < L(t) < §E(t). (4.3.3%)

Lemme 4.4 Il existe m constant positif, tel que pour tout t > 0,

L' (t) < —mE(t) + C’/ g(s) [V ()] ds + C/ h?(uy)dT . (4.3.39)
0 I
Preuve. Il suit de (4.3.1), (4.3.12) et (4.3.20) pour tout ¢ > 0,
’ 3 2 3 2
£ < - [F6-De-a lul - |6 -Da-al ful?,

— [l€1 + 51 (1 -+ C) g1 — 5252} ||VUH2

1d 2
~Ga IVl - 0 (1= 0B 0)e) (55 194l

' (% _ K) IR

(857 ar mann) [ o) Ioneoas

1 €9 2
— —= h dr’ 4.3.4
" (45181 2 > /r ) R
A ce point on choisit §, > 0 satisfaisant
3l
52 < g (50 - l) )
ce qui nous donne ) .
75262 < Z (50 — l) £9.

Pour tout §, > 0 fixés, on prend ¢, > () assez petit pour que (4.3.38) reste valide et en outre pour

s et €5 sont fixé, nous choisissons ¢, > ( tres petit que (4.3.38) reste valide et en plus

> w

(50—1)82},

£ g min

ce qui nous donne

3 1
Z (50 — l)€2 > O, (61 +51 (1 +C>€1 —(5262) > O, <§ — KQ&TQ) > 0.
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Par conséquent, il existe un constant positif m tel que pour tout ¢t > 0,

L' (t) < —mE(t) + 0/000 g(s) [V ()] ds + C’/F h?(u,)dr.

1
qui compléte la preuve. m

Les mémes arguments que dans [30], nous pouvons obtenir le lemme suivant.

Lemme 4.5 Sous les hypothéses du théoréme 4.2,il existe une constante positivey > 0 telle que pour
tout g > 0

G' (e E(1)) /OOO 9(5) [V (s)|[* ds < =7, E'(t) + 1 E()G (0B (1)) (4.3.41)

Preuve. Du théoreme 4.2. Nous distinguons les deux cas suivants pour prouver le théoreme4.2

Cas 4.1 La fonction linéaire hy,il suivra de(A2) que
cr|s| < |h(s)] < eals], Vs € R,

ce qui implique
h*(s) < cysh(s),Vs € RT. (4.3.42)

On combine(4.3.1) et(4.3.39), on obtient pour tout t > 0,

[e.o]

L' (t) < —mE(t) + C’/ g(s) [V (s)||> ds — CE'(t) (4.3.43)
0
Soit €(t) = L (t) + CE(t) enutilisant(4.3.38), nous savons que ¢ (t) ~ E(t) alors (4.3.43)nous donne

€ (t) < —mE(t) + C/ g(s) [V ()| ds. (4.3.44)
0
On multiple (4.3.44) par G’ (eoE(t)) et on utilise (4.3.41), on obtient

G (eoE() € (1) < —mG (e0E(1)) E(t) — Cy E'(1)
+C7120E(1) G (0 E(1))
= —(m—Cy8) E@)G (e0E(t)) — Oy E'(D).

Maintenant on prend &, > 0 assez petit que m — Cy,6¢ > 0 , et on dénote
€\ (t) = G' (goE(t)) € (t) + Cy,E'(t) on peuty, arrivé que pour tout K; > 0 tell que

e (t) ~ B(t) et €, (t) < —F,G' (e1e1 (1)) €1 (1) , (4.3.45)

qui donne (W, (¢;)) > K, , Ou

1
1
W1 (T) = /7_ —CSG’ (615) ds.
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Pour 0 < 7 < 1 En intégrant la derniére inégalité dans(4.3.45) sur|0,t], on a pour tout ¢t > 0,

€1 (t) S W1_1 (Klt + KQ) s
donc(4.2.13) suivre de(4.3.46), (4.2.12) et ¢; ~ E.

Cas 4.2 La fonction hgest non linéaire sur|0, €] .

(4.3.46)

Par les arguments comme dans [53], supposons que max {r, ho(r)} < ¢ , dautre part on choisit r

petit. Soit &, = min {r, ho(r)} il suivra de (A2) que pour ¢, < |s| < ¢

-1 -1
|h<8)| S hO (|S|) |8| S hO (|5|) |S|,
] 1]
et
)| 2 ol g oD
] =1

Donc nous avons

{ ho (|s]) < [h(s)

| <hg' (Is]), for |s| <e, '
c1|s| < |h(s)| <

ca|s|, for |s| > e,

Ce qui nous donne pour tous |s| < ey,

H (12(5)) = h(s)| ho ([h(s)]) < shs).

Alors
h*(s) < H ' (sh(s)),¥|s| < e;.

Comme dans [54], On dénote

Fll—{ﬂferl ’Ut( )’ >€1},F12:{$€F1 : |Ut(t)| SEl},

il suivra de(4.3.47) que sur I'yo,
uh(u) < erhgt (1) < ho (r)r = H? (7).
On définit J (t) par

1

ISP

J(t) = uzh (ug) dr.

Puisque H! est concave, nous déduisons de l'inégalité de Jensen que

HYJ@)>C | H*(uh(u))dl.

NP

(4.3.47)

(4.3.48)

(4.3.49)

(4.3.50)

4.3. Décroissance générale de |'énergie



Chapitre 4. Equation de la membrane-elastique avec des conditions aux limites dynamiques

En utilisant(4.3.48) et (4.3.50),on conclut que

/ B (u)dt < [ H(ugh (u)) dD + / B (uy) dT
: < CFI;;‘1 (J (1)) — CE'(t), -
avec (4.3.39), donne pour tout t > 0,
K (t) < —mE(t +c/ (5) [V ()|[2ds + CH™ (J (1)).

Ou k(t) = L (t) + CE(t) et k(t) ~ E(t) pour gy < r? et Cy > 0 etlefait £’ <0,H'>0et H" >0,
on obtient que la fonctionnelle k, (t) définit par

ky(t) = H' <50%) k(t) + CoE(1),

est équivalent a F(t) et

E(t) E(t)

< —mE(t)H' <50E(0)) +CH ' (J(t)H (€OE<O)) + CoE'(t)
+CH' (50%> /Ooog(s) V7 ()] ds. (4.3.51)

Cas 4.3 Maintenant, on dénote la fonction conjuguée de la fonction convexe H par H*.voir comme
un exemple, Arnold [10] ,et [55] (i.€)

H* (s) = sup (st — H(t)).

teR+

Alors
H* (s) = s ()" () = H [ () (s)]
la transformation de Legendre de H est satisfait
AB < H*(A) + H(B).

Pour A= H' <60%) et B=H '(J(t)) ,etonnote H*(s) < s(H')""(s) et en utilisant (4.3.51),

K(f) < —mE@H ( g((é))) + Cey g((é)) H (60%) _CE®)

FCOE'(#) + CH! (a) E(%))) o(s) |V ()| ds

— (mE(0) — Cey) g((é) H' <€0 géé))) —(C = Co) E'(t)

IA

+CH' <€0%) /000 g(s) ||V (s)|]? ds. (4.3.52)
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Dans(4.3.52),nous choisissons ¢, > 0 assez petit que mFE(0) — Cey > 0 et Cy trés grand que C — Cy < 0 on
obtient pour tout t > 0,

ki(t) < —K%H’ (50%) +CH' (50%> /000 g(s) ||V ()| ds. (4.3.53)

On multiple (4.3.53) par G’ (eqE(t)) et en utilisant (4.3.41), on obtient

G (eoE(1)) K (1) < —KwG’ (eoE(t)) H' (60 E(t) )

E£(0) E(0)
vom g [ E(t)
—7. E'(t)H <60E(0))
trvgco E(G (0B (1)) H' <60 ]:;E((é)))
E(t) ’ ! E(t) !
< K i@ (B H (50 F) ) ~CE®
a0 ()G (o E (1)) H' <50 g(((?)) (4.3.54)

Nous définissons la fonctionnelle k,(t) par
ko(t) = G' (eoE(t)) ki (t) + CE(t).
C’est tres facile de vérifier que ko(t) ~ E(t) i.e, il existe deux constantes positive (3 et 3, telle que
Bika(t) < E(t) < Boka(t). (4.3.55)

On note le fait E'(t) <0 et G” >0 on conclut de (4.3.54)que

k() < — (K — yp61) g((é)) & (61%) H <go%> | (4.3.56)

Avec ¢, = ¢y F(0) et avec un bon choix de ¢,,0n obtient de (4.3.56) que pour certaines constantes K; > 0,

K(1) < —K, géé; el <61 g((?)) " (50 58) _ KW, (%) , 4.3.57)

ou Wy (t) =tH' (eot) G’ (e1t) signifie R (t) = %%()t) . Il découle de (4.3.55)que

R(t) ~ E(t). (4.3.58)
Par (4.3.57), on obtient pour certaine ky(t) > 0

Y

R(t) < —KsWa (R(t)) . (4.3.59)
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Ce qui implique (W, (R(t)))' > K, ol

1
Wl(t) = / WQ(S)dS, fort S (0, 1] .
t
En intégrant (4.3.59) sur [0, t] nous avons pour tout t > 0,
R(t) < Wt (Kot + K3). (4.3.60)

Alors (4.2.13)suivre de (4.3.58) et (4.3.60). La preuve est compléte.
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Chapitre 5

Existence local de la solution d’un
probleme d’ondes viscoélastique non

linéaire avec un terme de retard

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons '’équation d’onde viscoélastique non linéaire suivante avec un

terme de retard :

gy + AP (t fo (t = 8)A%u(s) ds — jn Aui(t) (5.1.1)
—,u2Aut(t—T)+f( ) =0, x e, t>0, o
u:%:(), x €00, t>0, (5.1.2)
u(x,0) = uo(x),u (x,0) = us(z), x€Q (5.1.3)

u (,t —7) = fo(z,t —7), reNte(0,7)

Ou  est un domaine borné dans R™, n > 2 avec une frontiére Lipschitzienne continue I' =
09, Apu = div (|Vu|"?Vu) ,(p > 2)est 'opérateur p — Laplacien.La constante ., est positive et
[,est un nombre réel, 7 > Oreprésente le retard du temps, g > 0 est une fonction représente la
mémoire kernel et f est un terme de force . En 'absence du terme viscoélastique et du terme de
retard (g = 0 et u, = 0), et avec opérateur p — Laplacien habituel, I'’équation dans (5.1.1) se

réduit a 'équation d’onde du quatrieme ordre.
uy + A%u (t) + div (]Vu|p_2 Vu) — eAuy = f (x,t,u, 1), (5.1.4)

qui décrit les flux de microstructures élastoplastiques. Le probleme (5.1.4) a été largement étudié

dans les traveaux ([4, 5, 72]) et les résultats concernant I'existence, le non-existence et le comporte-
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ment a long terme des solutions ont été prouvés. Le probleme (5.1.4) sans termes d’amortissement

ou de forcage, est lié aux modeles élastoplastiques-microstructures [5].
Ut + Uggza = +0Q (ui)m + f (I) )

ol a < 0 est une constante. I. Lasiecka ont discuté dans [52] de

wy + A% (t) + div (|Vul? Vi) — kuy = 0 A(u?) + f (u),

et ont prouvé 'existence d’attracteurs globaux de dimension finie. Lorsque ¢ = Oet en présence du
terme viscoélastique (g # 0) dans (5.1.4), Jorge Silva et Ma[45], ont établi la stabilité exponentielle

des solutions sous la condition.
g'(t) < —cq(t), ¥t >0, ¢ > 0.

Andrade et al. [6] ont prouvé la stabilité exponentielle des solutions de 1’équation des plaques
avec mémoire finie et p — Laplacien. En présence de la dissipation de type Kelvin—Voigt (e # 0).
Dans([8], [32]), les auteurs ont amélioré les résultats de[6] en établissant I'existence locale et glo-
bale, ainsi que I'unicité de la solution faible u(z,¢) du probléme (5.1.1). Plus important encore,
les auteurs de[8] et[32] ont établi I'existence locale et globale, I'unicité des solutions faibles et le
comportement asymptotique des solutions. Les retards apparaissent si souvent dans de nombreux
phénomenes physiques, chimiques, biologiques, thermiques et économiques que ces phénomenes
dépendent non seulement de I'état actuel mais aussi de I'histoire passée du systeme d’une maniere
plus compliquée. Ces dernieres années, de nombreux travaux ont été publiés concernant ’équa-
tion d’'onde avec retard. Kafini et Messaoudi[46] ont considéré 'équation d’onde non linéaire avec

retard suivante
uy(t) — dz’v(|Vu(t)]m_2Vu(t)) + pqug(t) 4+ poug(t — 7) = b|u(t)|p_2u(t).

Ils ont prouvé le résultat de 'explosion des solutions avec une énergie initiale négative et p > m.
Récemment, Kafini [47]ont considéré I'explosion des solutions avec une énergie initiale néga-
tive pour le systéeme d’évolution abstrait du second ordre avec retard.en 2011 Kirane et Said-

Houari[50]ont étudié le probleme viscoélastique non linéaire avec retard suivant
t
[ue|” ugy — Au — Aug — / g(t — 8)Au (s) ds + pyus(t) + pous(t — 7) = bluP~?u.
0

IIs ont prouvé le résultat de I'explosion avec une énergie initiale positive et non positive en
modifiant la méthode dans[47]. Motivés par les travaux précédents, nous citons quelques réfé-

rences connexes[41, 39]. Pour l'existence et l'unicité de la solution, nous posons quelques travaux,

5.1. Introduction
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A.Benseghir dans[13] a étudié le caractere bien posé en utilisant la théorie des semi-groupes et la

stabilité asymptotique d’'un probléme de transmission avec terme de retard de la forme

Uy — AUy (2, 8) + pyug (2, 1) + poug (6 —7) =0, (x,t) € Q x (0.00)

(5.1.5)
Vgt — b/Uxx = 0, (.Tf, t) c (ng LQ) X (OOO)

Dans (7,14, 21,22, 32, 33]les auteurs prouvent I'existence et 'unicité de solution pour une forme
différente de probléme viscoélastique non linéaire avec différents types de conditions aux limites

par la méthode des semi-groupes.

5.2 Formulation du probleme

On considere I'équation d’onde non linéaire viscoélastique avec un terme de retard définit par
(5.1.1) = (5.1.3) . Pour N € N, nous supposons que

2N -2
N -2

2<p< SIN>3etp>2siN=1,2. (5.2.1)

Ensuite
H*(Q) N HE (Q) = WP (Q) — HY Q) — L2 (Q).

% {(g o Au)(t) — (/Otg(S)ds) HAu||2} (5.2.2)

g(0) |80l + 5 (o o D) (1)

En utilisant les calculs directs, nous avons

/0 gt —s) (Aug (t) ,Au(s))ds = —

N — N~

ot t
(g0 Au) () = / gt — s) [ Au (s) — Au (1) ds.

Avec y, et ui, sont satisfaits
o] < poa.- (5.2.3)

Pour la fonction de relaxation g, nous avons les hypotheses suivantes

(B1) g :[0,+00) — [0,4+00) de classe C'satisfaite

g(0) >0,1— 71/ g(s)ds =~ >0 (5.2.4)
0
Ou v, > 0 est la plus petite constante de plongement qui satisfasse

IVulz0 < 7 l1Aullyg, Vu € Hi (9).

5.2. Formulation du probleme
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(Bs) il existe une fonction différentiable non croissante

¢ : [0,4+00) — [0, +00) telle que
+oo
gt) < —E&g(t),Vt>0et / € (t) dt = 4o0. (5.2.5)
0
et A
0<n< 4;5in25et7]>05i1§n§4. (5.2.6)
n —

(Bs3) la fonction f satisfaite

0<G(u) <uf(u);G(u) = [, f(s)ds pour tout u € R
: (5.2.7)
f(0) =03 | f(u) = flv )!<72(1+IUI +v]") sV, v eR
Ou +, est une constante positive.
Maintenant on introduise la nouvelle variable suivante [65]
z(z,p,t) =u (x, t —7p), 2 €Qpe(0,1),t>0. (5.2.8)
Alors nous avons
Tz (2, p,t) + 2, (z,p,t) = 0,2 € Q,p e (0,1),¢t>0. (5.2.9)
En utilisant (5.2.8) et (5.2.9) on peut réécrire (5.1.1) — (5.1.3) comme suit
A2y s)ds — py A
et fo s = mAu(l) sur 2 x (0,1) x (0,00),
—Hp Az (Lt) + f( ) =
Tz (@, p,t) + 2, (2, p,t) =0, sur (0,1) x (0,00), (5.2.10)
2(0,t) = w(t), sur (0,00),
2 (p,0) = fo(x,—71p), sur (0,1). (5.2.11)

Nous notons U = (u. ¢. z)T Alors on peut réécrire le probléeme (5.2.10)avec les conditions (5.1.3)sous
, p p

la forme

U =AU
| (5.2.12)
{ U(0) = (uo, us, fo (., —7))"

tel que ¢ = u, , et 'opérateur A défini par

u ¢
Al 6 [ = | =A%) + gt [ g(s)A% () ds + mA(E) + pade (LD — f() | (5:213)
< _%Zp(xvlmt)

5.2. Formulation du probleme
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Avec le domaine
D(A) = {(u,6,2)" € H,z(.,0) = ¢ sur Q},

tels que
H={ue H*(Q);¢€ Hy(Q);2(.,1) € L*(Q);2,2, € L*((0,1) x )}

Tespace de I'énergie est défini par
K =H;(Q) x L*(Q) x L*((0,1) x Q),

tel que Hj () est un espace de Hilbert dont ses éléments sont des fonctions a valeurs dans

H'(Q)définies sur (0, +00) cet espace est muni du produit scalaire

(@, 5€) 2 12((0,4o0)x H (O // $)p, (z,38) 7, (x,s) dsdz.
Soit {U = (u,¢,2)T et U = (@, ¢, 2)7 , alors pour une constante positive (satisfaisant

T o] < C <7 (g — |pal) - (5.2.14)

On définit le produit scalaire sur X comme suit
g _ 7 ~ P ~p
<U, U>K - /{¢>¢ umum}dx—l—/(|Vu| Vi) do
—l—C// (x,p) 2 (x,p dxdp+// Ad(s)dsdz.

Le résultat d’existence et d’unicité est traité comme suit

Théoreme 5.1 Pour tout U, € K il existe une unique solution U € C (|0, +oo[, K) pour le pro-
bléme (5.2.12). De plus, si Uy € D(A) alors U € C ([0, +oo[, D(A)) N C* ([0, o0, K) .

Preuve. Pour prouver le résultat cité dans le Théoreme 5.1, nous utilisons la théorie des semi-
groupes, cest-a-dire, nous montrons que 'opérateur A génere un Cysemi-groupe sur K. Dans
cette phase, nous nous restreindrons de prouver que 'opérateur A est dissipatif. Effectivement,

pour U = (u,¢,2)T € D(A) et une constante positive ¢, nous avons

(AU U), = — /Q A2ug(t)dz + / Auo(t)dz + / / ) o(t)dsdz + /Q 1 AG() (1) dx

+/QM2AZ (2,1,8) 6 (t) dm—/ﬂf(u)qﬁ(t) dm—;/ﬂ/o 2, (2, p, 1) Azdpd

= 0. (5.2.15)
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En appliquant I'intégration par partie pour chaque terme de (5.2.14)on trouve les résultats comme

suivant
—/A2u¢(t)dx: —/Au(Lt)Ang(t)dx (5.2.16)
Q Q
/Apugb(t)da: = —/ (|Vu|p_2 Vu) Vodz (5.2.17)
Q
t
2 —
/Q/O g(s)A%u t)dsdx = // A¢(t)dsdx (5.2.18)
n / AGDSDdr = 1, [V (1) (5.2.19)
,uQ/ Az (z,1,t) ¢ (t)der = —,u2/ Vz(z,1,t) Vo (t)de (5.2.20)
Q Q
1 ! 1 1
-2 /Q/O 2 (2, ,1) Mcdpds =~ V= (2, 1,03+ 5 V6 (1) (5.2.21)

En substituant (5.2.16) — (5.2.21) dans (5.2.15) on trouve

(AU U), = —/QAu(x,t)Ang(t)dx—/Q(|Vu|p_2Vu) quﬁd:v—l—/ﬂ/o g(s)Au (s) Ap(t)dsdx
196 (01 = s [ V(21,0 V6 (1) da

1 1
5 V2@ 1015+ - IVo 13— [ fwo 0 dr
= 0. (5.2.22)

On applique I'inégalité de young sur la formule (5.2.20)
_ < _ |N2| ’N2| 2
Ha Vz ($a17t) V¢(t> dx — ”VZ( ’17t)||2 qub( )”27 (5‘2'23)
Q

et comme
g (2,1) = ¢ (t)

Maintenant en utilisant (5.2.2) pour (5.2.18) on obtient le résultat suivant

[ [ st sowaste = om0~ 35 {woan o~ ([ tas) 180z}

1
—5g(t) 1 Aull; (5:2:21)
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Si on remplace les résultats obtenue dans(5.2.23) et (5.2.24) dans(5.2.22) on trouve

(AUUY, < — /Q Au(z, ) Ad(t)dz — / (1Vul”? V) V¢dm+%(g’oAu) )

1
~(m +@ : ) Ivo ol - (Y24 5 ) 19 L0l
/ F()o (1) dr — Sg(t) | Al

_ﬁ( o Au) (1) + %%(/Otg(s)ds) Al

(AU, U), < —/QAU(:E,t)AqS(t)dx—/Q(|Vu|pZVU) ngdx—/f(u)gb(t)dx

d
590180l = 35 g0 ) (0 = (S22) IV (a1

ry @ oan 0+ 34 ([ otoras) jaule
2 2dt
- (4 S ) 1m0l
Alors, en gardant a l'esprit le fait que
g'(t) < —€g(t).

Donc on obtient

Lopérateur A est dissipatif.Maintenant on montre que 'opérateur A est surjectif.
Soient F' = (fi, f», f3)" € H nous montrons qu'il existe V = (u, ¢, 2)" € D(A) tels que

(M —-A)V =F, (5.2.25)

qui est équivalent a

A— o= fi
Ao = (=A% (8) + Agu+ [ 9(s)A%u (s)ds (5.2.26)
Fi AG(t) + 1Az (1,8) — f(u)) = fo
Az + %Zp (l’,p,t) = f3
Ona

b= i fi. (5.2.27)

il est clair que ¢ € H] (Q2) .En outre, en utilisant la troisieme équation de(5.2.26) nous trouvons
z telles que

z (z,0) = ¢, pour z € Q. (5.2.28)

5.2. Formulation du probleme [
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Utilisons la méme approche comme dans Nicaise et Pignotti [69], en utilisant la troisiéme équation
de (5.2.26) on trouve

1

z(2,1,t) = d(x)e™ + Te_’\T/ e f3 (z,0) do.

0

De (5.2.27) on obtient

z (l‘, 17t) = )\U(Q})efAT — f1<gj)e*/\7' +

1
Te’\T/ e f3 (x,0) do
0
= u(z)e™ + z(2). (5.2.29)

1
2o() = Te_’\T/ e f3 (z,0) do — fi(x)e ™. (5.2.30)
0

Donc on trouve la deuxiéme équation de (5.2.26) sous la forme

Au(x) — (=A% (2) + Apu+ [ g(s)A%u(s) ds

(5.2.31)
—Afi 1Az (5 0) + Az (1,8) — f(u) = fo
tels que
2(,0) = Au(x)
2(1,t) = u(z)e ™ + z(x),
alors le systéme (5.2.26)devient le probléme suivant
Au(z) + A%u () — Apyu — [ g(s)A%u (s)ds (5.2.32)

A Au (z) = ATy Au () + f(u) = f2 + My + 1Az

Nous devons maintenant prouver que (5.2.32) admet une solution « € H? (Q) N H] () et en la
remplacant dans(5.2.27) , (5.2.28) avec(5.2.30) pour obtenir V = (u, ¢, z)" € D(A) , Pour résoudre

le probleme (5.2.26) nous considérons
® (u,v) =W (v),Vv € Hy (), (5.2.33)

telle que la forme bilinéaire @ : (HZ ())> — R défini comme suit

® (u,v) = /Q ( Au(x) + APu(z) — Apu () — f;g(S)AQU (s)ds

= vdx, Vv € Hy ().
=AMy Au (z) = Ae™ A () + f(u)

5.2. Formulation du probleme
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Et la forme linéaire ¥ : A} () — R défini par

U () = /Q (Fs + 1y 2o + A1) vz, Yo € HY ().

Il est clair que ®est continu et coercive, et West continue.Alors en appliquant le Théoreme de
Lax-Migram théorémel.12on déduit que pour tout v € H{ () le probleme(5.2.33)admet une so-
lution unique u € H} () .En appliquant la régularité elliptique classique, il s’ensuit de(5.2.32)
que u € H* () N Hy (Q) .Donc l'opérateur \I — A est surjectif pour tout \ > 0. Alors le résultat
cité dans le théoreme 5.1 est vérifié d’apres le Théoreme de Hill-Yosida. m

5.2. Formulation du probleme [



Chapitre 6

Décroissance générale de I’energie d’un
probleme d’ondes viscoélastique non

linéaire avec un terme de retard

Ce chapitre est une suite de I'étude dans le chapitre cing, on va prouver la Comportement asymp-
totique de la solution du probleme (5.1.1)—(5.1.3). Loutil principal utilisé repose sur les techniques
de Liu, Li et Hong dans [59].

6.1 Comportement asymptotique de la solution

Lemme 6.1 Soit (u, ¢, z) la solution du probléme ((5.1.1) — (5.1.3)). Supposons que(5.2.3) est véri-
fiée. Alors nous avons
1 , 1 , 1
BE@) = 5lu®lh+ g l1Aulz+ IVel”

1

1
+—/G’(u)d$+§/ V2 (, p, t)||* dp (6.1.1)
2 Ja 2 Jo

Démonstration. Multiplions la premiére équation du systeme(5.2.10) par w,;, la deuxiéme équa-

tion du systeme (5.2.10) par —(Az (z,p,t) , on trouve

(utt7 ut)L2(Q) + <A2'LL, ut)L2(Q)

— (Apu, ut)L2(Q) =ty (Aug, ut)L2(Q)

([ gt~ ) A%u(s) ds ) .

—pg (Az (1,2), ut)L2(Q) +(f, Ut)L?(Q)
= 0. (6.1.2)
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Et

Utilisation des conditions (5.1.2) , et des intégrations par partie successive sur (2, on obtient

1d
(uet, Ut)Lz(Q) T o4t HUtH; (6.1.4)
1d
(A%, ) o ) = 57 | Aull; (6.1.5)
1d »
- (Apuaut)H(Q) = _5E | Aul| (6.1.6)
— iy (Auy, Ut)L‘Z(Q) = ||Vut||§ (6.1.7)
— o (Az (1,1), ur) 12y = —,u2/ Vu;Vz (1,t) de. (6.1.8)
Q
En utilisant (5.2.7) on obtient
1d
(f> ut) o) = 5%/96’(14)0[:5 (6.1.9)
En utilisant (5.2.2) on obtient
t
— (/ g (t —s) A*u(s)ds, ut)
0 L2(Q)
1, 1d t 9
= —= A —— A
5608000+ 5% ([ ae)as) 1aul?
1 , 1d
—ig(t) | Aul| +§E(goAu) (t). (6.1.10)

D’autre part en utilisant les conditions (5.2.11), et des intégrations par partie successive sur 2 X
(0,1), on obtient

1
7 (2, = CAZ)p2ax(01)) = Q/Q/ Vz (2, p,1) Vz (z, p,t) dudp
0

_ Ei/l V2 (, p, 8)]) dp (6.1.11)
it | », . 1.

(2, — CAZ) =S V@ )P dr — = [V (6.1.12)
P L2(@x(0,1)) — of Q it} 2 il i
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La substitution de (6.1.4) — (6.1.10) et (6.1.11) — (6.1.12) dans (6.1.2) et (6.1.3) respectivement,
donne

d (1 , 1
u Aull; — = [|Au|f”
3 sl - 2

1 t 1
w5 (f g(s)ds) 8ul+ 5 [ 192 (w0l do
0 0
1 1
+=(goAu)(t)+ = / G(u)dx}
2 2 Jq
= I Vull ey [ V(1,0 do
Q
¢ ¢
—o ) V2 (2,1, t)]2 dx + > HVutﬂg

b (o 0 du) (1) + (0) | Al (6119

Donc, nous montrons que (6.1.1) est vérifiée. La demonstration est complété.

En suite, nous formulons le théoreme suivant

Théoreme 6.1 Supposons que (B;) — (Bs3) et (5.1.3) sont vérifiés, si les données initiales U, € H ,
alors Uénergie E (t) du probléme (5.2.13) satisfait pour deux constantes C,k > 0 lUestimation géné-

rale
E(t) < CE(0)e €t ¢ >
Pour prouver la propriété de la décroissance des solutions faibles u du probléme(5.2.13), nous définis-

sons, comme dans [6] et [55], ['énergie modifiée

1 1 1
F() = 5l @13+ 18ul} + - |Vul?
1
—/G dm+§/||Vz:1:p, )| dp
2 Ja
1 1
5 [ otedis Iz + 5 (g0 0 1)

ou t
(90 Au) (1) = / g(t—s) [ Au(s) — Au ()] ds

En utilisant (5.2.7) et(5.2.10) on obtient

F(t) = B(t) -

N | —

| s 1aul+ 5 g0 2 1)

v
-2

&
=
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Par conséquent, on a

1
E(t) < —F(t), pourtoutt > 0.
g

En outre, F' est décroissante puisque

1, 1
F'(t) = 5(d 0 Au)(t) = 59(t) 1Aul5 = o [ V3

_MQ/QVutVz(l,t)dx—%/Q(Vz(x,l,t)fdx

3
+Z ||Vut||§-
Alors
) v IS
P < -Boosn - (m+ - 2 vus
’/b’ § 2
< 0. (6.1.14)

On observe que la décroissance uniforme de E (t) est une conséquence de la décroissance de F' (t).

Nous définissons également Uénergie perturbée par
F.(t)=F(t)+¢eW¥(t);Ve > 0. (6.1.15)

Ou
() :/utudx.
0

Lemme 6.2 Il existe C} > 0
|F. (1) — F (t)] <eCyF (t),Vt > 0,Ye > 0.

Preuve. Si en utilisant 'inégalité de Young , on déduit

1 ~,C2
R A I

1 1
< max (1,71,C3) | ludl} + 5 | Aull
1
S max (1771032) E(t) S — max (17710522) F(t)
v
< C1F(t),

donc on trouve
|F. (t) — F (t)| < eCLF(t).

6.1. Comportement asymptotique de la solution
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Oou
Cy = %max (1,71032) )

u
Lemme 6.3 Il existe des constantes Cs, Cs, Cy, C5 > 0 telles que
V() < —F(t)+Co Va3 + Cs (g 0 Au) (t)
1
+C4/ V2 (2 p )2 dp+ Cs [ V2 (2 1, 1)[12 (6.1.16)
0
Preuve. En utilisant le probléme (5.2.13) on trouve
V() = fully = 1 Aul; [Vl
t
+/ g(t —s) (Au(s),Au(t))ds — /h/ Vu,Vudz
0 Q
—Mg/ Vz(z,1,t) Vudz — / f(u) udx.
Q Q

En utilisant (5.2.8), en ajoutant et en soustrayant /' (t), on obtient

, 3 1 1
W) = ~FO+ 5 lult- 5 180 - (1= ) 19up

_% (/Ot g(s)ds) | Aul)? + % (90 Au) (t)

1 3
+§/ V2 (o, ) dp+ ) L. (6.1.17)
0 =1

Lo— /Q (%G(u)—f(u)u) do

ly = /o g(t —s) (Au(s),Au(t))ds

Avec

1
ls = —,ul/VutVudm—,uQ/ Vz(x,1,t) Vudz.
Q 0

En rappelant (5.2.10), nous avons [; < 0 . Ensuite, nous estimons / et /3 de la maniere suivante

] <

/O ot — s)Au (t) (Au () Au (1)) ds

+/0 g(t —s) (Au (t))2 ds

< (] tg(s)ds) | Aul? +

/tg(t —5)Au () (Au(s), Au(t))ds|, (6.1.18)

6.1. Comportement asymptotique de la solution
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on applique Young sur (6.1.18) on obtient

< ([ otorts) 13tz + nloul

b ([ ot =9 13u 0 8u o) d))

(] otsnds ) hvul + 12

b ([ote=) ([ ate=9 ) du o as)

IN

t 1
(( ] otehas) +0) 180 + - gl (g0 500 1)) (6.1.19)
0
Et
ft ||
ol < B v+ 2l vae ol
+ (Mgl + 17 |u2|) | Al (6.1.20)

Ou 7 est une constante positive a fixer.On remplace les derniers résultats (6.1.19) — (6.1.20) dans

(6.1.17) on trouve
V() < —F(t)+Gl[Vul; +Cs (g0 Au) (2)

1
e / IV2 (@, 0, )2 dp+ Cs V= (2, 1, 1) 2
0

o
Cy = gfyz+%>0
Gy = 5+ lall >0
Cy = §>0
Cs = %>O

Donc le lemme est prouvé m
Preuve. Du théoréme 6.1, en utilisant (6.1.14) — (6.1.16) on obtient

Fl() < —eF(t)+ (503 - %) (g0 Au) (1)

|M2| § 2

+ (502 — (/h 5 g, [Vuel3
|/~L2| § 2
+ (505 ( 5 + o V2 (x,1,1)]]5

1
+504/ V2 (@, p, )| dp.
0
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On choisit alors ¢ assez petit pour que

Low < o) <

F(t),t > 0.
2 ()’ —

[\CR GV

Maintenant pour n > 0 est assez petit que ¢ pour vérifier
(e —2n) >0,

et aussi on prend 7 > 0 assez grand on trouve

ol (e =2) _ €
4n 27

A partir de (6.1.22) , (6.1.23) on obtient

‘Mﬂ §
605 ( 5 + o7 > 0.

Si en utilisant (5.2.6) et on choisit v, assez grand on trouve

|1o] §

Ainsi, nous arrivons a la seconde inégalité dans (6.1.21) et le [emme 6.2 implique que
Fl(t) < —eF(t)+ (503 - %) (g0 Au) (1)
2 71
< -Z -4 .
< —seR(t)+ (e(] L ) (g0 Au) (1)
On multiple (6.1.25) par la fonction ¢ (¢) on trouve

£ FI() < —se (@) er(t) + (<05 — L) £(6) (90 2u) ().

Maintenant en utilisant(5.2.8) et (6.1.21) on obtient

ENF) < —260R() — (05— 1) (¢ o 2w (1)

< _gg (0<F(t) ~ 2 (<05~ 1) F'r),

On définit maintenant

L(t) =€ (t) Fa(t) +2 (gcg - %) F(t).

Si on applique la dérivation sur L (¢)et en utilisant (6.1.25) on obtient

L(t) = €@FW)+E @R +2(cCs— 1) F'()

< —ZE()eR)
< —kEWL(),k>0.

(6.1.21)

(6.1.22)

(6.1.23)

(6.1.24)

(6.1.25)
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Par l'intégration simple
L(t) < L(0)e €@ g > 0.

Ce qui prouve le théoréme. =

6.2 Conclusion et perspectives

Dans cette partie de la these, nous avons étudié 'existence de solutions et la stabilitée de cer-

tains problémes aux limites générés par des EDP non linéaires du second ordre : probleme de

membrane élastique et équation des ondes viscoélastique avec un terme de retard, avec différents

types des conditions aux limites : dynamique, Dirichlet, Newman. Pour I'équation de membrane

élastique, sous certaines hypothéses appropriées sur la fonction de relaxation, la décroissance

générale de I'énergie a été établie. De plus, pour le cas de '’équation d’ondes viscoélastique non

linéaire, sous des conditions appropriées sur g et f(u), nous avons prouvé l'existence et 'unicité

de la solution par la méthode des semi-groupes. Ensuite, nous avons montré que la solution de ce

probleme se décroit vers le zéro.

Nous comptons, dans le futur chercher a améliorer ces résultats, en raffinant nos hypotheses

et nos données initiales. Dans ce contexte nous pouvons suggestionner quelques idées comme

suivant

— Nous appliquerons quelque méthode numérique (les éléments finis) pour trouver la solution
approchée et la simulation numérique de ce type des problémes qui contient des termes d’amor-
tissement un peu compliqués.

— Pour le probléme de la membrane élastique, nous verrons si nous pouvons vérifier ’explosion
de la solution en temps fini avec ce type de terme mémoire en présence d’'un terme source.

— Pour le probléme étudié dans les deux derniers chapitres, nous verrons I’explosion de la solution

en temps fini avec un opérateur laplacien de type p(z, t).

6.2. Conclusion et perspectives
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