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Résumé 

L'objectif de cette thèse est l’étude et le traitement de différents types 

des problèmes d'évolution non linéaires, avec des conditions aux limites 

locales et non locales. D'une part de prouver l'existence et l'unicité de la 

solution, et d'autre part d’étudier la stabilité et l’explosion de la solution 

dans un temps fini. 

Pour obtenir l’existence de ses solutions, des conditions suffisantes 

seront considérées dans notre étude. Des résultats de l’unicité sont 

également donnés pour certaines classes de ses problèmes définies au 

chapitre 02 et au chapitre 05. 

 Le comportement asymptotique de type (décroissance de l’énergie) a 

été établi à l'aide de la fonctionnelle de Lyapunov et la méthode de 

multiplicateur pour deux problèmes présentés dans la deuxième partie. 

Grâce à la méthode de Georgiev et Todorova, nous prouvons que la 

solution obtenue dans le chapitre 02 est explosée dans un temps fini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

The aim of this thesis is to treat and study different types of nonlinear 

evolution problems, with local and non-local boundary conditions. One 

is to prove the existence and uniqueness of the solution, and on the 

other hand to study the stability and the blow-up of the solution in a 

finite time. 

 To obtain the existence of its solutions, sufficient conditions will be 

considered in our study. The results of uniqueness are also provided for 

certain classes of its problems defined in chapters 02 and 05.  

The general decay-type stability was established using the Lyapunov 

functional and the multiplier method for two problems presented in the 

second part. According to Georgiev and Todorova’s method, we prove 

that the solution obtained in chapter 02 blows-up in a finite time. 
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Notations
Ω Un ouvert borné de Rn

Ω

Γ

Ω avec sa frontière

La frontière régulière de Ω

E Espace vectoriel normé.

‖.‖
(., .)

Une norme

Un produit scalaire

Lp L’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de fonctions

de puissance p-iéme intégrable

η La normal unitaire extérieure à Ω

∆ (u)

∇u
Opérateure différentielle est appelé Laplacien de u.

le gradient de u

Dαu La dérivée généralisée.

H1 (Ω) , H2 (Ω) Espace de Sobolev.

lim La limite.

↪→ L′injection canonique

L Application différentiel.

I

A

D(A)

G(A)

Identité.

Orérateur

Le domaine de définition de A

la graphe de A
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Introduction Générale

Au cours de cette introduction, nous nous concentrerons principalement sur un peu d’histoire des

problèmes d’évolution non linéaire en générale avec des exemples physiques de ses modèles et

sur les résultats généraux connus dans chaque chapitre.

Au milieu du XVIIe siècle, l’art de la prédiction est révolutionné par un événement majeur de

l’histoire des sciences. Conduit à la naissance des équations différentielles, et en général des

équations d’évolution. Ces équations cherchent à prédire mathématiquement l’évolution des phé-

nomènes en examinant leurs "tendances" ou "différences infinitésimales". Remarquablement, mais

sans surprise, ces équations ont émergé dans le sillage de la naissance du calcul. Les pionniers

de cette révolution furent des mathématiciens, des physiciens, et même des philosophes : New-

ton, Leibniz, Huygens... Avec eux nous avons réussi à maîtriser la trajectoire des obus d’artillerie,

des planètes et bien d’autres systèmes mécaniques. À la fin du XVIIe siècle, les célèbres frères

Bernoulli étudiaient des cours d’équations différentielles dans différentes villes d’Europe.[82,83]

La deuxième révolution scientifique s’est produite un peu moins d’un siècle après l’invention des

équations différentielles, c’est l’émergence des équations évolutives couvrant tout un domaine,

une fonction totalement inconnue. Avec Euler, D’Alembert puis Lagrange, Laplace et d’autres, qui

rêvaient de prédire le mouvement insaisissable des fluides. Et cette approche connaîtra un grand

succès tout au long du XIXe siècle, entre autres : les équations de Fourier qui régissent les trans-

ferts de chaleur. les équations de Navier-Stokes qui constituent aujourd’hui la base des simulations

de fluides ; Les équations de Maxwell régissant l’électromagnétisme. Les contacts transatlantiques

n’auraient pas été possibles sans une compréhension approfondie des équations aux dérivées par-

tielles... En 1890, dans un essai visionnaire, Henri Poincaré commence à parler de la classification

des grandes équations de la physique mathématique, anticipant l’extraordinaire développement

de la théorie partielle. Équations différentielles au XXe siècle.

Avec le développement de l’informatique dans les années cinquante du siècle dernier, de nom-

breuses équations ont été trouvées, qui jusqu’alors ne pouvaient être étudiées que qualitative-

ment ou dans certains cas. La précision n’a cessé d’augmenter. La simulation numérique s’affirme

alors comme une composante majeure de la science et de l’industrie, avec le développement de

l’analyse numérique, et l’interface entre la théorie mathématique et l’arithmétique. Ce qui était

considéré comme une troisième révolution scientifique qui imprègne l’histoire des équations évo-

lutives.

Physiquement, on définit les équations d’évolution non linéaires par les équations aux dérivées

partielles avec le temps t comme l’une des variables indépendantes, proviennent non seulement

de nombreux domaines des mathématiques, mais aussi d’autres branches de la science telles que
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la physique, la mécanique et la science des matériaux. Par exemple, les équations de Navier-

Stokes et d’Euler de la mécanique des fluides, les équations de réaction-diffusion non linéaires

des transferts de chaleur et des sciences biologiques, les équations de Klein-Gorden non linéaires

et les équations de Schrödinger non linéaires de la mécanique quantique et les équations de

Cahn-Hilliard de la science des matériaux, pour n’en citer que quelques-unes, sont des exemples

particuliers d’équations d’évolution non linéaires. La complexité des équations d’évolution non

linéaires et les défis posés par leur étude théorique ont suscité un grand intérêt de la part de

nombreux mathématiciens et scientifiques des sciences non linéaires. La première question à se

poser dans l’étude théorique est de savoir si, pour une équation d’évolution non linéaire avec

des données initiales données, il existe une solution au moins égale à l’équation d’évolution non

linéaire données initiales, il existe au moins une solution locale dans le temps, et si elle est unique

dans la classe considérée. L’existence et l’unicité d’une solution globale, c’est-à-dire quand une

solution locale peut être étendue pour devenir une solution globale dans le temps. En outre,

s’il existe une solution globale pour une équation d’évolution non linéaire donnée, on souhaite

également connaître le comportement asymptotique de la solution lorsque le temps va à l’infini.

Certains des problèmes d’évolution non linéaire les plus connus et les plus intéressants sont les

suivants grand intérêt sont présentés dans ce travail.

Les équations non linéaires sont généralement difficiles à analyser. L’existence locale peut être

établie par des arguments standard pour les EDP les plus raisonnables. L’existence globale est

souvent beaucoup plus difficile à établir et nécessite généralement des estimations a priori suf-

fisamment fortes pour les solutions de l’EDP. Les questions fondamentales d’existence globale et

d’unicité ne sont pas résolues, même pour certaines des équations d’évolution non linéaires les

plus importantes de la physique classique. Nous présentons donc quelques-unes des méthodes

utilisées dans ce contexte ( l’estimation à priori , la méthode de Feado Galarkin, la méthode du

point fixe ...ect), mais dans ce travail nous appliquons la méthode des semi-groupes[51,77,81].

La méthode des semi-groupes est une technique permettant d’étudier l’existence de solutions

d’équations d’évolution à la fois linéaires et non linéaires. Il peut être utilisé pour traiter de nom-

breux problèmes de valeurs initiales ou de valeurs limites initiales pour les équations d’évolution

linéaires et non linéaires. L’idée de base est de considérer essentiellement une équation d’évolution

comme un système dynamique de dimension infinie et d’essayer d’utiliser les idées et techniques

de base de la théorie EDO (c’est-à-dire les systèmes dynamiques de dimension finie) dans le cadre

de l’EDP. Les avantages de ce point de vue ne peuvent pas être sous-estimés, et cela est prouvé

par le fait que cette méthodologie est utilisée tout au long de l’analyse pure et appliquée de l’EDP,

y compris le développement de théories de la bonne pose, l’existence de solutions, l’analyse des

effets de lissage non linéaire, et dans la compréhension de la stabilité locale et de la dynamique
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globale de l’EDP non linéaire. Nous l’introduirons en détail dans le chapitre02 dans la partie

01, et dans le chapitre05 dans la partie02. Récemment, de nombreux travaux ont été réalisés

dans la littérature concernant l’existence et l’unicité de solutions par cette méthode pour cer-

tains équations et systèmes d’équations d’évolution non linéaires , on peut citer comme exemples

([13] , [35− 37] , [43]) .

La question de la stabilité des solutions d’équations aux Dérivées Partielles (EDP) a inspiré une

large recherche, elle consiste à déterminer le comportement asymptotique de l’énergie E(t). L’objet

principal est d’étudier sa limite lorsque t tend vers +∞ afin de déterminer également si cette limite

est nulle ou non, et de donner de manière unifiée les taux de déclin optimaux ou quasi optimaux

de l’énergie si cette limite est nulle[84].

Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier. Le premier degré consiste à analyser

simplement la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, i.e :

E(t)→ 0, lorsque t→ +∞.

C’est ce que l’on appelle la stabilisation forte. Pour le second, on s’intéresse à la décroissance de

l’énergie la plus rapide, c’est-à-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, (i.e)

E(t) ≤ Ce−γt,∀t > 0;

où C et γ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des

solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :

E(t) ≤ C

tα
,∀t > 0;

où C et α sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales. Dans ce cas, il

faut prendre des données initiales plus régulières, dans le domaine de l’opérateur.

Avec la décroissance le plus faible au sens logarithmique par exemple :

E(t) ≤ C

(log (1 + t))k
,∀t > 0;

où C et k sont des constantes positives avec C dépend des données initiales.

Une recherche très active s’est amorcée récemment sur les problèmes de stabilisation avec effet

retard. Les phénomènes de retard (en temps) apparaissent dans de nombreuses applications en

biologie, mécanique et en automatique...ect. Les travaux dans notre thèse s’orientent dans un gé-

néral directions vers une stabilisatée au sens de décroissance générale présentée dans le chapitre

04 et le dérnier chapitre (partie02).
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Il y a eu une énorme quantité d’activités récentes traitant du sujet des solutions aux équations aux

dérivées partielles qui explosent en un temps fini. La théorie mathématique pour cela est vaste

et des revues peuvent être trouvées dans Levine (1990)[56] et Samarskii et al. (1994)[75].

Cependant, l’explosion en temps fini et d’autres instabilités très rapides se produisent dans des

situations en mécanique et dans d’autres domaines des mathématiques appliquées, et les études

de ces phénomènes ont très récemment pris de l’ampleur. On peut donc définir l’explosion de la

solution des équations d’évolution non linéaires, comme l’ensemble des données initiales pour

lesquelles la solution tend vers l’infini dans une norme. Plus précisément, la solution du problème

tend vers l’infini lorsque t tend vers une valeur finie T . Pour cette raison, le terme source est appelé

terme d’explosion. D’autre part, les termes de dissipation sont des termes qui tendent à stabiliser

la solution du problème. Alors, la question centrale est « quel terme l’emporte sur l’autre (terme

de dissipation ou terme source) » ?. Cette question centrale a été dans de nombreux travaux

et est toujours importante. L’interaction entre l’amortissement linéaire et les termes sources a

d’abord été considérée par Levine [54,56,57]. Il a prouvé que la solution explose en temps fini si

l’énergie initiale est négative. Cette interaction a été étendue à l’amortissement non-linéaire par

de nombreux chercheurs.

Finalement, cette thèse se compose d’une introduction, notions préliminaires et deux parties avec

une conclusion pour chacune. Chaque chapitre est présenté comme suit :

– Le premier chapitre

Contient des notions de base et des définitions élémentaires sur l’analyse fonctionnelle qui vont

êtres utilisés dans les chapitres suivants de ce travail.

– Le deuxième et le troisième chapitre(Partie01)

Dans le chapitre02 nous étudions l’existence locale d’un problème de structure flexible non

uniforme logarithmique avec terme de retard donnée dans le travail[64] avec la méthode des

semi-groupes par rapport à certaines conditions de proposition, puis dans le chapitre03 nous

montrons que l’énergie de toute solution faible explose en un temps fini si l’énergie initiale est

négative, où le flux de chaleur est donné par la loi de Cattaneo.

– Les trois derniers chapitres(Partie02)

Dans le chapitre04 nous étudions l’équation de la membrane élastique avec des conditions aux

limites dynamiques, un terme source donnée dans le travail[63]avec un amortissement faible

non linéaire localisé sur une partie de la frontière et l’histoire passée. Sous certaines hypothèses

appropriées sur la fonction de relaxation, la décroissance générale de l’énergie a été établie en

utilisant les fonctionnelles de Lyapunov perturbées et certaines des fonctions convexes. Ensuite

dans le chapitre05, nous traitons une problème d’onde viscoélastique non linéaire en présence

d’un terme de retard avec les conditions de Dirichlet-Neumann donnée dans le travail[65] à
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l’aide du travail de A.Benseghir[13] nous prouvons l’existence local de la solution avec la même

méthode appliqué dans le chapitre 02, Enfin, le chapitre06 est consacré à la preuve de le

comportement asymptotique des solutions.
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Chapitre 1

Rappels et notations générales

Dans tout ce chapitre K est le corps des réels R ou le corps des complexes C

1.1 Espaces fonctionnels

Espace normé

Un espace vectoriel E est appelé espace normé si à tout x ∈ E correspond un nombre positif ‖x‖
(appelé norme de x) tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont vérifiés :

1. ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0 (la norme est non dégénérée)

2. ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ (la norme est homogène)

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire)

Ainsi, la norme est une application définie sur E, prenant des valeurs positives et vérifiant les

propriétés 1 à 3.

Espace de Banach

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy y est convergente.Un espace normé

complet est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1 On définit l’espace de Banach Lp (Ω) par

Lp (Ω) =

u ∈ Ω→ R, mesurable /
∫
Ω

|u|p dx <∞

 (1.1.1)

avec 1 ≤ p <∞.

Lorsque p = +∞ on dit que f est essentiellement bornée ou encore que f ∈ L∞ (Ω) s’il existe

6



Chapitre 1. Rappels et notations générales

C ∈ R+ tq |f | ≤ C sur Ω. La norme dans Lp (Ω) donnée par ‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u|p dx

 1
p

,avec

1 ≤ p < +∞, (1.1.2)

‖u‖L∞(Ω) = inf{C ∈ R+; |u| ≤ C p.p}. (1.1.3)

On peut considérer comme sous-espaces dans Lp (Ω) les espaces

Ck (Ω) et C∞ (Ω) ,0 ≤ k ≤ ∞

Définition 1.1 Dans tout ce qui suit Ω désigne toujours un ouvert de Rn. On désigne par C (Ω)

où C0 (Ω) (resp.C1 (Ω)) ,l’espace des fonctions continus (resp. continûment différentiable)sur

Ω à valeurs numériques (i.e réels ou complexes).Pour k ∈ N, k ≥ 2 , on pose

Ck (Ω) =

{
u ∈ Ck−1 (Ω) :

∂u

∂xi
∈ Ck−1 (Ω) ; i = 1, ..., k

}
, (1.1.4)

c’est l’espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω. Enfin on notera

C∞ (Ω) = ∩k∈NCk (Ω) , (1.1.5)

c’est l’espace des fonctions indéffiniment différentiables sur Ω.

l’espace des fonctions tests D(Ω) ([2] , [18])

Définition 1.2 On appelle espace des fonctions tests, et on note D(Ω), l’espace vectoriel des fonctions

indéfiniment différentiables sur Ω et a support compact dans Ω,(i.e)

D(Ω) = {u ∈ C∞ (Ω) \∃k compact,k ⊂ Ω , supp u ⊂ k} , (1.1.6)

certains auteurs utilisent la notation C∞0 (Ω) ou bien C∞c (Ω) au lieu de D(Ω) .de classe C∞ telles

qu’il existe un compact k ⊂ Ω,k = suppϕ .On notera

C∞k (Ω) = {ϕ ∈ C∞ (Ω) , supp ϕ ⊂ k} pourk ⊂ Ω,

un compact fixé, où ϕ est une fonction teste

Norme luxembourgeoise

Définition 1.3 On définit

‖x‖ (M) = inf

{
λ, λ > 0,

∫
G

M
(
λ−1x(t)

)
dt ≤ 1

}
, (1.1.7)

1.1. Espaces fonctionnels 7
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où M(u) est convexe et croissante pour u positif,

lim
u−→0

u−1M (u) = lim
u−→∞

u (M (u))−1 = 0; (1.1.8)

M(u) > 0 pour u > 0 , et G est un ensemble borné dans Rn. les propriétés de cette norme ont été

étudiées par Luxemburg [59], et

‖x‖ (M) ≤ ‖x‖(M) ≤ 2 ‖x‖ (M).

Si les fonctions M (u) ,M (v) sont complémentaires (ou dual) les unes des autres alors

‖x‖ (M) = sup

{∫
G

x (t) y (t) dt : ‖y‖ (N) ≤ 1

}
.

Si χE (t) est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble mesurable E ⊂ F , alors

‖x‖E (M) =
1

M−1 (1/mes (E))
. (1.1.9)

Espace convexe

Définition 1.4 On dit qu’une application f : I → R est :

1. Convexe sur I si

∀ (a, b) ∈ I2,∀λ ∈ [0, 1] , f (λa+ (1− λ) b) ≤ λf (a) + (1− λ) f (b) . (1.1.10)

2. Strictement convexe sur I si, pour a 6= b et λ ∈ ]0, 1[ on a même

f (λa+ (1− λ) b) < λf (a) + (1− λ) f (b) . (1.1.11)

Réflexivité et séparabilité[18]

Définition 1.5 (Réflexivité). Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans

E”, on dit que E est réflexif si J (E) = E” . Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et

E”(à l’aide de l’isomorphisme J).

Définition 1.6 (séparabilité). On dit que l’espace métrique E est séparable s’il existe un sous-

ensemble F ⊂ E dense.

Quelques résultats sur les espaces réflexifs et séparables

Théorème 1.1 Soit E un espace de Banach. Alors, E est réflexif (séparable) si et seulement si E ′est

réflexif (séparable).

1.1. Espaces fonctionnels 8
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Théorème 1.2 SoitE un espace de Banach. Soit k ⊂ E un sous-ensemble convexe, fermé et borné.Alors,

k est compact pour la topologie faibe. Donc de toute suite bornée dans k, on peut en extraire une sous-

suite qui converge faiblement dans k.

Application Lipschitzienne

Théorème 1.3 Soit f une fonction Lipschitzienne sur un intervalle I(
∃k ∈ R+,∀ (x, y) ∈ I2 : |f (x)− f (y)| ≤ k |x− y|

)
. (1.1.12)

Alors f est uniformément continue surI.

Remarque 1.1 f une fonction Lipschitzienne=⇒ f est uniformément continue =⇒ f est continue

Espace de Hilbert[18]

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace de Hilbert s’il est complet au

sens de la norme associée au produit scalaire.Les espaces de Hilbert qui sont des espaces de

Banach particuliers sont des généralisations des espaces Rn et Cn.

Définition 1.7 On appelle un produit scalaire sur E et on note (., .) , tout forme sesquilinéaire,

hermitienne, définie positive définir de E × E dans K, c.à.d.

1. Linéarité à gauche : ∀x, y, z ∈ E,∀α, β ∈ K, (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z).

2. Hermitienne : ∀x, y ∈ E, (x, y) = (y, x).

3. Définie positive : ∀x ∈ E − {0} , (x, x) > 0et(x, x) = 0 =⇒ x = 0.

Naturellement si K = R , le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie posi-

tive.

Exemple 1.2 L2 (Ω) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

‖u‖L2(Ω) =

∫
Ω

u2dx

 1
2

, (1.1.13)

(u, v)
L2(Ω)

=

∫
Ω

uv dx. (1.1.14)

1.1. Espaces fonctionnels 9
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Espace de sobolevWm,P (Ω) [2]

Proposition 1.1 L’espace W 1,P (Ω) est un espace de Banach pour la norme

‖u‖W 1,P (Ω) =

[
‖u‖p

LP (Ω)
+

n

Σ
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
LP (Ω)

]1/p

, 1 ≤ p <∞. (1.1.15)

Définition 1.8 Soit m ≥ 2 un entier. On définit par récurrence l’espace de Sobolev Wm,P (Ω) par

Wm,P (Ω) =

{
u ∈ Wm−1,P (Ω);

∂u

∂xi
∈ Wm−1,P (Ω) ∀i = 1, n

}
. (1.1.16)

Il revient au même d’introduire

Wm,P (Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∀α avec |α| ≤ m ∃gα ∈ Lp(Ω) tel que∫

Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

gαϕdx ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

 . (1.1.17)

Où pour

α = (α1, α2, ..., αn), αi ∈ INai = 1, n,

un multi-indice ; on pose

|α| =
n

Σ
i=1
αi et Dα =

∂|α|

∂x1∂x2...∂xn
.

Pour u ∈ Wm,P (Ω) , on note Dαu = gα . L’espace Wm,P (Ω) muni de la norme

‖u‖W 1,P (Ω) =

(
Σ

0≤|α|≤m
‖Dαu‖p

LP (Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞. (1.1.18)

est un espace de Banach.

Définition 1.9 Pour m ∈ N , on note :

Wm,P (Ω) =
{
u ∈ D′(Ω); Dαu ∈ LP (Ω) |α| ≤ m

}
, (1.1.19)

où D′(Ω) est l’espace des distributions sur Ω alors pour m = 0 , on a W 0,P (Ω) = LP (Ω) et pour m ≥ 1, on

retrouve les espaces introduits dans les deux définitions1 et 2.

Remarque 1.2 Dans les applications on rencontre fréquemment le cas où p = 2 . On utilise alors la

notation Wm,2(Ω) = Hm(Ω) . L’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) = Σ
0≤|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdx. (1.1.20)

1.1. Espaces fonctionnels 10
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Injections de Sobolev[76]

Théorème 1.4 Si Ω est un ouvert borné a frontière Lipschitzienne ou si Ω = RN , on a

1. Si p < N alors W 1,P (Ω) ↪→ L
Np
N−p (Ω) .

2. Si p > N alors W 1,P (Ω) ↪→ C0,1−N
p (Ω) .

3. Pour tout q ∈ ]N,+∞[ ,W 1,N(Ω) ↪→ Lq (Ω) .

Remarque 1.3 C0,α (Ω) est l’ensemble des fonctions α à Holdériennes de C0 (Ω) c’est-à-dire qui

vérifient

∃k > 0, tel que ∀ (x, y) ∈ Ω, |u(x)− u(y)| ≤ k ‖x− y‖α . (1.1.21)

Théorème 1.5 (Rellich-Kondrachov). On suppose que Ω est borné et de classe C1. On a :

1. Si N < 2 alors H1 (Ω) ↪→compact C
(
Ω̄
)
.

2. Si N = 2 alors H1 (Ω) ↪→compact L
q (Ω) , ∀q ∈ [1,+∞[ .

3. Si N > 2 alors H1 (Ω) ↪→compact L
q (Ω) ,∀q ∈

[
1, 2N

N−2

[
.

On particulier, on a toujours : H1 (Ω) ↪→compact L
2 (Ω) ,

Théorème 1.6 Soit Ω un ouvert borné dansRN . Alors, pour tout m ∈ N : Hm+1
0 (Ω) ↪→compact H

m
0 (Ω) , En

particulier, on a : H1
0 (Ω) ↪→compact L

2 (Ω) ,

Théorème de Trace [73]

Théorème 1.7 Soit Ω un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire et conti-

nue

Φ : H1 (Ω)→ L2 (∂Ω)

u → Φ (u) .

Prolongeant l’application trace pour les fonctions continues sur Ω : pour tout

u ∈ H1 (Ω) ∩ C0
(
Ω
)

: Φ (u) = u |∂Ω .

L’application trace est continue de H1 (Ω) dans L2 (∂Ω) , ce qui signifie qu’il existe une constante CΩ

telle que

‖Φ (u)‖L2(∂Ω) ≤ CΩ ‖u‖H1(Ω) (1.1.22)

1.1. Espaces fonctionnels 11
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Transformation de Legendre

Définition 1.10 Soit f : E −→ R̄ une fonction propre (dom (f) 6= ∅) . On définit sa transformée

de Legendre f ∗ : E∗ −→ R̄ par :

f ∗ (p) = sup
x∈E

[〈p, x〉 − f(x)] . (1.1.23)

L’application L : f −→ f ∗ est appelée transformation de Legendre de f.

1.2 Opérateurs

Opérateurs fermés, opérateurs fermables.

Définition 1.11 Soient E et F deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A : E → F est

fermé si G(A) est fermé dans E × F.G(A) est le graphe de A.Dire que G(A) est fermé revient à

dire que pour un ∈ D(A) et (un, Aun)→ (u, f) dans E × F , on a u ∈ D(A) et f = Au.D(A) est

le domaine de A.

Définition 1.12 Soient E et F deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A : E → F est fer-

mable s’il admet un prolongement fermé.Autrement dit ; A est fermable si et seulement si pour toute

un ∈ D(A), un → 0 et Aun → f entraîne f = 0 .

Opérateur dissipatif et m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Définition 1.13 Un opérateur (A,D (A)) , linéaire non borné dans H est dissipatif si et seulement

si

∀x ∈ D (A) : 〈Ax, x〉 ≤ 0. (1.2.1)

Théorème 1.8 Un opérateur linéaire A dans E est dit dissipatif si on a

∀x ∈ D (A) ,∀λ > 0, ‖λx− Ax‖E ≥ λ ‖x‖E . (1.2.2)

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout λ > 0 , l’opérateur λI − A est surjectif,(i.e)

∀y ∈ X, ∀λ > 0,∃x ∈ D (A) , λx− Ax = y. (1.2.3)

Théorème 1.9 Si A est m-dissipatif alors pour tout λ > 0, l’opérateur (λI − A) admet un inverse,

(λI − A)−1 y appartient à D (A) pour tout y ∈ X, et (λI − A)−1 est un opérateur linéaire borné sur

X vérifiant ∥∥(λI − A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
. (1.2.4)

1.2. Opérateurs 12
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1.3 Semi-groupes d’un opérateur linéaire[71]

Semi-groupes uniformément continus

Définition 1.14 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur X

une famille {T (t)}t≥0 ⊂ B (X) vérifiant les propriétés suivantes :

1. T (0) = I,

2. T (t+ s) = T (t)T (s); t, s ≥ 0,

3. limt−→0 ‖T (t)− I‖ = 0

Définition 1.15 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu{T (t)}t≥0 ,

l’opérateur linéaire :

A : X −→ X

A = lim
t−→0

T (t)− I
t

(1.3.1)

Semi-groupes de classe C0

Définition 1.16 On appelle C0-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu)d’opérateurs linéaires

bornés sur X une famille {T (t)}t≥0 ⊂ B (X) vérifiant les propriétés suivantes

1. T (0) = I,

2. T (t+ s) = T (t)T (s);∀t, s ≥ 0,

3. limt−→0 T (t)x = x;∀x ∈ X.

Définition 1.17 On appelle générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0
un opérateur

A défini sur l’ensemble :

D (A) =

{
x ∈ X

∣∣∣∣ limt−→0

T (t)x− x
t

existe

}
par Ax = lim

t−→0

T (t)x− x
t

;∀x ∈ D (A) (1.3.2)

Théorème de Hille - Yosida

Théorème 1.10 Un opérateur linéaire :

A : D (A) ⊂ X −→ X (1.3.3)

est le générateur infinitésimal d’un C0− semi-groupe {T (t)}t≥0
ssi

1.3. Semi-groupes d’un opérateur linéaire[71] 13
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1. A est un opérateur fermé et D (A) = X.

2. ρ (A) ⊃ R+ et ∀λ ≥ 0

‖R (λ)‖ ≤ 1

λ
(1.3.4)

Théorème de Lax-Milgram[18]

Théorème 1.11 Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive surX . alors, pour tout ϕ ∈ X∗ ,
il existe un élément unique u ∈ X tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 ,∀v ∈ X (1.3.5)

De plus, si a est symétrique alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ X et
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈X

(
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, v〉

)
(1.3.6)

1.4 Quelques inégalités importantes

Lemme de Gronwell

Définition 1.18 Soient les hi(t), i = 1, 2, 3, des fonctions positives sur l’intervalle[0, T ],

h1(t), h2(t) sont intégrables et h3(t) est croissante, alors de l’inégalité

τ∫
0

h1(t)dt+ h2(t) ≤ h3(t) + c

τ∫
0

h2(t)dt, (1.4.1)

il s’ensuit que
τ∫
0

h1(t)dt+ h2(t) ≤ ecτh3(t). (1.4.2)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 1.19 Soit f, g ∈ C ([a, b] ,R). Alors

∫ b

a

|fg| ≤
(∫ b

a

|f |2
) 1

2
(∫ b

a

|g|2
) 1

2

, (1.4.3)

Inégalité de Cauchy

∀(a, b) ∈ R2 : |ab| ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2. (1.4.4)

1.4. Quelques inégalités importantes 14
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Inégalité de Cauchy avec ε.

Soit ε un nombre réel strictement positif, alors

∀(a, b) ∈ R2 : |ab| ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2. (1.4.5)

Inégalité de Young.

Soient p et q des nombres réels strictement positifs liés par la relation

1

p
+

1

q
= 1. (1.4.6)

Alors

∀(a, b) ∈ IR2 : |ab| ≤ |a|
p

p
+
|b|q

q
. (1.4.7)

Inégalité de Young avec ε.

Soit ε un nombre réel strictement positif, alors

∀(a, b) ∈ IR2 : |ab| ≤ ε |a|p + C(ε) |b|q , (1.4.8)

Où p et q sont reliés par la relation
1

p
+

1

q
= 1.

Et C(ε) = 1
q
(εp)−q/p .

intégrale de Hôlder.

∀(f, g) ∈ Lp(Q)× Lq(Q) :

∫
Q

|fg| ≤

∫
Q

|f |p
1/p∫

Q

|g|q
1/q

, (1.4.9)

Où p et q sont toujours reliés par la relation : 1/p+ 1/q = 1.

Inégalité de Jensen

Théorème 1.12 Soit f : I −→ R une fonction convexe. Pour tout (x1, x2, ..., xn) ∈ In, et pour toute

famille (λ1, λ2, ..., λn) ∈ (R+)n tel que λ1 + λ2 + ...+ λn = 1, on a

f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif (xi) . (1.4.10)

Inégalité de Poincaré

Théorème 1.13 Soient p, tel que 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω un ouvert de largeur finie (bornée dans une direc-

tion). Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de Ω et p, telle que, pour toute fonction

u de l’espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω) ,

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) (1.4.11)

1.4. Quelques inégalités importantes 15
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Théorème 1.14 (Cas particulière). Soit Ω un ouvert de Rnque l’on suppose borné, connexe et de

frontière suffisamment régulière. Alors il existe une constante CΩ > 0 tels que :

‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ ‖∇u‖L2(Ω) (1.4.12)

Pour toute fonction u ∈ H1
0 (Ω) .

La formule de Green

Lemme 1.1 Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné de frontière Γ, C1 par morceaux, et soient u, v ∈ H1(Ω) ,

alors on a ∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx =

∫
Γ

uvϑids−
∫
Ω

v
∂u

∂xi
dx, pour i = 1, n, (1.4.13)

où ϑi est la i− éme composante de ϑ (la normale extérieure à Γ) et u(s), v(s) sont les traces des

fonctions u(x) et v(x) sur Γ, et x = (x1, x2, ..., xn)

Théorème de Fubini[18]

Théorème 1.15 Soient par exemple X une partie de Rp, Y une partie deRq, et

f : X × Y −→ Rn,

avec

p et q ∈ N,

une application intégrable. Alors, d’après le théorème de Fubini, la fonction f(x, .) est intégrable

pour presque tout x de X, l’intégrale paramétrique F définie par

F (x) =

∫
Y

f(x, y)dy (1.4.14)

est intégrable sur X et l’on a ∫
X×Y

f =

∫
X

F

(et même chose en intervertissant les rôles de x et y).

1.4. Quelques inégalités importantes 16



Première partie

Sur un système de structure flexible

logarithmique avec deuxième sonne au

présence du terme de retard
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Chapitre 2

Existence locale de la solution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons les vibrations d’un système de structure flexible non homogène

avec un retard interne constant et un terme source non linéaire logarithmique :
m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x + ηθx

+µut(x, t− τ 0) = u |u|p−2 ln |u|γ ,
x ∈ (0, L) , t > 0,

θt + kqx + ηutx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

τqt + βq + kθx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

(2.1.1)

avec les conditions aux limites

u (0, t) = u (L, t) = 0; θ (0, t) = θ (L, t) = 0, t ≥ 0, (2.1.2)

et les conditions initiales

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) ; θ (x, 0) = θ0 (x) ; q (x, 0) = q0 (x) , x ∈ [0, L] (2.1.3)

Où u (x, t)est le déplacement d’une particule à la position x ∈ [0, L] et le temps t > 0, η > 0

est la constante de couplage en fonction de l’effet de chauffe, p ≥ 2,γ, β et k sont des constants

positifs, µ est un nombre réel, τ > 0 est le temps de relaxation décrivant le décalage temporel de

la réponse pour la température, et τ 0 > 0 représente le retard en particulier si τ = 0 (2.1.1) se

réduit au système visco-thermoélastique avec retard, dans lequel le flux de chaleur est donné par

la loi de Fourier au lieu de la loi de Cattaneo, où q = q(x, t) est le flux de chaleur, m (x) , δ (x) et

p(x) sont responsables de la structure inhomogène de la poutre et, respectivement, désignent la

masse par unité de longueur de la structure, le coefficient d’amortissement interne du matériau

(propriété viscoélastique) et une fonction positive liée à la contrainte agissant sur le corps en

18
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un point x. Le modèle de condition thermique, est du type hyperbolique. Nous rappelons les

hypothèses de m (x) , δ (x) et p(x) dans ([3] , [34])tel que :

m, δ, p ∈ W 1,∞ (0, L) ,m (x) , δ (x) et p(x) > 0,∀x ∈ [0, L] . (2.1.4)

Dans ce genre de problème, G. C. Gorain [37] en 2013 a établi une stabilité exponentielle uniforme

du problème

m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x = f(x), sur (0, L)× R+,

qui décrit les vibrations d’une structure flexible non homogène avec une force extérieure pertur-

batrice. Plus tard, Misra et Alves [66]ont montré la stabilité exponentielle des vibrations d’une

structure flexible non homogène à effet thermique régie par la loi de Fourier.

m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x − kθx = f(x)

θt − θxx − kuxt = 0.

Par ailleurs, on peut citer d’autres travaux sous la même forme comme le système de [72] ; Racke

a étudié la stabilité exponentielle en D1 linéaire et non linéaire du système de thermoélasticité

avec le second son donné par
m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x − kθx = 0 , sur (0, L)× R+

θt + kqx + ηutx = 0 , sur (0, L)× R+

τqt + βq + kθx = 0 , sur (0, L)× R+

(2.1.5)

A ce propos on peut référer([1, 9, 26, 46, 69]), pour le même problème ci-dessus, Alves, Gamboa et

Gorain [3]ont prouvé que le système (2.1.5) est une décroissance polynomiale, avec des conditions

aux limites et initiales

u (0, t) = u (L, t) = 0; θ (0, t) = θ (L, t) = 0, t ≥ 0,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) ;

θ (x, 0) = θ0 (x) ; q (x, 0) = q0 (x) , x ∈ [0, L]

Nous savons que les systèmes dynamiques à terme de retard sont devenus un sujet de recherche

majeure en équation différentielle depuis les années du siècle dernier. L’effet de retard qui est

similaire aux processus de mémoire est important dans la recherche de mathématiques appli-

quées telles que la physique, les phénomènes de transmission non instantanée et les motivations
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biologiques. Le modèle (2.1.5) est lié au problème suivant avec un terme de retard

m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x

+ηθx + µut(x, t− τ 0) = 0
x ∈ (0, L) , t > 0,

θt + kqx + ηutx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

τqt + βq + kθx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

u (0, t) = u (L, t) = 0; θ (0, t) = θ (L, t) = 0, t ≥ 0,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) ;

θ (x, 0) = θ0 (x) ; q (x, 0) = q0 (x) , x ∈ [0, L]

(2.1.6)

Les auteurs dans[35] prouvent que le système (2.1.6) est bien posé et qu’il décroît de façon expo-

nentielle sous une petite condition de retard temporel. Cependant en présence du terme source,

le système(2.1.6) devient le système étudié dans ce travail à terme source logarithmique, ce

type de problème est rencontré dans de nombreuses branches de la physique telle que la phy-

sique Nucléaire, l’optique et la géophysique. Il est bien connu, d’après la théorie quantique des

champs, qu’un tel type de non-linéarité logarithmique apparaît naturellement dans la cosmologie

de l’inflation et dans les théories des champs supersymétriques, nous citons quelques ouvrages

connexes([3, 15, 41, 52, 62]).

Dans ce chapitre, nous montrons l’existence locale et l’unicité de la solution. La preuve est basée

sur la théorie des semi-groupes.

2.2 Formulation du problème

Dans cette section, nous donnons l’existence et l’unicité de la solution du système (2.1.1)− (2.1.3)

en utilisant la théorie des semi-groupes. À cette fin, nous transformons d’abord (2.1.1) en un

problème équivalent en introduisant une nouvelle variable dépendante

z (x, ρ, t) = ut (x, t− ρτ 0) , x ∈ (0, L) , ρ ∈ (0, 1) , t > 0

Une simple différenciation montre que z satisfait

τ 0zt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0, x ∈ (0, L) , ρ ∈ (0, 1) , t > 0

2.2. Formulation du problème 20



Chapitre 2. Existence locale de la solution

Par conséquent, le système (2.1.1)− (2.1.3) est équivalent à

m (x)utt − (p(x)ux + 2δ (x)utx)x + ηθx

+ µz (x, 1, t) = u |u|p−2 ln |u|γ , x ∈ (0, L) , t > 0,

τ 0zt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0 x ∈ (0, L) , ρ ∈ (0, 1) , t > 0,

θt + kqx + ηutx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

τqt + βq + kθx = 0 x ∈ (0, L) , t > 0,

, (2.2.1)



u (0, t) = u (L, t) = 0; θ (0, t) = θ (L, t) = 0 , t ≥ 0,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) ; θ (x, 0) = θ0 (x) , x ∈ [0, L]

q (x, 0) = q0 (x) , x ∈ [0, L]

z (x, 0, t) = ut(x, t) , x ∈ (0, L) , t > 0,

z (x, ρ, 0) = f0(x,−ρτ 0) , x ∈ (0, L) , ρ ∈ (0, 1)

, (2.2.2)

on peut écrire(2.2.1) sous la forme

utt = − 1
m(x)

(p(x)ux + 2δ (x)utx)x + η
m(x)

θx

+ µ
m(x)

z (x, 1, t) + 1
m(x)

u |u|p−2 ln |u|γ , x ∈ (0, L) , t > 0,

θt = −kqx − ηutx x ∈ (0, L) , t > 0,

qt = −β
τ
q − k

τ
θx x ∈ (0, L) , t > 0,

zt (x, ρ, t) = − 1
τ0
zρ (x, ρ, t) x ∈ (0, L) , ρ ∈ (0, 1) , t > 0,

(2.2.3)

2.3 Existence locale par la méthode des semi-groupes

Avec les conditions (2.2.2) , on pose v = ut et désigné par

Φ = (u, v, θ, q, z)T ,Φ0 = Φ (0) = (u0, u1, θ0, q0, f0 (.,−ρτ))T

et J (Φ) =
(

0, 1
m(x)

u |u|p−2 ln |u|γ , 0, 0, 0
)T

.

Par conséquent (2.2.2) , (2.2.3) peut être réécrit comme un problème de valeur initiale :

∂tΦ + AΦ = J (Φ)

Φ0 = Φ (0) .
(2.3.1)

Où l’opérateur linéaire A défini par A : D (A) −→ F avec

AΦ =



−v
− 1
m(x)

(p(x)ux + 2δ (x)utx)x + η
m(x)

θx + µ
m(x)

z (x, 1, t)

kqx + ηutx
β
τ
q + k

τ
θx

1
τ0
zρ (x, ρ, t)


. (2.3.2)
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L’espace d’état de Φ est l’espace de Hilbert

F = H1
0 (0, L)× L2 (0, L)× L2 (0, L)× L2

∗ (0, L)× L2 ((0, 1)× (0, L)) .

Avec

L2
∗ (0, L) =

{
v ∈ L2 (0, L) :

∫ L

0

w (s) ds = 0

}
;

H1
∗ (0, L) = H1 (0, L) ∩ L2

∗ (0, L) .

Équipé du produit intérieur〈
Φ, Φ̃

〉
F

=

∫ L

0

p (x)uxũxdx+

∫ L

0

m (x) vxṽxdx+

∫ L

0

θθ̃dx

+τ

∫ L

0

qq̃dx+ τ 0 |µ|
∫ 1

0

∫ L

0

zz̃dxdρ.

Pour tout Φ = (u, v, θ, q, z)T et Φ̃ =
(
ũ, ṽ, θ̃, q̃, z̃

)T
, le domaine de A est

D (A) =


Φ ∈ F ;u ∈ H2 (0, L) ∩H1

0 (0, L) ;

v ∈ H1
0 (0, L) ; θ ∈ H1

0 (0, L) ;

q ∈ H1
∗ (0, L) ; z, zρ ∈ L2 ((0, 1)× (0, L))

z (x, 0) = v

 .

Avant d’établir le résultat de l’existence locale, nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 2.1 Pour tout ε > 0, il existe A > 0, telle que la fonction réelle[49]

j (s) = |s|p−2 ln |s| , p > 2,

satisfaite

|j (s)| ≤ A+ |s|p−2+ε .

Preuve. Puisque lim|s|−→+∞ (ln |s| / |s|ε) = 0, alors il existe B > 0 tel que

ln |s|
|s|ε < 1,∀ |s| > B.

Alors

|j (s)| ≤ |s|p−2+ε ,∀ |s| > B.

Et puisque p > 2, ensuite |j (s)| ≤ A , pour certain A > 0 et pour tout |s| ≤ B. Donc,

|j (s)| ≤ A+ |s|p−2+ε .

Ensuite, nous avons le résultat local suivant.
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Théorème 2.1 On suppose que

2 < p ≤ 2n

n− 2
si n ≥ 3, et p > 2 si n = 1, 2.

Alors pour tout Φ0 ∈ F le problème(2.1.1) a une solution faible unique Φ ∈ C ([0, T ] ,F) .

Preuve. Nous montrerons que A est un opérateur maximal monotone sur F et que J est une fonc-

tion localement Lipschitzienne sur F . En utilisant le technique utilisé dans les travaux([35], [63]).

Premièrement, pour tout Φ ∈ D (A) , nous avons

〈AΦ,Φ〉F = −
∫ L

0

p (x)uxvxdx−
∫ L

0

(p(x)ux + 2δ (x)utx)x vdx+

∫ L

0

ηθxvdx

+k

∫ L

0

qxθdx+

∫ L

0

ηθvxdx+ β

∫ L

0

|q|2 dx+ k

∫ L

0

qθxdx

+µ

∫ L

0

z (., 1) vdx+ |µ|
∫ 1

0

∫ L

0

zzρdxdρ.

On applique l’intégration par parties, on obtient

〈AΦ,Φ〉F = −
∫ L

0

p (x)uxvxdx+

∫ L

0

p (x)uxvxdx+ 2

∫ L

0

δ (x) |vx|2 dx

+η

∫ L

0

θxvdx+ +k

∫ L

0

qxθdx− η
∫ L

0

θxvdx+ β

∫ L

0

|q|2 dx

+µ

∫ L

0

z (., 1) vdx− k
∫ L

0

qxθdx+ |µ|
∫ 1

0

∫ L

0

zzρdxdρ.

= 2

∫ L

0

δ (x) |vx|2 dx+ µ

∫ L

0

z (., 1) vdx+ β

∫ L

0

|q|2 dx

+ |µ|
∫ 1

0

∫ L

0

zzρdxdρ. (2.3.3)

En utilisant l’inégalité de Young, l’estimation(2.3.3) devient

〈AΦ,Φ〉F ≥ 2

∫ L

0

δ (x) |vx|2 dx+ β

∫ L

0

|q|2 dx

≥ 0.

Deuxièment, on prouve que A est surjectif ([18]), pour prouver que A est maximal, nous prouvons

que pour chaque

F = (f1, f2, f3, f4, f5)T ∈ F ,

∃V = (u, v, θ, q, z)T ∈ D (A)

tq : (I + A)V = F.
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C’est 

u− v = f1

m (x) v − (p(x)ux + 2δ (x) vx)x

+ηθx + µz (x, 1, t) = m (x) f2

θ + kqx + ηvx = f3

q + β
τ
q + k

τ
θx = f4

=⇒ θx = τ
k

(
−
(
1 + β

τ

)
q + f4

)
τ 0z (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = τ 0f5

(2.3.4)

En notant que v = u− f1, on résout l’EDO non homogène définit dans l’équation (5) du système

(2.3.4) on trouve

z (x, ρ, t) = (u− f1) e−ρτ0 + τ 0e
−ρτ0

∫ ρ

0

f5 (γ, .) eγτ0dγ. (2.3.5)

avec z (x, 1, t) = (u− f1) e−τ0 + τ 0e
−τ0

∫ 1

0

f5 (γ, .) eγτ0dγ (2.3.6)

Maintenant on résout l’EDO non homogène définit dans l’équation (4) du système (2.3.4)on trouve

θx =
τ

k
f4 −

(
β + τ

k

)
q (2.3.7)

θ =
τ

k

∫ x

0

f4ds−
(
β + τ

k

)∫ x

0

q (s) ds (2.3.8)

En substituant(2.3.5)− (2.3.7) dans(2.3.4)2 , le système(2.3.4) prend la forme suivante
m (x) (u− f1)− (p(x)ux + 2δ (x) vx)x + η

(
τ
k
f4 −

(
β+τ
k

)
q
)

+µ
(

(u− f1) e−τ0 + µf1e
−τ0 + τ 0e

−τ0
∫ 1

0
f5 (γ, .) eγτ0dγ

)
= m (x) f2

τ
k

∫ x
0
f4ds−

(
β+τ
k

) ∫ x
0
q (s) ds+ kqx + ηvx = f3

q + β
τ
q + k

τ

(
τ
k
f4 −

(
β+τ
k

)
q
)

= f4,

(2.3.9)

l’équation(1)du (2.3.9) prend la forme

− (p(x)ux + 2δ (x) vx)x −
(

(β + τ) η

k

)
q +

(
m (x) + µe−τ0

)
u (x) (2.3.10)

=
(
m (x) + µe−τ0

)
f1 −

τη

k
f4 − µτ 0e

−τ0

∫ 1

0

f5 (γ, .) eγτ0dγ +m (x) f2.

Si on multiple l’équation (2.3.9)2 par −k et en utilisant vx + ux = f1x on trouve

− k2qx + (β + τ)

∫ x

0

q (s) ds+ ηkux = ηkf1x − kf3 + τ

∫ x

0

f4ds. (2.3.11)
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Si en remplaçant (2.3.10) et (2.3.11) dans (2.3.9) on obtient
− (p(x)ux + 2δ (x) vx)x −

(
(β+τ)η

k

)
q + (m (x) + µe−τ0)u (x)

= (m (x) + µe−τ0) f1 − τη
k
f4 − µτ 0e

−τ0
∫ 1

0
f5 (γ, .) eγτ0dγ +m (x) f2

−k2qx + (β + τ)
∫ x

0
q (s) ds+ ηkux = ηkf1x − kf3 + τ

∫ x
0
f4ds

vx + ux = f1x.

(E ′)

On pose

g1(x) =
(
m (x) + µe−τ0

)
f1 −

τη

k
f4 − µτ 0e

−τ0

∫ 1

0

f5 (γ, .) eγτ0dγ +m (x) f2

g2(x) = ηkf1x − kf3 + τ

∫ x

0

f4ds

g3(x) = f1x.

Maintenant on définit la formulation variationnelle du système(E ′) comme suit

B ((u, q) , (ũ, q̃)) =
∫ L

0
(p(x)ux − 2δ (x)ux) ũx (x) dx−

(
(β+τ)η

k

) ∫ L
0
qũ (x) dx

+
∫ L

0
(m (x) + µe−τ0)u (x) ũ (x) dx−

∫ L
0

(β + τ) qxq̃dx

+ (β+τ)2

k2

∫ L
0

(∫ x
0
q (s) ds

) (∫ x
0
q̃ (s) ds

)
dx+ η(β+τ)

k

∫ L
0
uxq̃dx.

(2.3.12)

Et une forme bilinéaire définie par

B :
[
H1

0 (0, L)× L2
∗ (0, L)

]2 −→ R,

et la forme linéaire F défini par

F :
[
H1

0 (0, L)× L2
∗ (0, L)

]
−→ R.

Donné par la forme suivante

F (ũ, q̃) =

∫ L

0

g1(x)ũdx+ 2

∫ L

0

δ (x) g3(x)ũxdx+
(β + τ)

k2

∫ L

0

g2(x)q̃dx. (2.3.13)

Pour V = H1
0 (0, L)× L2

∗ (0, L) engendré par la norme ‖(u, q)‖2
V = ‖ux‖2

2 + ‖q‖2
2
. Ainsi, la forme

bilinéaire B (coércive et continue)et la forme linéaire F (continue). Par conséquent, par le

théorème de Lax-Milgram on peut conclut que B ((u, q) , (ũ, q̃)) = F (ũ, q̃) admet une solution

unique u ∈ H1
0 (0, L) , q ∈ L2

∗ (0, L) . On outre, si q̃ = 0 ∈ L2
∗ (0, L) alors(E ′) et (2.3.13) devient

− (p(x)ux + 2δ (x)ux)x −
(

(β+τ)η
k

)
q + (m (x) + µe−τ0)u (x)

= (m (x) + µe−τ0) f1 +m (x) f2 + (2δ (x) g3(x))x

− τη
k
f4 − µτ 0e

−τ0
∫ 1

0
f5 (γ, .) eγτ0dγ ∈ L2 (0, L)
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∫ L

0

g1(x)ũdx+ 2

∫ L

0

δ (x) g3(x)ũxdx,∀ũ ∈ H1
0 (0, L) .

Par conséquent, par la théorie de la régularitée pour les équations elliptiques linéaires, il s’ensuit

que

u ∈ H2 (0, L) ∩H1
0 (0, L) et q ∈ H1

∗ (0, L)

et on déduit que

v, θ ∈ H1
0 (0, L)

Donc, I + A est surjectif et A est maximal. Finalement, on va prouver que J : F −→ F est loca-

lement lipschitzienne. Donc, si nous définissons

F (s) = |s|p−2 s ln |s|γ

En utilisant la règle de la dérivée de la fonction absolue |f(x)|′ = |f(x)|
f(x)

f ′(x) , on trouve

F ′(s) = γ [1 + (p− 1) ln |s|] |s|p−2

Par conséquent∥∥∥J (Φ)− J
(

Φ̃
)∥∥∥2

F
=

∥∥∥∥(0,
1

m (x)
|u|p−2 u ln |u|γ − 1

m (x)
|ũ|p−2 ũ ln |ũ|γ , 0, 0, 0

)∥∥∥∥2

F

=

∥∥∥∥ 1

m (x)

(
|u|p−2 u ln |u|γ − |ũ|p−2 ũ ln |ũ|γ

)∥∥∥∥2

L2(0,L)

≤ 1

‖m (x)‖2
∞
‖F (u)− F (ũ)‖2

L2(0,L) , (2.3.14)

pour θ ∈ [0, 1] , nous avons

|F (u)− F (ũ)| = |F ′(θu+ (1− θ) ũ)(u− ũ)|

≤ γ [1 + (p− 1) ln |θu+ (1− θ) ũ|] |θu+ (1− θ) ũ|p−2 |u− ũ|

≤ γ [|θu+ (1− θ) ũ|]p−2 |u− ũ|

+γ (p− 1)
[
(ln |θu+ (1− θ) ũ|) |θu+ (1− θ) ũ|p−2] |u− ũ| . (2.3.15)

D’après le lemme 2.1 on a j (s) = |s|p−2 ln |s| ce qui donne

j(θu+ (1− θ) ũ) = [|θu+ (1− θ) ũ|]p−2 ln |θu+ (1− θ) ũ|
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et comme j (s) ≤ A+ |s|p−2+ε on obtient

|F (u)− F (ũ)| ≤ γ |θu+ (1− θ) ũ|p−2 |u− ũ|

+γ (p− 1) |θu+ (1− θ) ũ|p−2+ε |u− ũ|

+γ (p− 1)A |u− ũ| .

≤ γ (|u|+ |ũ|)p−2 |u− ũ|+ γ (p− 1)A |u− ũ|

+γ (p− 1) (|u|+ |ũ|)p−2+ε |u− ũ| . (2.3.16)

Comme u, ũ ∈ H1
0 (0, L) , en utilisant l’injection de l’espace de Sobolève

H1
0 (0, L) ↪→ Lr (0, L) , ∀1 ≤ r ≤ 2n

n− 2

devenir∫ L

0

[
(|u|+ |ũ|)p−2 |u− ũ|

]2
dx =

∫ L

0

(|u|+ |ũ|)2(p−2) |u− ũ|2 dx

≤
(∫ L

0

(|u|+ |ũ|)2(p−2) dx

)(∫ L

0

|u− ũ|2 dx
)

≤
(∫ L

0

(|u|+ |ũ|)2(p−1) dx

) (p−2)
(p−1)

×
(∫ L

0

|u− ũ|2(p−1) dx

) 1
(p−1)

avec l’inégalité triangulaire ≤ C

[(∫ L

0

|u| dx+

∫ L

0

|ũ| dx
)2(p−1)

] (p−2)
(p−1)

×
(∫ L

0

|u− ũ|2(p−1) dx

) 1
(p−1)

≤ C

[∫ L

0

|u|2(p−1) dx+

∫ L

0

|ũ|2(p−1) dx

] (p−2)
(p−1)

×
(∫ L

0

|u− ũ|2(p−1) dx

) 1
(p−1)

≤ C
[
‖u‖2(p−1)

L2(p−1)(0,L)
+ ‖ũ‖2(p−1)

L2(p−1)(0,L)

] (p−2)
(p−1)

‖u− ũ‖2
L2(p−1)(0,L)

avec l’inégalité de Poincaré ≤ C
[
‖u‖2(p−1)

H1
0 (0,L)

+ ‖ũ‖2(p−1)

H1
0 (0,L)

] (p−2)
(p−1)

‖u− ũ‖2
H1

0 (0,L) (2.3.17)
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De même, nous estimons∫ L
0

[
(|u|+ |ũ|)p−2+ε |u− ũ|

]2
dx =

∫ L
0

(|u|+ |ũ|)2(p−2+ε) |u− ũ|2 dx
≤
(∫ L

0
(|u|+ |ũ|)2(p−2) dx

)(∫ L
0
|u− ũ|2 dx

)
≤
(∫ L

0
(|u|+ |ũ|)2(p−2+ε)(p−1)/(p−2) dx

) (p−2)
(p−1)

×
(∫ L

0
|u− ũ|2(p−1) dx

) 1
(p−1)

≤
(∫ L

0
(|u|+ |ũ|)2(p−1)+2ε(p−1)/(p−2) dx

) (p−2)
(p−1) ‖u− ũ‖2

L2(p−1)(0,L)

(2.3.18)

On choisit ε > 0 assez petit que

p∗ = 2 (p− 1) +
2ε (p− 1)

(p− 2)
≤ 2n

n− 2
.

Par conséquent, nous obtenons∫ L

0

(|u|+ |ũ|)2(p−2+ε) |u− ũ|2 dx

≤ C
[
‖u‖p

∗

Lp∗ (0,L)
+ ‖ũ‖p

∗

Lp∗ (0,L)

] (p−2)
(p−1) ‖u− ũ‖2

L2(p−1)(0,L)

≤ C
[
‖u‖p

∗

H1
0 (0,L)

+ ‖ũ‖p
∗

H1
0 (0,L)

] (p−2)
(p−1) ‖u− ũ‖2

H1
0 (0,L) .

Alors ∥∥∥J (Φ)− J
(

Φ̃
)∥∥∥2

F
≤

[
γ2 (p− 1)2A2

]
‖u− ũ‖2

H1
0 (0,L)

+C
[
‖u‖2(p−1)

H1
0 (0,L)

+ ‖ũ‖2(p−1)

H1
0 (0,L)

] (p−2)
(p−1)

‖u− ũ‖2
H1

0 (0,L)

+C
[
‖u‖p

∗

H1
0 (0,L)

+ ‖ũ‖p
∗

H1
0 (0,L)

] (p−2)
(p−1) ‖u− ũ‖2

H1
0 (0,L)

≤ C
(
‖u‖H1

0 (0,L) , ‖ũ‖H1
0 (0,L)

)
‖u− ũ‖2

H1
0 (0,L) .

Donc J est localement Lipschitzienne. la preuve est terminée,([62], [74])
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Explosion de la solution

Ce chapitre est consacré à l’étude du phénomène d’explosion. Pour des données initiales et en

présence d’une source non linéaire de type logarithmique définit par (2.2.1) − (2.2.2) dans le

chapitre précédent, en se basant sur la méthode directe introduite et développée par Georgiev

et Todorova [38], et sur les techniques de Salim.A.Messaoudi [74], nous allons montrer que la

solution locale obtenue par le théorème 2.1 s’explose en temps fini. Sachant que la stabilité de

type décroissance exponentielle de ce système sans terme source a été étudiée avant par Gang Li,

Yue Luan, Jiangyong Yu et Feida Jiang dans[34] .

3.1 Hypothèses et résultats principaux

Pour prouver l’explosion de la solution du problème posé, nous avons besoin des résultats de

quelques lemmes importants. Avant ça, on multiple le système (2.2.4) par les fonctions ut, θ, q

(respectivement) et en l’intégrant par parties par rapport à x sur [0, L] on obtient la fonction

d’énergie défini comme suit

E(t) =
1

2

(
‖m(x)‖∞ ‖ut (t)‖2

2

)
+

1

2

(
‖p(x)‖∞ ‖ux‖

2
2

)
+
τ

2
‖q‖2

2

+
1

2
‖θ‖2

2 +
τ 0 |µ|

2

∫ 1

0

‖z (x, ρ, t)‖2 dρ+
γ

p2
‖u‖pp

−1

p

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx. (3.1.1)

Lemme 3.1 On suppose que

2 < p ≤ 2n

n− 2
, n ≥ 3. (3.1.2)
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Alors il existe une constante positive C > 0 tel que[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
] s
p

≤ C

[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx+ ‖ux‖2
2

]
.

Pour tout u ∈ H1
0 (0, L) et 2 ≤ s ≤ p , à condition que

∫ L
0
|u|p ln |u|γ dx ≥ 0 .

Preuve. Si
∫ L

0
|u|p ln |u|γ dx > 1 alors

[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
] s
p

≤
∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx. (3.1.3)

Si
∫ L

0
|u|p ln |u|γ dx ≤ 1 alors nous avons mis

Γ1 = {x ∈ [0, L] ||u| > 1} ,

et pour tout β ≤ 2 , nous avons

[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
] s
p

≤
[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
]β
p

≤
[∫

Γ1

|u|p ln |u|γ dx
]β
p

≤
[∫

Γ1

|u|p+1 dx

]β
p

≤
[∫ L

0

|u|p+1 dx

]β
p

= ‖u‖
β(p+1)
p

p+1 .

On choisit β = 2p
(p+1)

< 2 pour obtenir

[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
] s
p

≤ ‖u‖2
p+1 ≤ C ‖ux‖2

2 . (3.1.4)

En combinant(3.1.3) et (3.1.4) , on obtient le résultat.

Lemme 3.2 Il existe une constante positiveC > 0 dépendant uniquement de [0.L]tel que

‖u‖pp ≤ C

[∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx+ ‖ux‖2
2

]
. (3.1.5)

Pour tout u ∈ H1
0 (0, L), à condition que

∫ L
0
|u|p ln |u|γ dx ≥ 0 .

Preuve. Nous fixons

Γ+ = {x ∈ [0, L] ||u| > e} et Γ− = {x ∈ [0, L] ||u| ≤ e} .
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Donc

‖u‖pp =

∫
Γ+

|u|p dx+

∫
Γ−

|u|p dx

≤
∫

Γ+

|u|p ln |u|γ dx+

∫
Γ−

ep
∣∣∣u
e

∣∣∣p dx
≤

∫
Γ+

|u|p ln |u|γ dx+ ep
∫

Γ−

∣∣∣u
e

∣∣∣2 dx
≤

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx+ ep−2

∫ L

0

|u|2 dx

≤ C

{∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx+ ‖ux‖2
2

}

En utilisant le fait que ‖u‖2
2 ≤ C ‖u‖2

p ≤ C
(
‖u‖pp

) 2
p , nous avons

Corollaire 3.1 Il existe une constante positive C > 0 dépendant de [0, L] telle que

‖u‖2
2 ≤ C

[(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
) 2

p

+ ‖ux‖
4
p

2

]
, (3.1.6)

à condition que
∫ L

0
|u|p ln |u|γ dx ≥ 0 .

Lemme 3.3 Il existe une constante positive C > 0 dépendant de [0, L] telle que

‖u‖sp ≤ C
[
‖u‖pp + ‖ux‖2

2

]
. (3.1.7)

Pour tout u ∈ H1
0 (0, L) et 2 ≤ s ≤ p

Preuve. Si ‖u‖p ≥ 1 alors

‖u‖sp ≤ ‖u‖
p
p

Si ‖u‖p ≤ 1 alors, ‖u‖sp ≤ ‖u‖
2
p
. En utilisant le théorème de l’injection de Sobolève, nous avons

‖u‖sp ≤ ‖u‖
2
p ≤ C ‖ux‖2

2 .
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3.2 Explosion de la solution du problème posé en temps fini

Maintenant Nous sommes prêts à déclarer et à prouver notre résultat principal. Pour cela, nous

définissons

H(t) = −E(t)

= −1

2

(
‖m(x)‖∞ ‖ut (t)‖2

2

)
− 1

2

(
‖p(x)‖∞ ‖ux‖

2
2

)
− τ

2
‖q‖2

2

−1

2
‖θ‖2

2 −
τ 0 |µ|

2

∫ 1

0

‖z (x, ρ, t)‖2 dρ− γ

p2
‖u‖pp

+
1

p

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx (3.2.1)

Corollaire 3.2 On suppose que (3.1.2) est existé. alors

‖u‖sp ≤ C



(
1− γ

p‖p(x)‖∞

)
‖u‖pp −

(
2

‖p(x)‖∞

)
H(t)

−
(
‖m(x)‖∞
‖p(x)‖∞

)
‖ut (t)‖2

2 −
(

τ
‖p(x)‖∞

)
‖q‖2

2

−
(

1
‖p(x)‖∞

)
‖θ‖2

2 −
τ0|µ|
‖p(x)‖∞

∫ 1

0
‖z (x, ρ, t)‖2 dρ

+ 2
p‖p(x)‖∞

∫ L
0
|u|p ln |u|γ dx


. (3.2.2)

Pour tout u ∈ (H1
0 (0, L))

n et 2 ≤ s ≤ p.

Théorème 3.1 On suppose que (3.1.2) est vérifié. Supposons en outre que

E(0) =
1

2

(
‖m(x)‖∞ ‖u1 (t)‖2

2

)
+

1

2

(
‖p(x)‖∞ ‖∇u0‖2

2

)
+
τ

2
‖q0‖2

2

+
1

2
‖θ0‖2

2 +
τ 0 |µ|

2

∫ L

0

∫ 1

0

|f0(x,−ρτ 0)|2 dρdx+
γ

p2
‖u0‖pp

−1

p

∫ L

0

|u0|p ln |u0|γ dx < 0. (3.2.3)

Alors la solution de (2.1.4) explose en temps fini.

Preuve. On a

E(t) ≤ E(0) < 0,

et

H ′(t) = −E ′(t) = 2
(
‖δ(x)‖∞ ‖uxt (t)‖2

2

)
+ β ‖q‖2

2

+ |µ|
∫ L

0

|z (x, 1, t)|2 dx. (3.2.4)
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Par conséquent,

H ′(t) ≥ C0

{ (
‖δ(x)‖∞ ‖uxt (t)‖2

2

)
+ |µ|

∫ L
0
z2 (x, 1, t) dx

}
≥ 0;∀t ∈ [0, T ) , (3.2.5)

et encore

0 < H(0) ≤ H(t) ≤
∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx;∀t ∈ [0, T ) (3.2.6)

En raison de(3.1.1) et (3.2.1) . Nous introduisons ensuite

L (t) = H1−α(t) + ε

∫ L

0

[
m(x)ut (t)u (t) + 4δ(x) |ux|2

]
dx

+ε

∫ L

0

nτ

k
uqdx. (3.2.7)

Où ε > 0 à préciser ultérieurement et

2 (p− 2)

p2
< α <

p− 2

2p
< 1. (3.2.8)

Par une dérivation directe de L (t) donne

L′ (t) = (1− α)H−α (t)H ′ (t) + ε

∫ L

0

m(x) |ut|2 dx

+ε
ητ

k

∫ L

0

qut (t) dx− ε
∫ L

0

p (x) |ux|2 dx

+2εη

∫ L

0

θuxdx− ε
∫ L

0

µz (x, 1, t)udx

+ε

∫ L

0

|u|p ln |u|γ − εηβ
k

∫ L

0

qudx. (3.2.9)

En utilisant l’inégalité de Young

2εη

∫ L

0

θuxdx ≥ −εη ‖θ‖2
2 − εη ‖ux‖

2
2 (3.2.10)

−ε
∫ L

0

p (x) |ux|2 dx ≥ −ε ‖p (x)‖∞ ‖ux‖
2
2 (3.2.11)

ε

∫ L

0

m(x) |ut|2 dx ≥ ε ‖m (x)‖∞ ‖ut‖
2
2 (3.2.12)

ε
ητ

k

∫ L

0

qut (t) dx ≥ −εητ
2k
‖ut‖2

2 − ε
ητ

2k
‖q‖2

2 . (3.2.13)
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Et

− ε
∫ L

0

µz (x, 1, t)udx ≥ −ε |µ|
{

ξ1

2

∫ L
0
|z (x, 1, t)|2 dx

+ 1
2ξ1
‖u‖2

2

}
,∀ξ1 > 0 (3.2.14)

−εηβ
k

∫ L

0

qudx ≥ ε
ηβ

k

{
ξ2

2
‖q‖2

2 +
1

2ξ2

‖u‖2
2

}
,∀ξ2 > 0. (3.2.15)

En substituant (3.2.10)− (3.2.15)dans(3.2.9) on trouve

L′ (t) ≥ (1− α)H−α (t)H ′ (t) + ε
{
‖m (x)‖∞ −

ητ

2k

}
‖ut‖2

2

−ε {‖p (x)‖∞ + η} ‖ux‖2
2 − εη ‖θ‖

2
2

−ε
{
τη + βηξ2

2k

}
‖q‖2

2 + ε

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

−ε |µ| ξ1

2

∫ L

0

|z (x, 1, t)|2 dx− ε ‖u‖2
2

{
|µ|
2ξ1

+
ηβ

2ξ2k

}
. (3.2.16)

Nous obtenons, à partir de(3.2.4)et(3.2.16) ,

L′ (t) ≥
{

(1− α)H−α (t)− ε
(
kξ1 + ηξ2

2k

)}
H ′ (t)

+ε
{
‖m (x)‖∞ −

ητ

2k

}
‖ut‖2

2

−ε {‖p (x)‖∞ + η} ‖ux‖2
2 − εη ‖θ‖

2
2

−ετη
2k
‖q‖2

2 + ε

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

−ε
{
|µ| k
2ξ1k

+
ηβ

2ξ2k

}
‖u‖2

2 (3.2.17)

Nous définissons également ξ1 = ξ2 = H−α (t) par conséquent(3.2.17) donne

L′ (t) ≥ {(1− α)− εC}H−α (t)H ′ (t)

+ε
{
‖m (x)‖∞ −

ητ

2k

}
‖ut‖2

2

−ε {‖p (x)‖∞ + η} ‖ux‖2
2 − εη ‖θ‖

2
2

−ετη
2k
‖q‖2

2 + ε

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

−εM
2k
Hα (t) ‖u‖2

2 , (3.2.18)
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où C et M ce sont des constantes strictement positives dépendant uniquement à k, η, β, |µ| . Pour

0 < a < 1, nous obtenons

L′ (t) ≥ {(1− α)− εC}H−α (t)H ′ (t)

+ε
{
‖m (x)‖∞

(
1 +

p

2
(1− a)

)
− ητ

2k

}
‖ut‖2

2

+ε
{
‖p (x)‖∞

(p
2

(1− a)− 1
)

+ η
}
‖ux‖2

2

+ε

{
−η +

pε (1− a)

2

}
‖θ‖2

2 + εa

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

+ε

{
−τη

2k
+
pτ (1− a)

2

}
‖q‖2

2 +
γε (1− a)

2
‖u‖pp

+ε
τ 0p (1− a)

2
|µ|
∫ L

0

∫ 1

0

|z (x, ρ, t)|2 dρdx

−εM
2k
Hα (t) ‖u‖2

2 + pε (1− a)H (t) (3.2.19)

En utilisant(3.1.6) , (3.2.6) et l’inégalité de Young, on trouve

Hα (t) ‖u‖2
2 ≤

(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
)α
‖u‖2

2

≤ C

[(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
)α+ 2

p

+

(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
)α
‖ux‖

4
p

2

]

≤ C

(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
) (αp+2)

p

+ ‖ux‖2
2 +

(∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx
) αp

p−2


On exploit (3.2.8), on a

2 < αp+ 2 ≤ p et 2 <
αp2

p− 2
≤ p

Ainsi, le lemme 3.1donne

Hα (t) ‖u‖2
2 ≤ C

{∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx+ ‖ux‖2
2

}
(3.2.20)
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En combinant(3.2.19) et (3.2.20), on obtient

L′ (t) ≥ {(1− α)− εC}H−α (t)H ′ (t)

+ε
{
‖m (x)‖∞

(
1 +

p

2
(1− a)

)
− ητ

2k

}
‖ut‖2

2

+ε

{
‖p (x)‖∞

(p
2

(1− a)− 1
)

+ η − CM
2k

}
‖ux‖2

2

+ε

{
−η +

pε (1− a)

2

}
‖θ‖2

2 + ε

{
a− CM

2k

}∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

+ε

{
−τη

2k
+
pτ (1− a)

2

}
‖q‖2

2 +
γε (1− a)

2
‖u‖pp

+ε
τ 0p (1− a)

2
|µ|
∫ L

0

∫ 1

0

|z (x, ρ, t)|2 dρdx

+pε (1− a)H (t) . (3.2.21)

À ce point, nous choisissons a > 0 assez petit que

−η +
pε (1− a)

2
> 0(p

2
(1− a)− 1

)
> 0

τ 0p (1− a)

2
> 0.

Et k très grand que

‖p (x)‖∞
(p

2
(1− a)− 1

)
+ η − CM

2k
> 0

a− CM
2k

> 0

‖m (x)‖∞
(

1 +
p

2
(1− a)

)
− ητ

2k
> 0

−τη
2k

+
pτ (1− a)

2
> 0

Maintenant on fixe C et a, nous choisissons ε si petit que

(1− α)− εC > 0.
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Par conséquent(3.2.21) devenir

L′ (t) ≥ {(1− α)− εC}H−α (t)H ′ (t)

+εA1 ‖ut‖2
2 + εA2 ‖ux‖2

2 + εA3 ‖θ‖2
2

+εA4 ‖q‖2
2 + ε

{
a− CM

2k

}∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

+ε
τ 0p (1− a)

2
|µ|
∫ L

0

∫ 1

0

|z (x, ρ, t)|2 dρdx

+
γε (1− a)

2
‖u‖pp + pε (1− a)H (t) . (3.2.22)

Où A1−A4 sont des constantes strictement positives dépendant à p, τ , η, k, a. Donc, pour certains

A0 > 0, l’estimation(3.2.22) devient

L′ (t) ≥ A0

{
H (t) + ‖ut‖2

2 + ‖ux‖2
2 + ‖u‖pp

+ ‖q‖2
2 + ‖θ‖2

2 +

∫ L

0

|u|p ln |u|γ dx

+

∫ L

0

∫ 1

0

|z (x, ρ, t)|2 dρdx
}
, (3.2.23)

et

L (t) ≥ L (0) > 0,∀t ≥ 0. (3.2.24)

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hôlder et l’injection ‖u‖2 ≤ C ‖u‖p , nous avons∣∣∣∣∫ L

0

m(x)uutdx

∣∣∣∣ ≤ ‖m (x)‖∞ ‖u‖2 ‖ut‖2

≤ C ‖u‖2 ‖ut‖2 .

Avec l’inégalité de Young, on obtient∣∣∣∣∫ L

0

m(x)uutdx

∣∣∣∣
1

1−α

≤ C

{
‖u‖

r
1−α
p + ‖ut‖

r′
1−α
2

}
, pour

1

r
+

1

r′
= 1. (3.2.25)

Pour pouvoir utiliser le Lemme 3.3, on prend r′ = 2 (1− α) ce qui donne r
1−α = 2

1−2α
≤ p . Par

suite, pour s = 2
1−2α

, l’estimation (3.2.25) donne

∣∣∣∣∫ L

0

m(x)uutdx

∣∣∣∣
1

1−α

≤ C
(
‖u‖sp + ‖ut‖2

2

)
,

par conséquent, le lemme 3.3 donne∣∣∣∣∫ L

0

m(x)uutdx

∣∣∣∣
1

1−α

≤ C1

(
‖u‖pp + ‖ut‖2

2 + ‖ux‖2
2

)
,∀C1 > 0. (3.2.26)
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Avec la même méthode, on obtient∣∣∣∣ε∫ L

0

nτ

k
uqdx

∣∣∣∣
1

1−α

≤ C2

(
‖u‖pp + ‖q‖2

2

)
,∀C2 > 0 (3.2.27)∣∣∣∣ε∫ L

0

4δ(x) |ux|2 dx
∣∣∣∣

1
1−α

≤ C3 ‖ux‖2
2 ,∀C3 > 0. (3.2.28)

À partir de(3.2.26)− (3.2.28) on trouve

L
1

1−α
(t) ≤ C

{
H(t) + ‖u‖pp + ‖q‖2

2 + ‖ux‖2
2 + ‖ut‖2

2

}
;∀t ≥ 0,∀C > 0. (3.2.29)

En combinant(3.2.29) et (3.2.23), nous arrivons à

L′ (t) ≥ a0L
1

1−α (t) ,∀t ≥ 0, (3.2.30)

Où a0 est une constante positive dépendant à A0 et C. Une intégration simple de (3.2.30) sur (0, t)

donne

L
α

1−α
(t) ≥ 1

L
−α
1−α (0)− αa0t

(1−α)

Finalement, L (t) explose en un temps fini

T ∗ ≤ 1− α
αa0L

α
1−α (0)

La preuve est terminée.

3.3 Conclusion et perspectives

Dans cette partie de la thèse, on s’intéresse à un système de structure flexible logarithmique avec

deuxième sonne avec un terme de retard, nous avons étudié l’existence locale de ce problème

avec respect de certaines conditions de la proposition et à l’aide de la méthode des semi-groupes.

Puis nous avons montré que l’énergie de toute solution faible explose en temps fini si l’énergie

initiale est négative. à l’avenir, certaines extensions potentielles de la recherche sont :

– Étudier le non-existence de la solution de ce système sans terme de retard en présence du terme

source fractionnaire non linéaire.

– Essayer de vérifier le comportement asymptotique de type (décroissance exponentielle) avec ce

type de terme source.

– Si on change le terme source logarithmique par un autre, quelle est la modification dans le sens

profond de ce travail ?
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Chapitre 4

Equation de la membrane-elastique avec

des conditions aux limites dynamiques

4.1 Introduction

Ce chapitre s’intéresse à l’équation de la membrane élastique avec des conditions aux limites

dynamiques, un terme source et un amortissement faible non linéaire localisé sur une partie de

la limite et un historique définit comme suit :

utt(t)−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∆u(t)

−
∫∞

0
g(s)∆u(t− s)ds = 0, sur Ω× (0,∞) ,

(4.1.1)

ainsi que les conditions aux limites

u(t) = 0 , surΓ0 × (0,∞) , (4.1.2)

utt(t) = −∂u(t)
∂ν
− ∂ut(t)

∂ν
+
∫∞

0
g(s)∂u

∂ν
(t− s)ds

−h(ut)− f(u) , surΓ1 × (0,∞) , (4.1.3)

et les conditions initiales

u(x,−t) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (4.1.4)

où Ω ⊆ Rn (n ≥ 1) est un domaine régulier et borné. ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1,mes (Γ0) > 0, Γ0 ∩ Γ1 = φ,

et ∂
∂ν

est la dérivée normale extérieure unitaire. La fonction de relaxation g(t) sera assumée plus

tard. h(ut) pour motiver notre travail, nous rappelons certains résultats liés à l’équation d’onde

viscoélastique. Pour l’équation d’onde viscoélastique avec condition aux limites de Dirichlet, les

problèmes sont vraiment surchargés. De nombreux résultats d’existence et de stabilité ont été
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établis, on peut se référer à Berrimi et Messaoudi [14], Cavalcanti et Martinez[23, 24], Cavalcanti

et Oquendo [22], Fabrizio et Polidoro [29], Messaoudi[32, 46, 49, 62], pour n’en citer que quelques-

uns. Pour le problème viscoélastique linéaire de Cauchy, on peut se référer à Kafini et Mustafa [48].

En ce qui concerne l’équation d’onde viscoélastique avec des frontières de stabilisation, Cavalcanti

[20]a considéré le système suivant
utt(t)−∆u(t) +

∫∞
0
g(s)∆u(t− s)ds = 0, sur Ω× R+

u = 0, sur Γ0 × R+

∂u(t)
∂ν
−
∫∞

0
g(t− s)∂u

∂ν
(s)ds+ h(ut) = 0, sur Γ1 × R+

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x), x ∈ Ω

Sous les hypothèses suivantes sur les fonctions h,{
C1 |s|p ≤ |h (s)| ≤ C2 |s|

1
p , si |s| ≤ 1

C3 |s| ≤ |h (s)| ≤ C4 |s| , si |s| > 1

les auteurs ont d’abord prouvé l’existence globale de solutions, et obtenu que l’énergie décroisse

exponentiellement si p = 1 et sa décroissance polynomiale si p > 1 . Les résultats ont été gé-

néralisés par Cavalcanti et al.[19]. Ils ont obtenu les mêmes résultats sans imposer une condi-

tion de croissance sur h et sous une hypothèse plus faible sur g.Messaoudi [46] ont étendu ces

résultats et ont établi un résultat explicite et général du taux de décroissance en exploitant cer-

taines propriétés des fonctions convexes. Récemment, en utilisant la même méthode que dans

[45], Kafini et Messaoudi[49] ont considéré le système d’ondes ci-dessus avec une mémoire infinie∫∞
0
g(s)∆u(t− s)ds et ont obtenu un résultat général de décroissance en utilisant la méthode du

multiplicateur. Gerbi et Said-Houari [36] ont étudié une équation d’onde viscoélastique avec des

conditions aux limites dynamiques de la forme
utt(t)−∆u(t)− α∆ut +

∫∞
0
g(t− s)∆u(s)ds = |u|p−2 u, sur Ω× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,

utt(t) = −
[
−∂u
∂ν

+ α∂ut
∂ν
−
∫∞

0
g(t− s)∂u(s)

∂ν
ds+ h(ut)

]
, sur Γ1 × R+,

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x), x ∈ Ω,

En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et le théorème du point fixe, ils ont prouvé l’existence

et l’unicité d’une solution locale en temps, et ont prouvé que la solution existe globalement en

temps sous certaines restrictions sur les données initiales. Ils ont également prouvé que si α > 0 ,

la solution est non bornée et croît comme une fonction exponentielle, si α = 0 , alors la solution

cesse d’exister et s’effondre en temps fini. Feng, Baowei [30] ont considéré la même équation

d’onde viscoélastique mais avec les conditions aux limites dynamiques suivantes

utt(t) = −
[
−∂u
∂ν
−
∫ ∞

0

g(t− s)∂u(s)

∂ν
ds+ σ

∂ut
∂ν

+ µ1h(ut) + µ2h(ut(t− τ))

]
, sur Γ1 × R+
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Ils ont établi un résultat général de décroissance, en introduisant des fonctions d’énergie de Lya-

punov appropriées et certaines propriétés des fonctions convexes. Ferhat et Hakem [31] ont étudié

le système suivant

utt(t)−∆u(t)− α∆ut + δ(t)
∫∞

0
g(t− s)∆u(s)ds = |u|p−2 u, sur Ω× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,

utt(t) =
[
−∂u
∂ν
− σ(t)

∫∞
0
g(t− s)∂u(s)

∂ν
ds+ α∂ut

∂ν
+ µ1 |u|

m−1 ut

+µ2 |ut(t− τ)|m−1 ut(t− τ)
] sur Γ1 × R+,

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x), x ∈ Ω,

Ils ont prouvé l’existence globale et la décroissance d’énergie des solutions pour ce système. Ferhat

et Hakem [31] ont considéré une équation d’onde viscoélastique faible avec des conditions aux

limites dynamiques et un amortissement de Kelvin Voigt et un terme de retard agissant sur la

limite dans un domaine limité, et ont prouvé le comportement asymptotique en utilisant une

fonction de Lyapunov appropriée. Récemment, Benaissa et Ferhat [12] ont considéré une équation

d’onde viscoélastique avec des conditions limites dynamiques et une mémoire infinie.
utt(t)−∆u(t) +

∫∞
0
g(s)∆u(t− s)ds = 0, sur Ω× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,

utt(t) = −
[
∂u(t)
∂ν
−
∫∞

0
g(s)∂u

∂ν
(t− s)ds

]
, sur Γ1 × R+,

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x), x ∈ Ω,

et établi un résultat de décroissance exponentielle de l’énergie en exploitant la méthode du do-

maine fréquentiel qui consiste à combiner un argument de contradiction et une analyse spéciale

pour le résolvant de l’opérateur sous l’hypothèse −ζ0g(t) ≤ g′(t) ≤ ζ0g(t). Pour plus de résul-

tats concernant l’équation d’onde avec stabilisation aux frontières, on peut se référer à Doronin

et Larkin [27], Mũnoz Rivera et Andrade [6], Gerbi et Said-Houari [35, 36], Liu et Yu[58, 59], etc.

Puisqu’il existe peu de travaux sur l’équation d’onde avec des conditions aux limites dynamiques,

un terme source et un faible amortissement non linéaire localisé sur une partie de la frontière

et un historique, motivés par les traveaux ci-dessus, nous étudions dans le présent travail la sta-

bilité des solutions au problème(4.1.1) − (4.1.4). L’objectif principal de ce chapitre est d’établir

un résultat de décroissance explicite et général en utilisant la méthode du multiplicateur et cer-

taines propriétés des fonctions convexes. Notre résultat est obtenu sans imposer d’hypothèse de

croissance restrictive sur le terme d’amortissement. Nous terminons cette section en établissant

le cadre d’histoire habituel du problème (4.1.1) − (4.1.4). En suivant les mêmes arguments de

Dafermos [26] . Référez-vous aux références connexes suivantes[24, 26, 30, 36] .
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4.2 Formulation du problème

Pour démontrer le résultat désiré sur la décroissance générale, on définit une nouvelle variable

η(x, t, s) = u(t)− u(t− s),

ce qui donne

ηt + ηs = ut.

En supposant ξ0 −
∫∞

0
g(s)ds = l donc on peut obtenir un nouveau système,ce qui équivalent

au problème(4.1.1)− (4.1.3)

utt(t)−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2 + σ (∇u,∇ut)
)

∆u(t)−
∫∞

0
g(s)∆η(s)ds

= 0, sur Ω× R+,
(4.2.1)

u = 0,Γ0 × R+, (4.2.2)

utt(t) = −
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2 + σ (∇u,∇ut)
) ∂u(t)

∂ν
−
∫∞

0
g(s)∂η

∂ν
(s)ds

−h(ut)− f (u) ,Γ1 × R+,
(4.2.3)

u(x,−t) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (4.2.4)

4.2.1 Hypothèses et résultats principaux

Dans cette section nous présentons quelques hypothèses utilisé dans ce travail ,Lq(Ω), (1 ≤ q ≤ ∞),

et H1(Ω) l’intégrale de lebesgue et l’espace de Sobolev, ‖.‖q et‖.‖q,Γ1
sont des normes dans l’espace

Lq(Ω) et Lq(Γ1), respectivement.

En dénote

H1
Γ0

(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω) : u\Γ0 = 0

}
,

alors nous avons l’injection H1
Γ0

(Ω) ↪→ L2 (Γ1) , en général nous utiliserons la formule de Green

suivante ∫
Ω

∇u(x)∇w(x)dx = −
∫

Ω

∆u(x)w(x)dx+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(x)w(x)dΓ,∀w ∈ H1

Γ0
(Ω).

Pour gérer la nouvelle variable η, on introduit dans l’espace L2

M = L2
g

(
R+;H1

Γ0
(Ω)
)

=

{
ζ : R+ −→ H1

Γ0
(Ω) :

∫ ∞
0

g(s) ‖∇ζ(s)‖2 ds <∞
}
,

dans l’espace de Hilbert définit le produit scalaire et la norme comme suivant

〈ζ, ϑ〉M =

∫ ∞
0

g(s)

(∫
Ω

∇ζ (s)∇ϑ (s) dx

)
ds,
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et

‖ζ‖2
M =

∫ ∞
0

g(s) ‖∇ζ (s)‖2 ds.

La phase de l’espace Ĥ est définie par

Ĥ = H1
Γ0

(Ω)× L2 (Ω)×M.

Dans la suite, nous allons donner quelques hypothèses pour la fonction de relaxation g, on sup-

pose

(A1) g(t) : R+ ↪→ R+ est une fonction non croissante de classe C1 qui satisfaite

g(0) > 0 et ξ0 −
∫ ∞

0

g(s)ds = l > 0. (4.2.5)

en plus, il existe une fonction croissante strictement convexe G : R+ ↪→ R+de classe C1 (R+) ∩
C2 (R+)qui satisfaite

G(0) = G′(0) = 0 et lim
t↪→+∞

G′(t) = +∞ (4.2.6)

tel que ∫ ∞
0

g(s)

G−1(−g′(s))ds+ sup
s∈R+

g(s)

G−1(−g′(s)) < +∞ (4.2.7)

(A2) h : R −→ R est une fonction non décroissante de classe C0, tel qu’il existe une fonction

strictement croissante h0 ∈ C1 (R+) avec h0 (0) = 0 avec se sont des constantes positives c1, c2 et

ε tel que {
h0 (|s|) ≤ |h(s)| ≤ h−1

0 (|s|) ; si |s| ≤ ε

c1 |s| ≤ |h(s)| ≤ c2 |s| si |s| > ε
. (4.2.8)

En outre, nous supposons que la fonction H(s) =
√
sh0 (
√
s) est une fonction de classe C2strictement

convexe sur(0, r2] pour certains r > 0 où h0 est non linéaire.

(A3) On suppose f : R −→ R pour c0 > 0,

|f(u)− f(v)| ≤ c0 (1 + |u|p + |v|p) |u− v| ,∀u, v ∈ R. (4.2.9)

Où

0 < p <
2

n− 2
if n ≥ 3 and p > 0 if n = 1, 2.

En plus, on suppose que

f(u)u ≥ F (u) ≥ 0;∀u ∈ R. (4.2.10)
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Où F (z) =
∫ z

0
f(s) les hypothèses (4.2.9)− (4.2.10) inclure des termes non linéaires de la forme

f(u) ≈ |u|p u+ |u|α u, 0 < α < p.

(A4) Il existe une constante positive m0 telle que

‖∇u0 (., s)‖ ≤ m0 (4.2.11)

Par des mêmes arguments appliqués dans [12] et [30], [17],nous pouvons prouver l’existence glo-

bale de la solution (4.2.1)− (4.2.4) donné dans le théorème suivant

Théorème 4.1 On suppose les hypothèses (A1)− (A4) sont vérifiés. Si les données initiale

(u0 (., 0) , u1, η0) εĤ alors le problème(4.2.1)−(4.2.4)a une solution faible unique telle que pour tout

T > 0,

u(t) ∈ L∞
(
[0, T ] ;H1

Γ0
(Ω)
)
, ut (t) ∈ L∞

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
et η ∈ L∞ ([0, T ] ;M) .

la fonctionnelle d’énergie du problème (4.2.1)− (4.2.4) est défini par

E(t) =
1

2

{
‖ut (t)‖2

2 + ‖ut (t)‖2
Γ1

+

∫
Γ1

F (u)dΓ + ‖η‖2
M + l ‖∇u‖2

2 +
b

2
‖∇u‖4

2

}
. (4.2.12)

Ensuite, nous pouvons obtenir le résultat de la décroissance de l’énergie du problème (4.2.1)− (4.2.4)

donné dans le théorème suivant

Théorème 4.2 On suppose les hypothèses (A1)−(A4) sont vérifiés. Soit (u0 (., 0) , u1, η0) ∈ Ĥ, alors

il existe des constantes positives k2, k3, k4, ε1, ε0 tels que l’énergie E(t) définit par (4.2.12) satisfait

E(t) ≤ k4W
−1
1 (k2t+ k3) ,∀t ∈ R+, (4.2.13)

où W1(τ) =

∫ 1

τ

1

W2 (s)
ds et W2(t) = tG′ (ε1t)H

′ (ε0t) .

4.3 Décroissance générale de l’énergie

Dans cette section, nous allons étudier la décroissance générale de l’énergie du problème (4.2.1)−
(4.2.4) pour prouver le théorème(4.2) on a besoin les lemmes suivants.

Lemme 4.1 Sous les hypothéses de théorème4.2, la fonction d’énergie E(t) est décroissante et pour

tout t ≥ 0 elle satisfaite

E ′(t) ≤ −σ
(

1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2

−
∫

Γ1

h(ut)utdΓ +
1

2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2
2 ds. (4.3.1)
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Preuve. On considère l’équation suivante

utt(t)−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∆u(t)−

∫ ∞
0

g(s)∆η(s)ds = 0,

en multipliant le problème ci-dessus par la fonction ut, on obtient

(utt(t), ut)L2(Ω) − (l∆u(t), ut)L2(Ω) −
(
ξ1 ‖∇u‖

2
2 ∆u(t), ut

)
L2(Ω)

− (σ (∇u,∇ut) ∆u(t), ut)L2(Ω) −
(∫∞

0
g(s)∆η(s)ds, ut

)
L2(Ω)

= 0
, (4.3.2)

en utilisant l’intégration par parties pour chaque terme sur Ω successivement, avec l’utilisation

des conditions au bord on trouve

(utt(t), ut)L2(Ω) =
1

2

d

dt
‖ut‖2

2 , (4.3.3)

− (l∆u(t), ut)L2(Ω) = −l
∫

Γ1

∂u

∂η
utdΓ +

1

2

d

dt
l ‖∇u‖2

2 , (4.3.4)

−
(
ξ1 ‖∇u‖

2
2 ∆u(t), ut

)
L2(Ω)

= −ξ1 ‖∇u‖
2
2

∫
Γ1

∂u

∂ν
utdΓ +

1

2

d

dt

[
ξ1

2
‖∇u‖4

2

]
, (4.3.5)

On a

(∇u,∇ut) =
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2 ,

si on l’utilise on obtient

− (σ (∇u,∇ut) ∆u(t), ut)L2(Ω) = −σ
∫

Ω

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)
∆u(t)utdx

= −
∫

Γ1

σ (∇u,∇ut)
∂u

∂ν
utdΓ

+

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)

(4.3.6)

−
(∫ ∞

0

g(s)∆η(s)ds, ut

)
L2(Ω)

= −
∫

Γ1

ut

∫ ∞
0

g(s)
∂η (s)

∂ν
dsdΓ

+

∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx. (4.3.7)

La substitution de(4.3.3)− (4.3.7) dans(4.3.2) donne
1

2

d

dt
‖ut‖2

2 − l
∫

Γ1

∂u

∂η
utdΓ +

1

2

d

dt
l ‖∇u‖2

2

−ξ1 ‖∇u‖
2
2

∫
Γ1

∂u

∂ν
utdΓ +

1

2

d

dt

(
ξ1

2
‖∇u‖4

2

)
−
∫

Γ1

σ (∇u,∇ut)
∂u

∂ν
utdΓ +

1

2

d

dt

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)

−
∫

Γ1

ut

∫ ∞
0

g(s)
∂η (s)

∂ν
dsdΓ +

∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

= 0 (4.3.8)
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=
1

2

d

dt
‖ut‖2

2 +
1

2

d

dt

(
l ‖∇u‖2

2

)
+

1

2

d

dt

(
ξ1

2
‖∇u‖4

2

)
+

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)

+

∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

+

∫
Γ1

{(
−l − ξ1 ‖∇u‖

2
2 − σ (∇u,∇ut)

) ∂u
∂ν
−
∫ ∞

0

g(s)
∂η (s)

∂ν
ds

}
utdΓ1

= 0.

On a dans la frontière Γ1(
−l − ξ1 ‖∇u‖

2
2 − σ (∇u,∇ut)

) ∂u
∂ν
−
∫ ∞

0

g(s)
∂η (s)

∂ν
ds

= utt + h(ut) + f(u),

alors en trouve ∫
Γ1

(utt + h(ut) + f(u))utdΓ

=
1

2

d

dt
‖ut‖2

L2(Γ) +

∫
Γ1

h(ut)utdΓ +

∫
Γ1

f(u)utdΓ.

On obtient la dérivée de la fonctionnelle de l’énergie sous la forme

E ′(t) =
1

2

d

dt

[
‖ut‖2

2 + ‖ut‖2
L2(Γ) + l ‖∇u‖2

2 +
ξ1

2
‖∇u‖4

2

]
+

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)

+

∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

+

∫
Γ1

h(ut)utdΓ +

∫
Γ1

f(u)utdΓ

= 0. (4.3.9)

Nous supposons que f(u)u ≥ F (u) ≥ 0. On a∫
Γ1

f(u)utdΓ =

∫
Γ1

1

2

d

dt
(2u) f(u)dΓ

=
1

2

d

dt

∫
Γ1

2uf(u)dΓ

≥ 1

2

d

dt

∫
Γ1

2F (u)dΓ

≥ 1

2

d

dt

∫
Γ1

F (u)dΓ.
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Donc on obtient

E ′(t) =
1

2

d

dt

[
‖ut‖2

2 + ‖ut‖2
Γ1

+ l ‖∇u‖2
2 +

ξ1

2
‖∇u‖4

2 +

∫
Γ1

F (u)dΓ

]
+

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)

+

∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

+

∫
Γ1

h(ut)utdΓ = 0.

On note ∫
Ω

∇ut
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx =
1

2

d

dt
‖η (t)‖2

M −
1

2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds (4.3.10)

Où

M =

{
ξ ∈ R+ −→ H1

Γ0
(Ω) :

∫ ∞
0

g(s) ‖∇ξ (s)‖2 ds <∞
}
.

On remplace(4.3.9) dans la formule (4.3.10)on trouve

E ′(t) =
1

2

d

dt

[
‖ut‖2

2 + ‖ut‖2
Γ1

+ l ‖∇u‖2
2 +

ξ1

2
‖∇u‖4

2 +

∫
Γ1

F (u)dΓ + ‖η (t)‖2
M

]
+

(
σ

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2
)
− 1

2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+

∫
Γ1

h(ut)utdΓ = 0.

Donc pour t ≥ 0 et comme h(ut)ut ≥ 0, E ′(t) ≤ 0, on trouve

E ′(t) ≤ −σ
(

1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2

+
1

2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds

−
∫

Γ1

h(ut)utdΓ

E(t) =
1

2

[
‖ut‖2

2 + ‖ut‖2
Γ1

+ l ‖∇u‖2
2 +

ξ1

2
‖∇u‖4

2 +

∫
Γ1

F (u)dΓ + ‖η (t)‖2
M

]
.

Lemme 4.2 Sous les hypothèses du théorème (4.2) , la fonction φ (t) définit par

φ (t) =

∫
Ω

ut(t)u(t)dx+

∫
Γ1

ut(t)u(t)dΓ +
σ

4
‖∇u‖4

2 , (4.3.11)

qui satisfait pour tout t ≥ 0,

φ′(t) ≤ ‖ut (t)‖2 + ‖ut (t)‖2
Γ1
− (l − δ1 (1 + c)) ‖∇u‖2 − ξ1 ‖∇u‖

4

+C1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+ C2

∫
Γ1

h2(ut)dΓ (4.3.12)
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Preuve. La dérivée de la fonction φ (t) donnée par

φ′(t) =

∫
Ω

utt(t)u(t)dx+

∫
Γ1

utt(t)u(t)dΓ +
σ

4

d

dt
‖∇u‖4

2 +

∫
Ω

(ut(t))
2 dx+

∫
Γ1

(ut(t))
2 dΓ. (4.3.13)

On a d’après(4.2.10)∫
Ω

utt(t)u(t)dx+

∫
Γ1

utt(t)u(t)dΓ

=

∫
Ω

[(
l + ξ1 ‖∇u‖

2 + σ (∇u,∇ut)
)

∆u(t) +

∫ ∞
0

g(s)∆η (s) ds

]
udx

+

∫
Γ1

[
−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2 + σ (∇u,∇ut)
) ∂u
∂ν
−
∫ ∞

0

g(s)
∂η

∂ν
(s) ds− h (ut)− f(u)

]
udΓ

= −
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2) ‖∇u‖2 − (σ (∇u,∇ut)) ‖∇u‖2 −
∫

Ω

∇u
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

−
∫

Γ1

uh(ut)dΓ−
∫

Γ1

uf(u)dΓ. (4.3.14)

Et on a

σ (∇u,∇ut) ‖∇u‖2
2 = σ ‖∇u‖2

2

∫
Ω

∇u∇utdx

=
σ

2
‖∇u‖2

2

d

dt
‖∇u‖2

2

=
σ

4

d

dt
‖∇u‖4

2 . (4.3.15)

D’après (4.3.13) et (4.3.14) on trouve φ′(t) sous la forme suivante

φ′ (t) = ‖ut (t)‖2
2 + ‖ut (t)‖2

Γ1
−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2) ‖∇u‖2
2

−
∫

Ω

∇u
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx−
∫

Γ1

uh(ut)dΓ−
∫

Γ1

uf(u)dΓ. (4.3.16)

On utilise l’inégalité de Young et l’inégalité de Hôlder et l’inégalité de Poincaré, pour tout δ1 > 0

on trouve

−
∫

Ω

∇u
∫ ∞

0

g(s)∇η (s) dsdx

≤ δ1 ‖∇u‖2
2 +

1

4δ1

∫
Ω

[∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

]2

dx

≤ δ1 ‖∇u‖2
2 +

1

4δ1

∫
Ω

[∫ ∞
0

g(s)ds

] [∫ ∞
0

g(s) |∇η (s)|2 ds
]
dx

≤ δ1 ‖∇u‖2
2 +

(ξ0 − l)
4δ1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2
2 ds. (4.3.17)
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Et

−
∫

Γ1

uh(ut)dΓ ≤
∫

Γ1

|uh(ut)| dΓ

≤ C1 ‖∇u‖2

[∫
Γ1

h2(ut)dΓ

] 1
2

≤ C1δ1 ‖∇u‖2
2 +

1

4δ1

∫
Γ1

h2(ut)dΓ (4.3.18)

En remplaçant(4.3.16),(4.3.17) dans(4.3.15), pour tout δ1 > 0 nous obtenons

φ′(t) ≤ ‖ut (t)‖2
2 + ‖ut (t)‖2

Γ1
− (l − δ1 (1 + C1)) ‖∇u‖2

2 − ξ1 ‖∇u‖
4
2

+
(ξ0 − l)

4δ1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+
1

4δ1

∫
Γ1

h2(ut)dΓ−
∫

Γ1

uf(u)dΓ. (4.3.19)

Maintenant on prend δ1 > 0 assez petit

l − δ1 (1 + C1) >
l

2
.

Ainsi,(4.3.12) à la suite de (4.3.19) et (4.2.10)avec

C = max

{
1

4δ1

,
ξ0 − l
4δ1

}
,

la preuve est terminé

Lemme 4.3 On définit la fonctionnelle ψ (t) comme suit

ψ (t) = −
∫

Ω

ut(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdx−
∫

Γ1

ut(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ.

Sous les hypothèses du théorème 4.2, alors pour tout δ2 > 0 la fonctionnelle ψ (t) verifie,

ψ′ (t) ≤ −3

4
(ξ0 − l) ‖ut‖

2 − 3

4
(ξ0 − l) ‖ut‖

2
Γ1

+ δ2 ‖∇u‖2

+σ2E (0)

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

)2

+K1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+K2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds+
1

2

∫
Γ1

h2(ut)dΓ (4.3.20)

Preuve. La dérivation de la fonctionnelle ψ (t) par rapport à t

ψ′ (t) = −
∫

Ω

utt(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdx−
∫

Γ1

utt(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ︸ ︷︷ ︸
:=I1

−
∫

Ω

ut(t)

∫ ∞
0

g(s)ηt (s) dsdx︸ ︷︷ ︸
:=I2

−
∫

Γ1

ut(t)

∫ ∞
0

g(s)ηt (s) dsdΓ︸ ︷︷ ︸
:=I3

. (4.3.21)
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Clairement

I1 = −
∫

Ω

utt(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdx

=

∫
Ω

−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∆u(t)

−
∫ ∞

0

g(s)∆η (s) ds

(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dx.

On applique la formule de Green avec les conditions aux limites en trouve∫
Ω

−
(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∆u(t)

(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dx

= −
∫

Γ1

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

) ∂u
∂ν

(t)

(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dΓ

+

∫
Ω

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∇u(t)

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)
dx (4.3.22)

−
∫

Ω

(∫ ∞
0

g(s)∆η (s) ds

)(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dx

= −
∫

Γ1

(∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s)ds

)(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dΓ

+

∫
Ω

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)2

dx (4.3.23)

En additionnant (4.3.22) et (4.3.23), nous obtenons

−
∫

Ω

utt(t)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdx

= −
∫

Γ1

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

) ∂u
∂ν

(t)

(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dΓ

+

∫
Ω

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∇u(t)

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)
dx

+

∫
Ω

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)2

dx

−
∫

Γ1

(∫ ∞
0

g(s)
∂η

∂ν
(s)ds

)(∫ ∞
0

g(s)η (s) ds

)
dΓ. (4.3.24)

Si nous utilisons le résultat(4.3.24) on trouve

I1 =

∫
Ω

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2 + σ (∇u,∇ut)

)
∇u(t)

∫ ∞
0

g(s)∇η (s) dsdx

+

∫
Ω

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)2

dx+

∫
Γ1

f(u)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ

+

∫
Γ1

h(ut)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ (4.3.25)
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Puisque E(t) est décroissante on conclut de(4.2.13) que
l

2
‖∇u‖2

2 ≤ E(t) ≤ E(0)

ce qui nous donne

‖∇u‖2
2 ≤

2

l
E(0) (4.3.26)

En appliquant l’inégalité de Hôlder et l’inégalité de Young (4.2.9) et(4.2.12), on conclut que pour

tout δ3 > 0 ∫
Ω

(
l + ξ1 ‖∇u‖

2
2

)
∇u(t)

∫ ∞
0

g(s)∇η (s) dsdx

≤
(
l +

2ξ1

l
E(0)

)∫
Ω

|∇u(t)|
∫ ∞

0

g(s) |∇η (s)| dsdx

≤ δ3 ‖∇u‖2
2 +

1

4δ3

(
l +

2ξ1

l
E(0)

)2 ∫
Ω

[∫ ∞
0

g(s) |∇η (s)| ds
]2

dx

≤ δ3 ‖∇u‖2
2 +

ξ0 − l
4δ3

(
l +

2ξ1

l
E(0)

)2 [∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds

]
(4.3.27)

On a aussi ∫
Ω

σ (∇u,∇ut)∇u(t)

∫ ∞
0

g(s)∆η (s) dsdx

≤ σ2

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2

E(0) +
ξ0 − l

2l

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds (4.3.28)

∫
Ω

(∫ ∞
0

g(s)∇η (s) ds

)2

dx ≤ (ξ0 − l)
∫ ∞

0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds, (4.3.29)

avec l’injection de H1
Γ0

(Ω) ↪→ L2 (Γ1) on trouve∫
Γ1

h(ut)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ ≤ 1

2

∫
Γ1

h2(ut)dΓ +
ξ0 − l

2
C1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds (4.3.30)

∫
Γ1

f(u)

∫ ∞
0

g(s)η (s) dsdΓ

≤ δ3C1E
p (0) ‖∇u‖2 +

ξ0 − l
4δ3

C1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.31)

En remplaçant (4.3.27) − (4.3.31) dans(4.3.25), pour tout δ3 > 0 on trouve I1 sous la forme sui-

vante

I1 ≤
(
ξ0 − l
4δ3

(
l +

2b

l
E(0)

)2

+
ξ0 − l

2l

+ (ξ0 − l) +
ξ0 − l

2
C1 +

ξ0 − l
4δ3

C1

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+σ2

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2

E(0) + δ3 ‖∇u‖2
2 +

1

2

∫
Γ1

h2(ut)dΓ (4.3.32)
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On a

I2 = −
∫

Ω

ut(t)

∫ ∞
0

g(s)ηt (s) dsdx.

Et d’après la relation ηt + ηs = ut on trouve

ηt = ut − ηs (4.3.33)

On remplace (4.3.33) dans la formule de I2 on trouve∫ ∞
0

g(s)ηt (s) dsdx = −
∫ ∞

0

g(s)ηs (s) ds+

∫ ∞
0

g(s)ut(t)ds. (4.3.34)

Maintenant on applique l’intégration par parties sur Ω on trouve

I2 = − (ξ0 − l) ‖ut‖
2
2 −

∫
Ω

ut (t)

∫ ∞
0

g′(s)η (s) dsdx,

avec l’utilisation de l’inégalité de Young et Poincaré on obtient

I2 ≤ −3 (ξ0 − l)
4

‖ut‖2
2 +

1

ξ0 − l

∫
Ω

(∫ ∞
0

−g′(s)ds
)(∫ ∞

0

−g′(s)η (s) ds

)
dx

≤ −3 (ξ0 − l)
4

‖ut‖2
2 −

g(0)C2
∗

ξ0 − l

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.35)

De la même manière on trouve I3 sous la forme

I3 ≤ −
3 (ξ0 − l)

4
‖ut‖2

Γ1
− g(0)C2

∗
ξ0 − l

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds (4.3.36)

En substituant(4.3.32) et (4.3.35)− (4.3.36) dans (4.3.21) devient

ψ′ (t) ≤ −3 (ξ0 − l)
4

‖ut‖2
2 −

3 (ξ0 − l)
4

‖ut‖2
Γ1

+σ2

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

2

)2

E(0) + δ3 ‖∇u‖2
2

+K1

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+K2

∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+
1

2

∫
Γ1

h2(ut)dΓ. (4.3.37)

Avec

K1 =
ξ0 − l
4δ3

(
l +

2ξ1

l
E(0)

)2

+
ξ0 − l

2l

+ (1− l) +
ξ0 − l

2
C1 +

ξ0 − l
4δ3

C1

K2 =
2g(0)C2

∗
ξ0 − l

.
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Ce qui prouve le lemme

Maintenant on définit la fonctionnelle L (t) par

L (t) := E(t) + ε1φ (t) + ε2ψ (t) ,

où ε1 et ε2 sont des constantes positives, sera choisi plus tard . C’est très facile de vérifier que pour

ε1 > 0 et ε2 > 0 assez petit
1

2
E(t) ≤ L (t) ≤ 3

2
E(t). (4.3.38)

Lemme 4.4 Il existe m constant positif, tel que pour tout t ≥ 0,

L′ (t) ≤ −mE(t) + C

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+ C

∫
Γ1

h2(ut)dΓ. (4.3.39)

Preuve. Il suit de (4.3.1), (4.3.12) et (4.3.20) pour tout t ≥ 0,

L′ (t) ≤ −
[

3

4
(ξ0 − l) ε2 − ε1

]
‖ut‖2 −

[
3

4
(ξ0 − l) ε2 − ε1

]
‖ut‖2

Γ1

− [lε1 + δ1 (1 + C) ε1 − δ2ε2] ‖∇u‖2

−ξ1ε1 ‖∇u‖4 − σ (1− σE(0)ε2)

(
1

2

d

dt
‖∇u‖2

)2

+

(
1

2
−K2ε2

)∫ ∞
0

g′(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+

((
ξ0 − l
4δ1

)
ε1 +K2ε2

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds

+

(
1

4δ1

ε1 +
ε2

2

)∫
Γ1

h2(ut)dΓ (4.3.40)

À ce point on choisit δ2 > 0 satisfaisant

δ2 <
3l

8
(ξ0 − l) ,

ce qui nous donne
2

l
δ2ε2 <

3

4
(ξ0 − l) ε2.

Pour tout δ2 > 0 fixés, on prend ε2 > 0 assez petit pour que (4.3.38) reste valide et en outre pour

δ2 et ε2 sont fixé, nous choisissons ε1 > 0 très petit que (4.3.38) reste valide et en plus

2

l
δ2ε2 < ε1 < min

{
1

2C
,
3

4
(ξ0 − l) ε2

}
,

ce qui nous donne

3

4
(ξ0 − l) ε2 > 0, (ε1 + δ1 (1 + C) ε1 − δ2ε2) > 0,

(
1

2
−K2ε2

)
> 0.
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Par conséquent, il existe un constant positif m tel que pour tout t ≥ 0,

L′ (t) ≤ −mE(t) + C

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+ C

∫
Γ1

h2(ut)dΓ.

qui complète la preuve.

Les mêmes arguments que dans [30], nous pouvons obtenir le lemme suivant.

Lemme 4.5 Sous les hypothèses du théorème 4.2,il existe une constante positiveγ > 0 telle que pour

tout ε0 > 0

G′ (ε0E(t))

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds ≤ −γ1E
′(t) + γ1E(t)G′ (ε0E(t)) (4.3.41)

Preuve. Du théorème 4.2. Nous distinguons les deux cas suivants pour prouver le théorème4.2

Cas 4.1 La fonction linéaire h0,il suivra de(A2) que

c1 |s| ≤ |h(s)| ≤ c2 |s| ,∀s ∈ R,

ce qui implique

h2(s) ≤ c2sh(s),∀s ∈ R+. (4.3.42)

On combine(4.3.1) et(4.3.39), on obtient pour tout t > 0,

L′ (t) ≤ −mE(t) + C

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds− CE ′(t) (4.3.43)

Soit ε (t) = L (t) + CE(t) en utilisant(4.3.38), nous savons que ε (t) ∼ E(t) alors (4.3.43)nous donne

ε′ (t) ≤ −mE(t) + C

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.44)

On multiple (4.3.44) par G′ (ε0E(t)) et on utilise (4.3.41), on obtient

G′ (ε0E(t)) ε′ (t) ≤ −mG′ (ε0E(t))E(t)− Cγ1E
′(t)

+Cγ1ε0E(t)G′ (ε0E(t))

= − (m− Cγ1ε0)E(t)G′ (ε0E(t))− Cγ1E
′(t).

Maintenant on prend ε0 > 0 assez petit que m− Cγ1ε0 > 0 , et on dénote

ε′1 (t) = G′ (ε0E(t)) ε′ (t) + Cγ1E
′(t) on peut y, arrivé que pour tout K1 > 0 tell que

ε1 (t) ∼ E(t) et ε′1 (t) ≤ −K1G
′ (ε1ε1(t)) ε1 (t) , (4.3.45)

qui donne (W1 (ε1))′ ≥ K1 , Où

W1 (τ) =

∫ 1

τ

1

CsG′ (ε1s)
ds.
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Pour 0 < τ ≤ 1 En intégrant la dernière inégalité dans(4.3.45) sur[0, t], on a pour tout t > 0,

ε1 (t) ≤ W−1
1 (K1t+K2) , (4.3.46)

donc(4.2.13) suivre de(4.3.46), (4.2.12) et ε1 ∼ E.

Cas 4.2 La fonction h0est non linéaire sur[0, ε] .

Par les arguments comme dans [53], supposons que max {r, h0(r)} < ε , d’autre part on choisit r

petit. Soit ε1 = min {r, h0(r)} il suivra de (A2) que pour ε1 ≤ |s| ≤ ε

|h(s)| ≤ h−1
0 (|s|)
|s| |s| ≤ h−1

0 (|ε|)
|ε1|

|s| ,

et

|h(s)| ≥ h0 (|s|)
|s| |s| ≤

h0 (|ε1|)
|ε1|

|s| .

Donc nous avons {
h0 (|s|) ≤ |h(s)| ≤ h−1

0 (|s|) , for |s| < ε1,

c1 |s| ≤ |h(s)| ≤ c2 |s| , for |s| ≥ ε1,
. (4.3.47)

Ce qui nous donne pour tous |s| ≤ ε1,

H
(
h2(s)

)
= |h(s)|h0 (|h(s)|) ≤ sh(s).

Alors

h2(s) ≤ H−1 (sh(s)) ,∀ |s| ≤ ε1. (4.3.48)

Comme dans [54] , On dénote

Γ11 = {x ∈ Γ1 : |ut(t)| > ε1} ,Γ12 = {x ∈ Γ1 : |ut(t)| ≤ ε1} ,

il suivra de(4.3.47) que sur Γ12,

uth(ut) ≤ ε1h
−1
0 (ε1) ≤ h0 (r) r = H2 (r) . (4.3.49)

On définit J (t) par

J (t) =
1

|Γ12|

∫
Γ12

uth (ut) dΓ.

Puisque H−1 est concave, nous déduisons de l’inégalité de Jensen que

H−1 (J (t)) ≥ C

∫
Γ12

H−1 (uth (ut)) dΓ. (4.3.50)
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En utilisant(4.3.48) et (4.3.50),on conclut que∫
Γ1

h2 (ut) dΓ ≤
∫

Γ12

H−1 (uth (ut)) dΓ +

∫
Γ11

h2 (ut) dΓ

≤ CH−1 (J (t))− CE ′(t),

avec (4.3.39), donne pour tout t > 0,

k′(t) ≤ −mE(t) + C

∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds+ CH−1 (J (t)) .

Où k(t) = L (t) + CE(t) et k(t) ∼ E(t) pour ε0 ≤ r2 et C0 > 0 et le fait E ′ < 0, H ′ > 0 et H ′′ > 0 ,

on obtient que la fonctionnelle k1(t) définit par

k1(t) = H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
k(t) + C0E(t),

est équivalent à E(t) et

k′1(t) = ε0
E ′(t)

E(0)
H ′′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
k(t) +H ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)
k′(t) + C0E

′(t)

≤ −mE(t)H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
+ CH−1 (J (t))H ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)
+ C0E

′(t)

+CH ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.51)

Cas 4.3 Maintenant, on dénote la fonction conjuguée de la fonction convexe H par H∗.voir comme

un exemple, Arnold [10] ,et [55] (i.e)

H∗ (s) = sup
t∈R+

(st−H(t)) .

Alors

H∗ (s) = s (H ′)
−1

(s)−H
[
(H ′)

−1
(s)
]
,

la transformation de Legendre de H est satisfait

AB ≤ H∗ (A) +H(B).

Pour A = H ′
(
ε0

E(t)
E(0)

)
et B = H−1 (J (t)) , et on note H∗ (s) ≤ s (H ′)−1 (s) et en utilisant (4.3.51),

on verra que

k′1(t) ≤ −mE(t)H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
+ Cε0

E(t)

E(0)
H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
− CE ′(t)

+C0E
′(t) + CH ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds

≤ − (mE(0)− Cε0)
E(t)

E(0)
H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
− (C − C0)E ′(t)

+CH ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.52)
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Dans(4.3.52),nous choisissons ε0 > 0 assez petit que mE(0)− Cε0 > 0 et C0 très grand que C − C0 < 0 on

obtient pour tout t > 0,

k′1(t) ≤ −K E(t)

E(0)
H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
+ CH ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)∫ ∞
0

g(s) ‖∇η (s)‖2 ds. (4.3.53)

On multiple (4.3.53) par G′ (ε0E(t)) et en utilisant (4.3.41), on obtient

G′ (ε0E(t))k′1(t) ≤ −K E(t)

E(0)
G′ (ε0E(t))H ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)
−γ2E

′(t)H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
+γ2ε0E(t)G′ (ε0E(t))H ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)
≤ −K E(t)

E(0)
G′ (ε0E(t))H ′

(
ε0
E(t)

E(0)

)
− CE ′(t)

+γ2ε0E(t)G′ (ε0E(t))H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
(4.3.54)

Nous définissons la fonctionnelle k2(t) par

k2(t) = G′ (ε0E(t))k1(t) + CE(t).

C’est très facile de vérifier que k2(t) ∼ E(t) i.e, il existe deux constantes positive β1et β2 telle que

β1k2(t) ≤ E(t) ≤ β2k2(t). (4.3.55)

On note le fait E ′(t) ≤ 0 et G′′ > 0 on conclut de (4.3.54)que

k′2(t) ≤ − (K − γ2ε1)
E(t)

E(0)
G′
(
ε1
E(t)

E(0)

)
H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
. (4.3.56)

Avec ε1 = ε0E(0) et avec un bon choix de ε0,on obtient de (4.3.56) que pour certaines constantes K1 > 0,

k′2(t) ≤ −K1
E(t)

E(0)
G′
(
ε1
E(t)

E(0)

)
H ′
(
ε0
E(t)

E(0)

)
= −K1W2

(
E(t)

E(0)

)
, (4.3.57)

où W2 (t) = tH ′ (ε0t)G
′ (ε1t) signifie R (t) = β1k2(t)

E(0)
. Il découle de (4.3.55)que

R(t) ∼ E(t). (4.3.58)

Par (4.3.57), on obtient pour certaine k2(t) > 0,

R′(t) ≤ −K2W2 (R(t)) . (4.3.59)
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Ce qui implique (W1 (R(t)))′ ≥ K2, où

W1(t) =

∫ 1

t

W2(s)ds, for t ∈ (0, 1] .

En intégrant (4.3.59) sur [0, t] nous avons pour tout t > 0,

R(t) ≤ W−1
1 (K2t+K3) . (4.3.60)

Alors (4.2.13)suivre de (4.3.58) et (4.3.60). La preuve est complète.
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Chapitre 5

Existence local de la solution d’un

problème d’ondes viscoélastique non

linéaire avec un terme de retard

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons l’équation d’onde viscoélastique non linéaire suivante avec un

terme de retard : {
utt + ∆2u (t)−∆pu−

∫ t
0
g(t− s)∆2u (s) ds− µ1∆ut(t)

−µ2∆ut(t− τ) + f(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0,
(5.1.1)

u = ∂u
∂ν

= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0, (5.1.2)

u (x, 0) = u0(x), ut (x, 0) = u1(x), x ∈ Ω

ut (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , x ∈ Ω, t ∈ (0, τ)
(5.1.3)

Où Ω est un domaine borné dans Rn, n ≥ 2 avec une frontière Lipschitzienne continue Γ =

∂Ω, ∆pu = div (|∇u|p−2∇u) , (p ≥ 2)est l’opérateur p − Laplacien.La constante µ1 est positive et

µ2est un nombre réel, τ > 0représente le retard du temps, g > 0 est une fonction représente la

mémoire kernel et f est un terme de force . En l’absence du terme viscoélastique et du terme de

retard (g = 0 et µ2 = 0), et avec l’opérateur p − Laplacien habituel, l’équation dans (5.1.1) se

réduit à l’équation d’onde du quatrième ordre.

utt + ∆2u (t) + div
(
|∇u|p−2∇u

)
− ε∆ut = f (x, t, u, ut) , (5.1.4)

qui décrit les flux de microstructures élastoplastiques. Le problème (5.1.4) a été largement étudié

dans les traveaux ([4, 5, 72]) et les résultats concernant l’existence, le non-existence et le comporte-
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ment à long terme des solutions ont été prouvés. Le problème (5.1.4) sans termes d’amortissement

ou de forçage, est lié aux modèles élastoplastiques-microstructures [5].

utt + uxxxx = +a
(
u2
x

)
x

+ f (x) ,

où a < 0 est une constante. I. Lasiecka ont discuté dans [52] de

utt + ∆2u (t) + div
(
|∇u|2∇u

)
− kut = σ∆(u2) + f (u) ,

et ont prouvé l’existence d’attracteurs globaux de dimension finie. Lorsque ε = 0et en présence du

terme viscoélastique (g 6= 0) dans (5.1.4), Jorge Silva et Ma[45], ont établi la stabilité exponentielle

des solutions sous la condition.

g′(t) ≤ −cg(t), ∀t ≥ 0, c > 0.

Andrade et al. [6] ont prouvé la stabilité exponentielle des solutions de l’équation des plaques

avec mémoire finie et p − Laplacien. En présence de la dissipation de type Kelvin–Voigt (ε 6= 0).

Dans([8] , [32]), les auteurs ont amélioré les résultats de[6] en établissant l’existence locale et glo-

bale, ainsi que l’unicité de la solution faible u(x, t) du problème (5.1.1). Plus important encore,

les auteurs de[8] et[32] ont établi l’existence locale et globale, l’unicité des solutions faibles et le

comportement asymptotique des solutions. Les retards apparaissent si souvent dans de nombreux

phénomènes physiques, chimiques, biologiques, thermiques et économiques que ces phénomènes

dépendent non seulement de l’état actuel mais aussi de l’histoire passée du système d’une manière

plus compliquée. Ces dernières années, de nombreux travaux ont été publiés concernant l’équa-

tion d’onde avec retard. Kafini et Messaoudi[46] ont considéré l’équation d’onde non linéaire avec

retard suivante

utt(t)− div(|∇u(t)|m−2∇u(t)) + µ1ut(t) + µ2ut(t− τ) = b|u(t)|p−2u(t).

Ils ont prouvé le résultat de l’explosion des solutions avec une énergie initiale négative et p > m.

Récemment, Kafini [47]ont considéré l’explosion des solutions avec une énergie initiale néga-

tive pour le système d’évolution abstrait du second ordre avec retard.en 2011 Kirane et Said-

Houari[50]ont étudié le problème viscoélastique non linéaire avec retard suivant

|ut|ρ utt −∆u−∆utt −
∫ t

0

g(t− s)∆u (s) ds+ µ1ut(t) + µ2ut(t− τ) = b|u|p−2u.

Ils ont prouvé le résultat de l’explosion avec une énergie initiale positive et non positive en

modifiant la méthode dans[47]. Motivés par les travaux précédents, nous citons quelques réfé-

rences connexes[41, 39]. Pour l’existence et l’unicité de la solution, nous posons quelques travaux,
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A.Benseghir dans[13] a étudié le caractère bien posé en utilisant la théorie des semi-groupes et la

stabilité asymptotique d’un problème de transmission avec terme de retard de la forme

utt − auxx (x, t) + µ1ut (x, t) + µ2ut (x, t− τ) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0.∞)

vtt − bvxx = 0, (x, t) ∈ (L1, L2)× (0.∞)
(5.1.5)

Dans [7, 14, 21, 22, 32, 33]les auteurs prouvent l’existence et l’unicité de solution pour une forme

différente de problème viscoélastique non linéaire avec différents types de conditions aux limites

par la méthode des semi-groupes.

5.2 Formulation du problème

On considère l’équation d’onde non linéaire viscoélastique avec un terme de retard définit par

(5.1.1)− (5.1.3) . Pour N ∈ N, nous supposons que

2 ≤ p ≤ 2N − 2

N − 2
; si N ≥ 3 et p ≥ 2 si N = 1, 2. (5.2.1)

Ensuite

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→ W

1,2(p−1)
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2 (Ω) .

En utilisant les calculs directs, nous avons∫ t

0

g(t− s) (∆ut (t) ,∆u (s)) ds = −1

2

d

dt

{
(g ◦∆u) (t)−

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

}
(5.2.2)

−1

2
g(t) ‖∆u‖2 +

1

2
(g′ ◦∆u) (t) .

Où

(g ◦∆u) (t) =

∫ t

0

g(t− s) ‖∆u (s)−∆u (t)‖2 ds.

Avec µ1 et µ2 sont satisfaits

|µ2| < µ1. (5.2.3)

Pour la fonction de relaxation g, nous avons les hypothèses suivantes

(B1) g : [0,+∞) −→ [0,+∞) de classe C1satisfaite

g(0) > 0, 1− γ1

∫ ∞
0

g(s)ds := γ > 0 (5.2.4)

Où γ1 > 0 est la plus petite constante de plongement qui satisfasse

‖∇u‖2
2,Ω ≤ γ1 ‖∆u‖

2
2,Ω ,∀u ∈ H2

0 (Ω) .
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(B2) il existe une fonction différentiable non croissante

ξ : [0,+∞) −→ [0,+∞) telle que

g′(t) ≤ −ξg(t),∀t ≥ 0 et
∫ +∞

0

ξ (t) dt = +∞. (5.2.5)

et

0 < η ≤ 4

n− 4
; si n ≥ 5 et η > 0 si 1 ≤ n ≤ 4. (5.2.6)

(B3) la fonction f satisfaite

0 ≤ G (u) ≤ uf(u);G (u) =
∫ u

0
f(s)ds pour tout u ∈ R

f(0) = 0; |f(u)− f(v)| ≤ γ2 (1 + |u|η + |v|η) ; ∀u, v ∈ R
. (5.2.7)

Où γ2 est une constante positive.

Maintenant on introduise la nouvelle variable suivante [65]

z (x, ρ, t) = ut (x, t− τρ) , x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1) , t > 0. (5.2.8)

Alors nous avons

τzt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0, x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1) , t > 0. (5.2.9)

En utilisant (5.2.8) et (5.2.9) on peut réécrire (5.1.1)− (5.1.3) comme suit

utt + ∆2u (t)−∆pu−
∫ t

0
g(s)∆2u (s) ds− µ1∆ut(t)

−µ2∆z (1, t) + f(u) = 0,
sur Ω× (0, 1)× (0,∞) ,

τzt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0, sur (0, 1)× (0,∞) , (5.2.10)

z (0, t) = ut(t), sur (0,∞) ,

z (ρ, 0) = f0 (x,−τρ) , sur (0, 1) . (5.2.11)

Nous notons U = (u, φ, z)T Alors on peut réécrire le problème (5.2.10)avec les conditions (5.1.3)sous

la forme {
U ′ = AU

U(0) = (u0, u1, f0 (.,−τ))T
, (5.2.12)

tel que φ = ut , et l’opérateur A défini par

A


u

φ

z

 =


φ

−∆2u (t) + ∆pu+
∫ t

0
g(s)∆2u (s) ds+ µ1∆φ(t) + µ2∆z (1, t)− f(u)

− 1
τ
zρ (x, ρ, t)

 . (5.2.13)
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Avec le domaine

D(A) =
{

(u, φ, z)T ∈ H, z (., 0) = φ sur Ω
}
,

tels que

H =
{
u ∈ H2(Ω);φ ∈ H1

0 (Ω); z (., 1) ∈ L2 (Ω) ; z, zρ ∈ L2 ((0, 1)× Ω)
}

L’espace de l’énergie est défini par

K = H1
0 (Ω)× L2 (Ω)× L2 ((0, 1)× Ω) ,

tel que H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert dont ses éléments sont des fonctions à valeurs dans

H1(Ω)définies sur (0,+∞) cet espace est muni du produit scalaire

〈ϕ,κ〉L2((0,+∞)×H1
0 (Ω)) =

∫
Ω

∫ t

0

g(s)ϕx (x, s)κx (x, s) dsdx.

Soit
{
U = (u, φ, z)T et Ũ = (ũ, φ̃, z̃)T , alors pour une constante positive ζsatisfaisant

τ |µ2| < ζ < τ (µ1 − |µ2|) . (5.2.14)

On définit le produit scalaire sur K comme suit〈
U, Ũ

〉
K

=

∫
Ω

{
φφ̃− uxxũxx

}
dx+

∫
Ω

(|∇u|p |∇ũ|p) dx

+ζ

∫
Ω

∫ 1

0

z (x, ρ) z̃ (x, ρ) dxdρ+

∫
Ω

∫ t

0

g(s)∆u(s)∆ũ(s)dsdx.

Le résultat d’existence et d’unicité est traité comme suit

Théorème 5.1 Pour tout U0 ∈ K il existe une unique solution U ∈ C ([0,+∞[ , K) pour le pro-

blème (5.2.12). De plus, si U0 ∈ D(A) alors U ∈ C ([0,+∞[ , D(A)) ∩ C1 ([0,+∞[ , K) .

Preuve. Pour prouver le résultat cité dans le Théorème 5.1, nous utilisons la théorie des semi-

groupes, c’est-à-dire, nous montrons que l’opérateur A génère un C0semi-groupe sur K. Dans

cette phase, nous nous restreindrons de prouver que l’opérateur A est dissipatif. Effectivement,

pour U = (u, φ, z)T ∈ D(A) et une constante positive ζ, nous avons

〈AU,U〉K = −
∫

Ω

∆2uφ(t)dx+

∫
Ω

∆puφ(t)dx+

∫
Ω

∫ t

0

g(s)∆2u (s)φ(t)dsdx+

∫
Ω

µ1∆φ(t)φ(t)dx

+

∫
Ω

µ2∆z (x, 1, t)φ (t) dx−
∫

Ω

f(u)φ (t) dx− 1

τ

∫
Ω

∫ 1

0

zρ (x, ρ, t) ∆zdρdx

= 0. (5.2.15)
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En appliquant l’intégration par partie pour chaque terme de (5.2.14)on trouve les résultats comme

suivant

−
∫

Ω

∆2uφ(t)dx = −
∫

Ω

∆u(x, t)∆φ(t)dx (5.2.16)∫
Ω

∆puφ(t)dx = −
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u

)
∇φdx (5.2.17)∫

Ω

∫ t

0

g(s)∆2u (s)φ(t)dsdx =

∫
Ω

∫ t

0

g(s)∆u (s) ∆φ(t)dsdx (5.2.18)

µ1

∫
Ω

∆φ(t)φ(t)dx = −µ1 ‖∇φ (t)‖2
2 (5.2.19)

µ2

∫
Ω

∆z (x, 1, t)φ (t) dx = −µ2

∫
Ω

∇z (x, 1, t)∇φ (t) dx (5.2.20)

− 1

τ

∫
Ω

∫ 1

0

zρ (x, ρ, t) ∆zdρdx = − 1

2τ
‖∇z (x, 1, t)‖2

2 +
1

2τ
‖∇φ (t)‖2

2 . (5.2.21)

En substituant (5.2.16)− (5.2.21) dans (5.2.15) on trouve

〈AU,U〉K = −
∫

Ω

∆u(x, t)∆φ(t)dx−
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u

)
∇φdx+

∫
Ω

∫ t

0

g(s)∆u (s) ∆φ(t)dsdx

−µ1 ‖∇φ (t)‖2
2 − µ2

∫
Ω

∇z (x, 1, t)∇φ (t) dx

− 1

2τ
‖∇z (x, 1, t)‖2

2 +
1

2τ
‖∇φ (t)‖2

2 −
∫

Ω

f(u)φ (t) dx

= 0. (5.2.22)

On applique l’inégalité de young sur la formule (5.2.20)

− µ2

∫
Ω

∇z (x, 1, t)∇φ (t) dx ≤ −|µ2|
2
‖∇z (x, 1, t)‖2

2 −
|µ2|
2
‖∇φ (t)‖2

2 , (5.2.23)

et comme

ut (x, t) = φ (t)

Maintenant en utilisant (5.2.2) pour (5.2.18) on obtient le résultat suivant∫
Ω

∫ t

0

g(s)∆u (s) ∆φ(t)dsdx =
1

2
(g′ ◦∆u) (t)− 1

2

d

dt

{
(g ◦∆u) (t)−

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2

}
−1

2
g(t) ‖∆u‖2

2 (5.2.24)
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Si on remplace les résultats obtenue dans(5.2.23) et (5.2.24) dans(5.2.22) on trouve

〈AU,U〉K ≤ −
∫

Ω

∆u(x, t)∆φ(t)dx−
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u

)
∇φdx+

1

2
(g′ ◦∆u) (t)

−
(
µ1 +

|µ2|
2

+
1

2τ

)
‖∇φ (t)‖2

2 −
(
|µ2|
2

+
1

2τ

)
‖∇z (x, 1, t)‖2

2

−
∫

Ω

f(u)φ (t) dx− 1

2
g(t) ‖∆u‖2

2

−1

2

d

dt
(g ◦∆u) (t) +

1

2

d

dt

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2 ,

〈AU,U〉K ≤ −
∫

Ω

∆u(x, t)∆φ(t)dx−
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u

)
∇φdx−

∫
Ω

f(u)φ (t) dx

−1

2
g(t) ‖∆u‖2

2 −
1

2

d

dt
(g ◦∆u) (t)−

(
ζ + 1

2τ

)
‖∇z (x, 1, t)‖2

2

+
1

2
(g′ ◦∆u) (t) +

1

2

d

dt

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2

−
(
µ1 +

ζ − 1

2τ

)
‖∇φ (t)‖2

2 .

Alors, en gardant à l’esprit le fait que

g′(t) ≤ −ξg(t).

Donc on obtient

〈AU,U〉K ≤ 0

L’opérateurA est dissipatif.Maintenant on montre que l’opérateur A est surjectif.

Soient F = (f1, f2, f3)T ∈ H nous montrons qu’il existe V = (u, φ, z)T ∈ D(A) tels que

(λI − A)V = F, (5.2.25)

qui est équivalent à 
λu− φ = f1

λφ− (−∆2u (t) + ∆pu+
∫ t

0
g(s)∆2u (s) ds

+µ1∆φ(t) + µ2∆z (1, t)− f(u)) = f2

λz + 1
τ
zρ (x, ρ, t) = f3

. (5.2.26)

On a

φ = λu− f1, (5.2.27)

il est clair que φ ∈ H1
0 (Ω) .En outre, en utilisant la troisième équation de(5.2.26) nous trouvons

z telles que

z (x, 0) = φ, pour x ∈ Ω. (5.2.28)
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Utilisons la même approche comme dans Nicaise et Pignotti [69], en utilisant la troisième équation

de (5.2.26) on trouve

z (x, 1, t) = φ(x)e−λτ + τe−λτ
∫ 1

0

eλτσf3 (x, σ) dσ.

De (5.2.27) on obtient

z (x, 1, t) = λu(x)e−λτ − f1(x)e−λτ +

τe−λτ
∫ 1

0

eλτσf3 (x, σ) dσ

= λu(x)e−λτ + z0(x). (5.2.29)

Où

z0(x) = τe−λτ
∫ 1

0

eλτσf3 (x, σ) dσ − f1(x)e−λτ . (5.2.30)

Donc on trouve la deuxième équation de (5.2.26) sous la forme

λu(x)− (−∆2u (x) + ∆pu+
∫ t

0
g(s)∆2u (s) ds

−λf1 + µ1∆z (., 0) + µ2∆z (1, t)− f(u)) = f2.
(5.2.31)

tels que

z (., 0) = λu(x)

z (1, t) = λu(x)e−λτ + z0(x),

alors le système (5.2.26)devient le problème suivant

λu(x) + ∆2u (x)−∆pu−
∫ t

0
g(s)∆2u (s) ds

−λµ1∆u (x)− λe−λτµ2∆u (x) + f(u) = f2 + λf1 + µ2∆z0.
(5.2.32)

Nous devons maintenant prouver que (5.2.32) admet une solution u ∈ H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω) et en la

remplaçant dans(5.2.27) , (5.2.28) avec(5.2.30) pour obtenir V = (u, φ, z)T ∈ D(A) , Pour résoudre

le problème (5.2.26) nous considérons

Φ (u, v) = Ψ (v) ,∀v ∈ H1
0 (Ω) , (5.2.33)

telle que la forme bilinéaire Φ : (H1
0 (Ω))

2 −→ R défini comme suit

Φ (u, v) =

∫
Ω

(
λu(x) + ∆2u (x)−∆pu (x)−

∫ t
0
g(s)∆2u (s) ds

−λµ1∆u (x)− λe−λτµ2∆u (x) + f(u)

)
vdx,∀v ∈ H1

0 (Ω) .
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Et la forme linéaire Ψ : H1
0 (Ω) −→ R défini par

Ψ (v) =

∫
Ω

(f2 + µ2∆z0 + λf1) vdx,∀v ∈ H1
0 (Ω) .

Il est clair que Φest continu et coercive, et Ψest continue.Alors en appliquant le Théorème de

Lax-Migram théorème1.12on déduit que pour tout v ∈ H1
0 (Ω) le problème(5.2.33)admet une so-

lution unique u ∈ H1
0 (Ω) .En appliquant la régularité elliptique classique, il s’ensuit de(5.2.32)

que u ∈ H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω) .Donc l’opérateur λI − A est surjectif pour tout λ > 0. Alors le résultat

cité dans le théorème 5.1 est vérifié d’après le Théorème de Hill-Yosida.
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Chapitre 6

Décroissance générale de l’energie d’un

problème d’ondes viscoélastique non

linéaire avec un terme de retard

Ce chapitre est une suite de l’étude dans le chapitre cinq, on va prouver la Comportement asymp-

totique de la solution du problème (5.1.1)−(5.1.3). L’outil principal utilisé repose sur les techniques

de Liu, Li et Hong dans [59] .

6.1 Comportement asymptotique de la solution

Lemme 6.1 Soit (u, φ, z) la solution du problème ((5.1.1) − (5.1.3)). Supposons que(5.2.3) est véri-

fiée. Alors nous avons

E(t) =
1

2
‖ut (t)‖2

2 +
1

2
‖∆u‖2

2 +
1

p
‖∇u‖p

+
1

2

∫
Ω

G (u) dx+
ζ

2

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ (6.1.1)

Démonstration. Multiplions la première équation du système(5.2.10) par ut, la deuxième équa-

tion du système (5.2.10) par −ζ∆z (x, ρ, t) , on trouve

(utt‚ ut)L2(Ω) +
(
∆2u‚ ut

)
L2(Ω)

− (∆pu, ut)L2(Ω) − µ1 (∆ut‚ ut)L2(Ω)

−
(∫ t

0

g (t− s) ∆2u (s) ds‚ ut

)
L2(Ω)

−µ2 (∆z (1, t) ‚ ut)L2(Ω) + (f ‚ ut)L2(Ω)

= 0. (6.1.2)
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Et

τ (zt‚ − ζ∆z)L2(Ω×(0,1)) + (zρ‚ − ζ∆z)L2(Ω×(0,1)) = 0 (6.1.3)

Utilisation des conditions (5.1.2) , et des intégrations par partie successive sur Ω, on obtient

(utt‚ ut)L2(Ω) =
1

2

d

dt
‖ut‖2

2 (6.1.4)

(
∆2u‚ ut

)
L2(Ω)

=
1

2

d

dt
‖∆u‖2

2 (6.1.5)

− (∆pu, ut)L2(Ω) = −1

p

d

dt
‖∆u‖p (6.1.6)

− µ1 (∆ut‚ ut)L2(Ω) = −µ1 ‖∇ut‖
2
2 (6.1.7)

− µ2 (∆z (1, t) ‚ ut)L2(Ω) = −µ2

∫
Ω

∇ut∇z (1, t) dx. (6.1.8)

En utilisant (5.2.7) on obtient

(f ‚ ut)L2(Ω) =
1

2

d

dt

∫
Ω

G(u)dx (6.1.9)

En utilisant (5.2.2) on obtient

−
(∫ t

0

g (t− s) ∆2u (s) ds‚ ut

)
L2(Ω)

= −1

2
(g′ ◦∆u) (t) +

1

2

d

dt

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2

−1

2
g(t) ‖∆u‖2 +

1

2

d

dt
(g ◦∆u) (t) . (6.1.10)

D’autre part en utilisant les conditions (5.2.11), et des intégrations par partie successive sur Ω ×
(0, 1), on obtient

τ (zt‚ − ζ∆z)L2(Ω×(0,1)) = ζ

∫
Ω

∫ 1

0

∇zt (x, ρ, t)∇z (x, ρ, t) dxdρ

=
ζ

2

d

dt

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ. (6.1.11)

(zρ‚ − ζ∆z)L2(Ω×(0,1)) =
ζ

2τ

∫
Ω

|∇z (x, 1, t)|2 dx− ζ

2τ
‖∇ut‖2

2 . (6.1.12)
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La substitution de (6.1.4) − (6.1.10) et (6.1.11) − (6.1.12) dans (6.1.2) et (6.1.3) respectivement,

donne

d

dt

{
1

2
‖ut‖2

2 +
1

2
‖∆u‖2

2 −
1

p
‖∆u‖p

+
1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2 +
ζ

2

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ

+
1

2
(g ◦∆u) (t) +

1

2

∫
Ω

G(u)dx

}
= µ1 ‖∇ut‖

2
2 + µ2

∫
Ω

∇ut∇z (1, t) dx

− ζ

2τ

∫
Ω

|∇z (x, 1, t)|2 dx+
ζ

2τ
‖∇ut‖2

2

+
1

2
(g′ ◦∆u) (t) +

1

2
g(t) ‖∆u‖2 . (6.1.13)

Donc, nous montrons que (6.1.1) est vérifiée. La demonstration est complété.

En suite, nous formulons le théorème suivant

Théorème 6.1 Supposons que (B1) − (B3) et (5.1.3) sont vérifiés, si les données initiales U0 ∈ H ,

alors l’énergie E (t) du problème (5.2.13) satisfait pour deux constantes C, k > 0 l’estimation géné-

rale

E (t) ≤ CE (0) e−k
∫ t
0 ξ(s)ds, t ≥ 0.

Pour prouver la propriété de la décroissance des solutions faibles u du problème(5.2.13), nous définis-

sons, comme dans [6] et [55], l’énergie modifiée

F (t) =
1

2
‖ut (t)‖2

2 +
1

2
‖∆u‖2

2 +
1

p
‖∇u‖p

+
1

2

∫
Ω

G (u) dx+
ζ

2

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ

−1

2

∫ t

0

g(s)ds ‖∆u‖2
2 +

1

2
(g ◦∆u) (t) .

Où

(g ◦∆u) (t) =

∫ t

0

g (t− s) ‖∆u (s)−∆u (t)‖2 ds

En utilisant (5.2.7) et(5.2.10) on obtient

F (t) = E (t)− 1

2

∫ t

0

g(s)ds ‖∆u‖2
2 +

1

2
(g ◦∆u) (t)

≥ γE (t) .
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Par conséquent, on a

E (t) ≤ 1

γ
F (t) , pour tout t ≥ 0.

En outre, F est décroissante puisque

F ′ (t) =
1

2
(g′ ◦∆u) (t)− 1

2
g(t) ‖∆u‖2

2 − µ1 ‖∇ut‖
2
2

−µ2

∫
Ω

∇ut∇z (1, t) dx− ξ

2τ

∫
Ω

(∇z (x, 1, t))2 dx

+
ξ

2τ
‖∇ut‖2

2 .

Alors

F ′ (t) ≤ −γ1

2
(g ◦∆u) (t)−

(
µ1 +

|µ2|
2
− ξ

2τ

)
‖∇ut‖2

2

−
(
|µ2|
2

+
ξ

2τ

)
‖∇z (x, 1, t)‖2

2

≤ 0. (6.1.14)

On observe que la décroissance uniforme de E (t) est une conséquence de la décroissance de F (t).

Nous définissons également l’énergie perturbée par

Fε (t) = F (t) + εΨ (t) ;∀ε > 0. (6.1.15)

Où

Ψ (t) =

∫
Ω

utudx.

Lemme 6.2 Il existe C1 > 0

|Fε (t)− F (t)| ≤ εC1F (t) ,∀t ≥ 0,∀ε > 0.

Preuve. Si en utilisant l’inégalité de Young , on déduit

|Ψ (t)| ≤ 1

2
‖ut‖2

2 +
γ1C

2
Ω

2
‖∆u‖2

2

≤ max
(
1, γ1C

2
Ω

) [1

2
‖ut‖2

2 +
1

2
‖∆u‖2

2

]
≤ max

(
1, γ1C

2
Ω

)
E(t) ≤ 1

γ
max

(
1, γ1C

2
Ω

)
F (t)

≤ C1F (t),

donc on trouve

|Fε (t)− F (t)| ≤ εC1F (t).
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Où

C1 =
1

γ
max

(
1, γ1C

2
Ω

)
.

Lemme 6.3 Il existe des constantes C2, C3, C4, C5 > 0 telles que

Ψ′ (t) ≤ −F (t) + C2 ‖∇ut‖2
2 + C3 (g ◦∆u) (t)

+C4

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2
2 dρ+ C5 ‖∇z (x, 1, t)‖2

2 . (6.1.16)

Preuve. En utilisant le problème (5.2.13) on trouve

Ψ′ (t) = ‖ut‖2
2 − ‖∆u‖

2
2 − ‖∇u‖

p

+

∫ t

0

g(t− s) (∆u (s) ,∆u (t)) ds− µ1

∫
Ω

∇ut∇udx

−µ2

∫
Ω

∇z (x, 1, t)∇udx−
∫

Ω

f (u)udx.

En utilisant (5.2.8), en ajoutant et en soustrayant F (t), on obtient

Ψ′ (t) = −F (t) +
3

2
‖ut‖2

2 −
1

2
‖∆u‖2

2 −
(

1− 1

p

)
‖∇u‖p

−1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2 +
1

2
(g ◦∆u) (t)

+
ξ

2

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ+
3∑
i=1

li. (6.1.17)

Avec

l1 =

∫
Ω

(
1

2
G(u)− f(u)u

)
dx

l2 =

∫ t

0

g(t− s) (∆u (s) ,∆u (t)) ds

l3 = −µ1

∫
Ω

∇ut∇udx− µ2

∫ 1

0

∇z (x, 1, t)∇udx.

En rappelant (5.2.10), nous avons l1 ≤ 0 . Ensuite, nous estimons l2 et l3 de la manière suivante

|l2| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)∆u (t) (∆u (s) ,∆u (t)) ds

∣∣∣∣
+

∫ t

0

g(t− s) (∆u (t))2 ds

≤
(∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2 +

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)∆u (t) (∆u (s) ,∆u (t)) ds

∣∣∣∣ , (6.1.18)
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on applique Young sur (6.1.18) on obtient

|l2| ≤
((∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2 + η ‖∆u‖2
2

+
1

4η

(∫ t

0

g(t− s) ‖∆u (s) ,∆u (t)‖ ds
)2
)

≤
((∫ t

0

g(s)ds

)
‖∆u‖2

2 + η ‖∆u‖2
2

+
1

4η

(∫ t

0

g(t− s)
)(∫ t

0

g(t− s) ‖∆u (s) ,∆u (t)‖2 ds

)
((∫ t

0

g(s)ds

)
+ η

)
‖∆u‖2

2 +
1

4η
(‖g‖L1 (g ◦∆u) (t))

)
(6.1.19)

Et

|l3| ≤
µ1

2
‖∇ut‖2

2 +
|µ2|
4η
‖∇z(x, 1, t)‖2

2

+
(µ1γ1

2
+ ηγ1 |µ2|

)
‖∆u‖2

2 (6.1.20)

Où η est une constante positive à fixer.On remplace les derniers résultats (6.1.19)− (6.1.20) dans

(6.1.17) on trouve

Ψ′ (t) ≤ −F (t) + C2 ‖∇ut‖2
2 + C3 (g ◦∆u) (t)

+C4

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ+ C5 ‖∇z (x, 1, t)‖2
2 .

Où

C2 =
3

2
γ2 +

µ1

2
> 0

C3 =
1

2
+

1

4η
‖g‖L1 > 0

C4 =
ξ

2
> 0

C5 =
|µ2|
4η

> 0.

Donc le lemme est prouvé

Preuve. Du théorème 6.1, en utilisant (6.1.14)− (6.1.16) on obtient

F ′ε(t) ≤ −εF (t) +
(
εC3 −

γ1

2

)
(g ◦∆u) (t)

+

(
εC2 −

(
µ1 +

|µ2|
2
− ξ

2τ

))
‖∇ut‖2

2

+

(
εC5 −

(
|µ2|
2

+
ξ

2τ

))
‖∇z (x, 1, t)‖2

2

+εC4

∫ 1

0

‖∇z (x, ρ, t)‖2 dρ.
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On choisit alors ε assez petit pour que

1

2
F (t) ≤ Fε(t) ≤

3

2
F (t), t ≥ 0. (6.1.21)

Maintenant pour η > 0 est assez petit que ε pour vérifier

(ε− 2η) > 0, (6.1.22)

et aussi on prend τ > 0 assez grand on trouve

|µ2| (ε− 2η)

4η
>

ξ

2τ
. (6.1.23)

À partir de (6.1.22) , (6.1.23) on obtient

εC5 −
(
|µ2|
2

+
ξ

2τ

)
> 0.

Si en utilisant (5.2.6) et on choisit γ2 assez grand on trouve

εC2 −
(
µ1 +

|µ2|
2
− ξ

2τ

)
> 0. (6.1.24)

Ainsi, nous arrivons à la seconde inégalité dans (6.1.21) et le lemme 6.2 implique que

F ′ε(t) ≤ −εF (t) +
(
εC3 −

γ1

2

)
(g ◦∆u) (t)

≤ −2

3
εFε(t) +

(
εC3 −

γ1

2

)
(g ◦∆u) (t) . (6.1.25)

On multiple (6.1.25) par la fonction ξ (t) on trouve

ξ (t)F ′ε(t) ≤ −
2

3
ξ (t) εFε(t) +

(
εC3 −

γ1

2

)
ξ (t) (g ◦∆u) (t) .

Maintenant en utilisant(5.2.8) et (6.1.21) on obtient

ξ (t)F ′ε(t) ≤ −2

3
ξ (t) εFε(t)−

(
εC3 −

γ1

2

)
(g′ ◦∆u) (t)

≤ −2

3
ξ (t) εFε(t)− 2

(
εC3 −

γ1

2

)
F ′(t).

On définit maintenant

L (t) = ξ (t)Fε(t) + 2
(
εC3 −

γ1

2

)
F (t).

Si on applique la dérivation sur L (t)et en utilisant (6.1.25) on obtient

L′ (t) = ξ (t)F ′ε(t) + ξ′ (t)Fε(t) + 2
(
εC3 −

γ1

2

)
F ′(t)

≤ −2

3
ξ (t) εFε(t)

≤ −kξ (t)L (t) , k > 0.
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Par l’intégration simple

L (t) ≤ L (0) e−k
∫ t
0 ξ(s)ds,∀t ≥ 0.

Ce qui prouve le théorème.

6.2 Conclusion et perspectives

Dans cette partie de la thèse, nous avons étudié l’existence de solutions et la stabilitée de cer-

tains problèmes aux limites générés par des EDP non linéaires du second ordre : problème de

membrane élastique et équation des ondes viscoélastique avec un terme de retard, avec différents

types des conditions aux limites : dynamique, Dirichlet, Newman. Pour l’équation de membrane

élastique, sous certaines hypothèses appropriées sur la fonction de relaxation, la décroissance

générale de l’énergie a été établie. De plus, pour le cas de l’équation d’ondes viscoélastique non

linéaire, sous des conditions appropriées sur g et f(u), nous avons prouvé l’existence et l’unicité

de la solution par la méthode des semi-groupes. Ensuite, nous avons montré que la solution de ce

problème se décroît vers le zéro.

Nous comptons, dans le futur chercher à améliorer ces résultats, en raffinant nos hypothèses

et nos données initiales. Dans ce contexte nous pouvons suggestionner quelques idées comme

suivant

– Nous appliquerons quelque méthode numérique (les éléments finis) pour trouver la solution

approchée et la simulation numérique de ce type des problèmes qui contient des termes d’amor-

tissement un peu compliqués.

– Pour le problème de la membrane élastique, nous verrons si nous pouvons vérifier l’explosion

de la solution en temps fini avec ce type de terme mémoire en présence d’un terme source.

– Pour le problème étudié dans les deux derniers chapitres, nous verrons l’explosion de la solution

en temps fini avec un opérateur laplacien de type ~p(x, t).
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