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Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la générali-

sation des notions de dérivation et d’intégration à des ordres non nécessairement entiers. Ces

origines remontent à la fin du 17ème siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fon-

dements de calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dn

dtn
pour

désigne la nème dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (appa-

remment avec l’hypothèse implicite que n ∈ N), l’Hôpital a répondu : Que signifie dnf
dtn

si n = 1
2

?.

Cette lettre, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous ap-

pelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1
2
,

c’est à dire une fraction a en fait donné lieu au nom de cette partie des Mathématiques.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et l’intégration d’ordre entier, le concept du

calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la manière dont nous voyons, modélisons,

et commandons la “nature” autour de nous.

Les équations d’évolution fractionnaires ont été formulées dans plusieurs domaines d’applica-

tions, par exemples, en viscoélasticité, théorie du contrôle, électricité, biologie, électromagné-

tiques,...etc.

Dans ce mémoire on va aborder certains systèmes d’évolution fractionnaires et de les étudier du

point de vue existence et/ou non existence de solutions.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est destiné aux différents outils et techniques mathématiques utilisés par la

suite : quelques notions préliminaires concernant les espaces fonctionnelles, les inégalités utiles,

la dérivation et l’intégration fractionnaire, quelques applications des dérivées fractionnaires, et

résultats préliminaires.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’un systéme d’évolution fractionnaire avec un terme

source à croissance exponentielle.

Enfin, nous terminons ce mémoire par une conclusion dans laquelle nous avons fait la synthese

el les perspectives de ce travail.

iv



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Notations et notions de base

1.1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette partie on rappelle les notions et les résultats fondamentaux de la théorie de l’analyse

fonctionnelle qui représentent un outil indispensable dans notre étude. Pour plus de détails voir

[8] et [31].

• Espace des fonctions intégrables

Définition 1.1 Une tribu sur Rd,(d ≥ 1) est une famille de parties de Rd contenant ( /0,R) , stable par

passage au complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par intersection dénombrable).

Si B désigne une tribu sur Rd, les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables : On dit que(
Rd,B

)
est un espace mesurable.

Définition 1.2 Soit B une tribu de Rd. Une mesure positive µ sur B est une application de B dans

R̄+ vérifiant :

1. µ ( /0) = 0,

2. Pour toute famille dénombrable (Bi) d’éléments de B deux à deux disjoints, on a :

µ

(∞⋃
1

Bi

)
=
∞∑
1

µ (Bi) .(
Rd,B, µ

)
est un espace mesuré.

Définition 1.3 Une fonction F : Rd → R̄ est mesurable si l’image réciproque de tout intervalle ouvert

de R̄ est un ensemble mesurable de Rd.

1



Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.4 Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou infini de R et 1 ≤ p ≤ ∞.
1. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp (Ω) est l’espace des fonctions réelles f sur Ω telles que f est mesurable

et
b∫

a

|f (x)|p dx < +∞.

2. Pour p =∞, l’espace L∞ (Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque partout (p.p)

sur Ω.

Exemple 1.1
(
Lp (a, b) , ‖.‖Lp(a,b)

)
est un espace de Banach. En particulier, si p = 2 alors :

‖f‖2 =

b∫
a

|f (x)|
1
2 dx < +∞,

et (L2 (a, b) , ‖.‖2) est un espace de Hilbert.

Définition 1.5 Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou non de R.

Théorème 1.1 1. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp (Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖p =

 b∫
a

|f (x)|p dx

1/p

.

2. L’espace L∞ (Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf {M ≥ 0 : |f (x)| ≤M p.p sur Ω} .

• Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.6 Une fonction f : Ω→ R est intégrable (pour la mesure µ) si elle est mesurable et si∫
Ω

|f (x)| dµ (x) < +∞.

Définition 1.7 Soit Ω un ouvert de Rd et k ∈ N.On désigne par Ck (Ω) l’espace des fonctions f qui

leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale à k soit continues sur Ω, muni de la norme :

‖f‖Ck =

k∑
i=0

∥∥f (i)
∥∥
C

=

k∑
i=0

max
x∈Ω

∣∣f (i) (x)
∣∣ , k ∈ N.

En particulier, si k = 0, C0 (Ω) ≡ C (Ω) l’espace des fonctions f continues sur Ω muni de la norme :

‖f‖C = max
x∈Ω
|f (x)| .

1.1. Notations et notions de base 2



Chapitre 1. Notions préliminaires

On désigne par AC (Ω) l’espace des fonctions absolument continues sur Ω.

C0 (Ω) est l’espace de toutes les fonctions continues sur Ω tendant vers zéro lorsque x tend vers

l’infini.

H1(Ω) est l’espace de Sobolev défini par

H1 (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) :

∂u

∂xi
∈ L2 (Ω) , 1 ≤ i ≤ n

}
.

D’une façon générale pour m ∈ N∗ et 1 ≤ p ≤ ∞, les espaces de Sobolev Hm(Ω) et Wm,p (Ω) sont

définis comme suit

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) : Dαu ∈ L2 (Ω) pour tout α ∈ Nn vérifiant |α| ≤ m

}
,

muni de la norme

‖u‖2
Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2 dx =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω) ,

et

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , |α| ≤ m} ,

muni de la norme

‖u‖pm,p =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω) ,

où Dα = ∂α1+α2+..+αn

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂xαnn

, |α| =
∑n

i=1 αi est la dérivée au sens des distributions.

L∞loc (Ω) est l’espace des fonctions localement intégrable défini par

L∞loc (Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable,

∫
K

|u|p dx <∞ pour tout compact de Ω

}
.

1.1.2 Inégalités utiles

• Inégalité de Hölder

Soient 1 < p, q <∞ avec 1
p

+1
q

= 1, u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω). Alors l’inégalité de Hölder (voir [8])

s’écrit

∫
Ω

|uv| dx ≤
(∫

Ω

|u|p dx
) 1

p
(∫

Ω

|v|q
) 1

q

.

1.1. Notations et notions de base 3



Chapitre 1. Notions préliminaires

• Inégalité de Young

La forme standard de l’inégalité de Young (voir [8]) affirme que pour tous réels a et b positifs ou

nuls et tous réels p et q strictement positifs tels que 1
p

+ 1
q

= 1, on a :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

L’égalité a lieu si et seulement si ap = bq.

L’inégalité de Young avec ε s’écrit comme suit :

ab ≤ a2

2ε
+
εb2

2
.

• Inégalité de Ju

Soient N ≥ 1, δ ∈ [0.2] et q ≥ 1, pour toute fonction positive de Schwartz ψ, on a

(−4)
δ
2 ψq ≤ qψq−1 (−4)

δ
2 ψ,

où 4 est le Laplacien. Pour la démonstration de cette inégalité voir [22]

1.1.3 Existence locale et globale de solutions

L’étude de l’éxistence locale et de l’unicité des solutions des équations aux dérivées partielles est

basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi-linéaires abstraites. Pour

plus de détails voir [16].

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach et soit A : D(A) ⊂ X → X un opérateur linéaire, et f : X → X

. Considérons le problème {
du
dt
− Au = f, t > 0,

u (0) = u0.
(1.1)

Définition 1.8 On dit qu’une fonction u de la variable t ≥ 0 à valeurs dans X est une solution locale

du problème (1.1), s’il existe un intervalle maximal [0, T ), sur le quel u est définie, et elle est l’unique

solution de (1.1) dans C1([0, T ), X).

En particulier, l’une des deux éventualités suivantes a lieu :

i) T = +∞,
ii) T < +∞ et limt→T ‖u‖ = +∞.
On dit que la solution est globale si i) est satisfaite, et que la solution explose en temps fini si on

a ii).

1.1. Notations et notions de base 4



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Intégration fractionnaire

1.2.1 Fonctions spéciales

Dans cette partie, on présente les fonctions : Gamma, Bêta, de Mittag-Leffler et de Mainardi qui

seront qui seront utilisées dans le chapitre suivant. Ces fonctions jouent un rôle trés important

dans la théorie du calcul fractionnaire, pour plus de détails voir [27] et [32].

• Fonction Gamma

En mathématiques, l’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction eulérienne

Gamma (ou fonction Gamma). C’est une fonction complexe qui prolonge la fonction factorielle à

l’ensemble des nombres complexes.

Définition 1.9 Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma d’Euler Γ (z) est

définie par l’intégrale suivante :

Γ (z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt , Re(z) > 0. (1.2)

Quelques propriétés de La fonction Gamma possède les propriétés suivantes :

a I Une proprieté importante de la fonction Γ (z) d’aprés (1.2) est la relation suivante :

Γ (z + 1) = zΓ (z) . (1.3)

Qu’on peut demontrer par une intégration par parties

Γ (z + 1) =

∞∫
0

tze−tdt

= −tze−t |∞0 +

∞∫
0

ztz−1e−tdt

= zΓ (z) .

b I La fonction Gamma généralise le factoriel car :

Γ (n+ 1) = n! , n ∈ N. (1.4)

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factorielle.

c I On définit le prolongement de Γ (z) pour z nombre réel négatif comme suit :

1.2. Intégration fractionnaire 5



Chapitre 1. Notions préliminaires

Supposons z ∈ (−1, 0) alors z + 1 > 0 est bien défini par la formule (1.3), mais non pas par

(1.2).

Alors il convient de définir Γ (z) par la relation suivante :

Γ (z) =
Γ (z + 1)

z
. (1.5)

En suivant la même procédure pour tout nombre réel z ∈ (− (n+ 1) ,−n), (n ∈ N) on oura :

Γ (z) =
Γ (z + n+ 1)

z (z + 1) ... (z + n)
, 0 < z + n+ 1 < 1. (1.6)

Γ (z) est infinie pour z = 0, et il en sera de même pour toutes les valeurs entieres négatives de

z c’est à dire

Γ (−1) , Γ (−2) , . . . , Γ (−n) sont infinies.

On a Γ (1) = 1, Γ (0+) = +∞.
Γ (z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z ≤ 1.

Exemple 1.2 Pour x = 1
2

, on a par définition :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−tt−
1
2dt.

Posons

t = u2,

donc

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

1

u
e−u

2

2udu

= 2

∫ +∞

0

e−u
2

du.

L’intégrale de Gauss est donnée par ∫ +∞

0

e−u
2

du =
1

2

√
π,

d’où

Γ

(
1

2

)
=
√
π.

1.2. Intégration fractionnaire 6



Chapitre 1. Notions préliminaires

• Fonction Bêta

Définition 1.10 La fonction bêta est définie par l’intégrale :

β(z, w) :=

1∫
0

tz−1 (1− t)w−1 dt Re (z) > 0, Re (w) > 0. (1.7)

Cette fonction est reliée à la fonction gamma par la relation suivante :

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, ∀x, y > 0. (1.8)

• Fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, ez, joue un rôle très important dans la théorie des équations différen-

tielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul paramètre a été

introduite par Mittag-Leffler et à deux paramètres a été introduite par ARGAWAL, pour plus de

détails voir [25].

• Fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre

Définition 1.11 La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre, est définie par :

Eα (z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
, α > 0, z ∈ C. (1.9)

• Fonction Mittag-Leffler à deux paramètres

Définition 1.12 La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres, est définie par :

Eα,β (z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C. (1.10)

I Eα,1 (z) = Eα (z) ;

I E1,1 (z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k+1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

• Fonction de Mainardi

Définition 1.13 Soient z ∈ C et α ∈ (0, 1) . La fonction de Mainardi est définie par

Mα (z) =
∑+∞

k=0

(−z)k

k!Γ (−αk + 1− α)
=

1

2πi

∫
G

σα−1e(σ−zσα)dσ, (1.12)

1.2. Intégration fractionnaire 7



Chapitre 1. Notions préliminaires

où G est le contour qui commence et se termine à −∞ et encercle l’origine une fois dans le sens des

aiguilles d’une montre.

Proposition 1.1 Soient z ∈ C et α ∈ (0, 1) , nous avons les assertions suivantes :

1. La transformée de Laplace de la fonction Mα (z) est L [Mα] (t) = Eα (−z) .

2.
∫ +∞

0
trMα (t) dt = Γ(r+1)

Γ(αr+1)
, r > −1.

Preuve.

1. Nous avons par la relation (1.12)

Mα (z) =
1

2πi

∫
G

σα−1e(σ−zσα)dσ,

alors ∫ +∞

0

Mα (t) e−ztdt =

∫ +∞

0

[
1

2πi

∫
G

σα−1e(σ−zσα)dσ

]
e−ztdt

=
1

2πi

∫
G

σα−1eσ
[∫ +∞

0

e−t(z+σ
α)dt

]
dσ

=
1

2πi

∫
G

σα−1eσ

z + σα
dσ

= Eα (−z) .

D’où

L [Mα] (t) = Eα (−z) .

2. En utilisant la propriété suivante (voir [19]),∫ +∞

0

trMα (t) dt = lim
s→0

(−1)r
dr

dsr
Eα (−s) ,

et

dr

dsr
Eα (−s) =

dr

dsr

∑∞

r=0

(−s)r

Γ (αr + 1)

=
(−1)r r!

Γ (αr + 1)
.

On déduit que ∫ +∞

0

trMα (t) dt = lim
s→0

(−1)r
(−1)r r!

Γ (αr + 1)

=
Γ (r + 1)

Γ (αr + 1)
.

1.2. Intégration fractionnaire 8



Chapitre 1. Notions préliminaires

Remarque 1.1 Par la Proposition précédente, on trouve pour r = 0∫ +∞

0

Mα (t) dt = 1.

Autrement dit, Mα est une densité de probabilité. D’autre part, notons par

ρα
(
t−1/α

)
= αt1+ 1

αMα (t) ,

où la transformée de Laplace de ρα est donnée par la relation∫ +∞

0

e−λtρα (t) dt = e−λ
α

. (1.13)

En effet, nous avons

L−1
(
e−λ

α)
(t) = L−1

(∑∞

k=0

(−λα)k

k!

)
(t)

=
∑∞

k=0

(−1)k

k!
L−1

(
λαk
)

(t)

=
∑∞

k=1

(−1)k t−αk−1

k!Γ (−αk)

= −αt−α−1
∑∞

k=0

(−1)k t−αk

α (k + 1)!Γ (−αk − α)

= αt−α−1
∑∞

k=0

(−1)k t−αk

k!Γ (−αk − α + 1)

= αt−α−1Mα

(
t−α
)

= ρα (t) .

1.2.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Dans cette section, on présente une généralisation de l’opérateur d’intégration au cas fraction-

naire.

Définition 1.14 L’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 de la fonction f ∈ L1 ([a, b] ,R) est

définie par :

(Iαa f) (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f (t) dt.

Théorème 1.2 Pour f ∈ C ([a, b]) , l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la pro-

priété de semi-groupe

1.2. Intégration fractionnaire 9
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Iαa
[(
Iβa f
)

(x)
]

= Iα+β
a f (x) .

Preuve. La preuve découle directement de la définition

Iαa
[(
Iβa f
)

(x)
]

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

(x− t)α−1

[∫ t

a

(t− u)β−1 f (u) du

]
dt,

où f ∈ C ([a, b]) , d’après le théorème de Fubini et par le changement de variable t = u+ s(x− u)

on obtient

Iαa
[(
Iβa f
)

(x)
]

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

(t− u)β−1 f (u) du = Iα+β
a f (x) .

Proposition 1.2 On a les propriétés suivantes :

1. L’opérateur intégral Iαa est linèaire.

2. I0
af (t) = f (t) .

3. d
dx

(Iαa f) (x) = (Iα−1
a f) (x) .

Exemple 1.3 Soit f (x) = (x− a)β , β > 0. A l’aide de changement de variable s = a + (t− a)x, on

obtient :

Iαa f (t) =
(x− a)β+α

Γ (α)

∫ 1

0

(1− x)α−1 xβdx

=
(x− a)β+α

Γ (α)
B (α, β + 1)

=
(x− a)β+α Γ (α) Γ (β + 1)

Γ (α) Γ (α + β + 1)
,

d’où

Iαa f (t) =
Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)
(x− a)β+α . (1.14)

1.3 Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire malheureusement elles ne sont pas

toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les approches de Grünwald-Letnikov, de

Riemann-Liouville et de Caputo qui sont les plus utilisées, pour plus de détails voir [27] et [32].

1.3. Dérivation fractionnaire 10
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1.3.1 Approche de Grünwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entière d’une

fonction à dérivée d’ordre arbitraire. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est

positif) et l’intégrale répétée (−p) fois (si p est négatif), d’une fonction f comme ceci : Pour une

fonction f donnée, d’après la définition classique de la dérivation en un point t on a :

f ′ (t) = lim
h→0

f (t)− f (t− h)

h
= lim

h→0

1

h
(f (t)− f (t− h)) . (1.15)

On utilise le même concept pour la dérivée seconde pour trouver

f ′′ (t) = lim
h→0

f ′ (t)− f ′ (t− h)

h
(1.16)

= lim
h→0

f(t)−f(t−h)
h

− f(t)−f(t−2h)
h

h

= lim
h→0

1

h2
(f (t)− 2f (t− h) + f (t− 2h)) .

Pour la dérivée troisième, on obtient

f ′′′ (t) = lim
h→0

1

h3
(f (t)− 3f (t− h) + 3f (t− 2h)− f (t− 3h)) .

Par itération on trouve la formule générale

f (n) (t) = lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f (t− kh) ,

où (
n

k

)
=

Γ (n+ 1)

Γ (k + 1) Γ (n− k + 1)
=
n (n− 1) (n− 2) ... (n− k + 1)

k!
.

Pour un entier p arbitraire (p ≤ n), on a

f (p) (t) = lim
h→0

1

hp

n∑
k=0

(−1)k
(
p

k

)
f (t− kh) ,

en tenant compte du fait que

(
p

p+ j

)
= 0 pour tout j = 1, . . . , n.

1.3. Dérivation fractionnaire 11
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Définition 1.15 La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov d’ordre α > 0 est donnée par :

GLDαf (t) = lim
h→0

1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f (t− kh) ,

où 0 ≤ n− 1 < α < n.

Remarque 1.2 Remarquons que

(−1)k
(
α

k

)
= (−1)k

Γ (α + 1)

Γ (k + 1) Γ (α− k + 1)

= (−1)k
α (α− 1) ... (α− k + 1) (α− k) Γ (α− k)

k! (α− k) Γ (α− k)

=
−α (−α + 1) ... (−α− k + 1)

k!

=
Γ (k − α)

Γ (k + 1) Γ (−α)
.

Donc
GLDαf (t) = lim

h→0

1

hα

n∑
k=0

Γ (k − α)

Γ (k + 1) Γ (−α)
f (t− kh) .

L’intégrale fractionnaire se traduit par l’expression suivante :

GLIαf (t) =GL D−αf (t) = lim
h→0

hα
+∞∑
k=0

Γ (k + α)

Γ (k + 1) Γ (α)
f (t− kh) .

Pour α = 1, on obtient :

GLI1f (t) = lim
h→0

h

+∞∑
k=0

Γ (k + 1)

Γ (k + 1) Γ (1)
f (t− kh) = lim

h→0
h

+∞∑
k=0

f (t− kh)

=

t−a∫
0

f (t− y) dy =

t∫
a

f (τ) dτ .

Proposition 1.3 Pour m entier positif et p non entier on a :

dm

dtm
(
GLDp

t f (t)
)

=GL Dm+p
t f (t) ,

et
GLDp

t

(
dm

dtm
f (t)

)
=GL Dm+p

t f (t)−
m−1∑
k=0

f (k) (a) (t− a)k−p−m

Γ (k − p−m+ 1)
6= dm

dtm
(
GLDp

t f (t)
)
.
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On déduit alors que la dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne commutent que si

f (k) (a) = 0 pour tout k = 1, 2, 3, . . . ,m− 1.

Remarque 1.3 La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov en générale n’est

pas nulle ni constante.

Si f(t) = c, on a f (k) (t) = 0, pour k = 1, 2, ..., n. Donc pour p non entier, on obtient :

GLDp
t f (t) =

c

Γ (1− p) (t− a)−p +

n−1∑
k=1

f (k) (a) (t− a)k−p

Γ (k − p+ 1)

+
1

Γ (n− p)

t∫
a

(t− τ)n−p−1 f (n) (τ) dτ

=
c

Γ (1− p) (t− a)−p .

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.16 Soit f ∈ L1 ([a, b]) , les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche RLDα
a

et à droite RLDα
b d’ordre α > 0 de la fonction f sont définies par :

RLDα
a f (x) =

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1 f (t) dt,

RLDα
b f (x) =

(−1)n

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ t

x

(x− t)n−α−1 f (t) dt,

avec a < x < b et n = [α] + 1 où [α] est la partie entière de α.

En particulier, pour α = m ∈ N, on a :

RLD0
af (x) =

1

Γ (1)

(
d

dx

)∫ x

a

f (t) dt = f (x) ,

RLDm
a f (x) =

1

Γ (1)

(
dm+1

dxm+1

)∫ x

0

f (t) dt =
dm

dxm
f (x) .

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée classique pour

α ∈ N.

Remarque 1.4 Pour n = [α] + 1 et x > a, on a :

RLDα
a f (x) =

(
d

dx

)n
In−αa f (x) .
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Exemple 1.4 Soit f (x) = (x− a)β avec β > −1. D’après la définition (1.16) puis la remarque

(1.3), on a :
RLDα

a f (x) = In−αa f (x) =
Γ (β + 1)

Γ (β + n− α + 1)
Dn (x− a)n−α+β .

Alors, pour (α− β) ∈ {1, 2, 3, . . . , n} , on a :

RLDα
a f (x) =RL Dα

a (x− a)α−j = 0, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n} ,

par ailleurs si (α− β) /∈ {1, 2, 3, . . . , n} on trouve :

RLDα
a f (x) =

Γ (β + 1)

Γ (β − α + 1)
(x− a)β−α .

En particulier, si β = 0, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante f(x) = c au sens de

Riemann-Liouville n’est pas nulle, ni constante, mais on a :

RLDα
a c =

c (x− a)−α

Γ (1− α)
.

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de la dérivée fractionnaire.

Proposition 1.4 Soient α ≥ 0 et n = [α]+1. Si f ∈ Cn ([a, b]) , alors la dérivée fractionnaire RLDα
a f

existe presque partout sur [a, b] et de plus, elle est donnée par :

RLDα
a f (x) =

∑n−1

j=0

f (j) (a)

Γ (j − α + 1)
(x− a)j−α +

1

Γ (n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1 f (n) (t) dt.

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées dans la

proposition suivante :

Proposition 1.5 Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α < n, m− 1 ≤ β < m.

1. Pour f ∈ L1 ([a, b]) , l’égalité :
RLDα

a (Iαa f (x)) = f (x) ,

est vrai pour presque tout x ∈ [a, b].

2. Si 0 < β < α, alors pour f ∈ L1 ([a, b]) , la relation :

RLDβ
a

(
RLDα

a f
)

(x) =
(
Iα−βa f

)
(x) ,

est vrai presque partout sur [a, b].

3. Si 0 < α ≤ β et la dérivée fractionnaire RLDβ−α
a f existe, alors on a :

RLDβ
a (Iαf) (x) =

(
RLDβ−α

a f
)

(x) .
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4. Si f ∈ L1 ([a, b]) et In−αf ∈ Cn ([a, b]), alors :

[
Iαa
(
RLDα

a f
)]

(x) = f (x)−
∑n−1

j=0

(x− a)j−n+α

Γ (j − n+ α + 1)
lim
x→a+

[(
d

dx

)j
In−αa f

]
(x) .

5. Pour tous f, g ∈ C ([a, b]) tels que Dα
aptf =RL Dα

a f, D
α
tpbg =RL Dα

b g existent et sont continues, la

formule d’intégration par parties est donnée par :

b∫
a

g (t)Dα
aptf (t) dt =

b∫
a

f (t)Dα
tpbg (t) dt.

1.3.3 Approche de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle important dans

le développement du calcul fractionnaire, à cause de ses applications dans les mathématiques

pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une

constant n’est pas nulle et que les conditions initiales du problème de Cauchy sont exprimées

par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre approche où la dérivée de la

constante est nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas classique par

des dérivées d’ordre entier.

Définition 1.17 Soit f ∈ Cn ([a, b]), les dérivées fractionnaires de Caputo à gauche CDα
a et à droite

CDα
b d’ordre α > 0 de la fonction f sont définies par :

CDα
a f (x) =

1

Γ (n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1 f (n) (t) dt,

CDα
b f (x) =

(−1)n

Γ (n− α)

∫ t

x

(x− t)n−α−1 f (n) (t) dt,

avec a < x < b et n = [α] + 1 où [α] est la partie entière de α.

Remarque 1.5 On pose :

CDαf (x) =C Dα
a f (x) = In−α (Dnf (x)) .

Exemple 1.5 Considérons la fonction :

f (x) = xβ, β > 0.

Pour 0 < n− 1 ≤ α < n ≤ β, on a :

CDαf (x) = In−α
(
Dnxβ

)
,
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où

Dnxβ =

(
Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n)
xβ−n

)
.

Par suite, on a :

In−α
(

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n)
xβ−n

)
=

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n) Γ (n− α)

∫ x

0

(x− t)n−α−1 tβ−ndt.

On fait le changement de variable t = yx, on obtient :∫ x

0

(x− t)n−α−1 tβ−ndt =

∫ 1

0

(x− xy)n−α−1 (xy)β−n xdy

=

∫ 1

0

xn−α−1 (1− y)n−α−1 yβ−nxβ−n+1dy

=

∫ 1

0

xβ−α (1− y)n−α−1 yβ−ndy

= xβ−α
∫ 1

0

(1− y)n−α−1 yβ−ndy

= xβ−αB (n− α, β − n+ 1)

= xβ−α
Γ (n− α) Γ (β − n+ 1)

Γ (β − α + 1)
.

D’où :

In−α
(

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n)
xβ−α

)
=

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− n)

1

Γ (n− α)

Γ (n− α) Γ (β − n+ 1)

Γ (β − α + 1)
xβ−α,

et finalement, on obtient :
CDαxβ =

Γ (β + 1)

Γ (β − α + 1)
xβ−α.

Pour β = 0, on a :
CDα1 = 0.

Contrairement à la dérivation de Riemann-Liouville la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo

d’une constante est nulle.

1.3.4 Relation entre l’approche de Caputo et de Riemann-Liouville

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle au

sens de Riemann-Liouville.

Théorème 1.3 Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1. Si f possède (n − 1) dérivée en a et si CDα
a f (x) et

RLDα
a f (x) existent, alors :

CDα
a f (x) =RL Dα

a

[
f (x)−

∑n−1

k=0

f (k) (a) (x− a)k−α∑
(k − α− 1)

]
. (1.18)
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De la relation (1.18), on déduit que si

f (k) (x) = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1,

on aura :
CDα

a f (x) =RL Dα
a f (x) ,

et les deux définitions sont alors équivalentes.

1.4 Applications des intégrales et des dérivées fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations physiques et géométriques

claires ce qui simplifient leurs usages pour résoudre des problèmes appliqués dans plusieurs

champs de la science. Pour plus de détails, voir par exemple [33].

1.4.1 Interprétation physique de l’intégrale de Riemann-Liouville

Pour donner l’interprétation physique de l’intégration non entière, nous considérons l’exemple

d’un conducteur d’une voiture. Supposons que la voiture est équipée de deux appareils de mesure,

le compteur de vitesse qui enregistre la vitesse de conducteur et l’horloge qui affiche le temps τ .

Cependant, le temps τ affiché par l’horloge est incorrect.

Nous supposons que la relation entre le temps incorrect (affiché par l’horloge et dont le conduc-

teur considère comme le temps exact), et le temps exact T est donnée par la fonction gt(τ) telle

que T = gt(τ) et

gt(τ) =
1

Γ (t)
[tα − (t− τ)α] .

Ceci signifie que si le conducteur mesure l’intervalle de temps dτ , le vrai intervalle de temps est

dT = dgt(τ).

Le conducteur A représente le conducteur de la voiture ; ignorant l’erreur de l’horloge, calcule la

distance parcourue au moyen d’une intégrale classique

SA (t) =

∫ t

0

V (τ) dτ . (1.19)

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de l’horloge et de la fonction gt(τ)

reliant le temps incorrect au temps exact, calcule la distance réellement parcourue par la voiture

SO (t) =

∫ t

0

V (τ) dgt(τ) = IαV (t) , (1.20)
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avec

IαV (t) =
1

Γ (t)

∫ t

0

(t− τ)α−1 V (τ) dτ .

L’intégrale donnée par l’équation (1.19) peut être interprétée comme la distance parcourue par

un mobile pour lequel nous avons effectué deux mesures :

Une mesure correct de la vitesse et une mesure incorrect du temps. L’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville donnée par l’équation (1.20) peut être interprétée comme la véritable distance

parcourue par l’objet mobile, pour le quel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse

V (τ) (c’est sa vitesse individuelle) et la valeur locale du temps τ (temps individuel), sachant que

la relation entre le temps enregistré localement et le temps cosmique est donnée par la fonction

gt(τ).

La fonction gt(τ) d’écrit le temps échelle non homogène, qui dépend non seulement de τ , mais

aussi du paramètre t qui représente la dernière valeur mesurée du temps individuel de l’objet

mobile. Quand t change, l’intervalle de temps cosmique change également.

La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans l’espace temps d’un

corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa position dans l’espace temps, le champ

de la gravité dans l’espace-temps tout entier change également en raison de mouvement. Par

conséquent ; l’intervalle de temps cosmique, qui correspond à l’histoire du mouvement de l’objet

mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance SO (t) parcourue par cet objet mobile.

Donc, l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle V (τ), d’un objet

mobile, pour lequel la relation entre son temps individuel τ , et le temps cosmique T à chaque

instant t est donnée par la fonction connue T = gt(τ) représente la véritable distance SO (t)

parcourue par cet objet.

1.4.2 Interprétation physique de la dérivée de Riemann-Liouville

En utilisant les propriétés de la dérivation et de l’intégration fractionnaire, on peut exprimer

l’expression de la vitesse individuelle V (τ) à partir de la véritable distance parcourue SO (t).

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance SO (t) parcourue par le mobile

permet de donner l’expression de la vitesse individuelle V (t) : V (τ) = DαSO (t) avec

DαSO (t) =
1

Γ (1− α)

d

dt

∫ t

0

SO (t)

(t− τ)α
dτ 0 ≤ α ≤ 1.

On peut aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport à la variable de temps t qui

donne la relation entre la vitesse VO(t) = S ′O(t) du mouvement de point de vue de l’observateur

indépendant O et la vitesse individuelle V (t) :
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VO(t) =
d

dt
IαV (t) = D1−αV (t) .

Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1− α), de la vitesse individuelle

V (t) est égale à la vitesse de vue de l’observateur indépendant VO(t), si le temps individuel τ et

le temps cosmique T sont reliés par la fonction T = gt(τ), décrite par l’équation

gt(τ) =
1

Γ (t)
[tα − (t− τ)α] ,

pour α = 1, quand il n’y a aucune déformation dynamique de l’échelle de temps, les deux vitesses

coïncident :

VO(t) = V (t).

1.5 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans le

chapitre suivant.

Soit T (t) = e−t(−∆)β/2 . Alors, comme (−∆)β/2 est un opérateur auto-adjoint défini positif dans

L2
(
Rd
)
, on peut en déduire que T (t) est un semi-groupe fortement continu sur L2

(
Rd
)

engendré

par l’opérateur (−∆)β/2.

De plus T (t) = Sβ (t) ∗ w pour tout w ∈ L2
(
Rd
)
, t > 0, et

Sβ (t) (x) = Sβ (t, x) =
1

(2π)
d
2

∫
Rd
eixξ−t|ξ|

β

dξ,

où Sβ satisfait les propriété suivantes :

1. Sβ (1) ∈ L∞
(
Rd
)
∩ L1

(
Rd
)
,

2. Sβ (t, x) ≥ 0,

3.
∫
Rd Sβ (t, x) dx = 1,

pour tous x ∈ Rd et t > 0. En utilisant l’inégalité de Young pour la convulation et la forme

auto-adjoint de Sβ nous avons

‖Sβ (t) ∗ w‖q ≤ Ct−(d/β)(1/r−1/q) ‖w‖r , (1.21)

pour tout w ∈ Lr
(
Rd
)

et tout 1 ≤ q ≤ ∞, t > 0; et
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‖Sβ (t) ∗ w‖q ≤ ‖w‖q ,

pour tout w ∈ Lq
(
Rd
)

et tout 1 ≤ q ≤ ∞, t > 0.

De plus, comme (−∆)β/2 est un opérateur auto-adjoint, nous avons∫
Rd
u (x) (−∆)β/2v (x) =

∫
Rd
v (x) (−∆)β/2u (x) ,

pour tout u, v ∈ D
(
(−∆)β/2

)
= Hβ

(
Rd
)
.

Les opérateurs de Mittag-Leffler basés sur le semi-groupe T (t) engendré par l’opérateur (−∆)β/2

sont définis par

Pα,β (t) =

∫ ∞
0

Mα (s)T (stα) ds =

∫ ∞
0

Mα (s) e−st
α(−∆)β/2ds,

Sα,β (t) =

∫ ∞
0

αsMα (s)T (stα) ds =

∫ ∞
0

αsMα (s) e−st
α(−∆)β/2ds.

Lemme 1.1 L’opérateur {Pα,β (t)}t>0 satisfait les propriétés suivantes :

1. Si w0 > 0, w0 6≡ 0, alors Pα,β (t)w0 > 0,

2. Si 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et 1/r = 1/p− 1/q < β/d, alors

‖Pα,β (t)w0‖Lq(Rd) ≤ t−
d
βr
α Γ (1− d/ (βr))

Γ (1− αd/ (βr))
‖w0‖Lq(Rd) .

Preuve. La première propriété découle immédiatement du fait que T (t)w0 > 0 et Mα (t) ≥ 0,

t > 0.

Pour la deuxième propriété, en utilisant la formule (1.21) et les propriétés de la fonction Mα (t),

on obtient∥∥∥∥∥∥
∞∫

0

Mα (s)T (stα)w0ds

∥∥∥∥∥∥
Lq(Rd)

≤
∞∫

0

Mα (s) (tαs)−d/βr ‖w0‖Lp(Rd) ds

≤
∞∫

0

Mα (s) (stα)(−d/β)(1/p−1/q) ‖w0‖Lq(Rd) ds

≤
∞∫

0

Mα (s) (stα)(−d/(βr)) ‖w0‖Lp(Rd) ds

= t−d/(βr)α
∞∫

0

Mα (s) s−d/(βr) ‖w0‖Lp(Rd) ds

= t−
d
βr
α Γ (1− d/ (βr))

Γ (1− αd/ (βr))
‖w0‖Lq(Rd) .
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Lemme 1.2 L’opérateur {Sα,β (t)}t>0 satisfait :

1. Si w0 ≥ 0, w0 6≡ 0 Alors Sα,β (t)w0 > 0,

2. Si 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et 1
r

= 1
p
− 1

q
< 2β

d
.

Alors nous avons le résultat suivant :

‖Sα,β (t)w0‖Lq(Rd) ≤ αt−d/(βr)α
Γ (2− d/ (βr))

Γ (1 + α− αd/ (βr))
‖w0‖Lp(Rd) .

Preuve. La preuve est similaire à celle du lemme précédent. Pour la deuxième propriété, nous

avons : ∥∥∥∥∥∥
∞∫

0

Mα (s)αsT (s)w0ds

∥∥∥∥∥∥
Lq(Rd)

≤
∞∫

0

Mα (s)αs (tαs)(−d/β)( 1p−
1
q )w0ds

≤
∞∫

0

Mα (s)αs (tαs)(−d/β)( 1r ) ‖w0‖Lp(Rd) ds

≤
∞∫

0

Mα (s)αs (tαs)(−d/βr) ‖w0‖Lp(Rd) ds

= αt−
d
βr
α

∞∫
0

Mα (s) ss−
d
βr ‖w0‖Lp(Rd) ds

= αt−
d
βr
α

∞∫
0

Mα (s) s1− d
βr ‖w0‖Lp(Rd) ds

= αt−
d
βr
α

Γ
(

1 + 1− d
βr

)
Γ
(

1 + α
(

1− d
βr

)) ‖w0‖Lp(Rd)

= αt−
d
βr
α

Γ
(

2− d
βr

)
Γ
(

1 + α− αd
βr

) ‖w0‖Lp(Rd) .

Donc ∥∥∥∥∥∥
∞∫

0

Mα (s)αsT (s)w0ds

∥∥∥∥∥∥
Lq(Rd)

= αt−
d
βr
α

Γ
(

2− d
βr

)
Γ
(

1 + α− αd
βr

) ‖w0‖Lp(Rd) .
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Chapitre 2

Etude d’un systéme d’évolution

fractionnaire avec un terme source à

croissance exponentielle

2.1 Introduction

Dans ce chapitre (voir [4]), on s’intérèsse au système d’évolution suivant :

Dα1
0ptu+ (−∆)β/2u = J1−α1

0pt (ev), x ∈ Rd, t > 0,

Dα2
0ptv + (−∆)β/2v = J1−α2

0pt (eu), x ∈ Rd, t > 0,
(2.1)

avec les données initiales :

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ Rd, (2.2)

où d ≥ 1, 0 < α1, α2 < 1, 0 < β ≤ 2,et Dαi
0pt est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre αi, J1−αi

0pt

désigne l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 1− αi définie par :

J1−αi
0pt (ew(t)) =

1

Γ (1− αi)

t∫
0

(t− s)−αi ew(t)ds,

où Γ est la fonction Gamma, (−∆)β/2 est le Laplacien farctionnaire défini par :

(−∆)β/2w(x) = F−1(|ξ|β F(w)(ξ))(x),

pour tout w ∈ D((−∆)β/2) = Hβ(Rd), où Hβ(Rd) est l’espace de Sobolev défini par :

Hβ(Rd) =
{
w ∈ S ′; (−∆)β/2w ∈ L2(Rd)

}
, si β /∈ N,
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Hβ(Rd) =
{
w ∈ L2(Rd); (−∆)β/2w ∈ L2(Rd)

}
, si β ∈ N,

où S ′ est l’espace de Schwartz et F désigne la tronsformée de Fourier et F−1 est son inverse et

u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)
, où C0(Rd) est l’espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers

zéro à l’infini.

Si Dα
0pt est remplacé par l’opérateur différentiel classique, nous avons le problème suivant :

ut + (−∆)β/2u = J1−α1
0pt (ev), x ∈ Rd, t > 0,

vt + (−∆)β/2v = J1−α2
0pt (eu), x ∈ Rd, t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ Rd,

qui a été étudié par Ahmad et al [1]. Ils ont prouvé l’existence d’une solution locale unique, et sous

certaines conditions convenables sur les données initiales, ils ont prouvé que la solution explose

en un temps fini et il ont étudié leur profil d’explosion. Le problème a été considéré par Fino et

Kirane [14] avec les non-linéarités J1−α1
0pt (|v|p−1 v) et J1−α2

0pt (|u|q−1 u), i.e.
ut + (−∆)β/2u = J1−α1

0pt (|v|p−1 v), x ∈ Rd, t > 0,

vt + (−∆)β/2v = J1−α2
0pt (|u|q−1 u), x ∈ Rd, t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ Rd.

D’abord, ils ont validé le problème par un résultat d’existence d’une solution unique. Ensuite, ils

ont montré que l’explosion de la solution existe et il ont étudié leur profil d’explosion en temp

fini.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous présentons des résultats d’existence

locale et d’unicité de la solution douce du problème (2.1)-(2.2). Dans la section 3, nous montrons

que l’explosion de ces solutions exite, tandis que dans la section 4, nous donnons une estimation

de la durée de vie des solutions explosives avec certaines données initiales.

2.2 Existence locale

Dans cette section, nous allons prouver l’existence locale et l’unicité de la solution douce du

problème (2.1)-(2.2). Tout d’abord nous donnons la définition de la solution douce.

Définition 2.1 (Solution douce). Soient u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)

et T > 0. On dit que

(u, v) ∈ C
(
[0, T ) , C0

(
Rd
))
× C

(
[0, T ) , C0

(
Rd
))
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est une solution douce du problème (2.1)-(2.2) si (u, v) satisfait, pour t ∈ [0, T ] , les équations

suivantes :

u (t) = Pα1,β (t)u0 +

t∫
0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−αi
0ps (ev(s))ds,

v (t) = Pα2,β (t) v0 +

t∫
0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2
0ps (eu(s))ds.

Théorème 2.1 (Existance locale). Soient u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)
. Alors il existe un temps maximale Tmax >

0 et une solution douce unique (u, v) ∈ C
(
[0, Tmax) , C0

(
Rd
))
× C

(
[0, Tmax) , C0

(
Rd
))

au problème

(2.1)-(2.2). De plus, nous avons

Tmax = +∞ ou bien Tmax < +∞ avec lim
t→Tmax

(
‖u (t)‖L∞(Rd) + ‖v (t)‖L∞(Rd)

)
= +∞.

De plus, si u0, v0 ≥ 0, u0 6≡ 0, v0 6≡ 0, alors u (t) , v (t) > 0 pour tout 0 < t < Tmax. En outre, si

u0, v0 ∈ Lr
(
Rd
)
, pour 1 < r <∞, alors u, v ∈ C

(
[0, Tmax) ;Lr

(
Rd
))
.

Preuve. Pour T > 0, nous définissons l’espace de Banach

Er =
{

(u, v) ∈ C
(
[0, T ] , C0

(
Rd
))
× C

(
[0, T ] , C0

(
Rd
))

: |||(u, v)||| ≤ 2 ( ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞)
}
,

où ‖.‖∞ = ‖.‖L∞(Rd) et |||.||| est la norme de Er définit par :

|||(u, v)||| = ‖u‖1 + ‖v‖1 = ‖u‖L∞([0,T ],L∞(Rd)) + ‖v‖
L∞([0,T ],L∞(Rd))

.

Ensuite, pour tout (u, v) ∈ Er, on définit l’opérateur Ψ par Ψ (u, v) = (Ψ1 (u, v) ,Ψ2 (u, v)) , où

Ψ1 (u, v) = Pα1,β (t)u0 +

t∫
0

(t− s)α1−1 Sα1,β(t− s)J1−α1
0ps (ev(s))ds,

et

Ψ2 (u, v) = Pα2,β (t) v0 +

t∫
0

(t− s)α2−1 Sα2,β(t− s)J1−α2
0ps (eu(s))ds.

L’existence d’une solution locale sera prouvée comme un point fixe de Ψ en utilisant le théorème

du point fixe de Banach.

· Ψ : Er → Er.
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Soit (u, v) ∈ Er, nous utilisons les lemmes (1.3) et (1.4)

|||Ψ (u, v)||| = |||Ψ1 (u, v)|||1 + |||Ψ2 (u, v)|||1

=

∥∥∥∥∥∥Pα1,β (t)u0 +

t∫
0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1
0ps (ev(s))ds

∥∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥∥Pα2,β (t) v0 +

t∫
0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2
0ps (eu(s))ds

∥∥∥∥∥∥
1

≤ ‖u0‖∞ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1
0ps (ev(s))ds

∥∥∥∥∥∥
L∞

+ ‖v0‖∞ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2
0ps (eu(s))ds

∥∥∥∥∥∥
L∞

,

et comme

J1−αi
0ps (ew(t)) =

1

Γ (1− αi)

t∫
0

(t− s)−αi ew(s)ds, i = 1, 2,

alors on a

|||Ψ (u, v)||| ≤ ‖u0‖∞ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) 1

Γ (1− α1)

s∫
0

(s− τ)−α1 ev(s)dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞

+ ‖v0‖∞ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) 1

Γ (1− α2)

s∫
0

(s− τ)−α2 eu(s)dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞

≤ ‖u0‖∞ +
1

Γ (1− α1) Γ (α1)

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α1−1

s∫
0

(s− τ)−α1
∥∥ev(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

+ ‖v0‖∞ +
1

Γ (1− α2) Γ (α2)

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α2−1

s∫
0

(s− τ)−α2
∥∥eu(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

≤ ‖u0‖∞ + C1

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α1−1

s∫
0

(s− τ)−α1
∥∥ev(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

+ ‖v0‖∞ + C2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α2−1

s∫
0

(s− τ)−α2
∥∥eu(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

.
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Utilisons maintenant le théoréme de Fubini, on obtient

|||Ψ (u, v)||| ≤ ‖u0‖∞ + C1

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

t∫
τ

(t− s)α1−1 (s− τ)−α1
∥∥ev(τ)

∥∥
∞ dsdτ

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

+ ‖v0‖∞ + C2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

t∫
τ

(t− s)α2−1 (s− τ)−α2
∥∥eu(τ)

∥∥
∞ dsdτ

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ + Te‖v‖1 + Te‖u‖1

≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ + 2Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞),

où C1 = 1
Γ(1−α1)Γ(α1)

, C2 = 1
Γ(1−α2)Γ(α2)

.

Mainenant, nous choisissons 2Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ , alors Ψ (u, v) ∈ Er.
· Ψ est une contraction.

Soient (u, v) , (ũ, ṽ) ∈ Er, nous utilisons le lemme (1.4), nous trouvons

|||Ψ (u, v)−Ψ (ũ, ṽ) ||| = ‖Ψ1 (u, v)− Ψ1 (ũ, ṽ)‖1 + ‖Ψ2 (u, v)− Ψ2 (ũ, ṽ)‖1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
Pα1,β (t)u0 +

t∫
0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1
0ps (ev(s))ds

−
(
Pα1,β (t) ũ0 +

t∫
0

(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1
0ps (eṽ(s))ds

)
∥∥∥∥∥∥∥∥

1

+

∥∥∥∥∥∥∥∥
Pα2,β (t) v0 +

t∫
0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2
0ps (eu(s))ds

−
(
Pα1,β (t) ṽ0 +

t∫
0

(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2
0ps (eũ(s))ds

)
∥∥∥∥∥∥∥∥

1

≤ C1

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α1−1

s∫
0

(s− τ)−α1
∥∥ev(τ) − eṽ(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0,t])

+C2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α2−1

s∫
0

(s− τ)−α2
∥∥eu(τ) − eũ(τ)

∥∥
∞ dτds

∥∥∥∥∥∥
L∞([0,t])

= C1

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

t∫
τ

(t− s)α1−1 (s− τ)−α1
∥∥ev(τ) − eṽ(τ)

∥∥
∞ dsdτ

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

+C2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

t∫
τ

(t− s)α2−1 (s− τ)−α2
∥∥eu(τ) − eũ(τ)

∥∥
∞ dsdτ

∥∥∥∥∥∥
L∞([0.T ])

.
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Donc, on déduire que

|||Ψ (u, v)−Ψ (ũ, ṽ) ||| ≤ T
∥∥ev − eṽ∥∥

1
+ T

∥∥eu − eũ∥∥
1

≤ Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ‖v − ṽ‖1 + Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ‖u− ũ‖1

= Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) |||(u, v)− (ũ, ṽ)|||

≤ 1

2
|||(u, v)− (ũ, ṽ)||| ,

grâce à l’inégalité suivante :∣∣ew(t) − ew̃(t)
∣∣ = eλw(t)+µw̃(t) |w (t)− w̃ (t)| , 0 < λ, µ < 1, λ+ µ = 1, (2.3)

et T est choisi tel que :

Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ≤ 1

2
.

Alors Ψ est une contraction sur ET . Donc d’après le théoréme du point fixe de Banach, il existe

une solution douce (u, v) ∈ ET du problème (2.1)-(2.2).

Maintenant, on va demontrer l’unicité de la solution. Soient (u, v) , (ũ, ṽ) ∈ ET deux solutions

douces du problème (2.1)-(2.2), en utilisant le lemme (1.4) et l’inégalité (2.3), on obtient :

‖u (t)− ũ (t)‖∞ + ‖v (t)− ṽ (t)‖∞ ≤ C1

t∫
0

(t− s)α1−1

s∫
0

(s− τ)−α1
∥∥ev(τ) − eṽ(τ)

∥∥
∞ dτds

+C2

t∫
0

(t− s)α2−1

s∫
0

(s− τ)−α2
∥∥eu(τ) − eũ(τ)

∥∥
∞ dτds

= C1

t∫
0

t∫
τ

(t− s)α1−1 (s− τ)−α1
∥∥ev(τ) − eṽ(τ)

∥∥
∞ dsdτ

+C2

t∫
0

t∫
τ

(t− s)α2−1 (s− τ)−α2
∥∥eu(τ) − eũ(τ)

∥∥
∞ dsdτ

≤ e2(‖u0‖∞+‖v0‖∞)

 t∫
0

(‖v (τ)− ṽ (τ)‖∞ ‖v (τ)− ṽ (τ)‖∞) dτ

 .

Alors l’unicité découle de l’inégalité de Gronwall (voir [10]). De plus, cette unicité implique l’exis-

tence d’une solution sur un intervalle maximal [0, Tmax) evec l’alternative éxpliquée dans le théo-

reme.

· Positivité de la solution : Si u0, v0 ≥ 0 et u0 6≡ 0, v0 6≡ 0, nous avons d’aprés la définition de la

solution douce et le lemme (1.3)

u (t) ≥ Pα1,β (t)u0 >, t ∈ (0, Tmax) ,

v (t) ≥ Pα2,β (t) v0 >, t ∈ (0, Tmax) .
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·Régularité de la solution : Soient u0, v0 ∈ Lr
(
Rd
)

pour 1 ≤ r ≤ ∞, nous répétons l’argument

du point fixe dans l’espace

ET,r =
{

(u, v) ∈ Σ× Σ : |||(u, v)||| ≤ 2× (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞) , |||(u, v)|||∞,r ≤ 2 ( ‖u0‖Lr + ‖v0‖Lr)
}
,

où

Σ = C
(
[0, T ] ;C0

(
Rd
)
∩ Lr

(
Rd
))
,

|||(u, v)|||∞,r = ‖u‖
L∞([0,T ];Lr(Rd))

+ ‖v‖
L∞([0,T ];Lr(Rd))

,

nous obtenons une solution douce unique (u, v) dans ET,r. D’où, (u, v) ∈ C
(
[0, Tmax) ;Lr

(
Rd
))
.

Ce qui achève la preuve du théorème.

2.3 Explosions des solutions

Premièrement, nous donnons la définition de la solution faible du problème (2.1)-(2.2) et après

nous prouvons l’explosion de cette solution en temps fini.

Définition 2.2 (Solution faible). Soient u0, v0 ∈ L∞loc
(
Rd
)

et T > 0. On dit que (u, v) est une solution

faible du problème (2.1)-(2.2) si (u, v) ∈ Lp
(
(0, T ) ;L∞loc

(
Rd
))
× Lp

(
(0, T ) ;L∞loc

(
Rd
))

et satisfait

T∫
0

∫
Rd

DtpTΨ1udxdt+

T∫
0

∫
Rd

(−∆)β/2Ψ1udxdt

=

T∫
0

∫
Rd

J0pt(e
v)Ψ1dxdt+

T∫
0

∫
Rd

DtpTΨ1u0dxdt,

et

T∫
0

∫
Rd

DtpTΨ2vdxdt+

T∫
0

∫
Rd

(−∆)β/2Ψ2vdxdt

=

T∫
0

∫
Rd

J0pt(e
u)Ψ2dxdt+

T∫
0

∫
Rd

DtpTΨ2v0dxdt,

pour toutes les fonctions test Ψ1,Ψ2 ∈ C1
(
[0, T ] ;Hβ

(
Rd
))

telles que Ψ1 (x, T ) = Ψ2 (x, T ) = 0.

Lemme 2.1 [14]. Soient u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)
, T > 0 et u, v ∈ C

(
[0, T ] ;C0

(
Rd
))

une solution douce

du problème (2.1)-(2.2). Alors (u, v) est une solution faible du problème (2.1)-(2.2).
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Théorème 2.2 (Explosion de la solution). Soient u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)

avec u0 ≥ 0, u0 6≡ 0, v0 ≥ 0,

v0 6≡ 0. Alors la solution douce du problème (2.1)-(2.2) explose en temps fini.

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que (u, v) est une solution douce globale non

triviale du problème (2.1)-(2.2). Alors (u, v) est une solution du ce problème dans C
(
[0, T ] ;C0Rd

)
pour tout T > > 1 tel que u (t) , v (t) > 0 pour tout t ∈ [0, T ] .

Soit Ψi (x, t) = D1−αi
tpT ϕ (x, t) , i = 1, 2, avec ϕ ∈ C1

(
[0, T ] ;Hβ

(
Rd
))

tel que

ϕ (x, t) = ϕ1 (t)ϕl2 (x) , l >> 1,

où

ϕ1 (t) =

(
1− t

T

)γ
+

, γ >> 1,

ϕ2 (x) = Φ

(
|x|
T θ/β

)
, θ = min {α1, α2} ,

et Φ est une fonction régulière, tel que

Φ (x) =


1 si x ≤ 1,

↘ si 1 ≤ x ≤ 2,

0 si x ≥ 2.

Alors d’après la définition (3.2) et le lemme (3.1), on a∫
Rd

u0 (x)ϕ (x, 0) dx+

T∫
0

∫
Rd

evϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Rd

u (x, t) (−∆)β/2D1−α1
tpT ϕ (x, t) dxdt−

T∫
0

∫
Rd

u (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

et ∫
Rd

v0 (x)ϕ (x, 0) dx+

T∫
0

∫
Rd

euϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Rd

v (x, t) (−∆)β/2D1−α2
tpT ϕ (x, t) dxdt−

T∫
0

∫
Rd

v (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

et si nous posons ΩT = [0, T ]× Ω, tel que Ω =
{
x ∈ Rd, |x| ≤ 2T θ/β

}
, nous obtenons∫

Ω

u0 (x)ϕl2 (x)ϕ1 (0) dx+

T∫
0

∫
Ω

evϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

u0 (x, t) (−∆)β/2ϕl2 (x)D1−α1
tpT ϕ1 (t) dxdt−

T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′

1 (t) dxdt,
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et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x)ϕ1 (0) dx+

T∫
0

∫
Ω

euϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

v0 (x, t) (−∆)β/2ϕl2 (x)D1−α2
tpT ϕ1 (t) dxdt−

T∫
0

∫
Ω

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′

1 (t) dxdt.

En utilisant ϕ1 (0) = 1, nous pouvons écrire∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+

T∫
0

∫
Ω

evϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

u0 (x, t) (−∆)β/2ϕl2 (x)D1−α1
tpT ϕ1 (t) dxdt−

T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′

1 (t) dxdt,

et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+

T∫
0

∫
Ω

euϕ (x, t) dxdt

=

T∫
0

∫
Ω

v0 (x, t) (−∆)β/2ϕl2 (x)D1−α2
tpT ϕ1 (t) dxdt−

T∫
0

∫
Ω

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′

1 (t) dxdt.

Maintenant, d’aprés l’inégalité de Ju, on obtient
T∫
0

∫
Ω

u0 (x, t) (−∆)β/2ϕl2 (x)D1−α1
tpT ϕ1 (t) dxdt−

T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′
1 (t) dxdt

≤ l
T∫
0

∫
Ω

u0 (x, t) (−∆)β/2ϕl−1
2 (x)D1−α1

tpT ϕ1 (t) dxdt−
T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′
1 (t) dxdt∫

Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+
T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l
T∫
0

∫
Ω

u0 (x, t) (−∆)β/2ϕl−1
2 (x)D1−α1

tpT ϕ1 (t) dxdt−
T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′
1 (t) dxdt

≤ l
T∫
0

∫
Ω

u (x, t)
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α1
tpT ϕ1 (t) dxdt+

T∫
0

∫
Ω

u (x, t)ϕl2 (x)
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣ dxdt
= lI1 + J1,

et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+
T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l
T∫
0

∫
Ω

v (x, t)ϕl−1
2 (−∆)β/2ϕ2 (x)D1−α2

tpT ϕ1 (t) dxdt−
T∫
0

∫
Ω

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ
′
1 (t) dxdt

≤ l
T∫
0

∫
Ω

v (x, t)
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α2
tpT ϕ1 (t) dxdt+

T∫
0

∫
Ω

v (x, t)
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣ dxdt
= lI2 + J2.
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En utilisant l’inégalité de Young (e = exp (1))

AB ≤ εeA +B ln
B

eε
, pour A,B > 0, ε > 0,

avec

ε =
1

4l
ϕ (x, t) , A = u (x, t) , B =

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t) dans I1,

et

ε =
1

4l
ϕ (x, t) , A = v (x, t) , B =

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t) dans I2,

on obtient

I1 ≤
1

4l

T∫
0

∫
Ω

ϕ (x, t) eu(x,t) +
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α1
tpT ϕ1 (t) ln

(∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t)

e 1
4l
ϕ (x, t)

)
dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

[∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t) ln

(
4l
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α1
tpT ϕ1 (t)

eϕ1 (t)ϕl2 (x)

)]
dxdt

+
1

4l

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt,

et

I2 ≤
1

4l

T∫
0

∫
Ω

ϕ (x, t) ev(x,t) +
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α2
tpT ϕ1 (t) ln

(∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t)

e 1
4l
ϕ (x, t)

)
dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

[∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t) ln

(
4l
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣D1−α2
tpT ϕ1 (t)

eϕ1 (t)ϕl2 (x)

)]
dxdt

+
1

4l

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt.

De même façon, pour Ji, i = 1, 2 avec ε = 1
4l
ϕ (x, t) , A = w (x, t) , (w = u pour J1 et w = v pour J2)

et B =
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣ , on obtient

J1 =

T∫
0

∫
Ω

u (x, t)
∣∣∣ϕ′1 (t)

∣∣∣ dxdt
≤

T∫
0

∫
Ω

[
1

4
ϕ (x, t) eu(x,t)

∣∣∣ϕ′1 (x, t)
∣∣∣ ln ∣∣ϕ′1 (t)

∣∣
e1

4
ϕ (x, t)

]
dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

[∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln( 4

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣

lϕ1 (t)ϕl2 (x)

)]
dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt,
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et

J2 =

T∫
0

∫
Ω

v (x, t)
∣∣∣ϕ′1 (t)

∣∣∣ dxdt
≤

T∫
0

∫
Ω

[
1

4
ϕ (x, t) ev(x,t)

∣∣∣ϕ′1 (x, t)
∣∣∣ ln ∣∣ϕ′1 (t)

∣∣
e1

4
ϕ (x, t)

]
dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

[∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln( 4

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣

lϕ1 (t)ϕl2 (x)

)]
dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt.

Et comme

D1−αi
tpT ϕ1 (t) =

Γ (γ + 1)

Γ (γ + αi)
Tαi−1

(
1− t

T

)γ+αi−1

+

,

et

|ϕ′1 (t)| = γT−1

(
1− t

T

)γ−1

+

,

alors

I1 ≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t) ln

4l
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣ Γ(γ+1)
Γ(γ+α1)

Tα1−1
(
1− t

T

)γ+α−1

e
(
1− t

T

)γ
ϕl2 (x)


+

1

4l

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t) ln

(
C3

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα1−1

(
1− t

T

)α1−1

ϕl2 (x)

)

+
1

4l

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt,
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et

I2 ≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t) ln

4l
∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)

∣∣ Γ(γ+1)
Γ(γ+α1)

Tα2−1
(
1− t

T

)γ+α1−1

e
(
1− t

T

)γ
ϕl2 (x)


+

1

4l

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t) ln

(
C4

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα2−1

(
1− t

T

)α2−1

ϕl2 (x)

)

+
1

4l

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt,

où

C3 =
4lΓ (γ + 1)

eΓ (γ + α1)
, C4 =

4lΓ (γ + 1)

eΓ (γ + α2)
.

De même façon, pour Ji, i = 1, 2, on obtient

J1 ≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln( 4

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣

eϕ1 (t)ϕl2 (t)

)
dxdt+

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln
4

∣∣∣−γT−1
(
1− t

T

)γ−1
∣∣∣

eϕ1 (t)ϕ
l

2 (x)

 dxdt+
1

4

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln
4γ

∣∣∣T−1
(
1− t

T

)γ−1
∣∣∣

eϕ
l

2 (x)
(
1− t

T

)γ
 dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln(C5

T−1
(
1− t

T

)−1

ϕ
l

2 (x)

)
dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt,
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et

J2 ≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln( 4

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣

eϕ1 (t)ϕl2 (t)

)
dxdt+

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln
4

∣∣∣−γT−1
(
1− t

T

)γ−1
∣∣∣

eϕ1 (t)ϕ
l

2 (x)

 dxdt+
1

4

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln
4γ

∣∣∣T−1
(
1− t

T

)γ−1
∣∣∣

eϕ
l

2 (x)
(
1− t

T

)γ
 dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

evux,tϕ (x, t) dxdt

≤
T∫

0

∫
Ω

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣ ln(C5

T−1
(
1− t

T

)−1

ϕ
l

2 (x)

)
dxdt+

1

4

T∫
0

∫
Ω

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt,

où

C5 =
4γ

e
.

En déduire finalement que∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt ≤ lI1 + J1,

où

I1 ≤
∫

ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t)× ln

(
C3

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα1−1

(
1− t

T

)α1−1

ϕl2 (x)

)
dxdt,

et

J1 ≤
∫

ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt.

Que veut dire que∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt ≤ l

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ′1 (t)

× ln

(
C3

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα1−1

(
1− t

T

)α1−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt. (2.4)
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Pour I2 et J2, on a ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt ≤ lI2 + J2,

où

I2 ≤
∫

ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t)× ln

(
C4

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα2−1

(
1− t

T

)α2−1

ϕl2 (x)

)
dxdt,

et

J2 ≤
∫

ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt+

1

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt.

Que veut dire que∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt ≤ l

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ′1 (t)

× ln

(
C4

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα2−1

(
1− t

T

)α2−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt. (2.5)

Alors, d’après (2.4) et (2.5), nous obtenons∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t)

× ln

(
C3

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα1−1

(
1− t

T

)α1−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

2

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t)

× ln

(
C4

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα2−1

(
1− t

T

)α2−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

2

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt, (2.6)
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et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α2

tpT ϕ1 (t)

× ln

(
C4

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα2−1

(
1− t

T

)α2−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

2

∫
ΩT

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣D1−α1

tpT ϕ1 (t)

× ln

(
C3

∣∣(−∆)β/2ϕ2 (x)
∣∣Tα1−1

(
1− t

T

)α1−1

ϕl2 (x)

)
dxdt

+
1

2

∫
ΩT

∣∣∣ϕ′1 (t)
∣∣∣× ln

(
C5T

−1
(
1− t

T

)−1

ϕl2 (x)

)
dxdt. (2.7)

En utilisant le changement de variables τ = t
T

et y = x
Tαi/β

, nous obtenons

τ = t
T

=⇒ dt = Tdτ

y = x

T
αi
β

=⇒ dx = T
αi
β dy

=⇒ dxdt = T
αid

β
+1dydτ ,

(−∆x)
β/2ϕ2 = T−αi(−∆y)

β/2ϕ2,

D1−αi
tpT ϕ1 (t) =

Γ (γ + 1)

Γ (γ + αi)
Tαi−1 (1− τ)γ+αi−1

+ ,

et

|ϕ′1 (t)| = γT−1 (1− τ)γ−1
+ .
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Maintenant, nous définissons Ω2 = [0, 1]×
{
y ∈ Rd, ‖y‖ ≤ 2

}
. Donc, on peut écrire (2.6) et (2.7)

comme suite : ∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣∣T−α1(−∆)β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ Γ (γ + 1)

Γ (γ + α1)
Tα1−1 (1− τ)γ+α1−1

+

× ln

C3

∣∣∣T−α1(−∆)β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣Tα1−1 (1− τ)α1−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

T
α1d
β

+1

dydτ

+

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣γT−1 (1− τ)γ−1
∣∣ ln
C5T

−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

T
α1d
β

+1

dydτ

+
1

2
l

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣∣T−α2(−∆)β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ Γ (γ + 1)

Γ (γ + α1)
Tα2−1 (1− τ)γ+α2−1

+

× ln

C4

∣∣∣T−α2(−∆)β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣Tα2−1 (1− τ)α2−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

T
α2d
β

+1

dydτ

+
1

2

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣γT−1 (1− τ)γ−1
∣∣× ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

T
α2d
β

+1

dydτ ,
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et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ l

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣∣T−α2(−∆)β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ Γ (γ + 1)

Γ (γ + α2)
Tα2−1 (1− τ)γ+α2−1

+

× ln

C3

∣∣∣T−α2(−∆)β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣Tα2−1 (1− τ)α2−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

T
α2d
β

+1

dydτ

+

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣γT−1 (1− τ)γ−1
∣∣ ln
C5T

−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

T
α2d
β

+1

dydτ

+
1

2
l

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣∣T−α1(−∆)β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ Γ (γ + 1)

Γ (γ + α2)
Tα1−1 (1− τ)γ+α1−1

+

× ln

C4

∣∣∣T−α1(−∆)β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣Tα1−1 (1− τ)α1−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

T
α1d
β

+1

dydτ

+
1

2

1∫
0

∫
Rd
‖y‖≤2

∣∣γT−1 (1− τ)γ−1
∣∣× ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

T
α1d
β

+1

dydτ .
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Finalement, on déduit que :∫
Ω

u0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ C6T
α1d/β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ (1− τ)γ+α1−1

+

× ln

C3T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ (1− τ)α1−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

 dydτ

+γT
α1d
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1 ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

 dydτ

+C7T
α2d
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ (1− τ)γ+α2−1

+

× ln

C4T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ (1− τ)α2−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

 dydτ

+
γ

2
T
α2d
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1 ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

 dydτ , (2.8)
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et ∫
Ω

v0 (x)ϕl2 (x) dx+
3

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

≤ C8T
α2d/β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ (1− τ)γ+α2−1

+

× ln

C3T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2ϕ2

(
T
α2
β y
)∣∣∣ (1− τ)α2−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

 dydτ

+γT
α2d
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1 ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α2
β y
)

 dydτ

+C9T
α1d
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ (1− τ)γ+α1−1

+

× ln

C4T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2ϕ2

(
T
α1
β y
)∣∣∣ (1− τ)α1−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

 dydτ

+
γ

2
T
α1d
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1 ln

C5T
−1 (1− τ)−1

ϕl2

(
T
α1
β y
)

 dydτ , (2.9)

où

C6 = 2C9 = lΓ(γ+1)
Γ(γ+α1)

et C8 = 2C7 = lΓ(γ+1)
Γ(γ+α2)

.

Ainsi, nous avons deux fonctions bornées ϕ2 et (−∆y)
β/2ϕ2 dans Ω2 et

ϕ2 → 1 comme T → +∞.

En utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous déduisons que le coté droit

de (2.8) et (2.9) diverge vers −∞ lorsque T → +∞, tandis que le coté gauche est positif. Cela

conduit à une contradiction.

2.4 Temps de vie des solutions

Dans cette section, nous donnons une estimation de la limite supérieure de la durée maximale

d’existence des solutions explosives pour le problème suivant
Dα1

0ptuε + (−∆)β/2uε = J1−α1
0pt (evε), x ∈ Rd, t > 0,

Dα2
0ptvε + (−∆)β/2vε = J1−α2

0pt (euε), x ∈ Rd, t > 0,

uε (x, 0) = εu0 (x) , vε (x, 0) = εv0 (x) , x ∈ Rd,
(2.10)
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où ε > 0, 0 < α1, α2 < 1, 0 < β ≤ 2, et u0, v0 ∈ C0

(
Rd
)

satisfait

u0 (x) ≥ m0 |x|−
δ
α1 , v0 (x) ≥ n0 |x|−

δ
α2 , |x| ≥ ε0, max {α1, α2} d < δ < β, (2.11)

pour certains constants positives m0, n0 et ε0.

Théorème 2.3 Supposons que l’hypothése (2.11) est vérifiée. Soit [0, Tε) l’intervalle du temps d’exis-

tence de la solution douce (uε, vε) du problème (2.10). Alors, il existe une constante C tel que

Tε ≤ Cε
1
η , η =

δ

β
− 1 < 0.

Preuve. En prenant Ψ1 (x, t) et Ψ2 (x, t) du théoréme (2.2) et en utilisant la définition (2.2) et le

lemme (2.1), nous obtenons

I1 +

∫ T

0

∫
Rd
evεϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
Rd
uε (x, t) (−∆)β/2D1−α1

tpT ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
Rd
uε (x, t)

d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

et

I2 +

∫ T

0

∫
Rd
euεϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
Rd
vε (x, t) (−∆)β/2D1−α2

tpT ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
Rd
vε (x, t)

d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

où

I1 = ε

∫
Rd
u0 (x)ϕl2 (x) dx,

et

I2 = ε

∫
Rd
v0 (x)ϕl2 (x) dx.

Nous choisissons T ∈ [0, Tε) tel que 0 < T0 ≤ T. En posant le changement de variable y = x
Tαi/β

et

en utilisant l’hypothése (2.11), on obtient

εm0T
α1d−δ
β

∫
|y|≥ε0T−α1/β

|y|−
δ
α1 ϕl2

(
Tα1/βy

)
dy ≤ ε

∫
|x|≥ε0

u0 (x)ϕl2 (x) dx

≤ ε

∫
Rd
u0 (x)ϕl2 (x) dx

= I1,

et
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εn0T
α2d−δ
β

∫
|y|≥ε0T−α2/β

|y|−
δ
α2 ϕl2

(
Tα2/βy

)
dy ≤ ε

∫
|x|≥ε0

v0 (x)ϕl2 (x) dx

≤ ε

∫
Rd
v0 (x)ϕl2 (x) dx

= I2.

Donc nous déduisons que

εC10T
−δ
β

(
T
α1d
β + T

α2d
β

)
≤ I1 + I2, (2.12)

pour une certaine constante C10 > 0.

D’autre part, à partir de (2.8) et (2.9), on déduit qu’il existe une consante positive tel que

I1 + I2 ≤ εC11T
−1
(
T
α1d
β + T

α2d
β

)
. (2.13)

Finalement, de (2.12) et (2.13), on déduit que

ε ≤ C12T
η, η =

δ

β
− 1 < 0,

et par conséquant, nous obtenons

T ≤ Cε
1
η ,

pour une constante positive C, ce qui complète la preuve du théoréme.
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Conclusion

Après avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension de ce travail,

nous avons présenté des résultats d’existence locale et d’explosion en temps fini, ainsi qu’une

estimation de la durée maximale d’existence des solutions explosives pour certains problèmes

d’évolution fractionnaires en temps et en espace avec des termes sources non-linéaires de crois-

sance exponentielle.

Au terme de ce mémoire, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développe-

ment de l’étude des équations d’évolution fractionnaires, en ouvrant de noueaux horizons à la

recherche scientifique sur cette thématique émergente.
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