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 الاىداء
 إلى المعمم الأول في شفاعتو نأمل رسول الرحمة محمد صمى الله عميو وسمم. 

إلى  وتعميمي، إلى من غرس فينا حب العمم والتعممإلى الذي رباني وأفنى جيده لرعايتي 
 الذي عممني معنى الكفاح

 أبي العزيز.
إلى التي روحي من روحيا، إلى التي حممتني وىن عمى وىن، إلى التي عممتني كيف 

 يكون النجاح مع الصبر، إلى التي عانت كل الصعاب لأصل إلى ما أنا فيو
 وأداميا.أمي الغالية شافيا الله وعافيا 

 إلى سندي وقوتي بعد الله.. إلى من تذوقت معيم أجمل المحظات وعمموني عمم الحياة
 .، شيماء، موسى، سعاد وابنتيا عائشة، نسريندنيا إخوتي: عيسى،

 إلى جداي وجميع أعمامي وأخوالي وأزواجيم وأبنائيم.
 الجامعي إلى صديقتي ورفيقة الدرب التي جمعتني بيا ذكريات جميمة في مشوارنا

 .ريم الوافيم
 إلى زميمتي التي تقاسمت معيا تعب وشقاء البحث لإنجاز ىذه المذكرة

 .صرىودة محسن
أوا معنا مشوار وخاصة الأساتذة الذين بد لرياضات والإعلام الآليإلى كل أساتذة قسم ا

 مني كل التقدير والاحترام لكم. رياضياتتخصص 
 أىدي ىذا العمل.   

  
   
 
 

 ىوام إيمان                                                                          



 ىداءالا

 عمينا ومنا العممي البحث ىذا إتمام في وفقنا الذي بنعمتو تتم الصالحات  لله الحمد
 والعزيمة والعافية الصحة وأليمنا بفضمو

 الله صمى محمد الخمق أشرف عمى والسلام والصلاة فيو مباركا طيبا كثيرا حمدا لله فالحمد
الدين يوم إلى بإحسان تبعيم ومن وصحبو الو وعمى وسمم عميو  

إلى ىذا جيدي ثمرة أىدي   
العزيز أبي والتفاني العطاء رمز التحدي معنى وعممني والقيم المبادئ عمى رباني من إلى  

 وغرس تربيتي عمى جاىدة سعت التي لىإ واطمئناني لراحتي الميالي سيرت التي إلى
العزيزة أمي النبيمة والمبادئ في الخمق حسن  

وخالاتي  وبناتي خالاتي الأعزاءإلى أخواتي وأخي وزوجتو   
الحياة مشعل لنا أوقد من كل إلى  

النجاة سفينة عمى وحممنا  
و ونقرأ نكتب بفضمو صرنا من كل إلى  

يرتفع بو وأدب ينتفع بو عمما عممنا من كل إلى  
التبسي العربي الشيخ جامعة في الكرام أساتذتنا إلى وصولا الإبتدائي معممي من بدأ  
 بصيرة وفتح دربي الله أنار القويم بعممو الذي الكريم القران في معممي الفاضل شيخي إلى

 قمبي
 برفقتيم من الى الصافي الصدق ينابيع إلى والعطاء بالوفاء وتميزوا بالإخاء تحمو من إلى

والخير النجاح طريق عمى معي كانوا من إلى والحزينة الحموة الحياة دروب في سرت  
 الجامعة في دربي ورفيقاتي جداي سمية بالذكر وأخص القرانية المدرسة في أصدقائي

لىو  حنان دنيا نسرين ولاء إيمان ىوام سارة بوعمي سكينة عزي المطيف عبد نجاة  كل ا 
استثناء دون الأحباب و الأصدقاء  

          
  

  محسن صرهىدة                                                                     



                
 

 
 

نحمد الله حمدا كثيرا طيبا مباركا فيو إذ ىو خالقنا ومعيننا فيو الأولى بالشكر في كل  
 الأوق ات والظروف

أن وفقنا لإتمام ىذا العمل وعلى تسييلو لنا الطريق لجنينا ثمرة جيودنا    ونحمده عز وجل
 ونسألو أن يجعل ىذا كلو خالصا لوجيو الكريم وأن ينفعنا بو وينتفع بو من بعدنا

وتقدير بشكرنا الخاص    احترامف اعتراف ا لنا بأىل الفضل من بعد فضل الله نتقدم بكل  
لو الفضل الكبير في شق الطريق نحو  الذي   كمال ىوام" المشرف" وعرف اننا للأستاذ

 المذكرة ىذه إنجاز طيلةالنجاح وعلى كل النصائح والتوجييات  

 نتقدم بأسمى عبارات الشكر والتقدير إلى كل من أوقد لنا مشعل الحياة كما  

 التبسي   جامعة الشيخ العربي في الكرام أساتذتناونخص منيم  وحملنا على سفينة النجاة  

البروفيسور زارعي   المذكرة ىذه بمناقشة تكرمت التي اللجنةأعضاء   إلى طيبة وتحية
       المذكرة ىذه مناقشة لقبوليمعبد الرحمان والبروفيسور ربيعي بلق اسم  

 المتواضع العمل ىذا لإنجاز مساعدتنا في ساىم من كل نشكر الأخير وفي

  . بعيد من أو قريب من

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 الملخص

العادية وكذا  التفاضمية لبعض أنماط المعادلات الحموؿ وجود مخصص لمتذكير ببعض نتائج عدـ العمؿ ىذا
 .الإختبارية  الدواؿ وطريقة مفيوـ الأسس الحرجة  باستعماؿ وذلؾ كسرية رتب المعادلات التفاضمية ذات

 كممات مفتاحية : 

 - الكسري المشتؽ - دانيةوجال  عدـ –الأس الحرج  - الكسريحساب التفاضؿ والتكامؿ  -الحساب الكسري 
.دالة الاختبار – لابلاس الكسري  

Résumé 

Ce travail vise à rappeler certains résultats de non existences à certains modèles 

d’équation différentielle partielle et d’équation différentielle fractionnaires, en 

utilisant le concept d’exposant critique et la méthode des fonctions tests. 

Mots clés : calcul fractionnaire - Dérivée fractionnaire -Exposant critique – 

Non existence – Laplace fractionnaire - fonction test 

Abstract 

This work is intended as a reminder some results of non‐existence solutions for 

some PDE and PDE fractional, using the concept of critical exponent and method of 

the test functions. 

Key words: fractional calculus - Fractional  derivative -  Critical exponent - Evo-

lution equation - non existence  ـ Fractional Laplace - test fonction. 
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 معناه انرمز

Γ 𝑛  غاما  دالةال 
𝛽 𝑚 𝑛  بيتا  دالةال 
 وسطيف ر بمو ليف-ميتاغ الدالة      
      جداء سممي معرؼ عمى  〈   〉

𝐻  ىيمبار فضاء         
      نظيـ عمى    ‖ ‖    ‖ ‖
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 التحويؿ العكسي لفورييو    
    

 
 ⁄  مؤثر لابلاسياف الكسري 

Ω  مفتوح محدود فيℝ
  

𝐷     فضاء التوزيعات عمى    ⊆ ℝ   
𝑝   القيمة الحرجة 

𝑤       سوبولؼ(فضاء(  
D  فضاء الدواؿ الإختبارية    

 
 
 

 



 
 

I 
 

بدراسة المشتقات أو التكاملات ذات الحساب الكسري فرع مف فروع الرياضيات ييتـ 
د بديات ويعد مف أكثر أحد الأعماؿ حداثة لو تاريخ طويؿ وتعو الرتب الكسرية 

في  " ليبنيز " اءؿ تسإذ  nلممشتقة مف الرتبة  "ليبنيز"الحساب الكسري إلى العالـ 
 ـ عف إمكانية إيجاد مشتقة مف الرتبة1695سنة "اوبيتاؿرسالة وجييا إلى العالـ "

 
    

" لابلاسو " ـ 1731" سنة  اولريف بالحساب الكسري أمثاؿ "يالرياض اىتماـ زداداو 
طلاع عمى تاريخ )يمكف الإ "و تبو اكو"  ـ 1876سنة  "ريماف و " ـ 1812سنة 

 . [1,2] (الحساب الكسري

 ضياتاتـ التعامؿ مع ىذا الموضوع مف قبؿ عمماء الري الأخيرة. عمى مدى القروفو 
غالبا ما تؤدي إلى صياغة مسائؿ عمى شكؿ  تيةوذلؾ بتصميـ نماذج رياضي زياء يوالف

دوات الأساسية في حقوؿ الأمف  ةبحيث تعد أدا ، معادلات تفاضمية ذات رتب كسرية
 عممية مختمفة .

ذات رتب كسرية لا  (EDPs)تخص معادلات تفاضمية كما أف ىناؾ أنظمة ومسائؿ 
تمتمؾ حموؿ ىذا الأمر أدى إلى ظيور دراسات أكثر تعمقا مف قبؿ الباحثيف ومف بيف 

 ىذه الدراسات : 

𝑝الحالة الحرجة   𝑝  " مف أجؿ ] 3] "حياكاواتمت دراستيا مف طرؼ𝑛  و  ،  
 n>3 مف أجؿ [4]"سيراو و كاناكاو "كوبياشي

 ] 7[ "كيراف " و"غادة و"6]  ]سيجتاني   و] 5]" سيراو "و "ناقسواكؿ مف " درس لا حقا
 المسألة

8 𝑢      

 
 ⁄

 𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|    ̃                  ℝ  

𝑢 𝑥     𝑢                                       ℝ             

       



 
 

II 
 

"  سيجتانيأخذ "  بينما  𝑥 𝑡    𝑥  أخذو  "سيراو ،سيجتاني  ، ناجفاوا" 
  𝑥 𝑡    ، " الحالة درسا " كيراف" [8] و "غادةبينما  𝑥 𝑡    𝑡   ،طريقة 

 .تقريبي تحميؿلا [10،11]بينما في  [9] إحتمالية البرىاف

 :النتائج السابقة إلى معادلة كؿ منيما وسع [12] "كيراف "و غادةأحدث ؿ" ةفي مقال

𝑢      
 

 ⁄  𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|       في       

 كبير . |𝑥|مف أجؿ    |𝑥 𝑡        |𝑥  حيث 

 عمومية :بتعاملا مع المعادلة  [13] " كافساوي"و"كيراف "في الأخير 

𝑢      
 

 ⁄  𝑢     𝑥 𝑡  𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|       في      

 مف طرؼالتي تمت دراستيا  يغطي عمى وجو الخصوص المعادلة سابقا والذي
 [14]"كي"

𝑢    𝑢   |𝑥| 𝑡 |𝑢|    ̃   𝜖      

المشتؽ الكسري يجب تفسير  ،بشكؿ جيدمطروحة  (STFE)  سألةلمتأكد مف أف الم
لمعادلة تفاضمية عادية غير   كابوتو  لتبرير إختيار مشتقات  ، [15]"كابوتو "بمفيوـ 

الحموؿ  ودعدـ وجنتائج  عبارة عمى النظريات المدروسة ،الكسرية خطية مع المشتقات 
 .فوجيتامف نوع   تـ إستعماؿ فييا طريقة الدواؿ الإختبارية لمبحث عف الأس الحرج

 التالي :قسمت المذكرة ك وقد

و الحساب الكسري  الداليبعض النتائج حوؿ التحميؿ لالفصؿ الأوؿ : تضمف تقديـ 
 (... )تعرؼ التابع غاما وبيتا ومتاؽ ليفمورو التكامؿ الكسري المشتقات الكسرية 

 وبعض الخواص الحسابية المستخدمة وتكامؿ كلاىما وكذلؾ مشتقة ريماف وكابتو



 
 

III 
 

  .كمساوات ىولدر ويونغ ...( )

وجود ودراسة نتائج عدـ القيمة الحرجة تضمف التذكير بتعريؼ أما الفصؿ الثاني: 
 يجتا و عادية باستعماؿ مفيوـ الأس الحرج لفالتفاضمية المعادلات لمحموؿ 

براز طريقة  كسريةالرتب الذات تفاضمية المعادلات لمتقديـ نتائج عدـ وجود حموؿ  وا 
 .  مفيوـ الأس الحرج واستعماؿ الاختباريةالدواؿ 

مف نوع  وجود حموؿ لمسألة كوشيالنتائج العامة لعدـ  إبراز :لثالثالفصؿ ا
hyperbolique)  )مفيوـ الأس الحرج ووضع مقارنة بيف الدراسات وكيفية  باستخداـ

 . الحرجواستعماؿ مفيوـ الأس  الاختباريةمعالجة المسائؿ بطريقة الدواؿ 



 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 
 2 

 

 :بعض النتائج حول التحميل الدالي  1

 [16] :   تعاريف وخصائص فضاء .1.1

:   1تعريف

𝟏حيث  𝒑𝝐ℝلتكف < 𝒑 <  :نجد ∞

 
 حيث

‖ ‖   ‖ ‖  6∫|  𝑥 |   

 

7

 
 

 

 .نظيـ  ‖ ‖مع 
 :2تعريف

 لدينا :

| | و  قابمة   لمقياس  و   ثابت        ,          -   

      ,    ℝ    و  قابمة  لمقياس | | 𝜖     - 

‖ ‖   ‖ ‖   𝑛 { |  𝑥 |          𝑝 𝑝  } 



 
 3 

 

 نظيـ .  ‖ ‖حيث 
 :1ملاحظة 

𝑝    لدينا    اٍلى المرافؽ   𝑝  نشير بواسطة  ∞ 

 
 

 

  
   

 ]17)[   (     تراجحةم .1 خاصية

> 𝑝و  𝑝  حقيقيف موجبيف و  a,bليكف   إذف  ∞

   
 

𝑝
   

 

𝑝 
    

𝛜اجةمتر .2 خاصية          ) ) 

> 𝑝و  𝑝  حقيقيف موجبيف و  a,bليكف   𝜀مف أجؿ كؿ  ∞    

   𝜖      
   

 ]18[( Holder) تراجحةم . 3 خاصية

ℝمجموعة مفتوحات في Ωليكف 
 حيث :   

   𝑔𝜖     حيث       < 𝑝 <          𝜖      𝑔𝜖  و ∞

∫| 𝑔|

 

 ‖ ‖ 
 
  ‖𝑔‖  

   

 19](espace de sobolev)  ] فضاء سوبولف .21

 ـ لموصوؿ لتعاريؼ والنتائج الواردة أدناه .1998سنة أرو و كازيناؼ يرجع الفضؿ إلى 

ℝمجموعة مفتوحات في Ωنعتبر 
)قيمة حقيقية أو قيمة مركبة (    فضاء مف      𝒟و  

𝒟 و soupport Ω) (و الدواؿ تنتمي الى 
 
  Ωعات عمى يفضاء التوز     

 A  توزيع𝑇𝜖 𝒟
 
>         إلى ينتمي      𝑝 < دالة تنتمي إلى ت إذا وجد    ∞

 𝜖      : فإف 

 
〈𝑇 𝜙〉  ∫   𝑥 𝜙 𝑥  𝑥

 

 



 
 4 

 

 معرفة جيدّا ووحيدة .   في ىذه الحالة     𝜙𝜖 𝒟 مف أجؿ كؿ

 نعرؼ كتالي :  [∞  ]𝑝𝜖و لدينا  𝑚𝜖ℕلدينا 

𝑤       2
 𝜖     𝐷  𝜖      ⁄    

| |    ℕ     مف أجؿ كؿ  𝑚
3 

 فضاء بناخ مزود بنظيـ :       𝑤حيث 
 .        𝜖𝑤 مف أجؿ كؿ 
   𝑤نشير بواسطة  ،  m,pمف أجؿ كؿ

.        𝑤في     𝐷إلى مغمؽ     
𝑝كاف  إذا  ، مجموعة واحدة  
  𝑤   

     𝐻 
    ، 𝑤   

     𝐻    . 
 ـ كتالي :يبنظ     𝐻مع إرفاؽ 

 

 

 

 لجداء السممي التالى :افضاء ىمبيرتي مزود ب     𝐻حيث 

〈𝑢 𝑣〉   ∑ ∫ 𝐷 𝑢  𝐷 𝑣  𝑥 

 | | 𝑚

 

 :  بحيث      محدودة فإنو يوجد ثابت  Ω إذا كانت 

‖𝑢‖       ‖ 𝑢‖   

 𝑢𝜖𝐻مف أجؿ كؿ
 تعرؼ) بمساوات بوانكاري (.       

 يكوف التعريؼ دقيقا مع عبارة الجداء السممى التالية :

〈𝑢 𝑣 〉  ∫  𝑢 𝑣  𝑥 

 

 

‖ ‖𝑤    ∑ ‖𝐷  ‖

| |  

𝑙  

‖ ‖   ( ∑ ‖𝐷 𝑢‖  
 

| |  

)

 
 ⁄
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 𝐻ـ عمى الفضاء المغمؽينظ    ‖ ‖ مع تحديد
     . 

 [20] : مفهىو دانت الإختبار 1.3

 النحونبدأ بتعريؼ دواؿ الإختبار عمى  .التوزيعات عبارة عف دواؿ خطية في فضاء دواؿ الإختبار
 التالي: 

 : 3تعريف 

𝜑 نسمى دالة الإختبار أو دالة الأساس       𝐶   . 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 𝜑   المجموعةىو: 

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜑  {𝑥𝜖  𝜑 ≠  } 

 : خىاص عامت

 .   ℝ 𝐶   شعاعي جزئيلدواؿ الإختبار ىي فضاء  Dالمجموعة  (1
∘ فإف   ℝ 𝐶   دالة معرفة عمى  و ℝ   ℝدالة إختبار عمى  𝜑إذا كانت  (2 𝜑  دالة

 أساس .
  𝜓 و 𝜉حيث    φ 𝑥  𝜓 𝑥  𝑥𝜉 𝑥جميع دواؿ الإختبار عمى النحوى التالي : تابةيمكف ك

 دواؿ إختبارػ

 لاحظ فقط أف : 

 𝜑 𝑥  
          

 
 

          

 
 

          

 
 𝑥

         

  
  

 أو
          

  
 

 

  
∫ 𝜑

 
 𝑡  𝑡

  

  
 

 

 
∫ 𝜑

 
 𝑥𝑢  𝑢  𝜑 𝑥  

  

  
  

 [21] : ييوفور  لتحوي  1.4 

 يوتحويلات فوري: 

ℱ{  𝑡  𝑤}  ∫ 𝑒    

  

  

  𝑡  𝑡 

 العكسي يوتحويؿ لفوري : 
ℱ

  
   𝑡  

 

  
∫   𝑤 𝑒     

  
 𝑤  
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 يو للإلتفاؼتحويلات فوري: 

  𝑡 ∗ 𝑔 𝑡  ∫   𝑡  𝜏 𝑔 𝜏  𝜏

  

  

 

 تساوي حاصؿ ضرب تحويؿ (∞  ∞ )المعرفتاف عمى   𝑔 𝑡 و 𝑡  أجؿ الدالتيف مف 
  :فورييو

ℱ{  𝑡 ∗ 𝑔 𝑡  𝑤}    𝑤 𝐺 𝑤  

 . 𝐺 𝑤 و  𝑤   مع فرض وجود

 مف الرتبة لممشتؽ يومشتؽ تحويؿ فوري n ؿh(t): 
ℱ{   𝑡  𝑤}    𝑤    𝑤  

 [22] تحىيلاث لابلاس  1.5

عبارة عف تحويؿ رياضي خطي يتـ فيو تحويؿ الدالة الزمنية إلى دالة مركبة في متغير  ىو
كما يمكف بو تحويؿ المعادلات التفاضمية إلى معادلات رياضية ، مركب يسمى متغير لابلاس 

 يمكف تبسيطيا واختصارىا والتعامؿ معيا بسيولة ويسر.

 ويمكف كتابة تحويؿ لابلاس كما يمي :  

𝐹 𝑠   (  𝑡 )  ∫   𝑡 𝑒    𝑡

  

 

 

 خصائص والتعاريف البعض . 6.1

 [23](:مؤثر لابلاس انكسري) 4تعريف 

𝑠مع        ىو العامؿ الأساسي الذى يساىـ في ىذه المسائؿ ويسمى كسور       
  .لابلاسياف

  |𝜉|عامؿ تفاضؿ لمرمز  اعتبارهيمكف 

 :  5تعريف

𝑠لدينا  𝑠      ونعرؼ المؤثر            ℝ     
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     𝑢 𝑥    𝑛 𝑠    
    

∫
𝑢 𝑥  𝑢 𝑦 

|𝑥  𝑦|    

ℝ       ⁄

 𝑦                  𝑥  ℝ  

𝑥ىي كرة مركزىا   𝐵 𝑥 𝜖 حيث  ℝ   وقطرىا𝜖 و 𝐶 𝑛 𝑠  ىو ثابت التطبيؽ الموجب 

𝐶 𝑛 𝑠  4 ∫
  cos  𝜉  

|𝜉|    
 𝜉

ℝ 

5

  

 

ξ مع   𝜉 ξ   ℝ      المؤثر المعرؼ سابقا ىو مؤثر لابلاسياف  الكسري 

 [24] : حساب التفاضل والتكامل الكسري  2

علاقة بيف المتغير التابع والمتغير المستقؿ تدخؿ ىي  المعادلة التفاضمية العادية :1.2 
يمكف أف تصنؼ إلى  ةوالجزئيفييا المشتقات أو التفاضلات، كؿ المعادلات التفاضمية العادية 

ىي المعادلات التفاضمية في المتغير  خطية وغير خطية حيث أف المعادلات التفاضمية الخطية
 التابع ومشتقاتو جميعا، وتكوف المعادلة التفاضمية بشرطيف :

 إذا كانت معاملات المتغير التابع والمشتقات فييا دواؿ في المتغير المستقؿ فقط ثوابت  (1
 لأسس، أي كميا مف الدرجة الأولى.االتابع والمشتقات غير مرفوعة إذا كاف المتغير  (2

 .ذلؾوتكوف غير خطية في ما عدا 
 : ىو nخطية مف الرتبة ال تفاضميةالممعادلة لالشكؿ العاـ 

𝑝  𝑥 𝑦
    𝑝    𝑥 𝑦

        𝑝  𝑥 𝑦
  𝑝  𝑥 𝑦    𝑥  

 وجميع المشتقات مرفوعة للأس واحد حواصؿ ضرب مشتركة بيف أي منيا. 𝑦حيث 

 .  𝑥  دالة مخطية أـ غير خطية وكذلؾ بالنسبة ل 𝑥ىي دواؿ في   𝑝  𝑥والمعاملات 

 [25] : انمعادلاث انتفاضهيت انكسريت 2.2 

صحيحة حيث أف ىي تعميـ لممعادلات التفاضمية العادية ذات رتب : المعادلات التفاضمية الكسرية
 الصورة العامة لممعادلة التفاضمية الكسرية متعددة الترتيب تعرؼ بشكؿ التالى :

𝒟
 
 𝑥  ∑  𝒟

  𝑦 𝑥      𝑦 𝑥  𝑔 𝑥 

 

   

 

  الابتدائيةمع الشروط 
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𝑦                …𝑛    

 حيث
 
 𝑗    …  𝑘 𝑛ىي معاملات ثابتة حقيقية و أيضا        <   𝑛   و

 < 𝛽 < 𝛽 <  < 𝛽 < 𝒟و   
تدؿ عمى المشتقات الكسرية لريماف ليوفيؿ مف الرتبة   

α  

 [26] : الحل الخاص و  الحل العام 3.2

وبالتابع  الاختياريةمف الثوابت n ىو حؿ يحتوي عمى nالحؿ العاـ لمعادلة تفاضمية مف الرتبة 
 . يحقؽ المعادلة التفاضمية

وقد  اختياريةحؿ يحقؽ المعادلات التفاضمية لا يشتمؿ عمى  أي ثوابت  أيأما الحؿ الخاص ىو 
 .محددة في الحؿ العاـ بقيـ الاختياريةنحصؿ عميو أحيانا بالتعويض عف الثابت 

 :الخاصة  الدوال4.2  
 هذه فً علٌها نعتمد التً الخاصة للدوال الأساسٌة المفاهٌم بعض إلى الجزء هذا فً نتطرق

 وهً   الكسري الحساب فً هاما دورا تلعب المذكرة

 [27] غاما:الدالة  1.4.2
رياضية ولكف أشيرىا  بإجراءاتمف شكؿ إلى أخر منيا  الانتقاؿالدالة غاما ليا عدة أشكاؿ يمكف 

 : وىيأولر(  (صيغة

 
 

Γ 𝑛     
   

∫ 𝑥    𝑒    𝑥 𝑛       𝑥  ℝ
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 لدينا : [28] غاماالدالة خواص 1.1.4.2

 خاصٌة التتابع  (1

   Γ 𝑥     𝑥  𝑥            𝑥     

            عددا صحٌحا موجبا فإن:  𝑛خاصٌة التسلسل :إذا كان  (2

Γ 𝑛     𝑛  
 خاصٌة التكرار   (3

Γ 𝑛  (𝑛  
 

 
)        √    𝑛  

4)   

 (𝑛  
 

 
)  

     …  𝑛    

  √  

5)  

 ( 𝑛  
 

 
)  

       √ 

     …      
         𝑛        …    

 

6)  

 عدداصحٌحا نسبٌا 𝑛إذا كان   Γ 𝑛ملاحظة  : لا ٌمكن إٌجاد 

Γ       (
 

 
)  √  

 

  𝑛   𝑛     
 

s   𝑛  
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 [29] : بيتا اندانت ا 4.2 .2 

 :كتالً  تعرف الدالة بٌتا

 

  

𝛽      ∫𝑥   𝑥   𝑥

 

 

 ∫𝑥    𝑥  𝑥   𝑥

 

 

 ∫ 𝑥   𝑥  𝑥   𝑥  
𝑥 

 
 

 𝑥 

 
 

𝑥 

 
| 
  

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

  
 

 متناظر أي: β دالةال :2  ملاحظة

β 𝑚 𝑛  𝛽 𝑛 𝑚  

 :بيتاالدالة و غاما الدالة  علاقة 4.2. 3

β 𝑚 𝑛  
  𝑚   𝑛 

  𝑚  𝑛 
 

 [30] :نفهىر -اندانت ميتاغ  4 4.2.

عمى         و        لفمور بعامؿ أو عامميف والمشار إلييا -الدالة ميتاغعرؼ ت
 التوالي .

 :6تعريف 
 التالي : النحويبمعامؿ واحد عمى       𝐸تاغ لفمور ييتـ تعريؼ دالة م

𝐸  𝑧  ∑
𝑧 

   𝑘    
   ،     

 

   

 

 

 

β 𝑚 𝑛  ∫𝑥      𝑥     𝑥       𝑚    𝑛   
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 عمى النحوى التالي :       𝐸 وسطيف وب

𝐸    𝑧  ∑
𝑧 

   𝑘  𝛽 
 𝑒     

 

   

   𝑒 𝛽    𝛽    

 :بعض انمشتقاث انكسريت  5.2

  [31] :-وفيلل–الكسري لريمان  الاشتقاق1.5.2 
 انكسري انيميني : الاشتقاق

𝒟
 

 

 

 
  𝑡  

 

  𝑛    
( 

 

 𝑡
)
 

∫ 𝜏  𝑡        𝜏  𝜏      𝑡    

 

 

 

  الإشتقاق الكسري اليساري :

𝒟
 

 

 

 
  𝑡  

 

  𝑛    
(
 

 𝑡
)
 

∫ 𝜏  𝑡        𝜏  𝜏      𝑡    

 

 

 

 لكابوتو : الكسري الاشتقاق 5.2 .2

32

 ٌعرف المشتق الكسري بمفهوم كابوتو كتالً :

𝒟
 
  𝑥 

{
 
 

 
  

  𝑛    
∫

 𝑛 𝑡 

 𝑥  𝑡     𝑛    𝑡       𝑛   <   < 𝑛

𝑥

 

(
 

 𝑥
)
𝑛

  𝑥                                         𝑛𝜖ℕ

 

 .   ىي أصغر عدد صحيح أكبر مف 𝑛ىي رتبة المشتؽ و    حيث : 

 لمشتق كابوتو لدٌنا : 

𝒟
 
𝐶        𝐶ثابت   

𝒟
 
𝑥  {

                    𝑗𝜖ℕ { } و  < [ ]

  𝑗    

  𝑗      
𝑥                   𝑗𝜖ℕ { }و   [ ]   و  𝑗  ℕو 𝑗  [ ]  

 

 : العلاقة التاليةأنو تطبيؽ خطي يحقؽ  خصائصوومف 
𝐷 (   𝑥   𝑔 𝑥 )   𝐷   𝑥   𝐷 𝑔 𝑥  
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 نتكامم ذي انرتب انكسريت ا 6.2

 [34، 33] التكامل ذي الرتبة الكسرية لريمان ليوفيل 
𝐼   𝑡  

 

    
∫  𝑥  𝑡      𝑡  𝑡           𝑥   

 

 
  

𝐼   𝑡    𝑥  

 مايمي :  𝐼مف خواص المؤثر  :خاصية 

𝐼 𝑥  
      

        
𝑥    

 [35] :ملاحظة 

 و   𝑡  التكامؿ الكسري لريماف ليوفيؿ يمكف كتابتو عمي شكؿ جداء التونسوري 

 𝑔  𝑡  
    

    
 

 𝐼 
    𝑡  

 

    
∫ 𝑡  𝜏      𝜏  𝜏  𝑔  𝑡   𝑡 

 

 

 

 : اليميني  ريمان ليوفيللالتكامل ذي الرتب الكسرية 

 𝑡      𝒟 
 

 
    𝑡  

 

    
∫ 𝑡  𝜏    

 

 

  𝜏  𝜏 

 : ساريريمان ليوفيل اليلالتكامل ذي الرتب الكسرية 

 𝑡      𝒟 
 

 
  

  𝑡  
 

  𝛽 
∫ 𝑡  𝜏    

 

 

  𝜏  𝜏 
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 القيمة الحرجة والمعادلات التفاضمية الكلاسكية

 : جزة فييا نلمحة عن الأسس الحرجة وأىم الأعمال الم 1

 : تعريف النقطة الحرجة 1.1 

المشتقة عمى اليميف لاتساوي المشتقة )أي  ىي النقطة التي تكوف عندىا الدالة غير قابمة للإشتقاؽ 
 ( أو المشتقة عندىا تساوي صفر.اليسارعمى 

في حالة المعادلات  ول فييا اثبات عدم وجود الحمتم  بعض الأعمال التي 2 .1
 التفاضمية  الكلاسكية باستخدام الأسس الحرجة:

حالة معادلة  في  1966 سنة  "فوجيتا" حيث تناوليا ،العديد مف الدراسة حوؿ النقطة الحرجة تتم
 سألة :مل تووذلؾ بدراستفاضمية كلاسكية 

2
𝑢   𝑢  𝑢                                  𝑥  ℝ  𝑡   

𝑢 𝑥     𝑢  𝑥                    𝑥  ℝ             
        …       

 مستمرة موجبة محدودة𝑢 (x)  و  p >1و  n ≥1 حيث أف :
> ذا كاف إ ،بي حؿ عاـ غير سالألاتقبؿ      وتـ إثبات أف المسألة  𝑝 < 𝑝    

 

 
   

𝑝بينما إذا كاف   𝑝  تنفجر ة وحموؿنو توجد حموؿ عامإف، 𝑝   فوجيتا"أسالحرج )فوجيتا""رقـ"  
 .(الحرج

    𝑝لما  :فأ "ويساور"و ىاي كاوا""مف كلا أثبتكما   
 

 
دت ىذه أحالة التفجير، وقد  

دراسة مماثمة لمعادلة التطور خطية وقامت الغير   PDEsلى اكتشاؼ ظاىرة جديدة ؿإ ةالدراس
 .غير الخطي
𝑝  𝑚      التالية لمسألة كوشي التالية يعطى بالقيمة "فوجيتا"لالأس الحرج   

 

 
 

                       
{

𝑢   𝑢  𝑢                      𝑥  ℝ 

𝑢 𝑥     𝑢                       𝑥  ℝ             
              …       

 
𝑝ذا كاف إ 𝑚    أو     

   

 
 [36]محدودة دالة مستمرة موجبة  𝑢 (x) و  

> ذا كاف إ ينفجر        ؿ  𝑢 𝑥 𝑡  الحؿتـ إثبات بأف  𝑝 < 𝑝   بينما الحموؿ العامة وغير
𝑝ذا كاف العامة الموجبة موجودة إ  𝑝    عندما تكوف𝑝  𝑚  

 

 
 مف: ثبت كلاأ ،

 .[37] نتييمزمف نفجر في ت       وؿف حمأ "سوزكي"و"موكاي" ،"كيوشيسكي"
  ىلمحصوؿ عم |𝑥| بدالة موجبة         غير الخطي في ثابتالمعامؿ الاستبدؿ  "كي"[38]
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𝑝  𝑚   "فوجيتا" ؿالحرج وأنشاء الأس   
   

 
𝑚 مف أجؿ :  

     

 
 

  (1.4)تـ تمديدىا لمحصوؿ عمى                     مف أجؿ"فوجيتا" بعض نتائج 
      |𝑥| 𝑢   𝑢  |𝑥| 𝑢  𝑥  ℝ  𝑡       …       

𝑞  𝑘 >  و     𝑚  𝑛 < 𝑞𝑚  𝑞    مع          
: يعطى باقيمة (1.4)ؿ  "فوجيتا"والأس الحرج ؿ   

  𝑞  𝑘  
  𝑛

  𝑚
   

 نسمط الضوء عمى دراسة الحؿ الموجب لمسألة كوشي ذات المعادلة سريعة الإنتشار   

    {
 |𝑥 |    𝑣  | |    𝑢  |𝑥|    𝑥𝜖ℝ  𝑡   

  𝑥       𝑥   ℝ
       …       

>  حيث   𝑚  𝑛 <  𝑚    𝑞     ، 𝑞    ،     

     
< 𝑝 <    𝑥   و  

 تظير في نماذج مختمفة في       المعادلة   وغير تافوغير سمبي حؿ 
non-Newtonian fluids 

 
 

 

{
𝑢   𝑢  |𝑥| 𝑢                          𝑥  ℝ 

𝑢 𝑥     𝑢                               𝑥  ℝ             
            …         
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 [39] :"فوجيتا" لالأس الحرج 3.1 

 :1نظرية 

>  : كاف إذا 𝑝 <     
   

   
 

 نتييمزمف في  تنفجر (1.5)سمبي  وغيرتافو فإف: أي حؿ غير 

   :البرىان

  :دالة الإختبار لتكف

∅ 𝑥  {

                                                  |𝑥|   

   cos  
 

 
    |𝑥|              < |𝑥|  <                       

                                          |𝑥|                              

 

  𝑙 𝜙و  
 
 𝑥  𝜙 (

 

 
 متناظرة والدالة الغير متزايدة والتى تحقؽ  (

| 𝜙 |  
 

𝑙
  | 𝜙

 
|  

 

𝑙 
  
| 𝜙

 
|

𝜙
 

 
 

𝑙 
 𝑙 < |𝑥| <  𝑙 

 .  𝑙ثابت موجب يختمؼ عف   

 نجد     ℝونكامؿ في  ∅في (1.5)ضرب ب

{
  
 

  
 
     

 

 𝑡
∫|𝑥| 𝑢∅ 

ℝ 

  𝑥  ∫     | 𝑢|    𝑢 ∅  𝑥

ℝ 

 ∫|𝑥| 𝑢 ∅ 

ℝ 

  𝑥              

    𝑛  ∫ |𝑢 |   
  

 

 |∅  |𝑟 
     𝑟  ∫|𝑥| 𝑢 ∅ 

ℝ 

  𝑥 

…       

 نجد   Holderمتراجحة  باستخداـ   ℝالكرة فيحجـ تدؿ عمى       
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{
  
 

  
 

∫|𝑢 |   |∅  |𝑟 
     𝑟

  

 

  .∫ |𝑢 |   
  

 

 |∅  |𝑟 
     𝑟/

   

  4∫|∅  |𝑟
   

  

 

 𝑟 5

       …         

  ℝ  كرة  في β حيث  β   في
𝜕∅ 

𝜕𝑣
  في  𝛽�� و  

𝜕∅ 

𝜕𝑣
   نلا حظ أف     

عمى حدود   موجو الشعاع   β  و  β   وكؿ مف     𝑣  نصؼ القطر و  𝑙   مع

متناظرة شعاعياغير متزايدة تعطي الاحداثية القطبية كتالي :  𝑢 ،∅  

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   ∫ |𝑢 |

  

 

 |∅  |𝑟 
     𝑟   

 

  𝑛 
 ∫  𝑢  ∅ 

   
  

  𝑥 

 
 
 

 
 

    
 | ∫ 𝑢

   

 𝑣
 s

    

 ∫  𝑢     𝑥

      

|

 

  
 

    
 
|

|
∫ 𝑢

   

 𝑣
 s

 (   
  

)

 ∫  𝑢      𝑥

   
  

|

|

  
 

  𝑛 
 |
| ∫ 𝑢   ∅  𝑥

   
  

|
|  

 
 

  𝑛 
∫ 𝑢  | ∅ |  𝑥

   
     

         …       
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 :نتحصؿ عمى Holderمتراحجة  وباستخداـ

{
 
 

 
 ∫ 𝑢 | ∅ |  𝑥   

  

 (∫ |𝑥| 𝑢 ∅  𝑥   
  

 )

 

 

(∫ (|𝑥|  | ∅ |
 ∅ 

  )
 

    𝑥
   
  

 )

   

 

             …        

  

 بالحساب المباشر نجد 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

4∫|∅ 
 |

  

 

𝑟     𝑟  5

   

 𝐶𝑙            

(

 
 

∫(|𝑥|  | ∅ |
 ∅ 

  )
 

    𝑥

   
  

 

)

 
 

   
 

 𝐶𝑙
           

 

…      

  نجد  (5.2)في (2.2) بتعويض

{
 
 

 
 

∫|𝑢 |   |∅ 
 |𝑟

   

  

 

  

  𝑙
           

                    
 

 (∫ | | 
ℝ        )  

   
                               

…      

  : ينتج

𝜔
 
 𝑡  ∫|𝑥| 𝑢𝜙  𝑥                        𝑡   

ℝ 

 

 نجد       في  (    )بتعويض 

{
 

    

  
 (∫ |𝑥| 𝑢 𝜙  𝑥ℝ )

   

 
4
   

           
                    

 
    

 (∫ |𝑥| 
ℝ  𝑢 𝜙  𝑥)  

     

  
5   

…        

𝑞𝑚   مع Holder تراجحة بتطبيؽ م  𝑛    𝑞   نجد   
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∫|𝑥| 𝑢𝜙  𝑥  4 ∫|𝑥|
    
   𝜙  𝑥

ℝ 

5 
   
   4 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙  𝑥

ℝ 

5 
 
   

ℝ 

 𝐶𝑙
      

   
 

       
4 ∫|𝑥| 

ℝ 

 𝑢 𝜙  𝑥5  
 
   

 نجدومنو 

8 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙  𝑥   𝑤 
 
𝑙          

ℝ 

…      

 نجد       و       مف

2
 𝑤 

 𝑡
 𝑙

                 
 𝑤 

   
. 𝐶 𝑙

           
[           ]     

 

 𝐶 𝑤 
     

𝑙
                   

 /                …       

𝑝في ظؿ الفرض:  < 𝑝    
   

   
 نجد: 

        𝑝  
[  𝑞     𝑛   𝑞] 𝑝    

𝑞

<
  𝑞  𝑞𝑚    𝑛  𝑞  𝑝    

𝑞
 

𝑞 منتيي زمف ينفجر في u ف الحؿأخيرة نجد مف العلاقة الأ     · 

 :2نظريت 

𝑞  ذاكاف: إ  𝑝    
   

   
  

زمف  في ينفجر𝑢 الإبتدائية مع الشروط       : حؿ المسئمة فإف 
   .منتيي

 :برىان

𝑙 أخذ  يكفي ضروري   𝑢كاف  ذاإ       تحقؽ 𝑢  1يةمف برىاف النظر     
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𝐶 𝑙
           

[           ]     
 

 
 

 
𝐶 𝑤 

     
   𝑙

                   
  

        لدينا مف العلاقة
 𝑤  𝑡  𝑤    𝑡     

 𝑤 

 𝑡
 𝑙

                 
 𝑤 

   
.
 

 
𝐶 𝑤 

     
𝑙
                   

 /   𝑤 
 
 𝑡    

 . زمف منتيي ينفجر في  𝑢يحقؽ أف      مف أجؿ

 :3نظرية
𝑞  كاف ذاإ  𝑝    

   

   
  

 .الإبتدائية تقبؿ حؿ عاـ مع بعض الشروط      لة أف: المسإف
 :برىان 

 تحقؽ باستعماؿ الدالة المساعدة يتـ ال

   𝑢 𝑥 𝑡   𝑡        𝜉  𝜉  |𝑥| 𝑡               …         
  :معرفة سابقا  𝜉  حيث 

  
𝑝  𝑛

𝑚 𝑞  𝑝     𝑛 𝑝     𝑝 𝑝    
  𝛽  

𝑞  𝑝   

𝑝  𝑛
  

 حيث لدينا          

        𝑢   𝑡               𝜉  𝛽   𝜉   
| 𝑢|    𝑢   𝑡  𝜏            |  |      𝜉  |𝑥| 

  𝑣 ( 𝑢
   

 𝑢)   𝑡              ( |  |        𝜉  
   

𝜉
|  |      𝜉 )   

 𝑢 𝑥 𝑡  بعض الشروط عمى مع       لة أىو حؿ جيد لممس𝑢   
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 تحقؽ:   𝜉  الدالة  حيث

 

{
 
 

 
  |  |        𝜉  

   

 
|  |      𝜉  𝛽𝜉      𝜉   𝜉   𝜉  𝜉    𝜉   

   
𝜉                   

  
 

…        

…                               بأخذ                {  𝜉  (   𝜉
   

   )
 

   

    

 ثوابت يتـ إختيارىا      حيث 

 بعد الحساب نجد 

   𝜉   
𝑝  𝑚

  𝑝
 (   𝜉

   
   )

 
 

   
𝜉
   
                            

|  |      𝜉   (
𝑝  𝑚

  𝑝
)
   

    (   𝜉
   
   )

 
   
   

𝜉           

 |  |        𝜉  (
𝑝  𝑚

  𝑝
)

𝑝

 
 (   𝜉

𝑝 𝑚

𝑝  )
 

  

  𝑝

𝜉

𝑝 𝑚   
𝑝    𝑚    (

𝑝  𝑚

  𝑝
)

𝑝  

 
   (   𝜉

𝑝 𝑚

𝑝  )
  

𝑝  

  𝑝

𝜉
𝑚
   

 نجد        في   𝜉  وبتكامؿ بالنسبة إلى 

𝑝  𝑚

  𝑝
     𝜉

   
    

  
 

   𝜉
      

   [ 
𝑝  𝑚

  𝑝
         𝛽]

 (   𝜉
   
   )

  
   
   

𝜉 0     𝑚 (
𝑝  𝑚

  𝑝
)
   

    1

 𝜉     𝜀
   
    

       
      

 نجد

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑝  𝑚

  𝑝
 (   𝜉

   
   )

   
   

𝜉
   
   [ 

𝑝  𝑚

  𝑝
         𝛽]  

   

      0     𝑚 (
𝑝  𝑚

  𝑝
)
   

    1 

 

 𝜉       𝜉
   
    

            
     

…        



 
 22 
 

𝑞  نلاحظ أف:    𝑝    
   

   
βىذا يعني أف:    

 

   
 تحقؽ    نختار  

 

  𝑚
(
  𝑝

𝑝  𝑚
)
   

<     < 𝛽 (
  𝑝

𝑝  𝑚
)
   

 

 

𝜎                   ونعرؼ     𝑚 (
   

   
)
   

       

 

          مع أخذ

   
 

          
                     𝜎

  
          

[                     ]      

𝜉 مف أجؿ كؿ   نجد   

𝜉
   

    𝜉
   
    

 
          

    𝜎  
        نتحقؽ مف صحة المتباينة        في        ختيارإوىكذا مع 

𝑞الحالة   𝑞  ،  بواسطة  عرفةالم المتماثمة ذاتيامجموعة مف الحموؿ العامة نجد
 تدائيذا كانت الشرط الابإحؿ عاـ       ة ألطبقا لمبداء المقارنة حؿ المس       ،      
 . صغير بما يكفي

 :       الحالة الحرجة

𝑞لدراسة الحالة الحرجة   𝑞  لما        المسألة  لحؿ كبيرالسموؾ الزمني  ىعطي|𝑥|   . 

𝑡مف أجؿ كؿ       لة أالحؿ الموجب لممس خاصية:   𝜏 𝑇  
 {𝑢 𝑥 𝑡  𝜖 𝑡  𝜏       𝑟     |𝑥|        …       

 .وابت موجبةث  δ   ، حؿالزمف الأعظمي موجود مف أجؿ كؿ  𝑇حيث 

  
  𝑚

 𝑝       𝑚  𝑝   
، 𝑘  

𝑝  𝑚

𝑝   
 

  
𝑝   

  𝑝
، 𝑟  |𝑥| 𝑡  𝜏   ،𝛽  

 

 𝑝       𝑚  𝑝   
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 : 4نظرية 

 
 برىان:

 .      لة أىو الحؿ العاـ الغير تافو لممس  𝑢 𝑥 𝑡ف أفرض العكس ب

𝑝 يلاحظ بأف  :  𝑝    
   

   
    

        𝑝  
[  𝑞     𝑛   𝑞] 𝑝    

𝑞

 
  𝑞  𝑞𝑚    𝑛  𝑞  𝑝    

𝑞
 

  نجد       مف

 𝐶 𝑤 
     

  𝐶   𝑙 𝑡     …        

زمف تنفجر في  𝑢و 𝑤 ف أبات إث طيعتخرى نسأية جومف  𝑡و  𝑙باف طبتغير مر    𝐶و  𝐶حيث 
 :فأنلاحظ  ،منتيي

𝑙
         
→      ∞  ∫|𝑥| 𝑢  𝑥   

ℝ 

 

 نجد      مف

    ∫|𝑥| 𝑢  𝑥  𝐶  𝑡   

ℝ 

        …        

𝑙 مع           و       بالرجوع ؿ           نجد   
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 𝑡
∫|𝑥| 𝑢𝜙 

ℝ 

 𝑥    𝑙          

(

 
 

∫ 𝑢| ∅ |

   
  

 𝑥

)

 
 

   

 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙 

ℝ 

 𝑥 

  𝐶𝑙          

(

 
 

∫ 𝑢∅ |
 ∅ 

∅ 
|

   
  

 𝑥

)

 
 

   

 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙 

ℝ 

 𝑥 

  𝐶𝑙                 

(

 
 

∫ 𝑢∅ 

   
  

 𝑥

)

 
 

   

 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙 

ℝ 

 𝑥 

  𝐶𝑙                 

(

 
 

∫|𝑥| 

   
  

𝑢∅  𝑥

)

 
 

   

 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙 

ℝ 

 𝑥 

  𝐶𝑙                 

(

 
 

∫|𝑥| 

   
  

𝑢∅  𝑥

)

 
 

   

 ∫|𝑥| 𝑢 𝜙 

ℝ 

 𝑥 

𝑝لدينا  
  

   
𝑝    𝑝          :خذأوب      < 𝑙بأخذ و   في  ∞  
  نجد       ومف      

 

 𝑡
∫|𝑥| 𝑢  𝑥  

 

 
ℝ 

∫|𝑥| 𝑢  𝑥

ℝ 

 

∫  𝑤 𝑡 :بأخذ |𝑥| 𝑢  𝑥
ℝ  نتحصؿ عمى:  

     𝑤 𝑡  𝑤    
 

 
∫ ∫|𝑥| 𝑢  𝑥 𝑠  𝑥

ℝ 

 

 

 𝑠       …       

 ( نجد 1.3بتطبيؽ الخاصية )
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∫|𝑥| 𝑢  𝑥 𝑡  𝑥

ℝ 

 𝜖
 
 𝑡  𝜏   ∫ |𝑦|     |𝑦|     

| |        

 𝑦    𝑡  𝜏    

  نجد       مف
   

    
𝑤 𝑡   ∞ 

   
    

∫|𝑥| 𝑢  𝑥

ℝ 

  ∞ 

  .        وىذا تناقض مع
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 القيمة الحرجة والمعادلات التفاضمية الكسرية

نسترجع كيفية إيجاد الشروط الكافية والضرورية لوجدانية وعدـ وجدانية الحموؿ العامة الجزء ي ىذا ف
عدـ وجدانية الحموؿ نتائج لممعادلات التفاضمية الجزئية  ذات الرتب الكسرية، ونسمط الضوء عمى 

 : التالية (FDS)و (STFE) الكوشية ائؿالعامة لممس

 

{
𝐷 | 

 𝑢      
 

 ⁄   𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|   ̃     𝑥 𝑡   ℝ  ℝ     

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥                   𝑥  ℝ 
      …       

 نظاـ تفاعؿ الإنتشار (FDS)والنظاـ 

8
𝐷 | 

  𝑢  𝑢       
 

 ⁄  𝑢  |𝑣|           

𝐷 | 
  𝑣  𝑣       

 
 ⁄  𝑣  |𝑢|           

      …        

   𝑢 𝑥    𝑢  𝑥     𝑣 𝑥    𝑣  𝑥     𝑥𝜖ℝالشروط الإبتدائية :

  <     <  <     𝛽 �̃�,                      حيث        

 [40] :(prabolique) القطعية  كوشيالحمول لمسألة وجود عدم  .2

 : تعريف

𝑝بأخذ    �̃� 𝑢والدالة       𝑙   
      ،     ℝ     𝑇    الحؿ الخاص الضعيؼ

𝑢 ،      معرؼ عمى  (STFE)لممسألة   𝑙   
      

φ في دالة الإختبار      بضرب المسألة   𝐶   
  نجد والمكاممة بالتجزئة       

  ∫ 𝑢  𝑥 𝐷 | 
 φ 𝑥 𝑡  𝑥 𝑡

  
 ∫  |𝑢| 𝜑 𝑥 𝑡

  
 

∫ 𝑢      ⁄ 𝜑 𝑥 𝑡  ∫ 𝑢𝐷 | 
 𝜑 𝑥

  
 𝑡

  
                 …             

            
 φ  𝐶   

      φ 𝑥 𝑡نختار  , دالة اختبار        

 . عاـ والتكامؿ في التعريؼ أيضا متقارب الحؿإذف يكوف  ∞   

   𝐻 ط عمى شر النضع   (STFE) لممسألة  uوالأف مف أجؿ إيجاد الحؿ

𝐻    𝑥 𝑡  𝐶 |𝑥|
 𝑡        𝑥  ℝ  مف أجؿ  𝑡     𝐶    
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𝑡يعرفاف تقارب التكاملات وفي حالة     و 𝜎بفرض أف   𝑡       |𝑥| < قابمة          
وسنعرؼ بأنو لايوجد أي شرط موضوع   𝑡  من 𝑡ونصؼ قطرىا   𝑥 في  لمتكامؿ في كرة ذات القطر 

 .و يعم

 النتائج : 1.2

 :1النظرية 
𝑝و    ليكف     إذا كاف : محققة  𝐻  نفرض أف    

 < 𝑝  𝑝    
  𝛽  𝜎  𝛽 

   𝛽     
  

  . وة و تافيلاتقبؿ حؿ عاـ ضعيؼ غير سالب (STFE) لةأالمس فإف :
 :البرىان

موجود  𝑢الحؿ  حؿ ضعيؼ )أعظمي وليس معدوـ ( 𝑢يبرىف بالخمؼ أنو بفرض أف 
𝑢نتحصؿ عمى حؿ معدوـ  وبالحساب  ,وأعظمي إذف الشروط التى تـ اختيارىا أثبتت عدـ    
 . الوجدانية

∗𝑇مف أجؿ    ∗𝑇   موجود في  𝑢 حؿ عاـ غير سالب و غير تافو إذا كاف 𝑢بفرض     . 
>   بحيث    𝑇 ,   ℝ لدينا  𝑇 

 
 ⁄ < 𝑇∗  

,  φ 𝑧 نعرؼ دالة الإختبار
               𝑧   

                𝑧                   
φ     و    

  ∫ 𝑢 𝑥     
 

 ⁄ 𝜑 𝑥 𝑡  𝑥 𝑡              …      
  

 

𝑇بتعويض    𝑇   ⁄  نجد     في العلاقة    

  ∫ 𝑢  𝜑 
 

 ⁄     
 

 ⁄    𝜑 
  

 ⁄  𝑥 𝑡     …           
 

    ⁄
 

𝜖  تراجحة م الآف نطبؽ  Young: 

𝑥𝑦  𝜀𝑥    𝜀 𝑦   و  𝑝  𝑝  𝑝𝑝  𝑥     𝑦  نجد    
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∫ 𝑢  𝜑 ⏟  
 

    
 

 ⁄ 𝜑 𝑥 𝑡   𝜑 
  

 ⁄⏟                
  

    ⁄

 𝜀 ∫ 𝑢   𝜑 
 

 ⁄  𝑥 𝑡    𝜀 ∫ (    
 

 ⁄ 𝜑)
  

  𝜑 
   

 ⁄

 
    ⁄ 

    ⁄

 𝑥 𝑡    …     

 الطريقة مف أجؿ بنفس

∫ 𝑢 (𝐷
 |    ⁄
 𝜑) 𝑥 𝑡  ∫ 𝑢  𝜑 

 
 ⁄⏟      

 

(𝐷
 |    ⁄
 𝜑)   𝜑 

  
 ⁄

⏟              
 

 𝑥 𝑡
  

    ⁄
    

    ⁄   

 𝜀 ∫ |𝑢|  𝜑 𝑥 𝑡    𝜀 ∫ |𝐷
 |    ⁄
 𝜑|

  
  𝜑 

   
 ⁄  𝑥 𝑡

 
    ⁄ 

    ⁄

 

 ∫ 𝑢 (𝐷
 |    ⁄
 𝜑) 𝑥 𝑡              𝑢  𝑥         

    ⁄ 

 صغير جدا نجد الحصر بالشكؿ  εمف أجؿ 

    𝜀 ∫ |𝑢|  𝜑 𝑡

 
    ⁄

  𝜀 ∫ |𝐷
 |    ⁄
 𝜑|

  
  𝜑 

   
 ⁄  𝑥 𝑡

 
    ⁄

                 …       

εإذا كاف:   نجد   

∫  |𝑢| 𝜑 𝑡   𝜀

 
    ⁄

∫ 2|    
 

 ⁄ 𝜑|
  

 |𝐷
 |    ⁄
 𝜑|

  

3   𝜑  𝑥 𝑡      …      

 
    ⁄

 

 ف نقدـ الآ

φ  𝑥 𝑡   .
|𝑥|  𝑡 

  
/ 

𝜏  مع تحويؿ المتغير           𝑡    ⁄   𝑦  𝑥   

Ω  {
 𝑦 𝜏  ℝ ℝ |𝑦|  𝜏   <  

}    ،   𝑦 𝜏  𝜏  |𝑦|      
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نجد 
  ∫ |(    

 
 ⁄ 𝜑) |

  

  𝜑 
   

 ⁄  𝑦 𝜏  
 

    ⁄

      
       

 

 
 

  

 
   

  

 
 
∫ |    

 
 ⁄    |

  

   |𝑦|
 𝜏      

  
 ⁄  𝑦 𝜏      …         

 
 

∫ |𝐷
 |    ⁄
 𝜑|

  
  𝜑 

   
 ⁄  𝑦 𝜏

    ⁄

  
 
 
 
      

 
 
 
  

 
   

  
 

 
∫ |𝐷

 |    ⁄
 𝜑|

  
   |𝑦|

 𝜏 𝜑    
  

 ⁄  𝑦 𝜏      …      

 

 

 لدينا : لمتبسيطو 

1)   𝑥 𝑡    |𝑥|
 𝑡  

2) 𝜑 𝑥 𝑡   (
| |   

  ) 
3) 𝑦  

 

 
 𝑥  𝑦  

4) 𝜏  
 

   ⁄
 𝑡  𝜏   ⁄ 

5) Ω  { 𝑦 𝜏 𝜖ℝ ℝ  |𝑦|  𝜏 <  } 
6)   𝑦 𝜏  𝜏 |𝑦|  

7)   𝑥 𝑡    |𝑦 | *𝜏 
 

 ⁄ +
 

   𝑥 𝑡    |𝑦|
   *𝜏 

 
 ⁄ + 

   𝑥 𝑡    |𝑦|
 𝜏    

  
  

𝜑 𝑥 𝑡  ∅4
|𝑦  |  *𝜏 

 
 ⁄ +

  
5   .

|𝑦|    𝜏   

  
/   (|𝑦|  𝜏 )   (𝑢 𝑦 𝜏 )

     ∅ 𝑥 𝑡  

𝑥  ℝ  𝑥   𝑥  …  𝑥   𝑦𝜖ℝ  𝑦   𝑦  … 𝑦   
 𝑥    𝑦    𝑥     𝑦 

 𝑡   (𝜏 
 

 ⁄ )   𝑥   
 

 ⁄  𝜏 

ϕ
  

 
 ⁄
 { 𝑦  𝜏 

 
 ⁄  |𝑦|    𝜏   <   |𝑦|  𝜏 <   

 

  
 ϕ

  
 

 ⁄
 𝜏 

   (6.1)  في الحصر نجد  (𝑥 𝑡 ،𝜑 𝑥 𝑡 ، 𝑥، 𝑡  )إذا عوضنا العبارات
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(  
 

 ⁄ ϕمعرفة عمى (
  

 
 ⁄

. لكف نجد   
  

 
 ⁄

 .Ω معرفة عمى/  

 لدينا

𝜕 

𝜕𝑥
 

𝜕 

𝜕𝑦
  
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

𝜕
𝑥
 

𝜕𝑥
 

 

 
 

 
  

 𝑥
 

 

 

𝜕 

𝜕𝑦
 

𝜕  

𝜕𝑥 
 

𝜕

𝜕𝑥
 (
𝜕 

𝜕𝑥
)  

𝜕

𝜕𝑦
 (
𝜕𝑦

𝜕𝑥
)  (

 

 

𝜕 

𝜕𝑦
)  

 

  

𝜕 

𝜕𝑦 
 

   𝑥  
 

  
  𝑦  

 |  
 

 ⁄ |  |
 

  
  𝑦 |

 
 ⁄

      𝑦 
 

 ⁄ …      

𝑛   "كابوتو" لدينا مف علاقة    𝑝  𝑛 

  
𝑝
𝐷
   𝑡

  𝑡  
 

      

  

   
∫  𝑡  𝜏        𝜏  𝜏

 

 
 

 ولدينا 

 𝐷
 |  

 
 ⁄

 𝜑 𝑥 𝑡   
 

  𝑛    

 

 𝑡
∫  𝑡  𝑠   𝜑 𝑥 𝑠  𝑠

  
 

 ⁄

 

 

  
 

      

 

 𝑡
∫  𝑡  𝑠    .

|𝑥|  𝑠 

  
/ 𝑠

  
 

 ⁄

 

 

  
 

      

 

 𝑡
∫  𝑡  𝑠    (.

|𝑥|

  
/

 

 .
 

 
 

 ⁄
/

 

) 𝑠

  
 

 ⁄

 

 

 ولدينا 
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𝑡

 
 

 ⁄
 𝜏  

 

      

 

 𝜏 
 

 ⁄

∫(𝜏 
 

 ⁄  𝑠)
  

  𝑢  𝜏    𝑡   
 

 ⁄  𝜏

 

 

 

 
 

      

 

 𝜏
∫ 𝜏  𝑠     𝑢  𝜏    𝑡   

   
  𝜏

 

 

 

   إذف نجد 
  

 
  

∫  |𝑢| 𝜑  𝐶  

𝜙
𝑇 𝛽  ⁄

             

    𝑝     حيث
 

 
  𝜎  

  

 
 
  

 
  

 و

𝐶  𝐶 𝜀 ∫ .|    
 

 ⁄    |
  

 |𝐷 | 
    |

  

/  𝐶 |𝑦|
 𝜏     

   
 ⁄  𝑦 𝜏

 

 

> رنا تالأف إذا أخ 𝑝)يكوف    < 𝑝   نتحصؿ عمى       في العبارة   ∞  ( ولدينا 

∫  |𝑢|   

ℝ  ℝ 

                

𝑢وىذا يعني أف   تناقض .و الوصوؿ إلى منو     

γفي الحالة     (𝑝  𝑝  إذا كاف      ( نلاحظ )بسسب تقارب التكامؿ في ) 
    

𝐶  , 𝑥 𝑡  ℝ  ℝ    < |𝑥|  𝑡    - 

   
   

∫|𝑢|  𝜑 𝑥 𝑡              

𝐶 

 

𝜀متراجحة  بدلا مف استخداـ  Hodler تراجحة م ناستخدامإذا ا   𝑜𝑢𝑛𝑔  ،  ثـ بدلا مف
      الحصر
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∫ |𝑢|  𝜑 𝑥 𝑡   4∫|𝑢|  𝜑 𝑥 𝑡

𝐶 

5

 
 

⁄

          

𝜙
𝑇 𝛽  ⁄

 

 حيث

   

{
 

 

(∫ |𝐷 | 
    |

  

  
 𝐶 |𝑦|

 𝜏     
   

 ⁄  𝑦 𝜏)

 
  ⁄

 

4∫ |    

 
 ⁄

   |

  

 𝐶 |𝑦|
 𝜏     

   
 ⁄  𝑦 𝜏

  
5

 
  ⁄

}
 

 

 

 و
 
 { 𝑦 𝜏 𝜖ℝ  ℝ   < |𝑦|  𝑡   } ستعماؿ اب        

 نجد  ∞  بالمرور إلى النياية 

∫  |𝑢|   

ℝ  ℝ 

   

𝑢ؿ إلىو ىذا يؤ   وىكذا ينتيي البرىاف .     

 :1ملاحظة

γ الشرط 𝑝 تحقؽ :       
         

         
 يزودنا بالأس الحرج الذي يتطابؽ مع الاس 

𝜎في الحالة المعروؼ   وجتا"ف" 𝛽 و            

 :2 ملاحظة

 مثؿ  يمكف إجراء تحميؿ لممعادلات غير الخطية أكثر عمومية

𝐷 | 
  𝑢  𝑢       

 
 ⁄  |𝑢|   𝑢    𝑥    |𝑢|   𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|  

 أكثر عمومية .أكثر مع مسائؿ  يعمؿ 
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 ذو المعادلات التفاضمية الكسرية :  النظامحالة  2.2
 نوضح كيفية تنفيذ طريقة الإثبات المستخدمة في حالة نظاـ معادلات تفاعؿ الإنتشار

  (FDSر )معادلات تفاعل الإنتشا الحمول لنظام ودنتائج  عدم وج 1.2 .2
 ليكف نظاـ معادلات تفاعؿ الإنتشار :

8
𝒟

 | 

 
 𝑢  𝑢       

 
 ⁄  𝑢  |𝑣|           

𝒟
 | 

 
 𝑣  𝑣       

 
 ⁄  𝑣  |𝑢|           

            

 لشروط الإبتدائية :يخضع 

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥         𝑣 𝑥    𝑣  𝑥           𝑥𝜖ℝ       

>  حيث :    <  <     𝛽     

  |𝑢|و |𝑣| تؤحذ عمى قدر المساواة معنظاـ التفاعؿ لتبسيط مصطمحات 

 :3ملاحظة 

يحقيقاف   𝑔و     حيث   |𝑔 𝑥 𝑡 |𝑢و    |𝑥 𝑡 |𝑣   عبارات النظاـمف أجؿ  تحميمنا صالح
 الشروط التالية :

{
  𝑡 𝑥    𝑡

  |𝑥|          𝑔 𝑡 𝑥    𝑡
  |𝑥|         

𝑡    𝑥    𝑤    𝑤               
 

 لدينا :( FDSمف أجؿ النظاـ )

 :2النظرية 
𝑝 ليكف : 𝑞و        

  𝑚 𝑥 {

 
𝑞
  (  

 
𝑝𝑞)

 
 𝑞𝑝 

 
 
𝛽𝑞 

 

 
𝑝
   (  

 
𝑝𝑞)

 
𝛽𝑝𝑞 

 
 
 𝑝 

 } 

 ( مع الشروط الإبتدائية , لا يممؾ حموؿ عامة وحموؿ ضعيفة غير سمبية وتافية.FDSالنظاـ )

 :برىان

ε نفرض دالة الإختبار :
 
 𝑥 𝑡    (

   | |
   

  )   𝑗  حيث :     
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𝛽

 
⁄    δ      و 

 كتالي :  (FDS)الضعيؼ في النظاـعبارة الحؿ 

 بضرب دالة الإختبار والمكاممة بالتجزئة 

∫ 𝐷 | 
  𝑢  𝑢  𝜉  ∫    

 
 ⁄

      

𝑢𝜀  ∫|𝑣| 

   

𝜀  

𝑇وبأستعماؿ عبارة المكاممة بالتجزئة نجد   𝜏  

  ∫ 𝑢  𝐷 |  
 𝜀   𝑥 𝑡  ∫    

 
 ⁄

      

𝜀 𝑢 𝑥  𝑥 𝑡

 ∫|𝑣| 

   

𝜀  𝑥 𝑡  ∫ 𝑢 (𝐷  | 
 𝜀 ) 𝑥 𝑡   …         

   

 

∫ 𝑣 𝐷 |  
 

   

𝜀   ∫ 𝑣    
 

 ⁄ 𝜀 
   

 

 ∫ 𝜀 |𝑢|
 

   
 ∫ 𝑣  𝑥 (𝐷  |  

 𝜀 )   
               …           

 (2.2و) (2.1)  ي المعادلاتافف  Holder تراجحةمالأف نستعمؿ 

 نجد 

∫ 𝑢|𝐷 |  
 𝜀 |

   

 4 ∫|𝑢| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

 4 ∫|𝐷  | 
 𝜀 |

  

𝜀 
   

 ⁄

   

5

 
  ⁄

…      

 و
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∫ 𝑢 |(  
 

 ⁄ ) 𝜀 |

   

 4 ∫|𝑢| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

 4 ∫ |(  
 

 ⁄ ) 𝜀 |
  

𝜀 

   

 ⁄

   

5

 
  ⁄

 𝑥 …       

 نجد       في العبارة       نعوض

  نتيجة 

∫|𝑣| 𝜀  𝑥 𝑡

   

 [4 ∫|𝑢| 

 𝑇 

𝜀 5

 
 ⁄

]          …       

 حيث

     4∫ | 𝐷 |  
 𝜀 |

  

𝜀 

   

 ⁄

   
5

 
  ⁄

 4∫ |(  
 

 ⁄ ) 𝜀 |
  

𝜀 

   

 ⁄

   
5

 
  ⁄

 

 
 وبنفس الطريقة نجد 

∫|𝑢| 𝜀 
   

 4 ∫|𝑣| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

 𝐵       …       

 حيث 

𝐵   ∫|(𝐷  |  
 𝜀 ) 𝑥|

  

𝜉 

   

 ⁄

   ⏟                
 

 
 ⁄

 4 ∫ |(  
 

 ⁄ ) 𝜀 |
  

𝜀 

   

 ⁄

   

5

 
  ⁄

 

 ولدينا 
 

∫|𝑣| 𝜀  𝑥 𝑡

   

 [4 ∫|𝑢| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

]           
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∫|𝑢| 𝜀 
   

 [4 ∫|𝑣| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

]  𝐵        

 إذف 
 

∫|𝑣| 𝜀  𝑥 𝑡  

   

[4 ∫|𝑣| 

   

𝜀 5

 
 ⁄

 𝐵]

 
 ⁄

   

∫|𝑣| 𝜀  |𝑣|
 𝜀 

   
  ⁄  

   

𝐵
 

 ⁄     ∫ |𝑣| 𝜀  
   

  ⁄  𝐵
 

 ⁄          

   

 

 ولدينا 

∫ |𝑢| 𝜀  
   

  ⁄  𝑥 𝑡  

   

𝐵  
 

 ⁄  

  حيث الآف نقوـ استعماؿ تحويؿ المتغير

8
𝑡   𝜏  𝑥   

 
 ⁄ 𝑦            مف أجؿ 

𝑡   𝜏 𝑥   
 

 ⁄ 𝑦       𝐵  مف أجؿ
2   نجد 

 𝑡    𝜏

 𝑥   
 

 ⁄  𝑦  
 

𝜀
 
 𝑥 𝑡   .

𝑡  |𝑥|   

  
/     

𝛽
 ⁄  

 
                                 

 𝜀
 
 𝑥 𝑡   

(

 
 𝜏 𝑡  ( 

 
 ⁄ 𝑦)

  
 

  

)

 
 

  .
   𝜏  𝑦    

  
/

   𝜏   |𝑦|     
 ولدينا أيضا 

 𝜀
 
 𝑥 𝑡    𝜏   |𝑦|             

 
 ⁄  

 نجد
𝜕 

𝜕 
 

𝜕 

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

 

 
 

 ⁄

𝜕 

𝜕𝑦
 



 
 37 

 

𝜕  

𝜕𝑥 
 

𝜕

𝜕𝑥
.

 

 
 

 ⁄

𝜕 

𝜕𝑦
/  

𝜕  

𝜕𝑥 

 

 
  

 ⁄
 

   
 

 
  

 ⁄
 𝑦 

     
 

 ⁄  .
 

 
  

 ⁄
 𝑦/

 
 ⁄

    
 

 ⁄  

        
 

 ⁄  

6 ∫ |(  
 

 ⁄ ) 𝜀  𝑥 𝑡 |
  

 𝜀  𝑥 𝑡 
   

 ⁄

   

 𝑥 𝑡7

 
  ⁄

 

 6 ∫ |         
 

 ⁄ 𝜀  𝑦 𝜏 |
  

 𝜀  𝑦 𝜏 
   

 ⁄   
 

 ⁄  
 

   

 𝑦 𝜏7

 
  ⁄

…       

6 ∫ |(𝐷  |  
 𝜀  𝑥 𝑡 )|

 
 𝜀  𝑥 𝑡  

   
 ⁄  𝑥 𝑡

   

7

 
  

 6 ∫|(𝐷  | 
 𝜀  𝑥 𝑡 

  
)| 𝜀  𝑥 𝑡  

   
 ⁄   

 
 ⁄  

  𝑦 𝜏

   

7

 
  

…       

 نجد        و      مف 

∫|𝑢| 𝜀 
  

  ⁄   
   

 
   

  
 

   

   

[   
 

𝑝 
 
 

 
    ]

 
 ⁄

 

6∫ |(𝐷  |  
 𝜀 

   𝜀 
   

 ⁄ )  𝑦 𝜏|
   

7

 

  

 .∫ |(   𝑦 
 

 ⁄ ) 𝜀 |
  

𝜀 
   

 ⁄  𝑦 𝜏
   

/

 
  ⁄
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6∫ |(𝐷  | 
 𝜀  

  
 𝜀  

   
 ⁄  𝑦 𝜏)|

 

   
 ∫ |(   𝑦 

 
 ⁄ ) 𝜀 |

  

𝜀 
   

 ⁄  𝑦 𝜏
      

7

 

  

  

  

 ∫ |𝑣| 𝜀  
  

  ⁄  𝐶          
 

 ⁄   …             

   

 

8       بحيث                   
𝑙    

 

  
 
 

 
     

𝑙    
 

  
 
 

 
     

 

 4 ∫|𝑣| 𝜀 
   

5

  
 
  

 𝐶  
     

  
 
 
  …         

  𝑙 مف أجؿ 
  

 
   

  
 

𝑞 
(
 

𝛽
   )  

 

𝑞
 

 

𝑝 𝑞
(
 

 
   )    

 

   
 

𝑞
 

 

𝛽𝑞 
  

 

𝑝 𝑞
 

 

 𝑝 𝑞  
   

 

   (
 

 𝑝 𝑞  
 

 

𝛽𝑞 
)    

 

𝑞
 

 

𝑞 
 

 

𝑞𝑝 
 

    
  

 
𝑞
 (  

 
𝑞𝑝)

(
 

 𝑝 𝑞  
 

 
𝛽𝑞 )

          …        

   Holder تراجحة م لدينا حسب



 
 39 

 

{
 

 
 

 
 

 

𝑝 
  

 

𝑞
 

 

𝑞 
  

 

 

𝑞 
 

 

𝑝𝑞 
 

 

𝑞 
 

 

𝑞
(  

 

𝑝
)  

 

𝑞 
 

 

𝑞
 

 

𝑝𝑞
   

 

𝑝𝑞
 

 ومنو 

  
 

 

   
   

 

  
 

∫ نفس العمؿ بالنسبة لمعبارة   |𝑢| 𝜀  
  

 

  
   

 𝐵  
 

 ⁄ 

∫ |𝑢| 𝜀  
  

 
  

   

 𝐶               
 
     …           

       

{
 

 𝑙    
 

𝑝 
 
 

 
    

𝑙    
 

𝑞 
 
 

𝛽
    

 

 الحصر  (2.12) نجد مف

   

 
𝑝
   (  

 
𝑞𝑝

)

(
 

 𝑝 𝑞 𝛽
 

 
 𝑞 )

                     …        

 أنيا ميمة لمحصوؿ عمى تناقض لذلؾ يكفي أخذ                 و نلاحظ مف

  𝑚 𝑥 {

 
𝑞
  (  

 
𝑝𝑞

)

 
 𝑞𝑝 

 
 
𝛽𝑞 

 

 
𝑝
  (  

 
𝑝𝑞

)

 
𝛽𝑝𝑞 

 
 
 𝑝 

 } 

كما في الفرضيات السابؽ ذكرىا  وحالة معادلة   𝑔و  فيو   يمكف إثبات الحالة التي تكوف
  .1النظرية واحدة كما ىو في
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معادلات تفاضمية نسمط الضواء عمى دراسة تخص مسألة كوشي ذات  في ىذا الفصؿ 
 [41] : التالية (hyperbolique) قطع مكافئ  مف نوعخطية غير كسرية 

{
 
 

 
 𝐷 | 

    𝑢   𝐷 | 
  𝑢      

  
 ⁄ 𝑢    |𝑣|

  |  𝑣|  

𝐷 | 
    𝑣   𝐷 | 

  𝑣      
  

 ⁄ 𝑣    |𝑢|
  |  𝑢|  

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥   

𝑣 𝑥    𝑣  𝑥    𝑣  𝑥    𝑣  𝑥   

 

      𝑢  𝑥     : حيث
  ℝ    𝑢  𝑥       

  ℝ     𝑡 𝑥  ℝ  ℝ  
   <   <    < 𝛽 <     <   <    𝛽 <            ̅̅ ̅̅ 

 نتائج .الومقارنة الدراسات السابقة  مف حيث طريقة المعالجة و 

فضاء كؿ الدواؿ :        
        𝑡  𝑥  حيث 

𝑣 ℝ  ℝ  ℝ  

∫|𝑣|   𝑡 𝑥   𝑡  𝑥 <  ∞   𝑘  ℝ  ℝ 

 

 

> مف أجؿ   :1تعريف   <    < 𝛽 <  الحؿ الضعيؼ لممسألة    

2
𝐷 | 

    𝑢   𝐷 | 
 

𝑢      
 

 ⁄ 𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢| |  𝑢| 

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥 
 …       

𝑝 𝑞حيث          <  <     < 𝛽 <     <  <    𝛽 <     

𝑢  𝑥      
  ℝ   و 𝑢  𝑥      

  ℝ   

u  قابمة  لمتكامؿ المحمي حيث𝑢       
        𝑡 𝑥    وبضرب𝜑  دالة

 تجزئة نجد الوالمكاممة ب      في العبارة  الإختبار
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∫  𝐷 | 
   𝑢𝜑  𝑥 𝑡  ∫  𝐷 | 

 
𝑢

  

𝜑 𝑥 𝑡

  

 ∫
    

  
 ⁄ 𝑢𝜑 𝑥 𝑡  ∫   𝑥 𝑡 |𝑢|  

  

|  𝑢|  𝑥 𝑡

  

 

 نجد  "بوتو اك"  مف علاقة  

∫ 𝐷 | 
    𝑢  𝑢  𝜑 𝑥 𝑡  ∫  𝐷 | 

 
 𝑢

  

 𝑢  𝜑 𝑥 𝑡  ∫     
 

 ⁄ 𝑢𝜑 𝑥 𝑡

    

 ∫   𝑥 𝑡 |𝑢|  

  

|  𝑢| 𝜑 𝑥 𝑡 

 ولدينا 

6 ∫  𝐷 | 
   𝑢 𝜑 𝑥 𝑡  ∫  𝐷 | 

   𝑢𝜑 𝑥 𝑡

    

7 

 و بالمكاممة بالتجزئة نجد 

∫  𝑢𝐷 | 
   𝜑 𝑥 𝑡  ∫  𝑢 𝐷 | 

   𝜑 𝑥 𝑡  ∫ 𝑢

      

𝐷 | 
 

𝜑 𝑥 𝑡

 ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
 𝜑    𝑥  ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
   

𝜑    𝑥     

 ∫  𝑢 𝐷 | 
   

𝜑 𝑥 𝑡  ∫     
 

 ⁄ 𝑢𝜑 𝑥 𝑡

    

    ∫   𝑥 𝑡 |𝑢|  

  

|  𝑢| 𝜑 𝑥 𝑡           …                           
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 نجد       لدينا مف 

∫  𝐷 | 
   𝑢𝜑 𝑡 𝑥  ∫  𝐷 | 

 
𝑢 𝜑 𝑡 𝑥  ∫     

 
 ⁄ 𝜑 𝑡 𝑥

      

 ∫  𝜑|𝑢| |  𝑢| 

  

 𝑡 𝑥 

∫ 𝑢𝐷 | 
   𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫ 𝑢  𝐷 | 
   𝜑 𝑡 𝑥⏟          

 

 ∫  𝑢𝐷 | 
 

𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫  𝑢 𝐷 | 
 

𝜑 𝑡 𝑥⏟        
     

 ∫    
 

 ⁄ 𝑢𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫  𝜑|𝑢| |  𝑢| 

  

 𝑡 𝑥 

 بوضع         

                  2
𝑢  𝑢  𝑢  𝐷𝑢  𝑢  𝑥   𝑢 

𝑣   𝐷 | 
   𝜑   𝐷 | 

 𝜑  𝑣          
 

∫
𝑇
|
 
𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
 𝜑 𝑡 𝑥  𝑥  ∫ 𝑢 

  

 𝐷 | 
 𝜑 𝑡 𝑥  𝑥

  ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
 𝜑    𝑥  ∫ 𝑢 

  

 𝐷 | 
 𝜑    𝑡 𝑥             

(Y)           2بنفس الطريقة
𝑢  𝑢  𝑢  𝑢 

𝑣   𝐷 | 
 

𝜑  𝑣   𝐷 | 
   

𝜑
  

∫
𝑇
|
 
𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
   

𝜑 𝑡 𝑥  𝑥    ∫ 𝑢 

  

 𝐷 | 
   

𝜑 𝑡 𝑥  𝑡 𝑥    

,𝐷 | 
 𝜑 𝑡 𝑥   𝐷 | 

   
𝜑 𝑡 𝑥    
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  ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 | 
   

𝜑    𝑥  ∫ 𝑢 

  

 𝐷 | 
   

𝜑 𝑡 𝑥  𝑥 𝑡  

 :2تعريف 

> بفرض أف   α <    < β < 𝛽و    متكامؿ حيث لقابمة  uالدالة ،      

𝑢      
 

      𝑡 𝑥  و 

∫ 𝜑 |𝑢| |  𝑢| 

  

 𝑡 𝑥

 ∫ 𝑢𝐷 | 
   𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫ 𝑢 𝐷 | 
 𝜑 𝑡 𝑥  ∫ 𝑢 𝐷 | 

   𝜑    𝑡 𝑥

ℝ   

 ∫ 𝑢𝐷 | 
 

𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫ 𝑢 𝐷 | 
   

𝜑 𝑡 𝑥

  

 ∫ 𝑢 𝐷 | 
   

𝜑    𝑡 𝑥  ∫ 𝑢    
 

 ⁄ 𝜑 𝑡 𝑥

  ℝ 

 

𝜑 مف أجؿ    ، 𝜖𝜑  𝐶 
 محقؽ       

φ 𝑇 𝑥  𝐷 | 
 𝜑 𝑇 𝑥  𝐷 | 

   
𝜑 𝑇 𝑥     
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 [42كسرية: ]تفاضمية  نتائج عدم وجود حمول لمعادلاتبعض  3

 النتائج: 1.3

 : 1 يةنظر 
> الحالة لما:ندرس    < > و     𝛽 <  وبوضع   

 𝑢  𝑥   𝑢  𝑥      < 𝛽  < 𝑢 و  ≠  و   𝑥 𝑡   والدالة     
   (𝑡   𝑥  )      𝑡 𝑥   و     مع       

> إذا كاف : 𝑝    
    

       
تافو لا تقبؿ حؿ عاـ غير  (4.1)فإف المسألة  

 .بالنسبة لمزمف
 : البرىان

𝑡 بالخمؼ عمى وجود حؿ مف أجؿ كؿ يبرىف     u ϵ   𝑇∗  و(𝑇 و   )   ثابتيف
> موجبيف حيث  𝑇  < 𝑇∗  

) 𝑥 𝑡  𝜑  بار ب: تنعرؼ دالة الإخ 
    | | 

   )    

  | 𝑇   𝑥   𝐷   حيث: 
 𝜑 𝑇   𝑥     

 𝜖 𝐶    الدالة 
 حقؽ يغير سمبي و)موجب أو معدوـ (       

𝜑  𝑧  ,  
      𝑧   

       𝑧                      
      𝜑  و   

 الصيغة الضعيفة لحؿ المسألة مف الشكؿ : 1باالإعتماد عمى التعريؼ 

∫ 𝜑 |𝑢| 

    

|  𝑢|  𝑥 𝑡  ∫ 𝑢 

    

 𝐷 |   
 𝜑 𝑡 𝑥  ∫ 𝑢 

    

 𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥

 ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 |   
 𝜑    𝑥

 ∫ 𝑢

    

 𝐷 |   
   𝜑 𝑡 𝑥  ∫ 𝑢

    

 𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥  ∫     
 

 ⁄ 𝑢𝜑 𝑥 𝑡
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 | 𝐷 مف أجؿ 
 𝜑  | 𝐷 و   

 
𝜑    | 𝜑 𝑇   𝑥  𝐷و     

 𝜑 𝑇   𝑥     

 إذف نجد 

∫ 𝜑 |𝑢| 

    

|  𝑢|  𝑥 𝑡  ∫ 𝑢 

    

 𝐷 |   
 𝜑 𝑡 𝑥

⏟            
  

 ∫ 𝑢 

    

𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥

⏟            
  

 ∫ 𝑢 

ℝ 

 𝐷 |   
 𝜑    𝑥

⏟            
  

 ∫ 𝑢

    

 𝐷 |   
   𝜑 𝑡 𝑥

⏟            
 

 ∫ 𝑢

    

 𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥

⏟            
 

 ∫ 𝑢    
 

 ⁄ 𝜑 𝑡 𝑥

    ⏟            
 

 

𝜀متراجحة وبتطبيؽ    Yong [43]نجد  3و 2و1عمى 

1) ∫ 𝑢
    

 𝐷 |   
   𝜑 𝑡 𝑥  𝜀 ∫ 𝜑 |𝑢| 

  
|  𝑢|  𝐶  ∫ |  

  

𝑢|
  

   ⁄ (| 𝐷 |   
   𝜑|)

 
   ⁄

 𝜑  
  

   ⁄ 
2) ∫ 𝑢

    
 𝐷

 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥  𝜀 ∫ 𝜑 |𝑢| 
  

|  𝑢|  𝐶  ∫ |  
  

𝑢|
  

   ⁄ (|𝐷
 |   
 

𝜑|)
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄ 

3) ∫ 𝑢    
 

 ⁄ 𝜑 𝑥 𝑡
    

 𝜀 ∫ 𝜑 |𝑢| 
  

|  𝑢|  𝐶  ∫ |  
  

𝑢|
  

   ⁄  |   ⁄ 𝜑|
 

   ⁄  𝜑  
  

   ⁄   𝑡 𝑥 
𝑥𝑦  𝜀𝑥  𝐶 𝑦

 حيث         

∫ 𝑢

    

 𝐷 |   
   𝜑 𝑡 𝑥

 ∫  𝜑  
 

 ⁄

    

|  𝑢|
 

 ⁄  𝐷 |   
   𝜑   𝑢 

  
 ⁄   𝜑 

  
 ⁄  

     𝑠𝑢𝑝𝜑    𝑠𝑢𝑝   حيث  
 

 ⁄  إذف نجد بإختزاؿ طرؼ بطرؼ :   
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∫ 𝜑 |𝑢| 

    

|  𝑢|  𝑡 𝑥

 𝜀 ∫ 𝜑 |𝑢| 

  

|  𝑢|  𝜀 ∫  𝜑 |𝑢| |  𝑢| 

  

 𝐶  6 ∫|  𝑢|
  

   ⁄ | 𝐷 |   
   𝜑|

 
   ⁄

  

 𝜑  
  

   ⁄

 ∫|  𝑢|
  

   ⁄ | 𝐷
 |   
 

𝜑|
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄

  

  ∫|  𝑢|
  

   ⁄ |    
 

 ⁄ 𝜑|
 

   ⁄

  

 𝜑  
  

   ⁄  𝑥 𝑡7 

𝜀مف أجؿ  <
 

 
 نجد 

∫ 𝜑 |𝑢| 

    

|  𝑢|  𝑡 𝑥  𝐶           

   ∫|  𝑢|
  

   ⁄

  

( 𝐷 |   
   𝜑 )

 
   ⁄

 𝜑  
  

   ⁄  𝑥 𝑡  

   ∫|  𝑢|
  

   ⁄

  

( 𝐷
 |   
 

𝜑 )
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄  𝑥 𝑡 

   ∫|  𝑢|
  

   ⁄

  

|    
 

 ⁄ 𝜑|
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄  𝑥 𝑡 

 ومنو نجد أيضا 
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    ∫ 𝜑 |𝑢| 

    

|  𝑢|  𝑡 𝑥

  ∫ | 𝐷 |   
   𝜑|

 
   ⁄

 𝜑  
  

   ⁄  𝑥 𝑡

  

 ∫ (| 𝐷
 |   
 

𝜑|)
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄

  

 ∫ |    
 

 ⁄ 𝜑|
 

   ⁄
 𝜑  

  
   ⁄

  

 

C  ليكف تحويؿ المتغير التالى : ،موجبثابت 

{
 
 

 
 

𝑡    𝜏
𝑥    𝑦

  { 𝜏 𝑦  ℝ  ℝ  𝜏   |𝑦|   }

  𝜏 𝑦  𝜑(  𝜏   𝑦)  𝜑 𝑡 𝑥 
 

      

 

{
 
 

 
 

 𝑡 𝑥        𝑦 𝜏

 𝐷 |   
   𝜑           𝐷 | 

    

 𝐷
 |   
 

𝜑       𝐷 | 
 

 

   𝜑 
 

 ⁄           
 

 ⁄

 

       𝐷 |   
   𝜑  𝑡 𝑥 

 
  

        

 

 𝑥
∫  𝑡           𝜑   𝑥   

   

 

 
  

      

 

 𝑥
∫  𝑡          𝜑   𝑥   

   

 

 

 مع تحويؿ المتغير نجد 

8
𝑡    𝜏   𝑡     𝜏

    𝑠        𝑠
𝑥    𝑦
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     𝐷 |   
   𝜑  𝑡 𝑥  

  

     

 

   𝜏
∫   𝜏            𝜑(       )⏟        

      

    

 

 

 

  𝐷 | 
   𝜑  𝑡 𝑥           𝐷 | 

     𝜏 𝑦  

𝑛مف الشكؿ السابؽ نجد     <  < 𝑛 

 𝐷 | 
   𝑡  

     

  𝑛    

  

 𝑡 
∫ 𝜏  𝑡        𝜏  𝜏

 

 

 

       𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥  
     

    𝛽 

 

 𝑡
∫    𝑡   𝜑   𝑥   

   

 

 

> مع تحويؿ المتغير : 𝛽 <   

8
𝑡    𝜏

    𝑠        𝑠
𝑥    𝑦

 

 نحد 

𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥  
  

    𝛽 

 

   𝜏
∫   𝑠    𝜏   

 

 

  𝑠 𝑦    𝑠

 
  

    𝛽 

 

 𝜏
∫    

 

 

 𝑠  𝜏   𝑠 𝑦  𝑠 

      𝐷 | 
 

  𝜏 𝑦  …     

              |    𝜑 𝑡 𝑥 |
 

 ⁄      |   𝑦  |
 

 ⁄ …    

 ومنو نجد 
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∫  𝜑|𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡                       

    

 𝐶 6 
       

 
   

     
4∫    

  
   ⁄ | 𝐷 | 

    |
 

   ⁄

 

5 𝑦 𝜏

  
       (

 
   

)
4∫    

  
   ⁄ | 𝐷 | 

 
 |

 
   ⁄

 

5 𝑦 𝜏

   
   (

 
   

)    
4∫    

  
   ⁄ |   𝑦   |

 
 ⁄

 

5 𝑦 𝜏7

 ∫  𝜑|𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡  𝐶𝐵     

    

𝐵    

 مف أجؿ 

𝛽    
𝛽 𝑝

𝑝   
 

 

𝑝   
   

 𝛽    
𝛽 𝑝   

𝑝   
                 …     

 ولدينا 

𝑝    
𝛽   

  𝛽  𝛽 
 

 نجد      ومف

𝛽     
𝛽   

𝑝   
 

  𝑝     𝛽     𝛽 𝑝    
   𝛽  𝛽     𝛽      

 𝑝  
𝛽     

𝛽  𝛽   
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 𝑝    
𝛽   

  𝛽  𝛽 
 

 الحالة الأولى : 

 كاف :إذا 

𝑝    
𝛽   

  𝛽  𝛽 
 

 فإف : 

   
   

∫  |𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡   

    

 

𝑢وىذا يكافئ :        𝑡 𝑥     في  ℝ    ℝ  و𝑢 ≠   

 ومنو الوصوؿ إلى تناقض .

 الحالة الثانية :

 إذا كاف :

𝑝    
𝛽   

  𝛽  𝛽 
 

 نتحصؿ عمى

∫  |𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡  𝐶

  

    …     

∫نجد     عمى   Holder تراجحةمبتطبيؽ   𝜑|𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡  
    

(∫ |  𝑢|
  

   ⁄   𝜑 
   

 ⁄ [| 𝐷 | 
    |

  
 

  
 | 𝐷 | 

 
 |

  

 |   𝑦 
 

 ⁄  |
  

)

 
  ⁄

     …     
 

 حيث  لما

  
 

 

  
 𝐶  { 𝑡 𝑥    ℝ    ℝ    𝑡   |𝑥|       } و    
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 بالمرور إلى النياية نجد: 

       
   

    
   

∫  |𝑢| |  𝑢|  𝑥 𝑡         𝑢   

   

 

الحموؿ العامة غير  جودوىذا يؤكد صحة الفرض وعدـ و  ،ومنو الوصوؿ إلى تناقض 
 .التافية

 نمقارنت بين الأعمال انمدروست في انفصىل :ا  2.3    

بالمقارنة بيف الأعماؿ المدروسة في الفصوؿ مف حيث طريقة المعالجة والدراسة لبعض 
تفاضمية في الحالة الكلاسيكية وفي الحالة الكسرية المعادلات النتائج عدـ وجود حموؿ 

 باستخداـ مفيوـ الأسس الحرجة وطريقة الدواؿ الإختبارية.

 تـ أخذ شكؿ المعادلة  حيث  "فوجيتا" في الفصؿ الأوؿ تطرقنا إلى دراسة مقاؿ 

{
|𝑥| 𝑢    𝑣 (| 𝑢 |

   
  )  |𝑥| 𝑢 

     𝑢 𝑥     𝑢  𝑥                               
…       

> وأثبت بأنو إذا كاف  𝑞 < 𝑝    
   

   
فإف كؿ حؿ غير سمبي بدييي لممسألة   

وقد تـ إتباع الخطوات التالية لإثبات ذلؾ بإنشاء دالة زمف منتيي ينفجر في  (.15)
 إختبار

∅ 𝑥  8

                        |𝑥|   

   cos  
 

 
    |𝑥|              < |𝑥|  <                       

                                   |𝑥|                              

وضربيا في   

 عمى Holder تراجحة مثـ تطبيؽ    ℝ( ومكاممتيا بالتجزئة عمى 5.1) العبارة
 لمازمف منتيي النتائج توصؿ إلى إثبات صحة الفرض أف الحموؿ تنفجر في 

  < 𝑞 < 𝑝    
𝑝  𝑛

  𝑚
 

𝑝  𝑝  وكذلؾ توصؿ إثبات أنو لما تكوف    
   

   
تقبؿ  (.15(فإف المسألة  

 حؿ عاـ بإستخداـ شروط إبتدائية 
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 التحقؽ بدالة مساعدة :

    𝑢 𝑥 𝑡   𝑡        𝜉  𝜉  |𝑥| 𝑡       
 معرفة:   𝜉  حيث 

  
𝑝  𝑛

𝑚 𝑞  𝑝     𝑛 𝑝     𝑝 𝑝    
  𝛽  

𝑞  𝑝   

𝑝  𝑛
  

𝑝أما في حالة   𝑝    
   

   
𝑝و    

  

   
( ينفجر في 5.1)فإف الحؿ موجب ؿ 

 .زمف منتيي 

𝑡 وعند حساب النياية لما  نحصؿ عمى تناقض .  ∞  

 في الجزاء الثاني قدمنا بتقديـ دراسة تـ فييا تناوؿ دراسة  مسألة التطور 

        {
𝐷 | 

 𝑢      
 

 ⁄   𝑢    𝑥 𝑡 |𝑢|   ̃        

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥                   𝑥  ℝ 
      …       

β و   إذا كانت    نتحصؿ عمى معادلة الحرارة .      في المسألة    

 :    لة كوشي التاليةأحيث إعتبر فيجتا مس

{
𝑢   𝑢  𝑢   ̃                                 𝑥  ℝ 

𝑢 𝑥                              𝑥  ℝ             
 

�̃�حيث    𝑝و       
 

 
   القيمة الحرجة يثبت 

> إذا كاف  (1 �̃� < 𝑝  تنفجر      جميع الحموؿ   مف أجؿ قيـ         و
 في الزمف النيائي .

𝑝إذا كاف  (2  𝑝  إضافة إلى حموؿ متواجدة عمى   حموؿ عمى  إذف توجد
ℝ          مف أجؿ قيمة𝑡 )مف أجؿ     لكف ليس عمى مستوى  ∞  

𝑝قيمة   𝑝  .) جميع الحموؿ عامة 
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  دراسة المسألة بمفيوـ المشتؽ الكسري أي  شروط كلاسكية       يتضمف  حيث
تنحصر النظرية في التأكيد عمى عدـ وجود الحموؿ لمسألة كوشي يعني أف   "كابوتو"

 .زمف منتيي  كؿ حؿ غير سمبي ينفجر في

𝑢 الحؿ الضعيؼ الخاص عبارة  إيجاد طريقة المعالجة :  𝑙   
       لممسألة      

  ℝ     𝑇   المعرؼ عمى  

ا ذ( محقؽ إHالشرط )    و    كما تـ إثبات في نص النظرية انو عند أخذ 
 كاف :

 < 𝑝  𝑝    
  𝛽  𝜎  𝛽 

   𝛽     
 

 لاتقبؿ حموؿ عامة ضعيفة غير سمبية.      المسألة فإف:

موجود وأعظمي u حؿ ضعيؼ )أعظمي ليس معدوـ (الحؿ uيبرىف بمخمؼ بفرض أف 
إذف الشروط التى تـ اختيارىا أثبتت عدـ  u=0وينعدـ ثـ نتحصؿ عمى حؿ معدوـ 

 الحموؿ.ود وج

,       و        ثـ إختار دالة الإختبار
         𝑧   
           𝑧   

 

𝑇 وبتحويؿ المتغير الزمني  𝑇   ⁄    في العبارة∫ 𝑢 𝑥       ⁄ 𝜑 𝑥 𝑡  𝑥 𝑡
  

 
∫تصبح  𝑢  𝜑     

 
 ⁄   𝑥 𝑡   𝜑 

  
 ⁄  𝑥 𝑡  

 
    ⁄

 

 عمى العبارة والحصر نجد  Young تراجحةموبتطبيؽ 

∫  |𝑢| 𝜑 𝑡

 
    ⁄

  𝜀 ∫ 0(    
 

 ⁄ 𝜑)
  

 (𝐷
 |    ⁄
 𝜑)

  

1   𝜑  𝑥 𝑡      

 
    ⁄
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|𝑥 𝑡    |𝑥   : وبتطبيؽ تحويؿ المتغير التالي (1
 𝑡  

2) 𝜑 𝑥 𝑡  𝜑 (
| |   

  ) 
3) 𝑦  

 

 
 𝑥  𝑦  

4) 𝜏  
 

   ⁄
 𝑡  𝜏   ⁄ 

5)   { 𝑦 𝜏 𝜖ℝ ℝ |𝑦|  𝜏 <  } 
6) 𝑢 𝑥 𝜏  𝜏 |𝑦|  

∫      وحساب نياية التكامؿ نجد  |𝑢|  𝜑 𝑥 𝑡   
  

أي عدـ  u=0إذف  
 وجدانية الحموؿ الضعيفة غير السمبية .

 كما تمت دراسة نظاـ تفاعؿ الإنتشار

  D      8
𝐷 | 

  𝑢  𝑢       
 

 ⁄  𝑢  |𝑣|         

𝐷 | 
  𝑣  𝑣       

 
 ⁄  𝑣  |𝑢|         

       

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥    𝑥𝜖ℝ       𝑣 𝑥    𝑣  𝑥    

 <    <  <     𝛽  حيث :    

تحميمنا    |𝑢|و |𝑣|يجب إيجاد مساوات ؿ  D  أجؿ تبسيط حدود المسألة  مف
  𝑔و  حيث   |𝑔 𝑥 𝑡 |𝑢و    |𝑥 𝑡 |𝑣  ناجح لشروط مف الشكؿ 

 يحققاف الشروط التالية : 

{
  𝑡 𝑥    𝑡

  |𝑥|          𝑔 𝑡 𝑥    𝑡
  |𝑥|         

𝑡    𝑥    𝑤    𝑤               
 

 ومف أجؿ دراسة نتائج النظاـ نحتاج إلى برىنة النظرية 
𝑝 ليكف : 𝑞و        

  𝑚 𝑥{

 
𝑞
  (  

 
𝑝𝑞)

 
 𝑞𝑝 

 
 
𝛽𝑞 

 

 
𝑝
  (  

 
𝑝𝑞)

 
𝛽𝑝𝑞 

 
 
 𝑝 

 } 
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قيمة حرجة ومنو النظاـ مع الشروط الإبتدائية لا تقبؿ  الحموؿ العامة   𝑝  حيث 
  الاختباردالة  اعتماد. ولبرىاف ذلؾ تـ تافية العامة غير ضعيفة و غير 

   𝑥 𝑡    (
   | |

   

  )   𝑗          :حيث       
𝛽

 
⁄    δ      و 

 Holder تراجحةوبضرب معادلات النظاـ في دالة الإختبار ذات المتغيريف وتطبيؽ م 
 نتحصؿ عمى

{
  
 

  
 

∫  |𝑣| 𝜀  
  

  ⁄  𝐵
 

 ⁄     …            

    

∫ |𝑢| 𝜀 
  

  ⁄  

    

𝐵
 

 ⁄     …      

 

 تحويؿ المتغير التالي : استعمؿ 

{
𝑡   𝜏  𝑥   

 
 ⁄ 𝑦

𝑡   𝜏 𝑥   
 

 ⁄ 𝑦 
2 نجد :  

 𝑡    𝜏

 𝑥   
 

 ⁄  𝑦  
 

 

𝜀  𝑥 𝑡   .
𝑡  |𝑥|   

  
/     

𝛽
 ⁄  

 
                                 

 𝜀  𝑥 𝑡   

(

 
 𝜏 𝑡  ( 

 
 ⁄ 𝑦)

 
 

 ⁄

  

)

 
 

  .
   𝜏  𝑦    

  
/

   𝜏   |𝑦|    
 ولدينا أيضا :

  𝜀  𝑥 𝑡    𝜏   |𝑦|            
 

نتحصؿ  Holder تراجحةمبتطبيؽ  ⁄ 

  أخذتناقض لذلؾ يكفي  عمى
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  𝑚 𝑥 {

 
𝑞   (  

 
𝑝𝑞)

 
 𝑞𝑝 

 
 
𝛽𝑞 

 

 
𝛽

  (  
 
𝑝𝑞)

 
𝛽𝑝𝑞 

 
 
 𝑝 

 } 

 prabolyque) (تمت دراسة مسألة كوشي لنظاـ معادلات تفاضمية خطيةالثالث أما الفصؿ 

{
 
 

 
 𝐷 | 

    𝑢   𝐷 | 
  𝑢      

  
 ⁄ 𝑢  |𝑣| 

 𝐷 | 
    𝑢  𝐷 | 

  𝑢      
  

 ⁄ 𝑣  |𝑢| 

𝑢 𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥    𝑢  𝑥   

𝑣 𝑥    𝑣  𝑥    𝑣  𝑥    𝑣  𝑥   

 

      𝑢  𝑥    : حيث
  ℝ   𝑢  𝑥      

  ℝ     𝑡 𝑥  ℝ  ℝ  

   <   <    < 𝛽 <    <   <   𝛽 <             

يجاد الحؿ الضعيؼ الخاص ودراسة الحالة  > وا   <  إثبات صحة النظرية :  

> و     𝑢  𝑥  𝑢  𝑥نفرض أف:   < > و    𝛽 <   

 <   𝛽 < 𝑢و   ≠ (  𝑡   𝑥)  و    𝑥 𝑡  والدالة          𝑡 𝑥   مع
       و     

> إذا كاف  𝑝    
    

       
في تافو لا تقبؿ حؿ عاـ غير  (1.1)فإف العلاقة  

 الوقت المناسب

𝑡 باستعماؿ البرىاف بالخمؼ عمى وجود حؿ مف أجؿ كؿ    ,  𝑢     𝑇∗  و 

(𝑇 ثابتيف موجبيف مف اجؿ    و ) < 𝑇  < 𝑇∗  

) 𝑥 𝑡  𝜑  إختيار دالة الإختبار
    | | 

مع    (   
  𝑇   𝑥   𝐷 |   

 𝜑 𝑇   𝑥    و الدالة   𝜖𝐶 
غير سمبي       

 و)موجب أو معدوـ (

,  𝜑  𝑧تحقؽ  
          𝑧   

       𝑧                      
      𝜑  و 
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 قاـ بضرب دالة الإختبار في العبارة الضعيفة 

𝜖 تراجحة م بتطبيؽ  Yong   عمى 

∫ 𝑢
    

 𝐷 |   
   𝜑 𝑡 𝑥

⏟            
 

 ∫ 𝑢
    

 𝐷
 |   
 

𝜑 𝑡 𝑥
⏟            

 

 ∫ 𝑢    
 

 ⁄ 𝜑 𝑡 𝑥
    ⏟              

 

   

ستعماؿ تحويؿ المتغير   وا 

{
 
 

 
 𝑡    𝜏

𝑥    𝑦

  { 𝜏 𝑦  ℝ  ℝ  𝜏   |𝑦|   }

  𝜏 𝑦  𝜑(  𝜏   𝑦)  𝜑 𝑡 𝑥 

     

 

{
 
 

 
 

 𝑡 𝑥        𝑦 𝜏

 𝐷 | 
   𝜑           𝐷 | 

    

 𝐷 | 
 

𝜑       𝐷 | 
 

 

   𝜑 
 

 ⁄           
 

 ⁄

 

  تناقض . إلى الوصوؿ ومنو 



 

 
 

 
فً هذه المذكرة سلطنا الضوء على دراسة بعض نتائج عدم 

عادلات تفاضلٌة ذات وجود حلول معادلات تفاضلٌة جزئٌة وم

س الحرج ودوال رتب كسرٌة وذلك باستعمال مفهوم الأ

 الاختبار.

الحلول للأنظمة والمسائل الخطٌة وغٌر ود مسألة عدم وج     
الخطٌة فً الحساب الكسري لا تزال من بٌن المسائل الهامة 
التً تتطلب المزٌد من الدراسات والبحوث المتعمقة وهذا 

لرٌاضً فً الحقول العلمٌة المختلفة لأهمٌة هذا الفرع ا
فاق العلمٌة لآالبٌولوجٌا وا ،كالرٌاضٌات التطبٌقٌة والفٌزٌاء

  .الأخرى
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