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Résumé

Le but de cette these est de prouver l'existence globale en

temps de solutions pour un systeme de réaction-diffusion. nous examinons
une réaction diffusion générale a m composants avec une matrice de diffusion
de dimension m x m pleine et des termes de réaction a croissance polynomiale
grace a sa diagonalisation. Nous établissons les régions invariantes du systeme
et déterminons les conditions nécessaires de l'existence de solutions. Le cas
3 X 3 est considéré comme un cas d’étude, ot nous déterminons les conditions
exactes pour la positivité des valeurs propres, nécessaires au processus de dia-
gonalisation. Des exemples numériques sont utilisés pour illustrer et confirmer
les résultats de ce travail.

mots clés : Systemes de réaction diffusion- régions invariantes- Existence
globale fonction de Lyapunov.
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Abstract

The purpose of this thesis is to prove the global existence in

time of solutions for a reaction-diffusion system. We examine a general m-
component reaction-diffusion matrix with a full diffusion matrix and polyno-
mially growing reaction terms through its diagonalization. We establish the
invariant regions of the system and derive the necessary conditions for the exis-
tence of solutions. The 3 x 3 case is taken as a case study, where we determine
the exact conditions for the positivity of the eigenvalues, which is necessary
for the diagonalization process. Numerical examples are used to illustrate and
confirm the findings of this work.

keywords : reaction diffusion systems- Invariant regions- Global existence-
Lyapunov function .
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ACRONYMES ET NOTATION

— Q : Domaine de R¥.

— ) : La fermeture de €.

— 0f) : La frontiere du €.

— t : Variable de temps.

— x : Variable de ’espace.

— A : Laplacien.

— V : Le gradient.

— div : La divergence.

— M : Une matrice carrée.

— X; : Une valeur propre associée a une matrice.

— M,,(K) : Ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans le corps K.

— -t Transposé de matrice -

— -4 : Dérivée partielle de - par rapport au variable t.

— Ogn~ : Le vecteur nul.

— LP(Q)) : Espace de Lebegue.

— L>(2) : Espace de Lebegue. _

~ CY(Q,R3) : L’ensemble des fonctions différentiables sur © a valeur dans R? et ses
dérivées partielles sont continue. B

— C(92) : L’ensemble des fonctions continues sur §2.

— || - Il : La norme associée a 'espace de Lebegue LP(€2).

— | -] : Valeur absolue.

— 1 : Vecteur unité normal extérieur a 0f).

-2 0, : La dérivée normale extérieure a oS

~ % Mesure volumique.

— do : Mesure surfacique.

— - : Produit scalaire usuelle de RY. ,

— J; : Le vecteur densité du courant de la :**¢ particules.

— J : Matrice jacobienne.

— det : Déterminant d’'une matrice.

— Tr : Trace d’'une matrice.

— EDO : Equation différentielle ordinaire.
— EDP :Equation aux dérivées partielles.

— @ somme directe
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Introduction Générale

Par systeme de Réaction-Diffusion, nous entendons un systeme d’équations aux dérivées
partielles, parabolique, semi-linéaire de la forme

ZZL—DAu(t,a:):F(u),xEQ,tEO (la.1b)
ounu(t,z) = (uy (t,z),us (t,z),....... Uy (t,x)), u; définie de €2 dans R”, est D est une ma-

trice carrée diagonalisable définie positive appelée matrice de diffusion.

F : R" — R" est une application réguliere localement Lipchitzienne et généralement non
linéaire, F (t,z,u (t,z)) = (f1 (t,z,u), fo (t,z,u),...., fn (t,x,u)), représente la réaction.
L’équation (1a.1b) est posée sur un domaine ouvert borné 2 de R™ et complétée par des condi-
tions initiales et des conditions sur le bord, par exemple les conditions de Dirichlet ou les
conditions de Neumann.. Un systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui
d’écrit I’évolution des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées
et soumises a deux processus : un processus de réactions (chimiques, biologiques, biochi-
miques,.....) locales; dans lequel les différentes substances se transforment ; et un processus
de diffusion qui provoque une répartition de ces substances dans ’espace. Cette description
implique naturellement que de tels systemes sont appliqués en chimie. Cependant, ils peuvent
aussi d’écrire des phénomenes dynamiques de nature différente : la biologie, la physique, ou
I’écologie sont des exemples de domaines ou de tels systéemes apparaissent. Cette these exa-
mine la forme générale de nombreuses études trouvées dans la littérature. Nous observons
que les études précédentes imposent différents types de conditions suffisantes garantissant
I’existence globale de solutions a ce type de probleme. Par exemple, bien que les études
[31— 45] considérer différents types de matrices de diffusion, ils exigent tous que la matrice de
diffusion est une matrice symétrique définie positive de la forme % (A + AT) . Dans 1], l'au-
teur a considéré un systeme a 2 composants symétriques. Les auteurs de[56] ont étudié une
matrice pleine a deux composants et étudié 'attractivité du systeme. Ce travail a été suivi
d’une généralisation aux m composantes dans [55. Kouachi [52] a établi I'existence globale de
solutions pour un systéme de réaction-diffusion a matrice pleine a deux régions invariantes.
Bendoukha et al. [47] ont généralisé ce travail aux non-linéarités exponentielles. Abdelmalek
et al. [46]ont établi I'existence globale d’un systéme diagonal & m composantes par la mé-
thode de Lyapunov. Comme on le verra plus tard, la plupart des travaux ultérieurs tentent
de diagonaliser la matrice du systéme, puis procedent de maniere similaire a [46]. Une autre
généralisation de Abdelmalek se trouve dansf3], ou il considéré une matrice tridiagonale de

3 x 3 de la forme.
a b 0

A=|c a b
0 ¢ a



Kouachi et al. [49] ont considéré une matrice tridiagonale plus générale

aq bl 0
A= C1 Q9 b2
0 Co a1

Une autre étude importante [44], ou l'auteur a considéré une matrice m x m tridiago-
nale qui est un extension naturel de 'ouvrage de [43]. Dans [30], les auteurs ont considéré
un systeme de réaction diffusion a m composante et déterminé les régions invariantes avec
quelques autres résultats soumis & la méme condition. Enfin, dans [45], Abdelmalek et al.
établi 'existence globale de solutions pour un systeme avec une matrice de diffusion tri-
diagonale a 2 Toeplitz. Dans ce court résumé, nous n’avons pas épuisé la littérature, mais
plutét présenté les études reliées les plus importantes dans lesquelles les auteurs exigent
que la matrice symétrique % (A + AT) soit définie positive. D’autres études trouvées dans la
littérature établissent 'existence globale de solutions soumises a des conditions différentes.
Dans [32], Pauteur considére une matrice de diffusion pleine a deux composants et montre
qu’il existe des solutions globales soumises a a;o = 0 et a;; > a2 > 0. Dans [08], Pauteur a
établi I'existence globale de solutions et étudié leur stabilité asymptotique pour un systeme a
2 composants fortement couplé soumis a a, asy > W et asarp > 0. Une autre étude
importante est [24], ou les auteurs ont prouvé l'existence global a condition que toutes les
valeurs propres de la matrice du systéme soient positives. L’auteur a simplement considéré
le cas d'une matrice de diffusion 2x2 avec des termes de réaction nuls. Le théme commun
a toutes les études susmentionnées est que des contraintes sont imposées a la matrice de
diffusion en conséquence du deuxieéme principe de la thermodynamique. La plus importante
de ces contraintes est que les valeurs propres doivent étre positives et réelles, ce qui garantit
la positivité du déterminant ainsi que la trace. D'un point de vue physique, I'existence de
valeurs propres complexes pour la matrice de diffusion entraine une relaxation oscillatoire
de petites perturbations de I’état d’équilibre, méme en ’absence de terme de réaction. Bien
que cette exigence soit fondamentale, certaines études examinant la formation de motifs
et la propagation des ondes dans les systémes de réaction diffusion I'ont ignorée [45]. Ces
études incluent, mais ne sont pas limitées a [29 —15 |. Dans cette theése, nous discutons de
la diagonalisation du systéme proposé a m composantes. Nous examinons les conditions de
diagonalizabilité trouvées dans la littérature et signalons des irrégularités. Nous établissons
I'existence locale et globale de solutions en suivant les lignes (les étapes)de [46]. On a deux
cas d’études , dont la premiere est un systéme général symétrique, voir le sous partie 3.8
du chapitre 3, et la seconde, un systeéme plein a 3 composants, voir chapitre 4. En ce qui
concerne la matrice a 3 composants, les conditions exactes sont calculées pour la diagonali-
sation du systeme.

Deux exemples tirés de la littérature sont examinés, dans lesquels nous montrons que nos
nouvelles conditions sont plus faibles que les précédentes. Enfin, I’élément 4.5 du chapitre 4
illustre les résultats de nos travaux a l’aide d’un exemple numérique représentant une réac-
tion chimique réaliste présentée dans [57] en termes de diffusion croisée.

Notre these est contient quatre chapitres. Les chapitres sont organisé comme suit :

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions générales et certains définitions pré-
liminaires qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieures.

Dans le deuxieme chapitre on présente les origines d’un systeme de réaction diffusion et



quelques exemples.

Le troisieme chapitre examine I’existence globale de solutions pour un systeme de réaction-
diffusion a matrice m x m pleine et croissance polynomiale.
Dans le chapitre quatre nous examinons un cas particulier du chapitre 3 avec m = 3.
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Notions préliminaires
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1.1 Un peu d’algebre linéaire 5

1.1 Un peu d’algebre linéaire

1.1.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Nous étudions les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice donnée M. Ceux-
ci peuvent étre utilisés pour transformer la matrice M en une forme plus simple qui est utile
pour résoudre des autres problemes plus difficile.

Définition 1.1.
On dit que \ est une valeur propre d’une matrice carrée M avec le vecteur propre associé v
St

Muv = Xv

1.1.2 Diagonalisation d’une matrice

Une matrice M de M, (K) est dite diagonalisable dans M, (K), si elle est semblable &
une matrice diagonale de M,, (K) . C’est-a-dire, s’il existe une matrice inversible P de M,, (K)
et une matrice diagonale D a coefficients dans K telles que

M = PDP! (1.1)
MO 0
0 X 0
D = , P=[Vi,Va, s Vi)
0 0 An

les colonnes de P doivent étre des vecteurs propres linéairement indépendants de M et les
éléments diagonales de D doivent étre leurs valeurs propres associées.

1.1.3 Caractérisation des matrices diagonalisables

Théoréme 1.1. Soit M une matrice de M,, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) M est diagonalisable dans M, (K)
it) le polynome caractéristique Py est scindé sur K et, pour toute valeur propre A de M,

Multpgeo (A) = Multpgigy (N)
ii1) 1l existe des valeurs propres Ay, Mg, ...... , Ap de M, telles que

K" = E\@Ex®......BE),

1.1.4 Rang d’une matrice

Définition 1.2.

Soit A € M, ,, (R) une matrice. On appelle rang de la matrice A la dimension du sous-espace
vectoriel de R™ engendré par ses vecteurs colonnes. On définit le rang d’une matrice comme
étant le rang de ses vecteurs colonnes.



1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle 6

Exemple 1.1.1.
Soit la matrice A définie par

12 30
_ 2
A= <2 4 —1 O)
Tous les vecteurs sont colinéaire a V; (;) , donc le rang de la famille (V;, Vs, V3, V}) est 1 et
ainsi rangA = 1

1.1.5 Formes Quadratiques

Définition 1.3.
Une forme quadratique est un polynome homogéne du second ordre de n variables uy, us, ...., Up.
Une forme quadratique est donnée sous la forme suivante

n
Q=D ajuu,

ij=1

ou A = (CLZ])

est une matrice symétrique. Si nous désignons la matrice-colonne
n

1<i,j<n

(u1,Ug, ..., u,) par u et la forme quadratique Z a;juin; par A (u,w), nous pouvons écrire
4,j=1

A(u,u) = v Au = Au.u (1.2)
Une forme quadratique A (u,u) est dite définie positive si
A(u,u) >0,YVu e R", u#0 (1.3)

Théoréme 1.2.
Une forme quadratique A (u,u) est définie positive si, et seulement si, tous les déterminants
principaur successifs de sa matrice des coefficients sont positifs.

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espaces fonctionnelles

Soit p un entier naturel et {2 un domaine borné de R™. L? (Q2) désigne ’espace de Banach
des fonctions mesurables au sens de Lebesgue sur {2 muni de la norme

11, = ([ 1 @ as)’

W (Q) ={f € L (), Va, |o| <m, D*f € L" (Q)}

alors, W™? ((2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme || f[[,, , définie par

On pose

1Al = ( > IIDC“pr) Vf e WP (Q)

laj<m



1.3 Formule de Green 7

On note Wy (Q) la fermeture de D () dans Pespace W™ (Q2). Pour une fonction u :
R™ — R, on appelle divergence de u, la fonction définie par

Ju ou
di =— 4+ ..... —
ivu (x) o + + oz,
Le gradient de la fonction u est définie sous la forme
gradu = Vu (z) = (g;jl () e, ;;n (:L‘))
On appelle Laplacien de la fonction u, la fonction définie par
0%u 0?u _
Au_aix%—{— ...... ﬂ:dlv(VU)

1.2.2 Inégalités fondamentales

Inégalité de Young
Pour 1 < p,q < +o0, tels que%—l—%: 1,et a,b >0, 0on a
ab? b

ab< —+ —
p q

Inégalité de Holder

Pour 1 < p,q < +0o0, tels que %—l—% =1, et pour f, g deux fonctions de L? (2) et L7(2)
respectivement, on a l'inégalité

| 1#gldz < 1171, gl

1.3 Formule de Green

Soit £ un ouvert borné de frontiere réguliere 9Q et n = (1,72, ...., ) la normale exté-
rieure au point x. Soient u une fonction de H? (2) et v une fonction de H! () la formule
de Green est donnée par

ou
v 1.4
/Q(Au) vdx /69 vdo /QVu vdx (1.4)

Théoreme de la divergence

Ce théoreme énonce que le flux d'un vecteur a travers une surface fermée est égal a
Iintégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface. Soient

Qc R3 un domaine régulier et v une normale extérieure unité a Q. Soit F' : Q — R3,
Fe(! (Q ; R3) , 0X) est la frontiere de €2 , alors

/// div F' (21, x9, x3) dr1drodrs = // < F,v>ds (1.5)
9) o9



1.4 Fonctionnelle de Lyapunov 8

1.4 Fonctionnelle de Lyapunov
Définition

On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systeme de réaction-diffusion formé
de m équations, toute fonction

L:R" - R
telle que
L . . .
d (ul (t7 )7“2 (t7 )777um (t7 )) S O (1‘6)
dt
pour tout ¢ > 0 et toute solution (uy (.,x), (uz (., &), ..., Uy, (., z))) de systeme.

1.5 Reégions invariantes
Définition
les régions invariantes sont essentielles pour prouver I’existence d’une solution pour tout ¢ > 0.

Un sous-ensemble fermé 32 C R™ est appelé une région invariante pour un systéme de réaction
diffusion, si, toute solution wu (¢, x) ayant ses valeurs initiales dans 3, reste dans ¥ pour tout
(t,(L’) c [0 s TMax) x

Exemple 1.5.1.
Considérons le systeme de réaction diffusion suivant

9 — aAu+bAv + f (u,v) sur RT x Q
{ % = cAu+ dAv + g (u,v) sur R x Q (1.7)
avec les conditions aux bords
gz = gz sur RT x (1.8)
avec les conditions initiales
u(0,2) =wuo(z) , v(0,2) =vg(x) , x € (1.9)

a,b,c et d, sont des constantes positives et vérifiant (b + 0)2 < 4ac, la matrice de diffusion
est définie positive. Multipliant la premiére équation de (1.7) par a1, et la seconde par am,
on obtient

alg? = a1aAu + a1bAv + oy f (u,v) (1.10)
ov
Oégg = agcAu + asdAv + asg (u, v) (1.11)

en additionnant les équations (1.10) et (1.11) membre & membre, on trouve

0 (cu + apv)
ot

Apres, on choisit aq, s de sorte que

— Al(ona + asc) u + (a1b + asd) v] = aq f (u,v) + asg (u,v) (1.12)

a1a + QaC = )\1061
ozlb + Oégd = )\10&2



1.5 Régions invariantes 9

le systéme implique que \; est une valeur propre de A* associé au vecteur propre (a, ap) La
région > étant définie par

{(Uo,’Uo) S R2 tq, )\11}0 S cug + dUO S )\27)0}
ou
{(UQ,U()) e R? tq, Mg < aug + bug < )\2“0}

(1.13)

3=

Supposons que f, g sont des fonctions polynomiales differentiables sur 3 (f (r,s),g(r,s))
dans 3" | pour tout (r,s) € 93 , vérifiant :

Mg (r,s) <cf(r,s)+dg(r,s) , pour tout r,s , A\;s = cr + ds (1.14)
cf (r,s) +dg(r,s) < Aog(r,s) , pour tout r,s , Aos = cr +ds '

et
Mf(rys) <af(r,s)+bg(r,s) , pour tout r,s , \yr = ar + bs (1.15)
af (r,s)+bg(r,s) < Aof (r,s) , pour tout r,s , Aer = ar + bs '

Soient A;, Ay (A1 < A2) les valeurs propres de la matrice A" associé aux vecteurs propres
(e, ), (B, C) respectivement.

Multipliant la premiere équation de (1.7) par «, puis par 3, et la deuxiéme par -, puis par
¢, on obtient

a?: = aaAu + abAv + af (u,v) (1.16)
ou
BE = BalAu+ SbAv + Bf (u,v) (1.17)
et
ya—: = vcAu + ydAv + g (u,v) (1.18)
CZ:CcAu+CdAv+Cg(u,v) (1.19)
additionnant (1.16) et (1.18), on trouve
0
W—A[(aa%—cy)u%—(ba—l—dv)v]:af—i—’yg (1.20)
puis 'addition de (1.17) et (1.19) ,donne
0 (Bu+
ULCO)  Al(a + eyut (08 +dC) ) = Bf +Cg (1.21)

On choisit «, v de sorte que (1.20) devient

ow
87751 — MAw = af +vg

méme chose pour le choix de 3, ¢ de sorte que (1.21) devient

0
% — MAw, = Bf + (g



1.5 Régions invariantes 10

Dongc, on trouve le systeme

%:AlAwrl—Fl (wy,wy), sur |0, T*[ x Q (1.22)
G2 = AoAwy + Iy (wy,wy) , sur]0, T*[ x Q '
avec les conditions aux bord
8w1 811)2
— =—"=0.,]0,T" o 1.23
877 877 7] ? [ X ( )
et les conditions initiales
wy (0,2) = wey (), wy (0, 2) = weg (), € (1.24)
ou
wy =au+yv sur |0, T*[ x Q (1.25)
wy = Pu+Cv sur [0, T*[xQ '
et ( )
Fy (wi,we) = af +vg
1.26
{ Fy (wi,w2) = Bf + (g (1.26)

Pour prouver que Y est une région invariante pour (1.7), il suffit de prouver que la région
{(w01,w02) € R? telle que, wo1 = aug +Yvo > 0, wea = PBug + Cvg > 0} — R xRt

est région invariante pour le systéme de réaction diffusion (1.22) Supposons que : a < d
. Puisque \; et Ay sont les valeurs propres de la matrice A’ associés respectivement aux
vecteurs propres («, ) et (8, () on obtient par calcul simple, les deux équations suivantes

(a—XM)a+cy=0 (1.27)

(d— A1)y +ba=0 (1.28)

méme technique de calcul, on obtient
(a—X)B+cC=0 (1.29)

(d—X)C+bB=0 (1.30)

On choisit a, 8,7 et ¢ de sorte que les équations (1.27) — (1.30) vérifiant a — \; = =, alors
de I’équation (1.27) , on obtient & = —c. a — Ay = —(, alors de 'équation (1.29) ,on obtient
b = ¢, implique 8 = ¢ = —a méme technique de calcul, on obtient d — A\ = «, alors de
I'équation (1.28) , on obtient v = —b, d — Ay = —f3, de 'équation (1.30), on obtient ¢ = b
donc ( = b= —v , alors

Wp2 — ﬁUO + Cvg Z O (131)

Puisque f=c=—a,y=a—A1=d— Xy, (=X —a=d— )\, alors (1.31) devient

{ wor = aug + v = 0

Wo1 :—CUO+(CL—)\1)U0 20
’wOQ:CUO‘i‘(d—)\l)’UOzO
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Donc

Wo1 = —CU0+()\2—d)U0 Z 0
wOQZCU0+<d—)\1)Uozo

ce qui donne
Mg < cug + dvg < )\QU(),\V/(U(), U()) S R?

On montre que

Fi (wy,wy) >0, pour tout (wq,wy) € RT x RT tq w; = 0,we >0
F> (wy,wy) > 0, pour tout (wy,ws) € RT X R, tq w; > 0,wy =0

Puisque a = —c, vy =X —d, =¢,( =d— A,0on a

Fl(wl,wg):—cf—i—()\g—d)gzo, tqw1:0, W9 ZO
Fy (wy,wy) =cf +(d—X)g >0, tquwy >0, we=0

Alors
{ cf +dg < Xag , telle que cu + dv > A\w

cf +dg > Mg, telle que cu + dv < \v

Ce qui implique
Mg < cf +dg < dog
alors la condition (1.14) est vérifiée Méme méthode appliquée pour les conditions o« = Ay —a,

B=a—A,v=—b, ( =b, et grace a la méthode de régions invariantes, on a

Fi(w,we) = (Mg —a)f—bg >0 tquw; =0, wy >0
Fy (wy,w2) = (a— M) f+bg >0 tquw; >0, wy =0
Alors

af +bg < Xof, tq au+bv > \u
af +bg > \f, tq au+bv < \u

Ce qui donne
Mf<af+bg < Aof

Finalement, (1.13) est une région invariante pour le systéme de réaction diffusion (1.7).
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2.1 Lois de Fick

2.1.1 Premiére loi de Fick

La premiere loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel au gradient de
concentration. Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur.
Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniere suivante :

J; = —dvC, (2.1)

2.1.2 Seconde loi de Fick

La loi de conservation des especes indique que la variation par unité de temps de la
quantité de particules ¢, [[[ C;dV dans un volume donné V est égale au flux sortant [[ J;dS
du vecteur densité de courant J; de particules ¢ a travers la surface fermée S délimitant le
volume V.

En utilisant le théoreme de la divergence, et en identifiant les deux intégrants ci-dessous, on
obtient la deuxieéme loi de Fick suivante

_ ;/V// CidV = é/ JidS = /V//Vjidv (2.2)

Le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le flux sortant augmente.

On a donc
oC;

ot

+VJ; =0 (2.3)

2.1.3 Modélisation des systemes de réaction-diffusion

Les systemes de réaction-diffusion décrivent le comportement et les interactions de deux
types de particules ou plus. Les termes Au et Av sont les termes de diffusion et décrivent
la propagation de ces particules. Les termes de réaction sont représentés par f et g, et
ces termes décrivent comment les particules interagissent les unes avec les autres. u et v
apparaissent dans les deux équations, en général, le systeme ne peut pas étre écrit en deux
équations distinctes. Les systemes de réaction-diffusion peuvent étre obtenus a partir d’équa-
tions de conservation de la masse. Supposons qu’on étudie un systeme contenant P quantités
C1,Cy, ....,Cp, qui peuvent représenter des densités des concentrations de réactifs chimiques,
de population, etc. Les densités des especes sont représentées par un vecteur

C(t2) = (O (12),Ca (1,3), s Cy (7)), £ 20, 2 €O

ol {2 est un domaine borné et régulier de R”. On note J; le flux de I'espece C; et f; son taux
de création volumique horaire. Pour tout A C €2 borné, régulier, la conservation de la masse
pour C; a l'intérieur de A s’écrit

CZ/CHF/@A Jv:-VZ/AJ% e {1,2,..p} (2.4)
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ou v est la dérivée normale extérieure sur la frontiere 0A de A.D’apres le théoreme de Gauss

Green,
d . .
a/cﬁ-/AleJi —/Afi ,ie{1,2,..p}

Comme A est quelconque, on obtient I’équation de conservation de la masse

oC;
ot

D’apres la loi de Fick, J; est proportionnel au gradient de la concentration des espéces, ce
qui donne,

p
j=1

ou les d;; sont les coefficients de diffusion, D = (d;;), 1 < i < p est une matrice diagonale

avec d; >0,V i=1,..;p.

on retrouve finalement le systéeme de réaction-diffusion

8£ + DAC = f(C) (2.7)
ot

le systeme de réaction-diffusion s’accompagne souvent de certaines conditions initiales et
d’autres aux bords selon l'origine et la nature du probleme étudié. S’il n’y a pas d’immigra-
tion des individus a travers la frontiére de €2 sur lequel le probleme est posé, nous choisissons
les conditions aux bords de Neumann. Et s’il n'y a pas d’individus sur la frontiere, nous
prenons les conditions aux bords homogenes de Dirichlet. Lorsque les données initiales sont
suffisamment régulieres, 'existence locale de solutions pour les systémes de la forme (2.7)
est bien connue.
L’existence globale est un probleme ouvert en général, et ont sait qu’elle ne peut avoir lieu
sans hypotheses supplémentaires sur les f; ,termes de réaction cinétique.
Laissez-nous faire quelques commentaires sur la structure des non-linéarités f;.
Tout d’abord, on supposera toujours que le modele préserve la positivité des solutions. Il
est bien connu que cela revient a supposer que f = (fi, fa, ..., fp) est quasi-positive, ce qui
signifie
(Hy) Vi e {1,.....,p}, f(t,x,c) > 0 pour tout (t,z,c) € (0 ,+00) x Q x [0 ,+00)? tel que
C;, = 0.
Ensuite, pour espérer I'existence de solutions globales en temps, f doit satisfaire des hypo-
theses supplémentaires. Ces hypotheses viennent souvent du modele qu’on étudie.
Par exemple, la conservation de la masse correspond a supposer >_¢_; f; = 0. Plus générale-
ment, la masse totale décroit si

p
(Hy) ;1 Ji <0.
On vérifie facilement que les hypotheses (Hp) et (Hs), avec des conditions de Neumann

homogene au bord, garantissent que les solutions de (2.7) sont uniformément bornées dans
L' (Q) étant donné que pour tout ¢ > 0,

/Qéci(t,x)dmg/ﬂgci(ax)dx



2.2 Exemples biologiques de réaction diffusion 15

et [le; (D)l q) = / ¢; (t, ) dz puisque ¢; est positive. Dans le cas homogene, ou les fonc-
Q

tions ¢; ne dépendent pas de x, on peut remarquer qu’elles sont aussi solutions du systeme

d’équations différentielle ordinaires associé

00y __

=l = t,x,c
&: fl( )
ot

38%: fp<t,$,C)

Pour des données initiales positives, les solutions restent positives. Etant donné que

p

i=1

elles sont uniformément bornées sur leur intervalle maximal de définition. Par conséquent,
dans ce cas particulier, les solutions maximales sont globales.

Il est alors naturel de se demander si les hypothéses (H) et (Hs) sont suffisantes pour assurer
I'existence de solutions globales fortes pour le systéeme de réaction diffusion (2.7).

La réponse est non : des solutions explicites d'un systéme du type (2.7) avec les propriétés
(Hy) et (Hy) ont été construites dans [34], et ces solutions explosent en norme L (£2) en
temps fini. Dans ce dernier exemple, les coefficients de diffusion sont pourtant constants, et
les nonlinéarités sont bornées par des expressions polynomiales.

L’explosion peut méme avoir lieu en dimension N = 1, a condition que la croissance des
nonlinéarités soit assez rapide. Ceci prouve que lorsqu’on s’intéresse a l’existence globale
de solutions fortes, on doit faire des hypotheses supplémentaires sur f = (f1, fo, ..., fp) . 11
existe de nombreuses références sur les problemes d’ existence globale pour ces systémes, ou
diverses hypotheses sur les fonctions (f1, fa, ...., fp) sont examinées [53, 23,14 | . Pour une vue
d’ensemble, voir [35].

L’existence de solutions globales faibles est plus facile a obtenir dans le cas de coefficients
de diffusion constants et pour des nonlinéarités a priori bornées pour tout 7" > 0 dans
LY ((0,T),Q). Lexistence de solutions globales faibles est prouvée dans [35]. Ce résultat
implique que si la croissance de f; par-rapport a ¢ est au plus quadratique, on a l’existence
de solutions globales faibles sous les hypotheses (H;) et (Hs) . Ce résultat repose de fagon es-
sentielle sur une estimation L2 pour les coefficients de diffusion d; constants, cette estimation
garantit que sous les hypotheses (Hy) et (Hy), les solutions de (2.7) satisfont les estimations
a priori

vI'>0,3C =C (T7 HC(O)HB(Q)P,di) >0 lell p2oryxap <€

2.2 Exemples biologiques de réaction diffusion

Nous présentons trois exemples de phénomenes biologiques modélisés par des équations
de réaction diffusion : le modele de Schnakenberg, le modele de glycolyse et le modele de
coagulation sanguine. On va donner une petite introduction sur ces trois modeles.
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Modele de Schnakenberg

Le modele de Schnakenberg utilise des équations aux dérivées partielles pour décrire une
réaction autocatalytique avec un comportement oscillatoire possible. Le modele de Schna-
kenberg est représenté par le systéme suivant

Ju _ _ 2
{ 5 = Au+vy(a—u+uv) (2.8)

P = dAv + 7y (b — u?v)

Le systeme ci-dessus est représenté sous sa forme sans dimension.

Modele de glycolyse

Le processus appelé glycolyse est une voie métabolique composée d’un ensemble de dix
réactions chimiques catalysées par des enzymes. Ce processus se produit dans le cytosol
de la cellule. Une molécule de glucose a six atomes de carbone et lorsqu’elle est brisée,
deux molécules se forment, chacune avec 3 atomes de carbone. Ces molécules sont appelées
pyruvate ou acide. Les produits finaux de ce processus sont deux molécules d’ATP, deux
molécules de pyruvate et deux molécules de NADH+.

Le NAD (nicotinamide adénine dinucléotide) est une coenzyme, c’est-a-dire une substance
organique non protéique nécessaire au fonctionnement de certaines enzymes.
La forme sans dimension du modele de glycolyse est donnée par les équations suivantes :

(2.9)

W — dAv + ku + uv? — v

{ %:Au—i-i—ku—uzﬂ
ot

L’interprétation biologique est la suivante : u représente la concentration de glucose, v la
concentration de produit pyruvate, d = g—z ,ou D, et D, sont les coefficients de diffusion.

Le terme uv? représente la consommation non linéaire de u pour la premiére équation et
I’activation de v pour la deuxieme équation. Le parametre positif ¢ représente une quantité
initiale de glucose. Le parameétre k, également positif, est lié dans la premiere équation a la

consommation naturelle de glucose et dans la seconde a la production de pyruvate.

Modele de coagulation du sang

Lorsqu’un vaisseau sanguin est blessé, le corps commence un processus pour arréter le
saignement, appelé hémostase. La coagulation du sang est une partie importante de I’hémo-
stase et se compose d'une voie complexe d’événements moléculaires et cellulaires qui aboutit
a la formation d’un caillot de fibrine. Ce caillot de fibrine recouvre la paroi du vaisseau
sanguin blessé pour arréter la perte de sang et pour commencer la réparation des tissus en-
dommagés. Trois étapes principales peuvent étre utilisées pour illustrer de maniere simplifiée
le processus de formation de caillots. Dans la premiére étape, apres la rupture d’un vaisseau
sanguin, un complexe de substances, appelé activateur de la prothrombine, se forme. Dans
la deuxieme étape se produit la conversion de la prothrombine en thrombine par l’action
de l'activateur de la prothrombine. Dans la troisieme et derniere étape, la thrombine agit
comme une enzyme pour catalyser la conversion du fibrinogene en filaments de fibrine, qui
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retiendront les érythrocytes, les plaquettes et le plasma, formant le caillot de fibrine. Les
équations qui modélisent la coagulation sanguine sont les suivantes :
{ %—?:Au—i—é—ku—qu

(2.10)

% = dAv + B+ ku + uv? — v

Le systeme ci-dessus est écrit sous la forme sans dimension, ou u est la concentration de
thrombine, v est la concentration de fibrinogene, § est la quantité initiale de thrombine, k

est la consommation initiale de thrombine, d est le coefficient de diffusion et [ est la quantité
initiale de granules libérés par les plaquettes.

2.3 phénomene d’explosion en temps fini

2.3.1 Notion de phénomeéne

Le phénomene d’explosion se produit dans divers types d’équations d’évolution non li-
néaires. Dans ce travail, nous ne traiterons que quelques exemples des équations paraboliques.

2.3.2 Exemple élémentaire

L’exemple le plus simple d’apparition du phénomene d’explosion est le probleme des

DEO. . )

w(0) = a>0 (2.11)

La solution unique est définie uniquement dans l'intervalle fini [0 , T'), ot T = £. La solution

est explicité comme suit
1

u(t) = T
et satisfait limwu (t) = +oo ¢t — T~ . Nous considérons la variable ¢ comme un temps
et nous disons que la solution explose en temps fini ¢ = T. Par cet exemple, le concept
d’explosion peut étre décrit comme un phénomene pour lequel la solution n’est pas définie

globalement car elle tend a I'infini dans un temps infini.

2.3.3 Exemple de réaction diffusion

Nous considérons I’exemple suivant

?;:Au—u+up,0<x<7r t>0 (2.12)
u(xz,0)=ug(z) >0 O<z<m
w(0,t) =u(mt)=0 t>0 (2.13)

ou p est fixé.
L’existence et la non-négativité peuvent étre montrées (nous en parlerons plus tard). Nous
définissons (comme fonction auxiliaire)

v (t) = /07r u (z,t) sin xdx
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Nous pouvons donc multiplier 'EDP (2.12) par sin (z) et une intégration sur [0 , 7] et donc

% = W%smxdx

ot Jo ot
:/ﬂAusinmd:v—lﬁvL/wupSinIde
0 0

Une intégration par parties pour 'intégrale [ Ausin zdx donne

/7r Ausin xdxr = [ sin x] / — cos xdx
0

D’apres les conditions aux limites (2.13) et un autre intégration par parties pour fo
on obtient

g 0 T
/ Ausinxdr = — —UCOSﬂZa:——/ usinxdr = —1

0 0o 0 0

Finalement 5
;f = -2 —i—/o u? sin xdx
de l'inégalité de Holder il vient
11
[ lgniaz < | [” ol dz]” | [0l do

cos xdx

Choisir g = w (sin x)@ et h = (sinz)" 5 , avec une intégration sur l'intervalle [0 , 7|, alors

nous obtenons

b

/07r ((sin .21:)17%>E dx

™ 1-1
. P
/ sin :de]
0
ce qui équivaut a

([ v < ([ rsmea ) ([[ =]

Cette inéquation nous conduit a

1—1
p

. i ) P
/ usin zdr < {/ uP sinxdx| X
0 0

T T %
/ usin zdr < / uP sinxdx| X
0 0

p

PP S/ uP sin xdx x (2)P7
0

ce qui donne
WP
2v-1

™
/ uP sin xdx >
0

et P
%% = -2 +/ u? sin xd
0

WP
ot op—1
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Par conséquent, si nous partons d'une valeur initiale satisfaisante
T _p_
Y (0) = / ug () sin xdx > 271
0

alors nous obtenons

¥ (0)
2p-1

¥ (0)

-1 2

>0

> =21 (0) +

=

ot

une fonction croissante monotone.
On montre que la solution de I'équation différentielle

o _ P
ot 2p—1
{ (0 (0) =1y

Y (t) = [277 4 20D (Yt o)

est

On a

aaqf p—_ll [2 Py 21t (1/) —p+1 2_p)];f11—1 9 (p . 1) e2(p—1)t [¢ap+1 . 2—17}

Ce qui donne

@aqf {2 p+€2(p 1t (w p+1 p)}p 126 (p—1)t [w p+l 7p:|

2% = it [l o g5 -] g -2

D’autre part

0 () = [277 4+ 00 (g7 - 2]
Alors

D) = 9P 4 201t (1/1 —p+1 2*p>
par suite

e2(p—1)t (wO—PH _ 2—19) _ ¢—(p—1) _ 9P

Remplacant dans

oY
Y _ —(p-1) _ 9—
9 2P [w p 2 p}
Finalement on trouve I’équation différentielle ordinaire

oY wp

a = WS

-1

v(0) = [2p+(¢ P97 = g

La solution tend a l'infini, comme

¢(p1)_2p+epl (1/}17—1-1 p):o@}t: 1n[p_¢ap+1‘|
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L 2
1
20-1) [277 ="

c’est-a-dire temps fini de I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous trouvons

v = H/Wusinxdx
0

lim (t) = +oo, t—=t" = Thax = T < +00

™
< [Tl Isinelldo <l xlsinal,;

Nous savons déja que ¢ — +oo , donc il en résulte directement que ||u| ;2 — +00 , en
©,m

cas de ¥ (0) > 25T
lim [|9 (t)][ = +00 , # — Tinax

et donc explosion en temps fini des solutions.

2.4 Existence globale et locale d’un systéme de réac-
tion diffusion

Pour démontrer I'existence des solutions des systemes de réaction diffusion, il y a plusieurs
méthodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de l'effet régularisant,
méthodes fonctionnelles basées sur des estimations a priori ou sur des fonctionnelles de
Lyapunov.

2.4.1 Existence locale

Soit ) est un ouvert borné de R™ de frontiere 9f2 réguliere. Considérons le systeme de
réaction-diffusion a deux composante :

%t —alAu = f (u,v) (t,z) e RT x Q
S —bAv = g (u,v) (t,z) e RT x Q

u(0,2) = ug (z),v(0,2) = vy (z) sur Q (2.14)
)\1u—|—(1—)\1)(‘9U—51 sur R x 99

)\Q"U—l-(l—)\g)a’l)—ﬁg surR*x@Q

ou les propriétés suivantes sont supposées vérifiées (Hy) a,b, \; , i = 1,2, sont des constantes
strictement positives , 5; > 0 et soit 0 < A; < 1,\; =1 ou A\; = 0. Aussi 5; = 0si \; = 0.
(H,) Les nonlinéarités f et g sont deux fonctions contintiment différentiables de R? a valeurs
dans R avec

f(0,v) >0 ,9(u,0) >0 pourtout u,v>0.

ce qui assure que le systeme (2.14) préserve la positivité. (Hs) (ug,vg) € L™ (2) x L™ (Q2)
avec ug (), v (x) > 0 pour tout z € €.

Théoréme 2.1. (53]

Sous les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs) , le systéme (2.14) admet une unique solution
locale (u,v) sur [0, Tmax) X 2, et il existe deux fonctions Ny, Ny : [0 ,+00) — [0 ,+00)
continues telles que 0 < wu(t,z) < Ny (t) et 0 < v(t,z) < Ny(t) pour tout (t,x) € [0
, Tmax) X Q De plus le temps mazimal d’ezxistence Ty est caractérisé par

i Tmax < 400, alors lim (|Ju ()| + |[v (t)|l) = +00 , t — Thax (2.15)



2.5 Méthode de la Fonctionnelles de Lyapunov 21

2.4.2 Existence globale

Il n’existe pas de solutions générales des systemes de réaction diffusion On passe main-
tenant a l'existence globale, 1’existence globale de la solution du systéeme (2.14) , c’est-a-dire
déterminer si Ti.x = +00, nous utilisons la contraposée de la caractérisation (2.15) du temps
maximal d’existence

s’ ilexiste une fonction M : [0, 4+00) — [0, +00) continue telleque
lu ()]l + v ()|l < M (t) pour tout ¢ € [0, Tinax) (2.16)
alors Ti.x = +00

c’est-a-dire, si les fonctions u () et v (t) sont bornées pour tout ¢t € [0, 7], T < Trpax , alors,
Thax = +00.

Abdelmalek et Kouachi[46], a généralisé le systéeme d’une matrice diagonale & m composants,
et utiliser une seule inégalité pour la condition de croissance polynomiale des termes de
réaction.

Proposition 2.1.
On considere des problemes paraboliques semilinéaires de la forme

9 _DAu=f(u) z€Qt>0

Qv =0 r€IN t>0 (2.17)
u(x,0) = ug x €

Q est un ouvert borné de R™ , D est une matrice diagonale définie positive, dite la matrice
de diffusion. f : R™ — R™ est une fonction localement Lipchitzienne.
Soit X un espace de Banach des fonctions définies dans 2. On suppose que le probléeme (2.17)
posséde pour tout ug € X une solution unique u dans Uintervalle [0, T], ou T =T (uyg) :
Alors il existe Tax = Tmax (u0) € (T, +00] avec les propriétés suivantes :
i) La solution u est continue dans lintervalle [0, Tyax) -
i1) Si Tinax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0; T) pour tout T > Tiax
On appelle u la solution mazimale et Ty est son temps maximal d’existence.
iii) D’autre coté on considére que T =T (||ugl| i) . Alors l'un des deuz :
Tnax = 00 ou Lim ||u (t)||y = 00 t = Tax  est satisfait.
Le principe de prolongement de la solution nous conduit a [’alternative suivante :
a) ou bien Thax = +00 et la solution est dite globale
b) ou bien Tyax < +00 et la solution explose en temps fini c’est a dire
Jlim (1) = oo

Ainsi pour étudier I'existence globale des solutions, il suffit d’avoir des estimations uni-
formes sur ces solutions.
Par conséquent, pour montrer I'existence globale de solutions classiques, il suffit de montrer
que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

2.5 Meéthode de la Fonctionnelles de Lyapunov

Ici, nous n’exposons pas les deux premieres méthodes puisqu’elles ne donnent pas tou-
jours l'existence globale vu la diffculté et la complexité des termes de réaction de certains
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systemes de réaction-diffusion, mais nous nous consacrons a la derniere méthode qui donne
des résultats satisfaisants.
Nous considérons le systeme de réaction-diffusion

%—aAu:f(u,v,w) (t,z) e RT x Q
g—;’ —bAv = g (u,v,w) (t,x) e RT x Q (2.18)
& —cAw = h(u,v,w) (t,r) € RT x Q

avec les conditions aux limites
Mu+ (1 =) du=p sur RT x 90
Av+ (1= X)) Opv =By sur RT x 90
Asw + (1= A3) Qyw = B3 sur RT x 9N
et les données initiales
u(0,2) =g (z),v(0,2) =vy (z),w(0,r) = wy (z) sur Q

Théoreme 2.2.
Supposons que les fonctions f,q et h soient de croissance polynomiale et satisfaire pour
certaines constantes positives D et E suffisamment grand la condition suivante

Df (u,v,w) + Eg (u,v,w) + h (u,v,w) < Cy (u+v+w+1)

pour tous u,v,w > 0 et toutes les constantes D > Dy et E > E; ou Dy et E; sont des
constantes positives.
Soit (u(t,.),v(t,.),w(t,.)) une solution de (2.18) et soit

L(t) = /QHn (u(t,z),v(t ), w(t ) de (2.19)
H, (u(t,z),v(t,x),w(tx)) = z: é CrCi0,oput? "™ P (2.20)

Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur Uintervalle [0 | Tiyax]

Corollaire 2.1.
Sous les hypothéses du théoréme 2.2, toutes les solutions de (2.18) avec des données initiales
positives sont globales.[50].

2.6 Existence globale par effet régularisant
Proposition[10]

Soit le systeme (2.17), f (t,z,u) € L> (0,7, L? (2)) pour p > %, ott n = dim
Par définition

[ (t,0) € L (0,7, 17 (9)) = Sup | (6,2, 0)| (e < +00,0 < t < T,z €0

@30>O,/|f(t,x,u)|pd:v§ ovtelo, T
Q

alors la solution de (2.17) est globale.
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3.1 Introduction

Cet chapitre s’intéresse a l’existence globale de solutions pour un systéme de réaction
diffusion a matrice de diffusion pleine et croissance polynomiale. La principale motivation
de ce travail est le fait que la plupart des systemes de réaction diffusion trouvés dans la
littérature supposent que la matrice de diffusion est une matrice diagonale, ce qui signifie
que la dispersion spatiale de chaque espece dans une région donnée n’est que le résultat du
méme gradient de concentration d’espece (auto-diffusion) . Bien que supposé par beaucoup
en raison du fait que cela simplifie grandement les calculs et les preuves, cela peut ne pas étre
réaliste dans de nombreux scénarios. Certaines études récentes, notamment[57], ont montré
que, dans de nombreux cas, la diffusion d’une espéce due a un gradient de concentration
dans une autre (diffusion croisée) est considérable et peut méme dépasser 1'autodiffusion.[37]

3.2 systeme de réaction diffusion a m composants d’une
matrice de diffusion pleine m x m

nous considérons le systeme général donné par

aaf — AAC = F(C) dans Q x (0,+00) (3.1)
avec conditions aux limites
oC
aC+ (1— a)a—n =B sur 00 x (0,+00) (3.2)
ou
oC
aC + (1 - oz)Aa—77 =B sur 09 x (0,+00) (3.3)
et les données initiales
C(0,x) = Co(z) sur Q (3.4)

Dans le contexte de cette thése, Q est un domaine borné ouvert de classe C' sur R” de
0

frontiere 052, an désigne la dérivée normale vers l'extérieur sur €.

Nous définissons les vecteurs C', F' et B trivialement comme

C = (ul,u2,...,um)T

F=(fi,for s f)"
B = (517527---a6m)T

et la matrice carrée m X m
a1 a12 e A1m
g1  A22 ... Q2m

(3.5)

Am1 Am2 ... Omm
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contient les coefficients réels de diffusion du systéme. La matrice AT est supposé étre dia-
gonalisable avec valeurs propres distinctes et positives 0 < A\; < Ay <,..., < A et vecteurs
propres Vi, Vs, ..., V,, avec

Vi = (Vie, Vae, - - - 5 Ume)

pour £ = 1,...,m. Notez que les valeurs propres de A? sont identiques a celles de A.
Cependant, les vecteurs propres sont différents. Il en résulte que le déterminant est égal a

k
det(A") = [T A/
(=1

ot my désigne la multiplicité algébrique correspondant & la valeur propre ),. Evidemment.la
somme des multiplicités doit étre égale au nombre de colonnes dans AT, c’est-a-dire

k
S me—m
=1
Définissons les vecteurs propres associés a la fieme valeur propre distincte A\, comme
Voriis Vorar o Vo, £=1,...k

avec
0, =1
T S, £=2,.. .k
Les vecteurs propres sont disposés dans la matrice P definie comme
P=((-1)"Vi (-1)"Vh......... (1) Vi) (3.6)

avec chaque puissance i, étant 1 ou 2 . Nous définissons les ensembles F = {{,i, = 1} et
L ={{,i, = 2}, qui satisfont les propriétés

LNF=get LUF={12...m} (3.7)
La donnée initiale est supposée dans la région
Yo ={CoeR™: (V;,Cy) >0, L € L} (3.8)
tel que
(Vi),B) >0,0 e L (3.9)
Etant donné cette région, la matrice P dans (3.6) se réduit a sa forme la plus simple.
P=WVs...... Vi) (3.10)

Notons ici que la matrice P peut étre utilisée pour diagonaliser la matrice systeme A par
I'utilisation de la relation de transformation suivante

PTA(PT) " = (P ATP) = diag (M. o, -, M) (3.11)

différents types de conditions aux limites peuvent étre supposés car ils n’affectent pas aux
limites

(i) non homogene de Robin: 0 < a < 1, B € R™

(ii) homogene de Neumann : « =0 et B =0

(iii) homogene de Dirichlet : 1 —a =0 et B = 0.
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3.3 Diagonalisation du systeme

Dans cette section, nous montrons comment le systeme propose peut étre diagonalisé, ce
qui est une étape nécessaire pour établir I'existence de solutions localement et globalement.
Premierement, nous discutons de la question de savoir si la condition de parabolicité consi-
dérée dans les études précédentes est nécessaire pour que le systéme soit diagonalisable.
Ensuite, nous identifions les régions invariantes du systéeme et montrons comment le systeme
peut étre diagonalisé en prenant comme exemple une seule région invariante.

3.4 Sur la condition de parabolicité

De nombreuses études trouvées dans la littérature indiquent que la parabolicité d’un
systeéme est une condition suffisante pour qu’il s’agisse d’une réaction diffusion. Cependant,
la condition pour la parabolicité d'un certain systéme ne semble pas étre acceptée. Par
exemple, la plupart des études trouvées dans la littérature, y compris celles présentées dans
la section précédente, utilisent une forme de la proposition suivante, énoncée dans [42].

Proposition 3.1.

Une forme quadratique Q =< X, AX >= XTAX, avec A étant une matrice symétrique,
est définie positive pour chaque vecteur de colonne X non nul si tous les principauxr mineurs
dans le coin supérieur gauche de A sont positifs. Si A n’est pas symétrique, () est défini
positif ssi les principaur mineurs dans le coin supérieur gauche de % (A + AT) sont positifs.

La condition énoncée dans cette proposition est la méme que celle énoncée par Capasso dans
[56] . Nous notons que Capasso s’est en effet référé a la définition inventée par Friedman
dans [01] . Cependant, lorsque nous renvoyons a [01] , la condition est tres différente. La
proposition suivante résume l’état de parabolicité de Friedman.

Proposition 3.2.
Le systéme (3.1) est parabolique au sens de Petrowski si les parties réelles des valeurs propres
de la matrice A sont positives.

Clairement, la condition énoncée dans la proposition 3.2 est plus forte que celle de la
proposition 3.1. Ceci peut étre facilement illustré, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.4.1. Considérons la matrice

4 (023 00132
~\ 349 0.654

Cette matrice correspond a un modele réaliste de réaction diffusion lié au transport d’élec-
trolytes dans le polyéthyléne glycol (PEG), voir [57].
La matrice représente un PEG2000 (0,1250) —NaCl (1,2485) H2O. la matrice A a des valeurs
propres

A1 =0.1403 et Ay =0.7437

et donc cela satisfait la proposition 3.2. Cependant, la condition de la proposition 3.1 n’est

. . t ,
pas satisfaite car les valeurs propres de A“;A sont données par

N o= —1.3224 et M\ = 2.2064
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Tout au long de cette these, nous considérerons les conditions de Friedman énoncées dans la
proposition 3.2. Comme nous le verrons plus tard, nous supposons que notre matrice systeme
est diagonalisable avec des valeurs propres positives, et donc une parabolicité. la condition
est inhérente et aucune autre condition n’est requise.

3.5 Régions invariantes et diagonalisation

Puisque ses valeurs propres sont supposées positives, la matrice AT est unitaire diagona-
lisable par la matrice P dans (3.6) contenant ses vecteurs propres sous forme de colonnes.
Nous notons que chaque permutation de F et L satisfaisant (3.7) donne une matrice de
diagonalisation valide. Puisque le nombre total de permutations possibles est de 2, on peut
dire que le nombre de régions invariantes Xr » pour le systeme proposé est également 2™,
dont lune est la région décrite par (3.8) - (3.9), correspondant & £ = {1,2,...,m} et F = &.
Ces régions de 2™ peuvent étre écrites comme[37]

E]:}[; = {Cg, e R™: <‘/2700> <0< <‘/g,C()>,€ S E,Z S F} (312)

telle que
(V.,B) <0< (V;,B),le L,z F (3.13)

Par souci de simplicité, nous ne considérerons qu’une des régions invariantes qui correspond
aux ensembles £ = {1,2,...,m} et F = & et est défini dans (3.12) et (3.13).

Notez que les travaux effectués dans les sous-sections suivantes peuvent étre étendus de
maniere triviale aux régions restantes de 2 — 1.

Afin d’établir I'existence locale et globale de solutions pour le systéme proposé (3.1), nous
commencons par diagonaliser le systeme a I’aide de la matrice de diagonalisation définie dans
(3.10). Soit

W = (wy,wg,....... Jwy) = PTC (3.14)
o V,,C),le L
we= V. C) = { <<—\2 62§,€€€ F
et
FOW)=(F1,Fa,...... )" =PIF(C) (3.15)
avec

Fe={(Vy, F), pour {=1,....m

Pour certaines fonctions positives uniformement bornées C, et Cy définies sur R™* | chaque
fonction de réaction F , est supposée

(A1) étre continu et differentiable sur R} pour tous £ =1,....,m , satisfaisante

F o (wy,wa, ...wp—1,0,wp1, ..., wy,) > 0, pour tous wy >0, £ =1,...,m.

(A2) avoir une croissance polynomiale, c¢’est-a-dire pour £ =1,...,m

FeW)| <Ci(14+ W, 1)V, N €N, sur (0, 400)™ (3.16)

(A3) satisfaire
(D, F(W)) < Cy(1 4 (W, 1)) (3.17)
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ou

pour tous wy > 0,0 = 1,...,m, Les constantes D, > D, ¢ = 1,...,m ot D, sont des
constantes positives suffisamment grandes.
Pour terminer le processus de diagonalisation, supposons que

A=P'B

En utilisant ces définitions, le systeme peut étre diagonalisé comme indiqué dans la propo-
sition suivante. Pour la preuve de la proposition, il est fait référence au lecteur[43] et & des
études antérieures réalisées par le méme auteur.

Proposition 3.3.
diagonalisation du Systéme (3.1) par PT donne

W, = diag (A, Aoy ... .. yAm) AW = F (W) dans Q x (0,400) (3.18)

avec la condition aux limites

aW + (1 — oz)a;;/ = Asur 09Q x (0,+00) (3.19)

ou

ow

aW + (1 — a)diag (A1, Aoy ... ... ,)\m)a—
n

= Asur 90 x (0,+00) (3.20)
avec les données initiales

W(x,0) =W, sur Q (3.21)

3.6 Exemple de diagonalisation d’une matrice 3 x 3

Soit le systeme de réaction diffusion associé a une matrice de diffusion pleine

8—7; — a1 Au — appAv — ajzAw = f(u, v, w)

S — an Au — agAv — apAw = g(u, v, w) (3.22)

5 — as1Au — azpAv — agsAw = h(u, v, w)

(i1, Tio, {L'ig)t .1 =1, 2,3 les vecteurs propres de la matrice A associés a ses valeurs propres
Ayt =1,2,3
En multipliant les équations du systeme (3.22) par x;1, T2, €t x;3,1 = 1,2, 3 respectivement,
on obtient

0

T11%; — r11a11 AU — 11101240 — 0138w = 211 f (0,0, W)

I12§¥ — l’lgaglAU — IlgaggAU — IL‘126L23AU) = xlgg(u, v, w) (323)
ow

T135) — T13a31 AU — T13a32A0 — T13033AW = T13h(u, v, w)

0
9321*1; — L1011 AU — T21012A0 — To1a13Aw = w91 f (u, v, w)
I22§¥ — J]QQCLQlAU — ZEQQCLQQAU — IL‘QQCLQ?,AU) = .l’ggg(u, v, w) (324)
w

To3%5) — To3a31AU — To3a30Av — T3az3Aw = Ta3h(u, v, w)
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1’318*1: — l’glCLHAU — $316L12AU — $31a13Aw = Iglf(u, v, U))

T3250 — 32021 AU — 33020 AV — T32a93 AW = T329(, v, W)

1'33712} — l’ggaglAU — ZL’33(L32AU — ZL‘33(L33AU] = $33h(u, v, w)
Puis en additionnant les équations (3.23), (3.24) et (3.25), on obtient

0 (x11u + 120 + T13W)

ot

— pr1Au — p12Av — p1sAw = 11 f + T129 + T13h

P11 = T11011 + T12021 + 13031
P12 = T11Q12 + T12Q22 + T13032
P13 = 11013 + T12023 + T13033
0 (fﬂglu + T2V + .ngw)

ot

— P21 AU — P AV — pasAw = Toy f + Ta0g + Tazh

P21 = T21Q11 + T22a21 + To3a31
D22 = T21Q12 + T22022 + T23032
D23 = T21Q13 + T22023 + T23033
0 ($31U + T390 + l’gglU)

ot

— P31 Au — p3oAv — p3sAw = 31 f + T329 + T33h

P31 = T31011 + T32021733031
P32 = X31012 + T32022 + T33a32
P33 = T31013 + 32023 + T33033

Posons
U=xnu+ 2120+ 213w, V = Zo1U + T2 + Tozw, W = T310 + 320 + T33w

d’autre part, on a
11011 + T12G21 + T13a31 = \1211
11012 + T12G22 + T13032 = A\ T12
11013 + T12G23 + T13033 = A\ T13

21011 + 92021 + Toza31 = AoToy
T21A12 + TG + Ta3032 = AoT22
T21013 + To2G23 + Ta3033 = AoT23

T31011 + T32091T33031 = A3T31
T31Q12 + T32092 + T33a32 = A3T32
T31013 + T32G23 + T33033 = A3T33

on trouve le systeme de réaction diffusion d’'une matrice de diffusion diagonale

Z%—AlAU:Fl
%_AQAV:FQ
o — AAW = Fy

Fy =z f + 2129 + 213D
Fy = 291 f + w929 + wa3h
Fs =251 f + 2309 + x33h

(3.25)

(3.26)

le systeme de réaction diffusion (3.26) est équivaut au systeme de réaction diffusion (3.22)
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3.7 Existence de solutions

Dans cette partie, nous établissons 'existence locale et globale de solutions utilisant le
systeme diagonalisé dans (3.18), pour les détaillées voir [47-32], car elles sont similaires.

3.7.1 Existence locale

Tout d’abord, nous définissons les normes
1
||u||§ = @ /Q |u(z)[Pdz dans LP(Q)

||| = esssup |u(z)| dans L>(2)

[ulleqy = max [u(z)| dans C()
Le systeme diagonal de (3.18) équivaut a (3.1) dans la région invariante donnée en (3.8)
- (3.9). En considérant le systéme équivalent, nous pouvons maintenant établir 'existence
locale et I'unicité des solutions pour le systeme d’origine (3.1) avec les données initiales sur
C(Q) ou LP(Q),p € (1,+00), utilisant la théorie de I'existence classique (basic existence
theory)pour les équations différentielles semi-linéaires abs- traites, voir [10]. Il s’ensuit sim-
plement que les solutions sont classiques sur (0, Tiay ), avec Tiax désigne 'explosion éventuelle
en temps fini dans L>°(£2). La solution locale est globalement continué par des estimations
a priori.

3.7.2 Existence globale

I1 est bien connu que pour prouver I’existence globale de solutions a un systeme de réaction
diffusion, voir [10- 03], il suffit d’obtenir une estimation uniforme du terme de réaction associé
sur [0, Tinax) dans I'espace LP(£2) pour un certain p > 7. Notre objectif est de construire des
fonctionnelles polynomiales de Lyapunov nous permettant d’obtenir des composants bornées
sur LP qui mene a 'existence globale. Puisque les termes de la réaction sont continues et
différentiable sur R, ensuite, pour toute donnée initiale sur C (Q), il est facile de vérifier
directement la continuité lipschitzienne sur des sous-ensembles bornés du domaine dune

puissance fractionnaire de l'opérateur
D=— dlag ()\1A7 /\QA, ...... s )\mA) (327)

L’hypothese (3.11) implique que D est un operateur fortement elliptique au sens de Pe-
trowski, voir Friedman [01]. Définissons maintenant

2
Kf =K (K7 = [ r=3, (3.28)

ou

k=r—2
H =det((app)l#l,....r+ 1L E£0—1,...,7) (det[k])?=F=2 p =3 ... 1—1
—1

[1

k

-1 -1
K2 = M [ 6200 i g2’ lH 07 — Afl]
k=1 k=1
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et
2 =1 2 2 M1 2
ng =\ /)\2)\19%(171-%1) H glgpk'i‘?) +(pr+1) H ei(pk-*‘?) {Q%Am _ A12A1l}
k=2 k=l

Le terme det ((agx) € # 1, ...,7 + 1,k # ¢ —1,...,r) denotes the determinant of the r square
symmetric matrix obtained from (@), <<, €n enlevant le (r + 1)th, (r + 2)th, ... Ith les
rangées et les rth, (r+1)th, ..., (I —1)th colonnes ot det[1],..., det [m] sont les mineurs de
la matrice (a;z), <tp<m- Les éléments de la matrice sont

Mgt gl et o ngifil)wf (3.29)

Y—1)y Y% k—1

Qe =

Notez que Ay, = 2’\\‘};\% pour tous £,k =1,...,met 00 =1,...,(m—1) sont des constantes

positives.

Théoréme 3.1.

Supposons que les fonctions Fy, ¢ = 1,...m sont des fonctions polynomiales croissances et
satisfaire la condition (3.17) ( 2.6 ) pour certaines constantes positives Dy, 0 = 1,....,m
suffisamment grand. Soit (wi(t,.), wa(t,.),....... , Wi (,.)) une solution de (3.18) et

Lt) = /Q H,, (wi(t,2), ws(t, ), ... ... S wm(t, 2)) dz (3.30)

o
Pm D2 9 p2
— DPm—1 p1 HP1 (n=1), D1, D2—P1 Dm—Pm—1
H,, (wy,we,....... W) =D R > OC’pm Ot 0 Tyt wy
Pm—1= pP1=

. oy . |
avec un entier positif et OPt = — P
Pm p f Pk pe(Pr—py)!

Supposons également que la condition sutvante est satisfait
Kl >01=1,2,....m (3.31)
Il s’ensuit que la fonction L est uniformément bornée sur lintervalle [0, T*], T* < Tiax

Corollaire 3.1.
Sous les hypothéses du théoréme 3.1, toutes les solutions de (3.18) avec des données initiales
positives dans L™ (§) sont dans L™ (0,T*; LP(§2)) pour certains p > 1.

3.8 Existence globale d’un systéme symétrique a m
composants de type spécial

Considérons un systéme a m composant avec la matrice de diffusion de la forme suivante

a; by - by
by a

(3.32)
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Comme nous lavons vu précédemment, le systeme possede 2 ™ régions invariantes. La matrice
A = AT a seulement 2 valeurs propres distinctes : \; = a; —b; avec une multiplicité algébrique
m—1et \y = a3 + (m — 1)b; avec une multiplicité algébrique de 1. les vecteurs propres
correspondant a Ay sont

U1 = (—1,0,0,....,1,0)7

ou comme le vecteur propre correspondant a Ay est

Les m vecteurs propres sont disposés selon (3.10) pour former la matrice de diagonalisation
P. Notre condition pour diagonaliser le systéme et établir 'existence locale et globale de
solutions est simplement que les valeurs propres soient positives, ce qui se réduit simplement
a

ap >b; et a;+(m—1)by >0

Le systeme (3.1) avec la matrice de diffusion (3.32) est équivalent au systeme diagonalisé
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4.1 Introduction 34

4.1 Introduction

Dans cet chapitre, nous examinons un cas particulier du systéme proposé (3.1) avec
m = 3. L'objectif est de déterminer les conditions nécessaires pour garantir la positivité
des valeurs propres. Nous montrerons également que des travaux précédents présentés dans
I'introduction sont en fait des cas particuliers de notre systéme proposé.

4.2 systeme de réaction diffusion d’une matrice de dif-
fusion pleine 3 x 3

on considere le systeme de réaction diffusion (3.1) dans le cas m = 3 avec une matrice
pleine 3 x 3

8*? = aHAu + a12A/U + a/l?)Aw + f (u7 U, 'U))
it’ = azlAu + CLQQA'U + CLQgA'lU +g (Ua v, w) <41)
871: = Cl31AU + CL32AU -+ aggAw +h <U7 v, w)

avec la matrice du diffusion pleine 3 x 3, de coefficients a;; réels et a;; sont strictement
positives
a1 a2 a13
ap G a23 (4.2)
31 Aas2 ass

4.2.1 Equation de polyndme caractéristique

L’équation caractéristique de la matrice de diffusion du systéme (4.1) est donnée par

— )\3 + tr 14)\2 + (CL12 + ais + 93 — Q11922 — A11A33 — a22a33) A + det A = 0 (43)
Posons
0=
b= % (a11a22 + a11a33 + Q22033 — Q23032 — Q12021 — CL13G31)
c=—detA

on obtient la forme suivante de 1’équation (4.3)
AN +3aX° + 30X + ¢ =0 (4.4)
Par le changement A = w — a et une substitution dans (4.4) , on trouve
(w—a)®+3a(w—a)’+3b(w—a)+c=0
(w —a)® = w® + a®w — 20w? — aw® — a® + 2d°w

w3—3(a2—b>w+2a3—3ab+620 (4.5)

avec
a=da>—-b , f=2a>—-3ab+c
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L’équation (4.5) prend la forme d’une équation cubique suivante
w? —3aw+ =0

Puisque I'équation caractéristique ici est cubique, nous renvoyons a [41], qui a étudié les
racines d’une équation cubique générale.
Le théoreme suivant est un résumé des résultats pertinents de ces études.

Théoréme 4.1.
Le polynome
N+ 3a\2 +3bA+c=0 (4.6)

ot ¢ # 0, a toutes les racines réelles si et seulement si

=0 e a>0
ou
0< 8] <2va3

a=a>-b
{ B =2a%—3ab+c (4.8)

Soit la fonction polynomiale P définie par

P(w)=w"—3aw+ =0 (4.9)
NOUS avons ip
(w) = 3w? — 3aw
dw

lorsqu’il est mis a zéro, nous donne

Nous observons que P (w) n’aura que trois racines réelles si
P<\/E) <0 et P(—\/5) >0

La substitution produit |3| < 2a2. Ceci conclut la deuxiéme partie de (4.7).

x —00 —/a Va +00

TABLE 4.1 — Caractéristiques de P(x) pour différentes valeurs de z.

Le comportement de P (w) est résumé dans le tableau 4.1.
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4.2.2 Discussion sur la positivité des valeurs propres de la matrice

Nous allons diviser la discussion en deux parties.
Considérons d’abord le cas ou § = 0, (4.9) conduit a

P(w):<w2—3a)w20

Le polynome a donc trois racines réelles

w1:0
we = V3«
w3 = —v/ 3

Si o > 0. Ceci établit la premiere condition de (4.7).

En ce qui concerne le second cas, § # 0, puisque les deux a et S sont réels, le polyndéme
aura soit trois racines réelles, soit une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.
Examinons les caractéristiques générales de P (w).

Corollaire 4.1.
Si =0 eta >0, alors les racines de (4.6) sont

A= —V3a—a
>\2 = —a (410)
A3 = V3a—a

De méme, si 0 < |B] < 2va3, les racines sont

A1 = —2y/asin (%+¢) —a

Ay = 2\/asing —a (4.11)
A3 = 2¢/asin (% —(b) —a
ol = < P < 5 et
1
¢ = 3 arcsin <2§3> (4.12)
Démonstration.

Nous aborderons les deux cas séparément
Premier cas : 3 = 0 et o > 0. Les racines de P (w) sont w = 0 ou w = ++v/3a. Nous
utilisons
obtenir
)\1 +a=0
)\2 +a= —\/@
/\3 +a= \/3_05

Par conséquent, les valeurs propres sont

)\1:—61
A= —+3a—a
A3 =+V3a—a
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Deuxiéme cas : pour le cas 0 < || < 2v a3, soit

w B
N=— e T=—= 4.14
Va Var )
La substitution dans I’équation P (w) = 0 donne
JI)=T3=3+T=0 (4.15)

Nous pouvons écrire

18] = || Va? < 2Va3

conduisant aux inégalités
0<YT <2

Afin de trouver les valeurs propres pour ce cas, nous observons le comportement de la courbe
J (I') en examinant sa dérivée

J (I)=30?-3

Le polynéme J (I') & deux pics & I'= £ 1. Nous savons d’apres le théoreme 4.1 que J (—1)
>0, J(1) <0, conduisant aux limites —2 < T < 2. Pour T = —2, les trois racines réelles
de J(T') sont —1 racine double et 2, alors que pour T = 2, les racines sont —2 et 1 racine
double. La courbe J (I') est représentée sur la figure 4.1 pour différentes valeurs de T dans
I'intervalle [—2,2]. En évaluant le polynéme a son racines, nous observons qu'’il peut étre
caractérisé par le tableau 4.2. Il est donc évident que les trois racines réelles se situent dans
I'intervalle [—2, 2] et que, d’apres la figure 4.1, il est évident que toutes les racines de J (I")
sont dans 'intervalle [—2,2]. Par conséquent, nous pouvons choisir

I'=2sin¢

une Substitution dans (4.15) donne

1
4sin3¢—3sin¢+§T =0

r —2 —1 1 2
JO) |[T-2|T+2|[T_2|T+2
Sign de J(I") - + - +

Tableau 4.2 : Caractéristiques de J(I') pour différentes valeurs de Y.
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FIGURE 4.1 — Le polynéme J(I') pour différentes valeurs de Y.
Rappel de I'identité trigonométrique
4sin® ¢ — 3sin ¢ +sin3¢ =0
et donc nous avons
T = 2sin 3¢
menant a
s 1 (T
= —arcsin | —
2
avec - .
_ <<
6 — ¢ < 6
Les trois racines réelles de J (I') peuvent maintenant étre formulées comme suit :
Iy =-2sin(3+¢) —2<TI)<-1
Iy=2sing —1<Ty<1 (4.16)
Iy =2sin (5 —¢) 1<Ty<2
En utilisant (4.13), nous obtenons les valeurs propres comme suit
A1 = —2sin (g —i—qb) —a
Ay =2sing —a (4.17)
/\3:281n(§—¢) —a
O

Nous notons que le premier cas du théoreme 4.1 et du corollaire 4.1 est en fait un cas

spécial du second cas dans lequel le parameétre § = 0 donne ¢ = 0, et donc

Al =—V3a—a

)\2:_(1/

A3 =+V3a—a
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Lemme 4.1.
Une matrice n X n carrée non diagonale A qui a une seule valeur propre A avec une multi-
plicité algébrique de n est non diagonalisable

Démonstration.
Soit A une matrice n X n non diagonale qui a une seule valeur propre \ avec une multiplicité
algébrique de n, et soit

B =diag (A A, ..., \)

En supposant que A soit diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que
A=PBP'=)\PIP' =B

Ceci est une contradiction, car A est supposé non diagonal O

4.3 Conditions de diagonalisabilité et positivité des va-
leurs propres

Maintenant, en utilisant le théoréme 4.1 et le corollaire 4.1, pour déterminer les conditions
exactes de la positivité des valeurs propres pour le systeme (4.1) & 3 composants.
L’équation caractéristique de la matrice A dans (4.2) est donnée par

—)\3 + tr A)\2 + (alg + a13 + a9z — a11a92 — A11033 — CLQQCng) A+ det A=0

Ceci peut étre simplifié sous la méme forme que dans (4.3) avec

tr A
a=-—

b= % (a11a22 + a11a33 + a00a33 — a23a32 — Q12021 — A13031) (4.18)
c=—detA

Nous passons maintenant a la définition des conditions de diagonalisabilité du systeme 3 x 3
représenté par la matrice A dans (4.2).

Proposition 4.1.

La matrice A est diagonalisable d valeurs propres positives si :

Cy) =0,a>0 et 3a+a<0,or

Ch) 0 < |B] < 2va3 et 2y/asin (5 +¢) +a < 0,0r

C3) 0 < B =2vad,2y/a+a < 0 et Ji € {1,2,3} tel que a;; — Ny # 0,Y), k tel que
{i,7,k} = {1,2,3}, tel que det Aj; = det AZ;, or

Cy) 0 < =0 =2vVa3, Ja+a < 0 et i € {1,2,3} tel que ay; — Ny # 0,Vj, k tel que
{i,7,k} = {1,2,3} tel que det A}; = det A%, =0 tel que

ijk

Al — @i — A2 Q45 ot A2 — Qi — Ao Qi
ij Qi Qii — A ijk Qi s
ji j7 2 ji jk

avec {i,j,k} = {1,2,3} et Ay et Ay avec une multiplicité algébrique de 2.
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Démonstration. Examinons d’abord le cas ou f = 0 et a > 0. Les valeurs propres sont

données par
A= —V3a—a
)\2 = —a

A3 =V3a—a

Donc, pour o > 0, les trois valeurs propres sont distinctes de A\ < Ay < A3 , et donc pour
prouver la positivité des valeurs propres, il suffit d’établir que

V3a+a <0

Par contre, pour a = = 0, les valeurs propres se réduisent a A\ = Ay = A3 = —a. Il est
bien connu que les valeurs propres d’'une matrice 3 x 3 auront au plus 2 vecteurs propres
distincts, voir le lemme 4.1.

Par conséquent, la matrice ne sera pas diagonalisable dans ce cas.

Le second cas est 0 < [f] < 2v/a3. La Figure 4.1 montre que les valeurs propres réelles
sont distinctes pour |Y| < 2, ce qui rend la matrice diagonalisable. Quant a |Y| = 2, ou de
manicre équivalente |3| = 2v/a3, nous devrons le scinder en deux cas distincts :

Pour 5 = 2v a3, on a
{ )\1 = —2\/a —a

/\2:/\3:\/5—(1

Clairement, les valeurs propres sont toutes positives tant que 2y/a + a < 0. Nous devons
encore établir les conditions pour la distinction des vecteurs propres. La valeur propre répétée
X = A3 = \/a — a doit étre associée a deux vecteurs propres distincts, a savoir le rang de
la matrice

ayp — Az ai12 13
B = 21 a2 — A2 @23
a3 a32 asz — Az

doit étre égal a 1. On commence par supposer que a1 — Ag = oo — Ay = a3z — Ag. Dans ce
cas, le la matrice B devient
0 a2 a
B = 921 0 923
az; az 0

qui peut facilement étre démontré avoir le rang 1 si
a1 = ag3 = aj2 = a;3 =0
Si cette condition est satisfaite, donc, la matrice devient de la forme

a1 0 0
0 929 0
a31 a3z asg

qui a des valeurs propres identiques. C’est évidemment une contradiction. ce qui signifie que
ce cas est impossible. Par conséquent, nous pouvons affirmer que

di € {1,2,3},0@'—)\27&0
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Il apparait que la valeur de ¢ n’a aucun effet sur la preuve, et nous choisirons donc i = 1.
Nous subdivisons ce cas en 4 parties :

Cas ag; # 0 et az; # 0 : Une simple manipulation de B utilisant des opérations élémentaires
donne

ap; — Ao 12 @13
L _ __ az1a12 __ ai13az
b= 0 (a22 /\2) a11—Az 423 = G —xo
__ Gaiz2a31 _ __ ai3asi
0 @32 a11—A2 (CL33 /\2> a11—A2

qui aura un rang 1, si
azi1a12
(GQ‘Q o )\2) Tann—A2 0
a13a21 _ ()
a1 —Az
_ Ga12a31 _
@32 a1 —Az 0

(azs — Ag) — J128L =0

23 —

Cela peut facilement étre réorganisé sous la forme

(@11 — A2) (a2 — A2) — agiaia =0
(Gn - )\2) (CL33 - >\2) —ajzaz; =0
(an - >\2) a3 — ajzaz =0
(an - /\2) azy — argaz; =0

qui est satisfait selon la condition (Cj).
Cas as; = 0 et az; = 0 : Notre matrice se simplifie a

ay; — A2 ai12 13
B = 0 a2 — A2 @23
0 aso ass — Az
Cela donne les conditions
929 — )\2 =0
ag3 = 0
azz =0
asg — A =0

qui, encore une fois, est satisfaite par la condition (Cj3).
Cas a1 = 0 et ag; # 0 : la matrice B devient

ay; — A2 ai12 a13
B = 0 a2 — A2 Q23
a3 a32 asz — A2

Elimination des rendements en as;

ap; — A2 a12 @13
’
B = 0 a2 — Ao 23
__ Qa12a31 _ __ ai13a31
0 @32 a11—A2 (a33 >\2) a11—A2

qui a un rang si
(an - /\2) (a22 - )\2) =0
(@11 — Ag)azs =0
(an - )\2) azp — agraz; =0
(an - >\2) (a33 - )\2) —azaz; =0
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Une fois de plus, ceci est satisfait par la condition (Cj).
Cas as; # 0 et ag; = 0 : la matrice B devient

a1; — Az 12 a13
B = a21 a2 — A2 23
0 a32 asz — Ao

Elimination des rendements en élément ao;

app — A2 Q12 13
— _ __ a2iai2 __ @ai13a2i
b = 0 (a22 )\2) a11—A2 @23 a11—A2
0 as2 azz — Az

et donc les conditions pour un seul rang sont

(an - )\2) (CL22 - )\2) —agiayp =0
(an - >\2) a3 — ay3a; =0
(an - )\2) aszy =0
(an - )\2) (Cl33 - >\2) =0

encore, ces conditions sont satisfaites sous réserve de la condition (C3). Pour —f = 2va3,

on a
)\1:)\2:—\/5—&
)\3:2\/5—0,

Dans ce cas, il est garanti que les valeurs propres sont positives sous la condition /a+a < 0.
Afin d’établir les conditions pour avoir trois vecteurs propres distincts, on peut suivre la
méme procédure que dans le cas précédent. Les résultats sont similaires et sont satisfaits par
la condition (C}). Enfin, la preuve peut étre répétée pour i € {2,3} de maniére triviale. [J

4.4 Cas des systemes spéciaux

Examinons maintenant quelques cas particuliers trouvés dans la littérature et voyons
comment la méthode proposée présente des conditions plus faibles par rapport aux résultats
précédents.

Cas 1. Considérons le cas particulier de[43] ot le systéme de réaction diffusion est donné
par

% — gy Au+ by Av + f (u,0,0)

% = Au+ a;Av+ biAw + g (u, v, w) (4.19)
%—1: = ClAU + alAw + h (u7 v, 'l,U)

ou la matrice du diffusion est prend la forme suivante

aq bl 0
A= C1 ap bl (420)
0 c1 ap

L’objet de l'article [43], est la construction de régions invariantes dans lesquelles nous
établissons 'existence globale de solutions pour les systemes de réaction-diffusion avec une
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matrice tridiagonale (4.20) et des conditions aux limites non homogenes. Le terme de
réaction non linéaire a été supposé étre de croissance polynomiale. Les a, b et ¢ sont des
constantes positives satisfaisant la condition b 4+ ¢ < V2a qui reflete la parabolicité du
systeme et implique en méme temps que la matrice de diffusion est défini positif.
Dans ce cas, f =0 et a > 0. Nous avons

a = —aq
b= CL% — %blcl
c=2bicia; — azf

On peut vérifier que ce systéme se situe dans le cas § = 0 et > 0 en utilisant ( 4,5) (4.8)
pour obtenir

o= %blcl >0
et
B=2(—a)’ —3(—ay) (a% — %blcl> + (2bycia; —a3) =0

Les valeurs propres de la matrice A sont

A= —V3a—a=a; —v2bjc; >0
)\2 =—a=a; >0 (421)

)\3 =+vV3a—a=a; ++v2bjc; >0
Cela réduit a une seule condition )
-1

0 < bier < a2 (4.22)

La condition de parabolicité considérée dans [49] et donnée par

b+ < \/§a1

2
by + ¢ < Clj
2 2

Une simple comparaison des deux conditions montre que

2

b1+61 (]J%
bic; < —
101—( 2 > D)

qui peut étre réécrit sous la forme

Il est clair que la nouvelle condition est plus faible.
Cas 2. Nous considérons le cas particulier de [44] ou le systéme de réaction diffusion est
donné par
W = g Au+bAv + f (u,v,w)
9 — ) Au+ ayAv + by Aw + g (u, v, w) (4.23)

ot
QU = ¢y Av + a1 Aw + h (u, v, w)



4.4 Cas des systémes spéciaux 44

ou la matrice du diffusion est prend la forme suivante

aq b1 0
A= C1 Qs bg (424)
0 Cy Qaq

L’objectif de 1’étude [49] est de prouver l'existence globale de solutions pour les systémes de
réaction-diffusion a matrice tridiagonale (4.24) de termes de diffusion a;; (7,5 = 1,2, 3) et
(1,7) # (1,3), (3,1), les termes sont supposés des constantes positives avec a;; = ags et
(a2 + a21)2 + (azs + a32)2 < 4ajiags, qui refléte la parabolicité du systéme et implique en
méme temps que la matrice de diffusion est défini positif.

On a [37]
_ _ 2a1+as
a = 3
b= % (a% + 2@1&2 — blcl — szg)
¢ = —a (a1a9 — bycy — bacs)

Nous pouvons montrer que ce systeme est en fait dans 1’état actuel en utilisant (4.8), ce qui
donne [37]
a=a®—b=1((a1— a2)* + 3bacz) > 0
et
5 = %7 (al — ag) (2 (a1 — a2)2 + 9b101 + 9b262)
Nous avons deux cas distincts. D’abord, si a; = as, alors
a = % (b101 + bQCQ) >0
et
p=0

Par conséquent, les valeurs propres peuvent étre données par

)\1 =ai; — blcl + bQCQ

)\22661

A3 = a1 + Vbicy + bacy

Puisque les valeurs propres doivent étre réelles et positives, nos conditions se réduisent a

a; — \/blcl + bQCQ >0 et blcl + bQCQ >0

Alternativement, si a; # ag, on note que la condition 0 < || < 2va? qui est satisfait en
tant que

1
40[3 — 62 = ﬁ (blcl —+ b202>2 ((a1 — a2)2 + 4b1C1 + 4b202) > O

Rappeler que

T = B _ 2 (Cll - CL2)3 -+ (CLl — CLQ) (9blcl —+ 9[)2@2)

/3 3
a \/((a1 — CL2)2 + 3b161 + 3b202)

Puisque T = 2sin 3¢, on se retrouve avec

2 (a1 — a2)3 + (CLl — &2) (95101 + 96202)

sin 3¢ = -
2\/((&1 — a2)2 + 3b101 + 36202>
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a] — aog 3 A a] — ag

- 3 3
2\/((&1 — CL2)2 + 3b1€1 + 3b2€2) 2\/((0,1 — a2)2 + 3b161 + 3b262)

qui en utilisant 'identité trigonométrique

sin3¢ = sin ¢ (3 — 4sin’ ¢)

ce qui donne
ap — ag

3
2\/((&1 — CL2)2 + 3[)101 + 3b262)

En utilisant sin ¢, nous pouvons déterminer les valeurs propres de la matrice. Tout d’abord,
nous avons[37]

sin ¢ =

Ao = 2\/asing —a = a,

Aussi, en observant que

sin 3¢ = sin (7?: + gb) <4 sin? (7?: + gb) — 3)

nous pouvons écrire

(5 )

Cela nous permet de formuler A; comme

ay — az + 3\/((@1 — CLQ)Q + 46101 + 4b2€2)

4\/ ((ar — az)* + 3bicy + 3bacy )

1 1
A\ = —2¢/asin (7; + (b) —a= 3 (a1 + az) — 2\/((a1 — a2)2 +4bycy + 4b202)

De méme, comme

sin 3¢ = sin (7 — 3¢) = sin (7; — gb) <3 — 4 sin? (g - gb))

nous trouvons que

(-9

as — a1 + 3\/((&1 — a2)2 -+ 4b1C1 -+ 4b2€2)

4\/((611 — Cl2)2 + 3b161 + 3b202)

Et ainsi

1 1
)\3 = 2\/&Si1’l <7§ — (b) —a = 5 (CLl —+ CLQ) -+ 2\/((@1 — a2)2 -+ 4b1€1 —+ 4()202)

Quant a la diagonalisabilité de notre matrice, il suffit que la plus petite valeur propre soit
positive. C’est

1 1
M= 5 (a4 ) = 5/ (01 = 02)° + by + 4bacr) > 0
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qui peut étre simplifié a
(aq + ag)2 > (ap — a2)2 +4bic; + 4bscy > 0
En gardant a 'esprit les éléments de A sont positifs, cela peut étre réduit a
bicy + bycs < ajas

Ceci est évidemment une condition plus faible comparée a celle de f4], qui est

b > (b 2
(1_;_01> +<2—502> <a1a2

2 2
b b
blcl+6202§ ( 1;—01> +< 2+62> < aias

comime

2

Notez également qu’en utilisant notre méthode,nous avons pu dériver des expressions ana-
lytiques pour les valeurs propres. Ceci n’a pas été réalisé auparavant par les auteurs de
[44]

4.5 Application numérique

Considérons le modele de réaction chimique & trois composantes de diffusion croisées
proposé dans [57]:

% = D1, VZu + div (Dyw Vw) — kyu + kyv

*;) = D22V2v + div (DVWVw) + k’lu — l{?QU (425)
9w — div (Dwy'Vu) + div (Dwy Vo) 4+ D33 Vw

ou u, v et w désignent les concentrations de trois substances chimiques, D;; désigne la

constante de diffusivité de la substance i en raison de la distribution spatiale de la substance

J, et

D D13 u+K
DVW D23 TR
Dy = Dyp—t—

sont les facteurs de diffusion croisée. La dependance de ces variables sur les concentra-
tions de nos substances permet d’introduire une variation temporelle corrélée, ce qui rend
généralement le modele plus réaliste. Cependant, pour simplifier, considérons le cas ou
K, = K, = K, = 0 conduisant au systeme réduit

%772‘ = DHAU ‘l‘ DlgAw - klu + kQU
a—lt) = D22AU + D23AU} + klu - kQU (426)

avec des termes de diffusion croisée constants. Ce systeme réduit est représenté sous forme
de matrice

ou
N AAU 4 F
a1 +



4.5 Application numérique 47

avec
u D11 0 D13 —klu + k?QU
U= (Y > A= 0 D22 D23 s F = klu — k’gl}
w 0 Dz Dss 0

Notez que la matrice de diffusion A n’est ni diagonale ni symétrique. Par conséquent, pour
que la méthode proposée dans notre étude soit applicable, nous devons d’abord nous assurer
que toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles strictement positives. Pour cela,
considérons la méme matrice de diffusion de [57] donnée par

25 0 145
A=|o0 25 27 (4.27)
0 07 1

Pour cette matrice particuliere, nous avons

— _trA _ _
a= 5 = 2

b= % (ar1a22 + agass + ajnags — ajaae — a13a3; — Agsage) = 3.12
c=—detA=-1.525

menant a
a=a’—b=0.88
B =2a®—3ab+c=1.195

Qﬁ — %ar sin (2\5073) = (0.26976

Clairement, la condition (Cy) de la proposition 4.1 est satisfaite comme

0< |B| =1.195 < 2v a3 = 1.651
et

2/asin (I +¢) +a=—0.18395 < 0
Les valeurs propres de la matrice A sont donc données par

M = —2/asin (5 +¢) —a=0184
Ao = 2y/asin g — a = 2.500
As = 2y/asin (5 — ¢) — a = 3.316

qui sont tous strictement positifs. Par conséquent, cet exemple satisfait notre condition selon
la proposition 4.2
Rappelons que les régions invariantes du systéme proposé défini entre (3.12) -(3.13)

2513 = {Uo ceR™: <‘/;,U0> <0< <V2,Uo>,l - E,Z - 3}
Nous supposerons les conditions initiales

g1 (z) +2
g3 (z) +4
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ou les fonctions g; (x) représentent des perturbations aléatoires gaussiennes utilisées pour
introduire une non-homogénéité spatiale dans les données initiales. Il résulte des simulations
informatiques que

(V1,Up) <0

(Va,Ug) > 0

(V3,Up) <0

Par conséquent, afin de diagonaliser le systeme, nous formons d’abord la matrice P corres-
pondant a cette région invariante particuliere.

0 0.8810 0
P=(=Vi,Vs,—V3) = | —0.2893 —0.4731 0.6511
0.9572 0 0.7590

qui diagonalise le systeme en utilisant la transformation de similarité

. 0.184 0 0
D=P'A(PT) =| 0 25 0
0 0 3.316
Le nouveau systeme est de la forme
ow
— = DAW + F (W)
ot
tel que
W = P'U
et

0.13991k; —0.26053ky —0.32838k; 0.32856ky —0.17644k;
F(W)=10.65484k; —1.2194ky  —1.537k;  1.5379ky —0.82585k; | W
0.58635ky —0.31487k;  0.78906k;  0.39710k; —0.73945k;

Des simulations sur ordinateur ont été effectuées a I'aide de la méthode numérique explicite
aux différences finies avec
k=1
{ 1 =15 (4.30)

ko =10

Les conditions aux limites pour le systéme ont été supposées nulles. L’évolution temporelle
des solutions en (4.26) est illustrée a la figure 4.2 pour le cas unidimensionnel. I est facile
de voir que les solutions sont stables car elles convergent vers un état stable spatialement
homogene constant avec suffisamment de temps.
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FIGURE 4.2 — Evolution temporelle des solutions pour le systéme (4.26) dans le cas
unidimensionnel soumis a la matrice de diffusion (4.27), aux parametres

(4.30)et aux données initiales (4.28).



Conclusion générale et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié 'existence locale et globale de solutions pour un
systeme de réaction diffusion a m composant générique avec une matrice de diffusion pleine
(complete). Nous avons examiné les différences dans la littérature concernant la condition
nécessaire a la diagonalisation d’une matrice. Nous avons discuté de la question de savoir
si la condition de parabolicité considéré dans les études précédentes est nécessaire pour que
le systeme soit diagonalisable, parce que beaucoup d’études trouvées dans la littératures se
référent a la parabolicité d’un systeme comme étant une condition suffisante, ce pendant, la
condition pour la parabolicité d'un certain systéme ne semble pas étre acceptée.

Pour ¢a, nous avons adopté la condition plus faible stipulant que : un systéeme de ré-
action diffusion est parabolique au sens de Petroweski si les parties réelles de toutes les
valeurs propres de la matrice de diffusion doivent étre positives (Proposition3.2). Une fois
la diagonalisation établie, le reste suit les mémes lignes que [44].

Afin d’illustrer les résultats de notre étude, nous avons considéré deux exemples. Le
premier exemple est un systéme a m composant avec un type spécial de matrice, comme
indiqué dans(3.32).Le second cas est plus intéressant car il concerne une matrice de diffusion
pleine (complete) 3 x 3. Les conditions exactes ont été calculées pour la positivité des valeurs
propres et la diagonalisabilité du systeme. Des exemples numériques ont été utilisés pour
confirmer nos résultats.

Comme perspective, je serais intéressée de continuer I’étude de phénomenes de formation
de motifs de trois espéces.
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