République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministétére de I'Enseignement Supérieur et de la

Recherche Scientifique il;ﬁ_:wie
Université Larbi Tébessi -Tébessa- EHC
Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la od
Nature et de la Vie ghj*i:;ﬂ:iﬁtﬁlf» va

Département : Sciences de la Matiere

These

Présentée en vue de l'obtention du diplome de

Doctorat 3¢ Cycle

Option : Physique de la Matiere Condensée

Theéme

Les oscillateurs bosoniques relativistes en

présence des défauts topologiques : cas de la

corde cosmique

Pr
Pr
Pr
Pr
Pr
Pr
Pr

Présenté par :
QWat/’dl‘@ Wessai

Devant le jury

. Abdelmalek Boumali Rapporteur Université Larbi-Tébessi, Tébessa

. Faical Chemam Président Université Larbi-Tébessi, Tébessa

. Mahmoud Merad Examinateur Université Larbi Ben Mhidi, Oum el Bouaghi
. Mohamed Tayeb Mefteh Examinateur Université Kasdi Merbah Ouargla

. Boutheina Boutabia-Chéraitia Examinateur Université de Annaba

. Mohamed Loutfi Benkhedir Examinateur Université Larbi-Tébessi, Tébessa

. Lyazid Chetouani Invité Université de Constantine

Date de Soutenance : 20/05/2017



© / lemaodre /6(/116 au

%ﬁﬁ/a&m’m e @ya@ylm L%é/lyzmﬁ a %Zr /f('yzm

- ol ) R
Unl\relsltyof LarblTebessl -Tébessa-

PAT

Laboratoire de Physique Appliquée et Théorique



Les oscillateurs bosoniques relativistes en présence des

défauts topologiques : cas de la corde cosmique

%ﬂ( %’eﬂe



Jes aseillalears 5(/40/1/%/@/ relativistes

Gyl el e BE LN I Uy el il yy LB 55T s 3
Jam delsm sy %) ed) Bl Sl e 3 SO JU) e
st'%w)')} g_';.&;}: :\;’U\ dju-\f 'l:'\"“ CJL;} rlé..w" :ﬁ""dén Las

ALl 3200 AL e sl odn 2

C 1(//(/’(’/?‘(’ Wessai —-i-- e 82



>
@J ascillalewrs &/f)’cf/z/'y/mj relativistes

Abstract

In this these, we study the influence of the gravitational fields produced by a topological
defect such as cosmic string space—time on a relativistic oscillator in the presence of a uni-
form magnetic field, and in the presence of scalar potentials. We present the eigensolutions
of our problem in question and analyze the influence of cosmic string space—time on the

eigenvalues.
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Résumé

Dans cette thése, nous avons étudiés I'influence des champs gravitationnels produits par
un défaut topologique tels quela corde cosmique, sur les oscillateurs relativistes bosoniques
en présence d'un champ magnétique uniforme et des potentiels scalaires. Linfluence de ce

défaut sur les solutions propres a été bien analyzée.
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Introduction

Loscillateur harmonique est un outil de base en physique depuis de nombreux siecles.
La pleine importance de l'oscillateur harmonique comme un outil de base pour le dé-
veloppement de la physique théorique est probablement apparu avec la naissance de la
mécanique quantique . C'était le premier exemple auquel s'appliquaient les régles de quan-
tification, et depuis lors ses spectres, ses fonctions d'onde, ses symétries, et bientot, ont eu
d'innombrables applications non seulement dans les calculs directs, mais aussi comme un
modele pour mieux comprendre des problemes plus complexes [1].

Dans une tentative de réconcilier la mécanique quantique avec la relativité, Dirac a
proposé de linéariser I'équation de Klein Gordon (KG) des particules libres, en se ba-
sant sur la relation relativiste quadratique entre I'énergie et la quantité de mouvement.
Il a bien obtenu une équation relativiste de premier ordre par rapport au temps décri-
vant ainsi le mouvement d'une particule de spin-1/2, tels que ['électron. Lintroduction de
l'interaction électromagnétique dans cette équation, lui a conduit de faire un traitement
relativiste de I'atome d’hydrogeéne. En 1989, Moshinsky et Szczepaniak [2]ont proposé
d'écrire l'oscillateur harmonique , pour le cas des particules relativiste de spin 1/2, dans
une autre forme linéaire par rapport aux coordonnées et aux moments. Cette idée a donnée
naissance a l'oscillateur de Dirac car, dans la limite non-relativiste, cet oscillateur devient
un oscillateur harmonique avec un terme de couplage spin-orbite tres fort. Dans ce sens,

et a I'opposé de I'équation de Dirac pour le cas de l'atome d'hydrogene, l'oscillateur de Di-
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rac est devenu un modele théorique motivant jusqu'a l'apparition d'une récente réalisation
expérimentale de cet oscillateur basant sur de micro-ondes [3]. Elle a été présentée en
s'appuyant sur un systeme de contrainte " tight-binding system", ouvrant ainsi un nouveau
champ d'investigation. [4].

L'un des problemes les plus intéressants de la physique théorique est le lien entre la
mécanique quantique et la gravité depuis 1'étude du cas d'une particule quantique non rela-
tiviste en présence d'une gravitation constante [5] L'étude des systemes quantiques dans un
espace-temps courbé remonte a la fin des années 1920 et au début des années 1930 [6--8].
Motivé par l'idée de construire une théorie combinant la mécanique quantique avec la re-
lativité générale, 'extension des équations de Schrodinger et de Dirac aux espaces courbées
a été bien mis en évidence. La compréhension de l'interaction entre les particules relati-
vistes et la gravité se fait bien en résolvant leurs équations de mouvement. Ces solutions
sont des outils précieux pour l'examen et 'amélioration des méthodes numériques pour des
modeles afin de résoudre des probléemes physiques complexes. Par exemple, les recherches
ont montré que les niveaux d'énergie d'un atome placé dans un champ de gravitation, sont
modifiés en raison d'interaction de I'atome avec la courbure de 1'espace-temps.

Récemment, l'interaction des particules avec un champ gravitationnel produit par des
défauts topologiques est devenue un domaine de recherche tres actif, et a fait I'objet du
plusieurs études récente [9--33]. Selon les concepts modernes de la physique théorique, les
défauts topologiques ont été formé par la transition de phase de vide dans I'univers primitif.
Ces défauts se manifestent en des parois de domaines , cordes cosmiques et des monopoles

[27]. Parmi eux, les cordes cosmiques ont attiré beaucoup dattention en physique des
particules, spécialement en cosmologie et astrophysique ou les effets gravitationnels jouent
un role important [21,27,34]. Ces cordes ne produisent pas l'interaction gravitationnelle
locale mais elles modifient la géométrie de I'espace-temps . Ce sont des défauts linéaires,
et l'espace-temps 1ié a ces cordes cosmique est localement plane et globalement conique.

Loscillateur Dirac (DO) est I'un des systémes quantiques les plus importants. Il a été
étudiée par Ito et al [35] pour la premiére fois. D'autre part, Moshinsky et Szczepaniak [2]
ont été les premiers qui ont introduit un terme intéressant dans I'équation de Dirac .

Plus précisément, ils ont suggéré la substitution, dans 1'équation de Dirac libre, l'opérateur

/? fﬁ/(/?‘( /[//(;)(// -2 - Fes sl
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d'impulsion ? par ? — imBw T, avec 7 étant le vecteur de position, m la masse de la
particule et w la fréquence de l'oscillateur. Les états d'énergies positive de cet oscillateur sont
similaire a ceux de l'oscillateur harmonique non relativiste. Physiquement, cet oscillateur
peut étre interprété comme l'interaction d'un moment magnétique avec un champ électrique
linéaire [36]. Le potentiel électromagnétique , associé a cet oscillateur a été trouvé par
Benitez et al [37, 38]. Loscillateur Dirac a suscité beaucoup d'intérét a la fois parce qu'il
fournit I'un des rares exemples exactement soluble, et qu'il a de nombreux applications
physiques. Citons par exemple, le lien de l'oscillateur de Dirac avec l'optique quantique , plus
précisément avec le modele de Jaynes Cummings [39,40], I'effet Ramsey-interférométrie

[41], 'existence des transitions de phase quantique [42,43]. Bruce et Minning [44] ont
étendu cet oscillateur pour le cas des particules bosoniques : un modele relativiste de
l'oscillateur harmonique a également été proposé, pour une particule scalaire, en se basant
sur l'oscillateur de Dirac . Ces auteurs ont montré qu'un couplage analogue a un couplage
linéaire de l'oscillateur de Dirac peut étre introduit dans 1'équation de KG d'une maniere
qu'on peut retrouver I'‘équation de Schrodinger d' un oscillateur harmonique dans la limite
non relativiste. Ce couplage proposé par Bruce et Minning [44] est connu par l'oscillateur
de KG [44--47].

Léquation relativiste de premier ordre du Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) [48--50] est
une équation décrivant les particules de spin-0 et de spin-1. Elle a été utilisé pour analyser
les interactions relativistes des hadrons avec des noyaux : les résultats trouvés sont en bon
accord avec les données trouver par I'expérience. Une question importante liée a ['équation
DKP concerne son équivalence avec les théories fondées sur les équations de second ordre
de KG et Proca [51, 52]. Dans les années 1970, cette équivalence supposée était question
pour plusieurs situations, montre que, dans certains cas, les deux théories de DKP et KG
peuvent donner des résultats différents. De plus, en présence d'une d'interaction, 1'équation
de DKP semble étre plus riche que celle de I'équation de KG . Dans ce contexte, on peut
citer les modeles, a base de I'équation de DKP , qui ont été proposées afin d'étudier les
interactions meson-noyau : les résultats trouvés montrent que I'‘équation de DKP donne un
ajustement meilleur pour des données expérimentales par rapport a celui trouvé enutilisant

I'équation de KG . Dans le méme sens, les techniques d'approximation développées dans le

/! fﬁ/(/?‘( /[//(;)(// -3 -- Pt sl
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cadre de la diffusion nucléon-noyau ont été généralisées, ce qui avaient données une bonne
description des résultats expérimentaux sur la diffusion meson-noyau [53]. La diffusion
du noyau de deutéron, l'interaction mésonique et le modeéle relativiste de [-noyau de la
diffusion élastique ont été également étudiées a la base de l'équation de DKP [54--56],
l'oscillateur de Kemmer bidimensionnelle [57], 'équation de DKP avec une interaction
dépendant du temps [58], l'oscillateur de DKP avec l'algebre de Synder deSitter [59], et
enfin en présence de plusieurs type d'interactions [20,47,55,56,60--74].

Létude de l'équation de DKP dans un espace-temps courbé n'a pas bien été traités
dans la littérature contrairement au cas de l'espace-temps plat . Dans ce sens, on peut
voir que peu des travaux, concernant le mouvement des oscillateurs relativistes dans un
espace-temps courbé, existent [9——13, 15,20,32, 75——82].

Dans ce contexte, notre contribution s’insére a la détermination des solutions des os-
cillateurs relativistes bosoniques en présence des défauts topologiques , spécialement les
cordes cosmiques. En premier lieu, nous considerons les trois types d'oscillateurs pour le
cas d'un espace-temps plat (espace de Minkowski ). Ensuite nous étendons cette étude
au cas d'un espace-temps courbé : cet espace est caractérisé par la présence d'une corde
cosmique.

Cette these comporte trois chapitre de la fagon suivante : dans le premier chapitre, on
fait un bref rappel sur les équations relativistes bien connues tels que 1'équation de KG,
I'équation de Dirac, et enfin I'équation de DKP dans les deux types d'espaces. Le deuxieme
chapitre est consacré aux comportements des oscillateurs relativistes dans un espace-temps
plat . Le troisieme chapitre discute ce comportement dans un espace-temps courbé et
précisément en présence d'une corde cosmique. Enfin, nous terminons notre étude par une
conclusion globale.

Notons ici que cette these a été rédigée en utilisant BIEX par le bias du logiciel Lyx

(www. lyx.org). La classe utilisée ici a été proposée par M. Boumali Abdelmalek.

7
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Chapitre

Les équations relativistes dans un
espace-temps courbé

i sl Jauls OO L) OVslae 1S p e Joadll s 3

1.1 Formalisme

La courbure dépend essentiellement de la métrique qui définit bien les propriétés géo-
métriques de l'espace [5, 83, 84]. Cette métrique est introduite via les tétrades de l'espace

a eb} comme suit :

en question {e“, y

G (%) = €, () €, () 1, (1.1)

avec 1), = n®° = diag {—1, 1,1, 1} est le tenseur métrique de I'espace de Minkowiski et g,,,,
de I'espace courbé en question. Le tenseur g, peut aussi définir la longueur infinitésimal

ds? comme suit :

ds® = g, dxtda”, (1.2)

ou dz* sont les vecteurs de base de I'espace dual. Notons ici que la liaison des deux tenseurs
Nab €t Gy, se fait par 'intermédiaire des connections qui assurent le transport parallele des
vecteurs au long d'une courbe sans changer sa direction. Ces derniers peuvent étre calculer
via deux méthodes : (i) la premiére dite la méthode de Vierbein (aussi appelé référentiel

de Lorentz ), et la (ii) deuxiéme méthode se base sur les repéres mobiles .

5
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1.1.1 La Méthode de Vierbein

Commencons par le calcul de la dérivée covariante du tenseur métrique g, [84, 85]
Vg = Vo (€2ehnm) = (Vuel) ap + €2 (V,ueh) 7 = 0. (1.3)

avec V74 = 0 dans un espace plat. La permutation des indices de I'équation précédente

donne
Vpg,uu = OpGuv — F;\,ugkl/ - quglﬁ\' (1'4)

dont I',, est la connexion affine (aussi nommée symboles de Christoffel ). Elle est définit
par:

1

L = 597 Ougvp = 0oy + Dugpu) - (1.5)

Un autre parametre pertinent d'un espace courbé est le tenseur de courbure de Riemann

: ce dernier a la forme suivante :
k _ k k 7 k n k
RAW = 0,1, — &,FM + FV/\FW — Fu/\rvn' (1.6)

Son contraction par rapport aux indices (k, \), c-a-d;

R, = Rjy,, (1.7)
donne
R = gMVRMlM (1'8)

qui est le scalaire de Ricci .

1.1.2 La Méthode des Repéres Mobiles

La notion des repéres mobiles a été élaborée par Elie Cartan qui explora ['utilisation des
formes diftérentielles pour calculer les coefficients de connexion ainsi que la courbure sans
recourt a la détermination des symboles de Christoffel : en chaque point de l'espace-temps
on attribue un repere local orthonormé dont les vecteurs de base sont e, qui sont écrites

avec des indices latins (a, b). Dans ces repéres, la métrique est de type Minkowskien, 7%

C 1(//(/(1/7‘() Wessai -6 -- e 82
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. Ces vecteurs ont des coordonnées e/ par rapport aux repéres naturels définis par les
vecteurs e, avec des indices grecs (j, V). Soit wy,ws.....w, les formes différentielles de
degré 1 données par

w* = e, (z") da", (1.9)

ou

ds? = ngww’. (1.10)
La différentiation absolue d'un vecteur A est définie par :
DA® = dA® + wp A . (1.11)
que l'on peut définir dans une forme différentielle avec
dA=0,A, — 0,A,. (1.12)
On définit la dérivée extérieure A par :
ANB=A,B,—A,B,. (1.13)

Un autre facteur important pour le cas d'un espace courbé c'est la notion de torsion : elle

est écrite de manieére concise en termes de l'espace et de connexion de spin par :
T = de® + wi A €. (1.14)

Cette derniére forme peut aussi étre écrite explicitement en fonction de connexion affine
par

A A A
T =T%, -T2, (1.15)

Lannihilation de la torsion nous conduit a une équation bien connue, c'est 1'équation de
Maurer-Cartan dont :

de® + wi A eb = 0. (1.16)

1.2 Les équations relativistes dans un espace courbé
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1.2.1 L'équation de Klein-Gordon dans un espace plat

En Mécanique quantique non relativiste, on peut établir 1'équation de Schrodinger en

appliquant le principe de correspondance [86]

p— —ih%, (1.17)
L0
E+— zha. (1.18)

Ce principe nous permis d’écrire 1'équation de Schrédinger d’'une particule massive non

relativiste par la forme suivante :

. 0 A .
<ma+h2%>¢(r,t) = 0. (1.19)

Pour le cas d'une particule relativiste libre dont 1'énergie est donnée par
E? = P22 4 m2t
son équation de mouvement sera alors
(R0 4+ m?c)y = 0, (1.20)

ot [ = % — A est le vecteur Dalembertien (a partir de maintenant, nous adoptons les
unités naturelles h = ¢ = 1). C'est I'équation libre de KG . En formulation covariante elle

s'écrit comme suit :

{0,0" + m*} ¢ (z) = 0. (1.21)

Lintroduction d'une interaction électromagnétique se fait par le biais de la procédure du

couplage minimale . Ce dernier transforme P* en
PH —eA" ou 0" — 0" +1eA, (1.22)
dont le quadripotentiel A* est définit par

Ab = (A0 A%) = (gp, Z) . (1.23)

! (/{/'(’/7(4 Wessai - 8- .
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Dans ce cas, [équation (1.21) devient
{(8, + ieA,) (8" +ieA") + m*} ¢ = 0. (1.24)
Léquation conjugué de I'équation de KG (1.21) est :
¢ (x) {8,0" +m*} = 0. (1.25)

En multipliant 'équation (1.21) a gauche par ¢)* et I'équation (1.25) a droite par ) on
obtient

¥* () 0,0" (x) = —mPP* (x) P (2) (1.26)
Y (x) 0,0M" (x) = —m*Y* (z) ¢ (). (1.27)

Par soustraction des deux équations, on trouve

O, {* (x) 0" (z) — ¢ (x) 0*Y™ (z)} =0 &= 0, J" =0, (1.28)
dont
= () 0 () — ¥ (2) 00" () = (p, T ). (1.29)
est le quadricourant. Cette derniere équation définit I'équation de continuité
a,J" = 9p ?7 =0 1.30
T ot + - ( : )
avec ici
_ o 99 () O (x)
p(@t) =9 (0) 22— (2) LD, (131)
Il y'a un probléme avec cette expression : A un moment donné ¢, ¢ () et Ma—(f) peuvent avoir

des valeurs arbitraires ; donc,p (z, t) peut étre positive ou négative. Par conséquent,p (z, t)
n'est définie positive. La raison de ce probléeme est que 1'équation KG est une équation
différentielle de second ordre par rapport au temps. Passons maintenant au cas d'un espace

courbé.
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1.2.2 L'équation de Klein-Gordon dans un espace courbé

L'équation libre de KG dans un espace courbé est donnée par la relation suivante :

(D*—¢R-—m?) ¢ =0, (1.32)

ol l'opérateur D?, représentant le Dalembertien dans un espace courbé, est définit par

2 [ v
D \/ (99(;“ 99"

g = det (guw), R est le scalaire de Ricci, et £ est une constant de couplage : elle vaut 0 pour

a -, (1.33)

le couplage minimal, et % pour le couplage conformationnel. Dans ce qui suit, nous mettons

¢ = 0. En introduisant une interaction électromagnétique, I'équation (1.32) devient :

1

\/——_g< )+ ieA,) v—gg" ((0, +ieA,)) —m?*| ¢ = 0. (1.34)

1.2.3 L'équation de Dirac dans un espace-temps plat

D'apres (1.20) I'équation de KG est une équation relativiste du second ordre admettant
une probabilité qui peut étre négative(1.31) [86]. Pour cela Dirac proposa une équation

relativiste covariante linéaire par rapport a l'impulsion. Il considéra sa forme comme suite

—
gt = (—iﬁ.grad + mp)y

) 1.35
E=3%7 aipi+pfm=ap+pm (1.35)

ol a = (ay, g, iz )et 3 sont des matrices hermitiennes de rang N pair, au minimum égal

a 4, qui sont vérifiées les relations d'anticommutation suivants

ozf — 1
aoy + ooy = {ai,a;} = 0,07 (1.36)
ap+ By = {ey,f} = 0 '
g = 1

Ces derniers appelés matrices de Dirac ; ils ont la forme

(0000 e

Q /g/(/?‘(’ // essal -- 10 -- P 3@
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ol 0; sont les matrices de Pauli satisfaisant a (1.36). La fonctions d’onde 1 est alors un

spineur de rang 4 de la forme suivante

V(@)= (0 v s b ) (1.38)

Ecrivons maintenant 1'équation de Dirac sous forme covariante en introduisant

0 _ — =
TE=EYNET
qui conduit a
(iv*0, —m) (7, ) = 0. (1.40)
Réécrivons ainsi les relations (1.3 6) comme suit :
{7%9°} =2(7%)° = 2 x Laxa,
1 =0, (1.41)
{77} =0,i#,
{77} = 29",
Utilisons la transformation (1.22) on obtient
[y* (18, — eA,) —m] ¢ (7, t) = 0. (1.42)
Multiplions ’équation de Dirac a gauche par ~°
0 )
ime = ey +a' (i0; — eAy) — m| ¢ (7,t) =0, (1.43)
0
ou '
Hy = —a'0; + v"m, (1.45)

V =eAy+ ea’A;.
Léquation (1.45) ressemble a I'équation de Schrodinger en interaction classique avec un
champ électromagnétique, méme si la fonction d'onde est un spineur. Notamment, dans le

cas particulier ou A4, = (¢, 0) le potentiel se réduit au potentiel électrique multiplié par

/! Jé;/(/f( ,//(;)(// -11 -- Pt s\ld
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la charge de la particule e.

1.2.4 L'équation de Dirac dans un espace-temps courbé

L'équation de Dirac dans un espace courbé en présence d'un potentiel A* est donné

par la relation

{i7* (z) [(Oy +ieA,) — T, —m}y =0, (1.46)

avec 4 () sont les matrices de Dirac dans l'espace courbé : sa relation avec les matrices

7" de I'espace plat est donnée par : (1.39)
7" (z) = Ef (x)7*. (L)
Ces matrices vérifient I'équation (1.41). B! (x) sont les matrices inverse de la tétrade dont
9" = E¢Eyn™. (L)

Les connections spinorielles I', sont calculées en utilisant la relation (1.49)

Fu = %wyabzaba (149)

ou '
ab_i a b
) _2[7,7]. (1.50)

Notons ici que les indices (a, b, ¢) = 0, 1,2, 3 indiquent le repére de référence local, et les

indices (u, v)indiquent un espace-temps courbé.

1.2.5 L'équation de Kemmer dans un espace-temps plat

Léquation de Kemmer est une extension du formalisme covariant de ['‘équation de Dirac
, décrit les particules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1, dans lequel on remplace
les matrices gamma ~* par des matrices béta [5* vérifiant un algébre plus compliquée

connue sous le nom de l'algébre de Kemmer [68].

(iB"9, — M)y, = 0, (1.51)

! (/f/ clte NWMessai =12 - g 3
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avec 3" sont des matrices satisfaisant les relations de commutation suivants :

PrBYEP + BPB7 B = Brg"P + 8Py,

(1.52)

contrairement aux matrices gammade l'algebre de Dirac, ces matrices sont des inversibles.

En présence d’une interaction électromagnétique A, , Eq. (1.51) prend la forme

(8" (0, + ieA,) — M) = 0.

Conjuguons maintenant I'équation (1.51) :
8T8 + Myt =0,

on définit ) par
o=yt {2(87" -1},
avec
¥B° =980
avec 1) étant l'adjoint de 1. Sachant que

PB6° = 110,

On obtient 1'équation de continuité

o,J" =0,
avec
Jt = (J°, J*) = 9By,
ou
J* =By,
J? =%

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)
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La densité de probabilité qui n’est pas définie positive : comme dans le cas des équations
relativistes de Proca et de KG , il est donc nécessaire de recourir a la réinterprétation de
Pauli et Weisskopf qui est basée sur la symétrie de charge. Ainsi, en multipliant J° par la

charge élémentaire ,on obtient la densité du courant électromagnétique.

1.2.6 L'équation de Kemmer dans un espace-temps courbé

Dans un espace courbé, I'équation de DKP est donnée par la relation [81,82]
(iB“VM = m) vx =0, (1.62)

avec m est la masse du boson et 5 sont les matrices de Kemmer dans la nouvelle confi-

guration satisfaisant a la relation
Bt = E* (x) 5% (1.63)
La dérivée covariante dans I'équation (1.62) est définit par
V,=0,-%,, (1.64)
la connexion affine],, est donnée par
1 a b
Py 5ab (8%, 8°], (1.65)

Enfin, les connexions de spin w,q, peuvent écrire en fonction de symboles de christoffel
(1.5) comme suit :

wzb = eZe”bFﬁV — e”*0,e. (1.66)

| (/{/'(’/7(4 Wesiai - 14 -- .



Chapitre 2

Les oscillateurs relativistes bosoniques
dans un espace-temps plat

e L2 (3 By o) Bl B O Dyl sl psite Joadl s 3

2.1 L'oscillateur bidimensionnel de Klein-Gordon

L'équation bidimensionnelle libre de KG est donnée par la relation suivante

(P2 +py) Uxe = (B —m*) Y. (2.1)

Lintroduction de l'interaction de l'oscillateur de Dirac se fait par la substitution ? —
? — imw?, avec w est la fréquence. Dans ce cas, l'oscillateur de KG s'écrira donc comme

suit :

(pe + imeoa) (ps — imewa) + (p, + imuwa) (p, — imwe)] Yxe = (B — m?) dxa,

(2.2)

dont

.+ imwz) (p, — imwz) = p2 + imw T, el + m2w?z? 2.3
p p Y2 p

= p2 + mAwir? — mw,

15
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(py + imwy) (p, — imwy) = pi + imw [y, py] + mPw?y® =

_ py + m2w2y2

La substitution des deux équations dans I'équation (2.2) meéne a I'équation suivante

[pi +p§ + m2w? (ZB2 + y2)] Vg = (E2 —m?+ Qmw) Yka, (2.4)
ou ) )
pr 1 py 1
{(35+5metst) + (5o + gme?) oo =stne. (29
Ici
B E? —m? 1
° 2m w

Cette derniére équation est similaire a celle de 1'équation de l'oscillateur harmonique bidi-

mensionnel dont les solutions sont bien connues : ainsi les solutions propres sont

Erpn, = i\/m2 + 2mw (ng + ny), (2.6)

H,, (vmuwy) e (#549%), (2.7)

YK (,y)

2.2 L'oscillateur bidimensionnel de DKP

L'équation fondamentale de l'oscillateur de Kemmer bidimensionnel est donnée par
[i8°00 + i (0; + MwBz;) — M| ¢y, = 0. (2.8)
Dans ce qui suit nous allons traités deux cas différents selon la nature de la particule
bosoniques de spin-1.
2.2.1 Cas d'un photon massif

Ici la particule de spin-1 est considérée comme une particule composée de deux parti-

cules identiques de spin-1/2, dont la masse totale M = my + my. Les matrices de Kemmer

L/[ / (//(/’(J/f(’f /1%)(// --16 -- Pt sl
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B (n=0,1,2)sont des matrices 4 X 4, satisfont a la relation (1.52)
BrEBBY + BPBTBY = g™ + BP9,

avec

= eI+I®", (2.9)

avec [ est la matrice d'identité 2 x 2, v* sont les matrices de Dirac s'écrivant en fonction

des matrices de Pauli o* par [87--91]

V" = (0% i0",ic?) (2.10)

ol = 01 , 0= 0 ! , o= Lo , (2.11)
10 i 0 0 —1

dont ® indique le produit tensoriel. Aprés un calcul direct, I'équation (2.8) devient

ou

{i(°®I+1®1°)+U+N—M}yg =0, (2.12)

ou
U=i(y'®I+I®~") (81 + MwzB), (2.13)
N=i(Y»®I+I1®7) (0 + MwyB), (2.14)

et B = 7" ® y%avec B? = 1. Dans notre cas, la fonction d'onde 9, est définie par

Yk =vp®Yp= (1 Y2 Y3 i) (2.15)

avec 1p désigne la fonction d'onde de Dirac. En utilisant les relations suivantes

1 0 0 0 200 0
B_ 0 -1 0 0 B = 000 O ’

0 0 -120 000 O

0 0 0 1 000 =2

| (/{/'(’/7(4 Wesiai - 17 -- . .
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0 i i 0 0 1 1 0

, li0oo0 | ., -1 0 o0 1
B_iOO ’6_—1001
0 i ¢ 0 0 —1 =1 0

nous obtenons les quatre équations algébriques suivantes
(2E — M) 91— (0 — Mwz — 0, + iMwy) a—(0y — Mwzx — i0y + iMwy) 3 = 0, (2.16)

(O + Mwz + 10y + iMwy) Y1 + Mips + (0 + Mwz — i0y — iMwy) s =0, (2.17)
(O + Mwz + i0y + iMwy) Y1 + Myp3 + (0 + Mwz — i0y — iMwy) s =0, (2.18)
(2E + M) 1+(0r — Mwz + 0, — iMwy) a+(0y — Mwzx + i0y — iMwy) 13 = 0. (2.19)

A partir de ce systeme d'équation, nous avons

Vo = 13, (2.20)
2 ) .

Py = ﬂ(ax—wa—zﬁijzMwy)%, (2.21)
-2 . .

1/}4 = m (81 — Mwx + Zay — zMwy) wg. (222)

En remplacant tous ces équations dans I'équation (2.19), nous obtenons I'équation diffé-

rentielle suivante par rapport a 1 :

AE? — M?
{aﬁ + 0, — M?w? (¢® +y*) —4EwL, — 2Mw + T} P =0,  (2.23)
ou ) 9
pr 1 py, 1

{ <% + §mw2x2) + (ﬁ + §mw2y2) } ’QDQ = C’gbg (2.24)

avec )

2BwM, ., M
Czw—i‘T—E T (2.25)

Léquation (2.24) est I'équation de l'oscillateur harmonique bidimensionnel. Ainsi, les so-

lutions propres sont écrites comme suit [57]

WMl 1 W OJMl 2
Enm,n%Ml =2M 7 + E + m ( hals Ny + 2) + <7> - (2.26)

! (@ﬁ’/fﬂ Wesiai - 18 -- .
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la fonction d'onde de l'oscillateur de Kemmer est
2(0p —Mwax—i0y+iMwy)

2E—M
]. 1 mw
wK = Nnorm 1 onpl %an (\/mwx) Hn (vmwy) e 2 (w2+y2)
nplVow Y
—2(0x —Mwz+10y —iMwy)
2E+M

(2.27)

2.2.2 Cas d'une seule particule bosonique

Traitons maintenant l'oscillateur de Kemmer pour les particules bosoniques de spin-0

et de spin-1. Les matrices 3 de DKP sont données dans I'Annexe (C).

2.2.2.1 Particule de spin-0

Lintroduction du terme d'interaction de l'oscillateur de Dirac , dans 1'‘équation de DKP

se fait par la substitution ? — ? —tM wn?. Dans ce cas, l'oscillateur de DKP est donné

par:
{i°8y +iB" (01 + Mwnz) + i3 (92 + Mwny) — M } ¢ = 0. (2.28)

Létat stationnaire 1k est une fonction d'onde de 5 composants donner par la forme

T
vk = (Y1 Y2 Y3 Y4 Ps5) . (2.29)
Linsertion de I'équation (2.29) dans l'équation (2.28) conduit au systeme des équations
suivantes
— My + Evpe — i (0 — Mwz) 13 — i (0y — Mwy) ¥y = 0, (2.30)
i (0r + Mwz) 1y — Maps =0, (2.32)
— M5 = 0. (2.34)
Ce systeme donne
Yo = 0
2 — M 1

! (@ﬁ’/fﬂ WMessai = 19 - .
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¢3 = W@bb
¢4 = Wqﬁh
s = 0.

En substitution tous les composantes de la fonction d'onde ¢ dans '‘équation (2.28), on

obtient I'équation différentielle suivante par rapport a ¢y :
{(0: — Mwz) (0, + Mwz) 4 (8, — Mwy) (8, + Mwy) + E> — M*} ¢y = 0. (2.35)
Cette derniére peut étre réécrit par une autre facon comme suit

[(pe + imwz) (p, — imwz) + (py + imwz) (p, — imwz)] Y = (E* — M?) ¢k.
(2.36)
Léquation (2.36) similaire a celle trouvée pour le cas de l'oscillateur de KG [61] : alors,

les solutions sont

Epym, = i\/m2 + 2mw (ng + ny), (2.37)

1
E
M
) | 1, (Vi) H, (Vi) e ),
7
0

(2.38)

2.2.2.2 Particule de spin-1

Pour ce type d'équation, la fonction d’onde de la particule est une fonction d'onde a dix

composantes : elle est donnée par

Upkp = (Y1 ¥o s u Us v Ur s Ve i) (2.39)

En insérant cette fonction d'onde dans I'‘équation (2.8), on obtient

_Mwl - Ew7 +1 (890 — MO.)Q?) wl(] = O, (240)

! (///'(’/7(4 Wesiai - 20 -- .
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— My — Evpg + 1 (0y — Mwy) ¢ = 0,
—Mips — Enpg = 0,
— My +1i (0, + Mwy) 1bg = 0,
—Mps — i (0 + Mwz) 1hg =0,
— Mg + 1 (0; + Mwz) s — i (0, + Mwy) ¢s = 0,
— M7 — Epy — i (9, — Mwy) ¢ = 0,
—Mys — B +i (0, — Mwz) vs = 0,
—Mpg — Etps — i (8, — Mwz) s + i (8, — Mwy) s = 0,
—Mp1o + i (0 + Mwz) Y1 + i (0y + Mwy) P2 = 0.

Ce systeme d'équation conduit a

. N —1 (0 + Mwz
s = 7% %IW Yo, Y5 = ( i )1/)9-

L'insertion de (2.50) dans I'équation (2.48) donne

{(0: — Mwz) (0, + Mwz) + (8, — Mwy) (8, + Mwy) + E> — M*} 1y = 0. (2.51)

On remarque aussi que cette équation différentielle correspond a la composante )9 est

similaire & I'équation (2.35), et par conséquent nous avons les mémes résultats : alors les

solutions propres sont [61]

Erp, = i\/m2 + 2mw (ng + ny), (2.52)
1 mw
o (x,y) = S /%Hm (vVmwz) Hy, (vV/mwy) e~ 5 (=7 7), (2.53)
"n! s
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Chapitre

Les oscillateurs relativistes bosoniques en
présence dune corde cosmique
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3.1 La corde cosmique

La corde cosmique est un objet hypothétique présent en faible quantité dans l'univers
qui aurait une structure essentiellement linéique (d'ott son nom). Il se serait formé lors
d'une transition de phase dans l'univers primordial résultant d'une parois de domaines ,
cordes et monopoles . Le concept de la corde cosmique ne doit pas étre confondu avec
celui des cordes de la théorie des cordes. Ces derniéres sont des objets microscopiques
dont la taille est de l'ordre de la longueur de Planck [, = 1.616252 x 10~ *metre, alors
que les cordes cosmiques sont des objets aussi grands que l'univers observable, voire plus
grand encore. La premiere classification des défauts topologiques et une discussion de leur
évolution ont été données par Kibble en 1976. Depuis ce temps, on a beaucoup appris sur
I'évolution et les conséquences cosmologiques de divers défauts (voir l'article [27]). En
raison de leurs énergies extrémement élevées, des défauts cosmologiques n'ont pas encore
été détecté, et il est pratiquement impossible de les produire, méme dans les accélérateurs

les plus puissants de particules. D'autre part, cela est une des raisons pour lesquelles les gens

22
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sont intéressés a eux - si elles se trouvent aujourd'hui, ils seront un lien direct unique pour la
physique des premiers instants de ['univers. Les défauts topologiques apparait dans physique
de la matiere condensée comme des vortex dans les supraconducteurs ou les superfluides ;
parois des domaines dans les matériaux magnétiques, les solitons dans les polymeéres quasi-
unidimensionnels et les dislocations ou disclinations dans les solides désordonnés et les
cristales liquides. Parmi ces défauts, les cordes cosmiques ont été avéré étre l'un le plus
grand potentiel pour la formation de la structure cosmique. Elles sont comme toute autre
concentration de masse et d'énergie, agit comme source dun champ gravitationnel. Parce
que les cordes cosmiques sont des objets étendus, ce champ gravitationnel affectera non
seulement le mouvement des particules a proximité, mais aussi la trajectoire de la corde
elle-méme, et ainsi de calculer le champ gravitationnel de méme une corde cosmique isolé
dans l'espace vide sinon peut poser un probléme non linéaire compliqué . Cet espace est

défini dans les coordonnées cylindriques (¢, p, ¢, z) par l'équation suivante :
ds® = —dt* + dp® + o?p*d¢? + d2?, (3.1)

ou « est appelé l'angle de déficit : elle est défini par &« = 1 — 4y dont p est la densité
massive linéaire de la corde. L'angle azimutal varie dans l'intervalle 0 < ¢ < 27 [21]. 1I
n'y a pas de défaut dans le cas @ = 1. Langle de déficit ne peut prendre que des valeurs
dans lesquelles & < 1. elle peut prendre des valeurs supérieures a 1, ce qui correspond a un
espace-temps anti-conique avec une courbure négative [22, 92]. Cette géométrie possede

une singularité conique présentée par le tenseur de courbure suivant :

1—
Ra = 4o

@52 (p), (32)

ou 05 (p) est la fonction bidimensionnelle dans I'espace plat. La singularité conique donne
naissance a la courbure concentrée sur l'axe de la corde cosmique : la courbure est nulle

presque partout [16].

3.2 Les solutions propres
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Fig. 3.1 : Représentation d'une corde cosmique.

Fig. 3.2 : Simulation des cordes cosmiques par des vortex.
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3.2.1 L'oscillateur de KG

Dans cette section, nous allons solutionner l'oscillateur de KG en présence de la corde

cosmique en présence d'un champ magnétique extérieur.

3.2.1.1 En absence du champ magnétique

Léquation d'un champ scalaire massif en présence d'un champ gravitationnel [25, 31,

93--97], dans le cas général, est donnée par (1.32,1.33)

1 0 0
—ag —— — £R — m? =0 3.3
(\/_—gax# 99 O é- m ) T/JKG ) ( )
o g, = diag (—1,1,a%p? 1), dont g = |det (g,,,)| = —a?p?, est le tenseur fondamental

et R est le scalaire de Ricci qui est nul partout sauf dans la direction de I'axe de la corde
cosmique : la courbure est concentrée selon l'axe de la cordes cosmique , et nulle presque
partout dans tous espace.

A partir de (3.3), l'oscillateur de KG bidimensionnel en présence de la corde cosmique

s'écrit donc par :

1 1
{—83 +2 (9, — mwp) (p8, + mwp?) + a2 05 — m2} Yke =0, (3-4)

avec la substitution suivante P, — P, — imwp [46].

Le calcul du terme (9, — mwp) (pd, + mwp?)donne
(8, — mwp) (pd, + mwp®) = pd: + 8, — m*w?p’® + 2mwp. (3.5)
En choisissant la forme de la fonction d'onde comme
re = e EHIppa (p), (5 =0,41,42,..), (3.6)
l'équation (3.131) se transforme a

j2

a2 p?

1
{62 + ;8,; — m’w?p”® + 2mw — +E? - m2} ¢ra =0, (3.7)
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ou
2 1 299, X
8p+;0p— mw?p +—p2—19 vre = 0.

dont
Y= FE? —m? 4+ 2muw,
A=1L.

Maintenant, en faisant le changement des variables suivants :

¢ =mwp?,

l'équation (3.134) devient :

2 19 (A 1 9 0
{a—gﬁza—g—(r@*z—m)}@m(p)— ’
ou

CF' Q)+ (A +1-0 F'(O) - (@ﬁ—i)mo:o,

2 4dmw

avec F' = Fj suit 1'équation différentielle suivante
oF" (z) + (c—2) F' (z) — aF (x) =0,
dont
c= ‘)\‘ + 1,
A 1w
a=-—

2 2 dmw’

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Cette équation admet comme solution une fonction hypergéométrique confluente. Pour

obtenir des fonctions d'ondes normalisées, il faut que les séries infinies deviennent des

polynomiales. Cette exigence n'est satisfaite que dans le cas ou le terme indépendant a est

un entier négatif, @ = —n. Ainsi, nous avons :
A1 W
—_—t - — = — 3.15
2 + 2 dmw ( )
L/[ 1(/{/’()/7‘(4 /1%)(// -- 26 -- Fes s\ld
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Un calcul simple conduit directement au spectre d'énergie de cet oscillateur : le résultat est
alors
2 _ 2 7]
Ef=m"+2mw|2n+ — ). (3.16)
o
Selon cette équation, on constate que la présence de I'angle de déficit v de la corde cosmique
modifié bien le spectre de la particule : contrairement au cas de l'espace plat : la présence de
cette derniere brise bien la dégénérescence des niveaux d'énergies. Dans la limite v — 1,
dont N = 2n + j, est le nombre quantique principal, le spectre d'énergie de l'oscillateur
de KG dans l'espace plat (2.6) est bien reproduit.

Enfin, la fonction d'onde totale de notre oscillateur est donnée par

3 2 .
a = B (my a ex e il —n,—+1,nw . 3.17
e (p iEt+ijo p2 | | p 2p F. ’]’ 1 p2
(07

Passons maintenant au cas de la présence d'un champ magnétique externe.

3.2.1.2 En présence d'un champ magnétique externe

En présence d'un champ magnétique externe, parallele a l'axe de la corde, le potentiel

vecteur associé, dont

B=V x A= Byé, (3.18)
est choisi comme suit )
g aBoyp

Ay = — Cs. 3.19

% 5 € (3.19)

Dans ce cas, l'oscillateur de KG obéit a 1'équation suivante :

1 1 .
{—8,? + p (8, — mwp) (pd, + mwp?) + ey (8¢ —i
(3.20)

En utilisant I'équation (3.6), Eq. (3.20) se transforme a

1 . .2
{8§+—8p—m2(22p2+2m <w+w01) — ‘2 0 +E2—m2}<ﬁKG:07 (3:21)
p « a“p
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ou wy = % est la fréquence cyclotronique de la particule, et
0 =w? +uwi (3.22)
En posant que
I S J
v==T=FE"—m*+2m|w+wy= |, (3.23)
o o)
l'équation (3.21) devient
2, 1 292 V2
8p—|—;8p— m-wp +?—F ke = 0. (3.24)

Cette derniere équation est similaire a celle de I'équation (3.8) : en procédant de la méme

facon, avec le changement suivant :

£ = mi2, (325)
M
Yra(p) =& 2 e 2F (), (3:26)
nous obtenons
1 I
EF" )+ (Jv|+1-¢& F' (&) - %’W—m—g F(§) =0 (327)

~
a

La solution de cette équation différentielle est également la fonction hypergéométrique
confluent bien connue. Pour bien obtenir une solution normalisée il faut que les séries
polynomiales finies convergent. Cette exigence est satisfaite par la condition suivante :

v 1 1

y--L _—_p (3.28)

Ty Ty T

Ainsi les solutions propres de l'oscillateur de KG dans un champ gravitationnel provenant

de la corde cosmique et en présence d'un champ magnétique externe sont

E? =m? 4 2mQ (2n + m + 1> —2m <w + wol> , (3.29)
Q@ Q@

7
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Vrg = e EITIP (me2)|§‘ exp (—m2p2> 1Fy (—n, % +1, meQ) ) (3.30)
Les niveaux d'énergie relativistes (3.29) correspondent au spectre d'énergie relativiste de
l'oscillateur de KG dans une corde cosmique en présence d'un champ magnétique . Deux

remarques concernant notre spectre peuvent étre faites :

« le cas ou la fréquence de l'interaction d'oscillateur de Dirac w = 0 conduit aux mémes

résultats obtenus dans la réf. [18]

+ l'annulation du champ magnétique , wy = 0, fournit le spectre d'énergie donnée par

l'équation (3.16).

« la présence de la corde cosmique via le parametre o dans le spectre d'énergie brise
bien la dégénérescence des niveaux d'énergie. Dans la limite « — 1, dont N = 2n+-j
, on retrouve bien le spectre d'énergie de l'oscillateur de KG dans un espace-temps

plat .

3.2.1.3 En présence d'un potentiel scalaire

Dans cette partie, on va étudier les solutions concernant les particules relativistes mas-
sive sans spin a deux dimensions en présence de la corde cosmique sous 'effet d'un potentiel
scalaire . Lintroduction de ce type de potentiel ce fait par deux approches : (i) en faisant
une modification dans l'opérateur p, — p, —eA, et (ii) en changeant le terme de la masse
m—m+ S (p).

Ainsi, en présence de l'interaction de l'oscillateur de Dirac 0, — 0, + mwp, I'équation

(3.3) se réécrit dans une autre forme comme suit
. 1 1
{— (8, —ieAo)” + p (8, — mwp) (p8, + mwp®) + CVTPQQ% —(m+S (p))Q} Yrg =0. (3.31)

En choisissant la forme du potentiel scalaire par

edo L =21, (3.32)
P P
f Ka
S A .
() == = (3-33)

7
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ot f et f sont des constantes. I'éq. (3.31) devient :

02 210 Z 10 1 92 o 2
{_8t2+ %-ﬁ-f—-i-%"‘r ap m2w2p2+2mw+ 22@_m2_7f_f72 Yre =0.
(3.34)
Soit
Vi = e P oka (p), (3.35)

avec [ = 0,+1, £2..,, alors I'équation (3.34) se transforme a

9?2 10 B2 20
8_p2+;a_p_?—?—m2w2p2+’y}SOKG(p):Ov (3.36)
dont
2 [ ? 42 2
B :(a> + = f7 (3'37)
o=mf — Ef, (3.38)
72 = FE? —m? + 2mw. (3.39)

En prenant que { = /mwp, I'éq. (3.36) devient

02 10 p* 4 2 B
o¢? 58_5_?_5_624_% era (§) =0, (3.40)
avec § = \/27% Maintenant, en réécrivant ¢k (§) comme une fonction inconnue H (§)
[18,98,99]
o= Fedflmg). (341)
I'éq. (3.40) se modifier et devient
"' 216 +1) 2 —2¢ Lo T _olg—2- 2V H(e =0, (342
©+{@il+n -2} ©+ {25 -2- L HE -0 Ga2)

Cette équation est une fonction confluente de Heun dont [2 8, 100——103]

H (&) = (2 18|, o 25 5) (3.43)

Pour résoudre cette équation nous utilisons la méthode de Frobenius [104]. Dans ce cas,
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I'équation (3.43) peut étre écrit comme un développement en série de puissance infinie

autour de l'origine comme suit
oo

H(E) =) a. (3.44)

j=0
Dans ce stade, une remarque pertinente concernant la méthode de Frobenius doit étre
soulignée : I'acceptabilité d'une solution en série dépend de sa convergence (y compris la
convergence asymptotique). Il est tout a fait possible pour la méthode de Frobenius de
donner une solution en série qui satisfait a 1'équation différentielle initiale lorsqu'elle est
substituée dans 1'équation mais qui ne converge pas dans la région d'intérét. Léquation
différentielle de Legendre illustre cette situation [104]. Suivant cet argument, et dans cer-
tains cas particuliers, la série de I'équation (3.44) ne converge pas : des solutions spéciales
exactes pour I'équation ont été trouvés par Vercin [98] en vertu de I'exigence que la série
converge. Une analyse numérique détaillée de cette équation, y compris des solutions sin-
gulieres, est donnée par Myrheim et al [99]. Ils ont étudiés le probléme de deux anyons, en
interaction avec le potentiel Coulomb en présence d'un champ magnétique. Il est intéres-
sant de remarquer que notre probléme se réduit aussi au méme probleme mathématique
que celui de Vercin [98]. En outre, des situations similaires ont été bien traitées pour de
nombreux problemes physiques. Dans ces études, les auteurs considerent que la série de
Heun diverge, et pour avoir des solutions acceptables, ils ont imposé une condition a la
fonction d'onde. A ce stade, une remarque sur la convergence de cette série nous semble
pertinente : afin d'obtenir un type particulier des solutions exactes représentant des états
liés, on doit chercher des expressions pour les polynomes a H (§), c'est-a-dire que des
solutions qui peuvent étre obtenues en imposant des conditions ol la série de puissance
devient un polyndéme de degré n. Ceci peut étre argumenter comme suit : en mécanique
quantique, si nous voulons avoir une fonction d'onde normalisable, nous imposons a la
fonction d'onde d'étre finie, c-a-d,. I'annulation de cette fonction aux bords (f — 0 et
§ — 00) en méme temps. De cette facon, on peut obtenir des solutions pour des états liés
due a l'absence de la divergence sur la fonction d'onde pour les deux limites. Dans notre
cas, la fonction H (§) a été écrit comme une extension d'une série de puissance autour de

l'origine. En conséquence, les solutions peuvent étre obtenues en imposant que l'expansion
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de la série de puissance ou la série de Heun biconfluent devienne un polyndéme de degré
n.
Revenons maintenant a notre cas : Substituant (3.44) dans (3.42) on obtient la relation
de récurrence suivante :
) 0—2j
T+ G+I+N T T GA G+ N

Aj42 = ( aj, (345)
avec A = 2 ‘5‘ +letf = 7371 = ‘ﬂ‘ — 2. En commencant avec ap = 1 et en utilisant
la relation (3.45), les deux premiers coefficients du développement en série de puissances

sont données par :

0 20 1
)\_\/mw2|ﬁ|+1’
R R ! ! 3.47
U+ 200+N) mw(208]+1) (218 +2) 22| +2) (347)

ay = (3.46)

Les solutions de 1'état stationnaire peuvent étre obtenus en imposant les conditions dans
lesquelles la série de puissance devient un polynome de degré n. Ceci arrive lorsque en

posant

0 = 2n, (3.48)
ny1 = 0. (3.49)

Ainsi, les valeurs propres de notre oscillateur sont

E2:m2+2mwn,l <n+’ 014_22+f/2_f2

). (3.50)

Lexpression de I'énergie (3.50) est une expression générale pour les niveaux dénergie
relativistes de l'oscillateur de KG soumit a un potentiel scalaire et en présence de la corde
cosmique : on peut voir que que l'influence de ces potentiels change l'état fondamental :
'état fondamental sera alors définit par le nombre quantique n = 1 au lieu du nombre
quantique n = 0 [77]. Notons ici que I'écriture de la fréquence w angulaire en termes
de nombres quantiques 7,/ dans I'équation. (3.51). Du point de vue mathématique, cette
dépendance de la fréquence angulaire de cet oscillateur relativiste sur les nombres quan-

tiques {n,(} résulte du fait que les solutions exactes de 1'équation (3.42) sont obtenues

/! Jﬁ/(/?‘( ,/ﬁ)m -- 32 -- Fes sl



Y
Les solutions propres %) aseillatewrs 509’0/1/?/{(@/ relativistes

uniquement pour certaines valeurs de la fréquence de notre oscillateur. Du point de vue
de la mécanique quantique, c'est I'effet de l'influence des potentiels scalaires sur l'oscillateur
de KG .

Concentrons maintenant sur le niveau n = 1. D'apres la condition (3.49), on trouve

que
202
Wi,

T mElp L

en remplagant ce dernier dans I'équation (3.50), I'expression du niveau d'énergie (pour

(3.51)

n = 1) devient :
5% =m?+ 2muwn (1 + |B‘) ) (3.52)

Enfin, trois cas particuliers, dépendant de choix de f et f ; peuvent étre discuter.

+ pour f = 0, nous avons

2mf?
wiy = m , (3.53)
(2',/§+f’2 - 1>
1
2
(V7
elg=m |1+4f7 (3.54)
(125 +r)
. pour f = —f', on obtient
22 (m + &,)°
iy = L mre) (3.55)
m (2|5]+1)
1+]l/ |
B 4f*m (1+2|l/a|) +m
ey = TR (3.56)
1—4f <1+2|l/a|)
« enfin, pour f "= 0, nous trouvons
2 2 £2
Wiy = eif , (3.57)
m (2 ’ L+ 1)
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1=+ i . (3.58)
1+ /i_z — 2
1 —4f?
142 01722 — 2

3.2.2 Loscillateur de DKP

Ici, on distingue deux cas selon la nature de la particule : cas d'une particule composite
ou " photon massif" selon De Broglie, et cas d'une particule unique. Traitons en premier

lieu le cas d'un photon massif.

3.2.2.1 Photon massif

Un photon massif, selon de Broglie, est une particule de spin-1 constituée de deux
particules fermioniques identiques de spin-1/2 de masse m dont sa masse totale est M =
2m. Les matrices de Kemmer (3, (© = 0,1,2) sont des matrices 16 x 16 satisfont a la

relation de commutation suivante

B+ BB = B+ o,

3.59
pr=7"I+1®~" (3:39)

Le tétrade de notre espace est choisi comme suit :
e =(1,0,0,0),ef =(0,1,0,0),e5 = (0,0, ap,0),e§ = (0,0,0,1) . (3.60)

Cherchons, en premier lieu les solutions de l'oscillateur de Kemmer en absence d'un champ

magnétique extérieur.

L'absence d'un champ magnétique extérieur Les matrices " de Kemmer de 'espace-

temps courbé sont écrites en fonction de celles de I'espace de Minkowski (1.63) par
pr = B (x) B°. (3.61)

Cela implique que tous les différents termes qui apparaissent dans l'oscillateur de Kemmer

dans l'espace-temps plat [57] sont modifiés, en présence d'une corde cosmique , comme
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suit :
1 0 0 0 2 00 0
~ 0 -1 0 0 000 O
B=7"®7° = ¢=FEJ g 3.62
¥ eF 0o 0 -1 ol? o (2) B 000 ol (362
0 0 0 1 000 —2
0 i i 0 0 1 1 0
< 0 0 i| - 1 (-1 0 0 1
1:E1 a __ t 2:E2 W . 3.63
p 2 (z) B P00 i , B 2 () B op -1 0 0 1 (3.63)
0 i i 0 0 —1 -1 0

Injectons tous les éléments de calculs dans I'équation de l'oscillateur de Kemmer (1.62) on

obtient :
(iﬁoao +148'0, + B2 (8 — Xy) — m) vi =0, (3.64)

ou i représente la fonction d'onde de Kemmer : elle est définie comme un produit ten-

soriel de deux fonctions d'onde de Dirac vp par

Yk =vp®Yp= (1t Y2 ¥s %) . (3.65)

Le terme X5 est la composante non nulle de la connexion spinorielles de I'espace : elle est

donnée par

ou
1
FQ ('T) = §w2ab ['Yaa’Yb} . (367)

En absence de la torsion (systeme a deux dimensions), et en utilisant I'¢quation de Maurer-

Cartan [5, 83,84, 105——107], les composantes w,,,, conduit a

Yo =1 (3.68)

oS O O =
o O O O
o O O O

o O O
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Lintroduction de l'interaction de l'oscillateur de Dirac se fait par la modification suivante
01 — 01 + mwpB : cela conduit au systéme des équations suivant :

@8-y (5= map—2) a- (- mop- 2} iy, aen

1 9] 1 0
(81 +mwp+ -+ 2—2) Y1 + mapo+ <81 + mwp + — — 2—2) Yy =0, (3.70)
pap p o ap

1 1)) 1 10)
(81 + mwp + — P + Z—) 'QZ)1 + m¢3+ (01 + mwp + ; — 2—2) ¢4 = 0, (3.71)

(2E 4+ m) ¢y + ( — mwp + %) Yo + < — mwp + %) 3 = 0. (3.72)

A partir de ces équations, nous obtenons :

Y2 = 13, (3.73)
2 <81 mwp — ’82)

Y1 = SE P2, (3.74)
—2 (81 mwp + 182)

e = SE +m o (3.75)

Insérons (3.73), (3.74) et (3.75) dans (3.70), et choisissons la forme suivante pour la

fonction d'onde

by = e"?x (p), (3.76)
nous trouvons alors
Oy J? J m?
[32+?—mwp—ap —2mw + 4FEw— —|—E2—T}X(p):0, (3.77)
ou
2 1 A? 2 2 2
ap—i-;(‘?p— ?—mep —v| | x(p) =0. (3.78)
avec
J
A= (3.79)

/
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2
v = E?+4FEw\ — 2mw — mT (3.80)

Léquation (3.78) est similaire a 'équation. (B.25), et par conséquent nous trouvons

02 10 A1 v
(58 +em |1+ 1~ ) ) X @ =0 (381)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode Nikiforov-Uvarov (NU) (Voir

Annexe A) : aprés un réarrangement de I'équation précédente, tous les parametres de cette

méthode sont donnés par les expressions suivantes :

o] = 1,0(2 = 0,043 = O, (382)
T Ly 383
1_472_4mw73_47 ( )

1 Q
064—06520,066_ Z,CWI —M, (384)

A2 1
ag Z,O&gzz,algzl—i—})\l, (385)
[A !

an =101 = 01 = 5 (3.86)

2n+1  Q ’)\‘_
2 4mw+7_

0. (3.87)

La fonction d'onde totale est donnée comme une fonction hypergéométrique confluent par

. . J mwp?
b2 (p) = €57 (mw) % plile=" ¥ F (—n,

QI

2+ 1, mwp?) . (3.88)

Un calcul simple conduit direct a la forme exacte du spectre de I'énergie comme suit :

E J J? 1
—=2r <—>j:\/47’2? —|—27’(|§’+2n—|—2)+1, (3.89)

m «

avecr — % Comme dans le cas de l'oscillateur de Dirac, la présence d'une corde cosmique
, par le biais du parametre o, brise la dégénérescence de notre spectre. En outre, dans la

limite ou @« — 1 en eq. (3.89), le résultat exact de l'oscillateur a deux dimensions de

7
(
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l'oscillateur de Kemmer dans I'espace de Minkowski est bien obtenu [57].

Examinons maintenant la présence d'un champ magnétique externe.

En présence d'un champ magnétique externe Le potentiel vecteur lié au champ ma-

gnétique est choisi par la forme suivante :

¢
Xqﬁ = ZQWZp?d)' (3.90)

Ainsi, l'oscillateur de Kemmer dans une corde cosmique et en présence d'un champ ma-

gnétique sera

En utilisant I'équation (3.65), (3.91) se transforme a

(2E—m)w1—(8l—mwp+ e¢B —@)w2—<8l_mWP+ €¢B _@)wi&_o’

2rap  ap 2rap  ap
(3.92)
1 e , e N,
(81 +mwp + — — o5 +1 ) Pr1+mape+ (01 + mwp —|— + o5 — 2—2) Py =0,
p 2map « p  2map 072
(3.93)
1 0
Op + mwp + - — il Yr+mips+| 01 + mwp + — SR | P4 =0,
p  2map  ap p  2map ap
3.94
e 0 e 0
(2E+m)¢4+<31—mwp—2¢]3 2>¢2+< — mwp — i +—2)¢3=0.
Tap 2rap  ap
(3.95)
La comparaison entre (3.93) et (3.94) conduit a
by = P3. (3.96)
Les autres composantes sont alors réécrit en fonction de 1) par :
2 (00— map + 525 - )
U = 5E Y2, (3.97)
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=) (al — mwp — gef(fp —+ Z@z)

Ya = 5E tm ¥a. (3.98)

Insérons les équations (3.96), (3.97) et (3.98) dans (3.93), et choisissons

Y2 = €7x (p), (3.99)

nous obtenons

0 J
8§+—1—m2w2p2—2mw— — +
P «

2 a2 2
(3.100)
ou
2 1 1 2 2 2
8p+;8p— ;—I—mwp —Q)x(p) =0 (3.101)
avec " )
J_ cbn
I BN (E2 _ +4FBwp — 2mw> . (3.102)
Q@ 4

Par comparaison avec ce qui a été fait dans le paragraphe précédent, les solutions propres

m’ iz
E:2wuj:2\/w2,u2+(ﬁ+m (2 +1+ >) (3.103)

s(1-22) ‘ n 1,mwp2> . (3.104)

sont

s (p) = €% (mwp)

S(‘I*%) ‘ + 1, mpr) .

) (3.105)
En posant soit ¢p = 0 dans I'équation (3.103), nous trouverons les mémes résultats
obtenus en absence du champ magnetique .

Conséderons maintenant le cas d'une particule simple non composite.

e
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3.2.2.2 Cas d'une seule particule bosonique simple

Particule de spin-0 Loscillateur bidimensionnelle de DKP en présence de la corde cos-

mique est donné par

P5”<Qy+%am@5“)~—A4}¢DKP::Q (3.106)

ou
(000 + " (0y + muwpil) +i62 (0 + o [8, 5%]) = M } Youcp = 0. (3.107)
L’état stationnaire ©)px p est une fonction d’onde de 5 composants de la forme

Ypkp = (Y1, 2, Vs, Ui, %)T- (3.108)

En utilisant les équations suivantes (3.61), (C.l) et (C.Z), et par l'insertion de (3.108)

dans (3.107), nous trouvons

P ap
i (01 + Mwp) iy — Maps =0, (3.111)
lél/}l — My, =0, (3.112)
ap
— M5 =0, (3.113)
ou
E
¢2 = M¢17
(O +M
Y3 ZZ%%,
1
Py = apM32¢17
Y5 = 0.

o~
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Dans ce cas, €q. (3.109) devient

1 1
{(ap — Mwp + ;) (0, + Mwp) + 042,0283 + E? — Mz} P = 0. (3.114)
En faisant le choix suivant concernant la fonction d'onde v,
Y1 (p) = 70 (p),
l'équation (3.114) se transforme a
2 1 N 2,2 2
8p+;@p— ?—i-wa —v|e(p) =0, (3.115)
avec
J
A=—,
o
v=FE’—M?+2Muw. (3.116)
Afin de résoudre I'équation (3.115), nous posons le changement de variable ¢ = M wp?.
Cela conduit a I'équation différentielle dont la forme est :
0”2 10 A1 v
Ty o S e S =0. 3.117
Ve e~ (e i~ ) o @ (3-417)
Pour obtenir des solutions réguliere a cette derniére équation, soit
N
p(p) =C¢ze2F((), (3.118)
alors I'Eq. (3.117) devient
. . |/\| 1 v
F M+1-C()F—|—+=-—-———]F=0. 3.119
CFO+(A[+1-9) <2+2 4Mw> )
Léquation (3.119) est une fonction hypergéométrique confluente de la forme
zF" () + (c—x)F' —aF () = 0. (3.120)
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dont [’ =; Fj. Les solutions propres de cette équation sont obtenues en posant que

a = —n. Cela conduit a
Mot v
P = = —n. 3.121
2 "2 AMw " (3-121)
Selon (3.121), les solutions propres sont
2 _ a2 /1
EF=M"+4+2Mw | 2n+ — ), (3.122)
a

9 a

Dans la limite ot @ — 1, le spectre d'énergie de l'oscillateur de DKP dans l'espace de

. g Muwp?
Yy (p) = e HEHITP (wa2)|2i| exp <— = ) 1By <—n, 171 + 1, waQ) - (3.123)

Minkowski est bien mis en évidence (voir I'Eq. (2.37)).
Selon (3.122), la présence de l'angle de déficit o de la corde cosmique modifié le
spectre de la particule en question. Contrairement au cas de I'espace-temps plat [61], la

présence des défauts topologiques brise la dégénérescence des niveaux d'énergies.

En présence d'un champ magnétique externe L‘équation de l'oscillateur de DKP

dans une corde cosmique et en présence d'un champ magnétique est :

{z’éoao + i1 (8y + Mwpij) + if3? ({82 + z%} +a [ﬁ1,52]> — M} Yprp = 0.

(3.124)
Linsertion de I'Eq. (3.108) dans I'équation (3.124) donne
1 Oy + i
Ev; — My =0, (3.126)
i (Or + mMuwp) ¢y — Mips =0, (3.127)
Oy + 1428

iwwl — My, =0, (3.128)

ap
—Mps = 0. (3.129)
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Ce systéme d'équations donne

Yo = o,

Un calcul direct montre que la composante v suit I'équation suivante :

{(5’2—wa+%) (01 + Mwp) + (%ﬂed)B) +E2—M2}¢1=0.

2m
(3.130)
Soit
Y1 =" (p),
alors on obtient une équation différentielle par rapport a ¢ (p) comme suit :
2 1 e 22 2 '
8p+;(9p— F—l—wa —v v(p) =0, (3.131)
dont ¢>
edp
F/ _ (] - ?
a )
v = E*— M?+ 2Muw. (3.132)

Notons ici que I'équation (3.131) est similaire a I'équation (3.117) : comme conséquence,

les solutions propres sont

J— ¢z
E? =M*+2Mw | 2n + |—2| |, (3.133)
!
‘]76(2#% Mowo? J edB
1 (p) = e IO (Mwp? . exp | — e 1F1 | —n, S +1, Mwp? | .
2 o
(3.134)

Le cas particulier ou ¢ = 0 conduit au spectre d’énergie donné par I'équation (3.122).

/
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En présence d'un potentiel scalaire En présence d'un potentiel scalaire son intro-

duction dans I'équation de mouvement d'effectuer la substitution suivante

Pu — Pp — qA,, (3.135)

ou q est la charge électrique et A* est le quadrivecteur potentiel électromagnétique . Dans

ce cas, I'équation (3.107) se modifie et devient
{zﬂo (G0 — iqAo) + iB (8, + Muwpi) +iB2 (9, + o [8*, 87]) — M} ¥ =0. (3.136)

En Choisissant la forme du potentiel scalaire par

gA° = I im, (3.137)

P P

et en utilisant les équations suivantes (3.61), (C.1) et (C.2) et par l'insertion de (3.108)

et (3.137) dans I'équation (3.136), nous obtenons le systeme d'équations suivant :

(E—Fz) wg—i<8p—wa+l) Qﬂg—i%wzl—Mwl:O, (3138)
P P ap
(E+£) W1 — Mpy = 0, (3.139)
i (0, + Mwp) 1y — Mips = 0, (3.140)
i%%—Md@:O, (3.141)
ap
—Maps = 0. (3.142)
Ce systeme donne
(54
e = T¢17 (3.143)
g = i%—Mw’O)wh (3.144)
Yy = M;paqﬂﬁl, (3.145)
Y5 = 0. (3.146)
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Mettons les équations (3.143),(3.144) et (3.145) dans I'équation (3.138), on obtient une

équation par rapport a la composante 1); comme

2
{(E—i— i) + (8p — Mwp + %) (0, + Mwp) + &%ﬁ@i - MQ}% =0. (3.147)

0
Soit
U1 (p) = €x (p), (3-148)
alors i )
{%+%§p—% pf M?W?p® + V}x(p)zoa (3.149)
avec

)

v =E*—m242mow, BZ=X2—f3 A==, (3.150)
a

En choisissant ( = v/ Mwp, I'équation (3.149) se transforme a

0? 10 2
EtiE et | x©=0 G151

avec § = 5% En écrivant la fonction y (§) comme une fonction inconnue H (§) 18,98,
99,108]
s 3.152
X (&) = e 7EPIH (€, (3.152)
l'équation (3.151) devient

H' (&) + {(2|ﬁ| +1) % —25} H' (€) + {ﬁ — 2|8 -2+ g}H(g) =0, (3.153)

qui est une fonction bi-confluente de Heun [ [100, 101,104, 108] dont

H(¢) = (2 EiR 0 2(5 5) (3.154)

Pour résoudre cette équation nous utilisons la méthode de Frobenius [28,101--104]. En

se basant sur cette méthode, 'Eq (3.154) s'‘écrit comme un développement en série de
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puissance autour de l'origine comme suit :

H(E) =) a¢. (3.155)
j=0
En remplacant la série ( 3.1 55) dans I'équation (3. 1 53), on obtient la relation de récurrence
suivante :
) 0—2j
- - A1 — 7 - a;,
F+2)G+1+7) 7T G+ G+1+9)

aj+2 =~ (3.156)

avec 7 = 2 ‘,8’ +letf =2 —2 |B} — 2. En commencant par ay = 1 et en utilisant la

relation (3.1 56) nous obtenons

Lo 0 _ _2Ef 1

oy Umew 2|+ 1
L& 6 2B 1 B 0
U 2y(14y) 2(14+9)  mow (2]8]+1) (2]8]+2) 2(2]8]+2)

(3.157)
Les solutions de 1'état stationnaire peuvent étre obtenus en imposant les conditions dans
lesquelles la série de puissance infinie devient un polynéme de degré n(n = 0,1,2...).

Ceci arrive lorsque :

0 = 2n, (3.158)
apy1 = 0. (3.159)

D'apres l'équation (3.158) nous accédons au spectre d'énergie comme suit :

E2:m§+2m0w<n+‘

- 7). (3.160)

On remarque que l'introduction d'un potentiel scalaire dans l'oscillateur de DKP change
complétement les niveaux d'énergie. Cet influence exige la translation de niveau fonda-
mental de l'oscillateur de DKP au niveau quantique n = 1 au lieu de n = 0 tel qu'obtenu
dans [28, 103, 108]. Notons que dans le cas ou f — 0 (absence du potentiel scalaire ),

nous atteignons le résultat exact des bosons scalaires dans une corde cosmique [20]. Aussi,

7
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si nous prenons les deux limites f — Oeta — 1 on trouve le méme résultat que dans le

cas de l'oscillateur de DKP dans l'espace de Minkowski [61].

Particule de Spin-1 A partir des équations (3.106), (3.61), (C.3) et (C.4), et lors de
I'introduction de l'oscillateur de Dirac 9, — 0, + Mwrjp, 'oscillateur de DKP s'écrit alors

par
{18900 + i (0 + muwpi) + B2 (8 + @ [8,87]) = M pipp =0, (3.161)
dont ['état stationnaire v, dans ce cas est une fonction d'onde de dix composantes

Yprp = (Y1, Vo, Vs Va U5, Ve Ur Us o, o) - (3.162)

L'insertion de (3.162) dans (3.161) donne

—EY7 + (01 — Mwp) 19 — Mypy = 0, (3.163)
—FEys + éwm — My =0, (3.164)
ap
—Epy — Meps = 0, (3.165)
~ 2y My o, (3.166)
ap
(01 + Mwp) pg — M5 = 0, (3.167)
§w7— <81+wa+1> 1/18—M77D6:O, (3168)
ap p
—Ey, + %wﬁ — My, =0, (3.169)
ap
—Ety — (01 — Mwp) s — Mg = 0, (3.170)
— Etbs + (al—wa+%) ¢5—2—;¢4—ng:0, (3.171)
—(81+wa—l) iﬂl—&d}Q_MwlO:O, (3.172)
p ap
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D'apres les équations (3.165), (3.166) et (3.167) on trouve

g = —%%7 (3.173)
1 0
Y=~ 3r o, (3.174)
s = % (01 + Mwp) 1. (3.175)

Linjection des équations (3.173), (3.174) et (3.175) dans I'équation (3.171) définit une

équation différentielle par rapport a la composante 19 comme suit

2

{ <81 — Mwp + %) (01 + Mwp) + anpQ + E? — m2} Yy = 0. (3.176)

Cette équation est similaire a (3.1 14), et par conséquent les solutions propres sont

J
E? = M?+2Mw (2n+u), (3.177)
«
. J Muwp? J
Yy (p) = e HEHITP (wa2)|2{*| exp <—%) 11 <—n, u +1, waQ) - (3.178)
a

Afin d'avoir le méme spectre d'énergie pour les autres composantes, elles doivent satisfaire

la méme équation que la composante 9. Ainsi, en choisissant pour

P =1 =0, (3.179)

on trouve que
Yo = 7 =g =910 = 0. (3.180)

Ce résultat est justifié selon la nature de 1'équation de DKP : en effet la fonction d'onde
de I'équation de DKP admet uniquement six composantes physiques et quatre composante
redondante : ces dernieres sont a la base du probleme de découplage du systeme des équa-

tions. Ce qui justifié l'existence des composantes nulles dans la fonction d'onde de DKP

7
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En présence d'un champ magnétique externe En présence d'un champ magnétique

décrit par le potentiel vecteur Z¢ = Z¢—B ¢ 4, l'oscillateur de DKP sera

{15080 + i1 (01 + Mwpi]) + 62 ({82 +i ¢B} +a [61,52]) - M} Yprp = 0.

2w
(3.181)
Suivons les mémes étapes de la section précédente, on trouve que
—EYr + (01 — Mwp) th1o — My, =0, (3.182)
8 +1 edp
—FEyg + (20[—)?#10 — My =0, (3.183)
—Epg — Myps = 0, (3.184)
) edB
_BEER) b =, (3.185)
op
(01 + Mwp) 1pg — M1ps = 0, (3.186)
a + iedp
2 ZQW ¢7— (@1—}-wa+ )77/)8 M¢6:0, (3.187)
8 +1 epB
_Egn+ —( 2+ ) o — Mipr = 0, (3.188)
— By — (01 — wa) s — Mg = 0, (3.189)
0y + 152
By + 152
(81+wa——) wl wwz M%o:O. (3.191)

Ce systéme conduit a

edp
Yy =g w:—%%% ;W5 =3 O+ Mwp)yy - (3:192)

Insérons (3.190) dans (3.192), on obtient

1 1 ?
{(62—wa+—) (1 + Mwp) + — 2(32+Z'€¢£> +E2—M2}@/)9=O,
p acp 27
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Cette équation est similaire a I'équation (3.130), et par conséquent les solutions propres

sont "
_ ¢n
E? = M? +2Mw <2n—|— 27 ) (3.194)
o
763& 2 J ¢B
. . cxﬂ' Mw — B
¢9 (P) — e—zEt-i-quﬁ (waQ) e exp (_ 2p ) P (_n7 - 2m +1, wa2> )
(3.195)

Les autres composantes ont la méme forme que la section précédente.

En présence d'un potentiel scalaire L'équation de DKP bidimensionnelle dans une

corde cosmique soumit a un potentiel scalaire est :
{i80 (@0 — iAo) + iB" (9, + muwps) + 82 (95 + [8,8%]) = M } ¥ = 0 (3.19)

ou M est la masse de particule spin-1. L'état stationnaire 9/ est une fonction d'onde de dix

composantes de 1'équation DKP comme
b= Y2 ¥s 1 Y5 Yo Yr Ys Yo Vi) (3.197)

En substituant (3.61) (C.3), (C.4) et (3.197) , nous obtenons le systéme des équations

suivant :
—(E-i—%) Y7 + (0, — Mwp) 10 — M)y = 0, (3.198)
—(E+i) ¢8+%wlo—M¢2:O, (3.199)
P ap
- (B+L) w0 2w =0, (3.200)
9y
— 4y — Mpy =0, 2
ap
%th — (6,; + wa + 1) Ql)g — M’lﬁ@ = 0, (3.203)
ap P
_ (E N i) 4+ 2o — My =0, (3.204)
P ap
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— (E + %) P2 — (0, — Mwp) s — M1pg = 0, (3.205)
f 1 9y
-~ (E + —) ws + (a,, — Muwp + —) s — 22ahy — Mapy = 0, (3.206)
P P ap
P ap

A partir (3.200), (3.201) et (3.202), on obtient

3 = —Tiﬁm (3.208)
10

Yy = —MQ—(ZQ%, (3.209)

Vs = % (0p + Mwp) tg. (3.210)

Insérons ces équations dans (3.206), nous arrivons a une équation par rapport a la com-

posnate )9 comme suit :

2

(E+f)2+<a —wa+1> (0, + Mwp) + % — M? b ahy=0. (3.211)
p ’ p) " a?p?

Considérons g (p) = /%y (p), alors nous trouvons

92 10 B2 2Ef
—+————+——M2w2p2+y}cpp20, 3.212

[(%2 pOp p*  p (v) ( )
dont v=FE? —M?+2Mw, B2 =X —f: A= é

Comme A. Boumali et al. [61] a souligné dans leurs article, il est tres difficile de

dissocier le systeme d'équations ci-dessus comme cela a été fait pour )9 , nous choisissons

= 1hy =0, (3.213)

dans ce cas nous obtenons
Yo = 7 = s = P10 = 0. (3.214)

Ainsi, en comparant (3.212) avec (3.149), on remarque que nous avons la méme équation
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diftérentielle et, par conséquent, nous avons les mémes résultats

E2:M2+2Mw<n+’

- 7) (3.215)

%(E)ZH(?IﬁI,O, w,25,—£>. (3.216)

v
m
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Conclusion et Perspective

Loscillateur de Dirac a attiré beaucoup d'intérét a la fois parce qu'il constitue l'un
des exemples rares qui ont des solutions exactes, et aussi en raison de ses nombreuses
applications en physiques. En mécanique quantique relativiste, cet oscillateur a été étudiée
a partir de nombreux points de vue, y compris : (i) les études sur les propriétés de la
covariance de I'équation de Dirac en présence de l'oscillateur de Dirac, (ii) la détermination
du spectre d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes de ce dernier, (iii) '‘étude des
propriétés algébrique du groupe de Lie, (iv) la supersymétrie, (v) linvariance conforme,
(iv) les propriétés thermiques, etc. Aussi, la correspondance de cet oscillateur avec l'optique
quantique est bien mis en évidence dans les deux type d'espaces : espace commutatif et
noncommutatif [39-—43, 109,1 10].

Notons aussi, que par comparaison avec le cas de ['‘équation de Dirac appliquer a I'étude
de l'atome d'hydrogene, l'oscillateur de Dirac est resté un modele théorique jusqu’a la réali-
sation expérimentale de ce dernier par Franco-Villafane et al. 3] ouvrant ainsi un nouveau
domaine de recherche tres intéressant dans la physique moderne : comme exemple, la re-
lation directe entre I' oscillateur de Dirac et le composé graphéne en utilisant le modele de
la masse effective [110].

Récemment, I'un des problémes les plus intéressants de la physique théorique est le lien
entre la mécanique quantique et la gravité . Ce dernier implique la distorsion de l'espace-

temps en question. Linteraction des particules avec un champ gravitationnel produit par
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les défauts topologiques est devenue un domaine de recherche tres actif. Il a fait 'objet du
plusieurs études récente. Selon les concepts modernes de la physique théorique, les défauts
topologiques ont été formé par une transition de phase dans l'univers primitif. Ces défauts
se manifestent en parois de domaines , cordes cosmiques et monopoles . C'est dans ce
contexte que nous nous sommes concentré sur 1'étude des oscillateurs bosoniques, afin de
déduire leur mouvements et leurs comportement en présence d'un champ gravitationnel .

Ainsi, 'objectif principal de cette thése était de solutionner ces équations relativistes
bosoniques corresponds aux particules des spin-0 et spin -1, en présence de l'oscillateur
de Dirac . Ces équations ont été traitées dans deux types d’espaces : espace-temps plat et
courbé, en présence d'un champ magnetique externe parallele a la corde. Le choix de la
corde cosmique parmi les autres types des défauts topologiques est fondé sur la simplicité
de la forme de sa métrique, et aussi pour son importance qu'il a eu particulierement dans
le domaine de l'astrophysique et la cosmologie jusuq'a au domaine de la physique de I'état
solide (les défauts de dislocations) : ces études ont méritées un grand intérét dans les
recherche modernes en physique théorique [9--27,29--34,77,79,97] .

Dans notre cas, nous avons étudiés le cas des oscillateurs bosoniques relativistes en
présence des défauts topologiques et spécialement le cas de la présence d'une corde cos-
mique . Ce probleme a été résolu par I'utilisation de I'équation de KG et de 1'équation de

DKP . Les résultats trouvés peuvent étre récapituler comme suit :

1. Pour le cas de l'équation de KG , nous avons étudié 'influence des champs gravita-
tionnels produits par la topologie induite de la corde cosmique sur l'oscillateur de
KG en présence d’'un champ magnétique uniforme paralléle a la corde. Nous pouvons
voir que les solutions propres dépendent explicitement du parameétre non local de
l'espace-temps considérer méme dans le cas ou l'espace-temps de la corde est loca-
lement plat. Contrairement au cas d'un oscillateur de KG dans un espace-temps plat
, la présence des défauts topologiques brise totalement la dégénérescence du spectre

de l'oscillateur de KG .

2. Maintenant, pour le cas de l'équation de DKP on distingue deux situations selon la

nature de la particule :
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(a) Cas d'un photon massif correspondant a I'union de deux particules identiques
de spin-1/2 de masse totale M : ici l'oscillateur de Kemmer bidimensionnel sous
l'influence du champ gravitationnel produit par la topologie de I'espace-temps
de la corde cosmique et en présence dun champ magnétique uniforme aussi
bien sans champ magnétique sont bien étudiés. Les solutions ont été trouvées
en utilisant la méthode paramétrique généralisée de Nikiforov-Uvarov (NU) et
l'influence de l'espace-temps d'une corde cosmique sur les le spectre d'énergie a
été analysé. Les solutions propres ont été obtenues, et la dynamique du systeme
physique en considération dépend des caractéristiques de défaut topologique
de la corde cosmique. En outre, en comparant le spectre d'énergie obtenu avec
celui trouvé dans l'espace-temps plat , nous pouvons voir que la présence du
déficit angulaire caractérisant la structure globale de la métrique dans l'espace-

temps de la corde cosmique brise aussi la dégénérescence de ces énergies.

(b) Cas d'une particule bosonique de spin zéro ou un : les solutions propres de l'oscillateur
de DKP ont subits une modification importante lorsqu'ils sont soumises a
l'action des potentiels scalaires tel que le potentiel colombien, dont la fonc-
tion d'onde est définie comme une série biconfluente de Heun. Pour le spectre
d'énergie qui dépend clairement du parameétre de potentiel f (ou f) ou les
niveaux des états propre sont définis par le nombre quantique n = 1 au lieu
de n = 0 comme il le montr les équations. (3.50), (3.160) et (3.215). Aussi,
les valeurs de la fréquence angulaire w est restreint, et dépend uniquement des
nombres quantiques {n, j}. En outre, le spectre d'énergie obtenu dans l'espace-
temps de la corde cosmique sont non-dégénérés a cause de la dépendance de ce
spectre avec l'angle déficit «, contrairement dans le cas de l'espace-temps plat

ou les spectres d'énergie sont fortement dégénérés .

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent a l'issue de cette these concernant

les résultats trouvés, nous pouvons envisager de compléter les travaux suivants :

+ en premier lieu, faire une extension de notre étude en insérant la dislocation dans

notre espace-temps : on prévoit aussi d'intégrer les autres type de défauts topolo-
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giques tels que les parois de domaines et les monopoles.

« ensuite, résoudre le probléme en consédération dans le cadre de la longueur mini-

male.

« enfin, étudier l'influence de défauts topologiques sur les propriétés thermodyna-

miques des ces oscillateurs harmoniques relativistes bosoniques ou fermioniques.
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Annexe A

[.a méthode de Nikiforov-Uvarov (NU)

La methode de Nikiforov-Uvarov (NU) est une puissante methode utiliser pour ré-

soudre les équations différentielles de deuxiéme ordre ayant sur la forme suivante

& LT s d | =685+ 6s =&
ds?  s(1—azs)ds  [s(1—azs)]

Y =0. (A1)
Dans cette methode, les solutions propres satisfaient les relations

a2n—(2n + 1) a5+(2n + 1) (\/Oég + 043\/048)4‘71 (n - 1) 063+Oé7+20430£8+2\/048069 == 0,

(A2)
Y (s) =52 (1 — ags)—am—(am/a‘a) pato—l(ain/az)—aio—1 (1 - 2a35). (A.3)
Dans la limite a3 = 0, on a
lim (1 — ags) @2 (@1s/@s) — gouss (A4)
30
. . —ai1z2—(a13/a3) pajo—1.(a11/a3z)—ao—1 __ joaio—1
01{;210 (1 (1/38) 12— (a13/a3) paio (a11/ag)—aio—1 _ an ((1/118). (A.5)
Lexpression finale de la fonction d'onde est donc
P (s) = sM12e*135 [21071 ()1 6) (A.6)

dont L1971 (a1 5)est le polynome générale de Laguerre, avec
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g = % (1—ay), (A7)
1

as = 5 (a2 — 2a3)
s = a2 + &, (A.8)
ay = 2005 — &9, (A.9)
ag = aj + &, (A10)
Qg = azar + ozgozg + ag. (A.l 1)
a1 = g + 204 + 24/, (A.12)
a1 = ag — 205 + 2 (Vag + asy/as) , (A.13)
Q12 = aq + +/as, (A.14)

13 = Q5 — (\/06_9—|— 063\/04_8) . (AlS)
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Annexe

['oscillateur de Dirac (DO)

B.1 Interprétation physique

En présence d'un champ magnétique , l'oscillateur de Dirac est donné par [2,36--38]

{ca> (? = imw'yo7) + mc2fyo} Y = Ey (B.1)

(3 )2

sont les matrices de Dirac , et o étant les matrices de Pauli . A partir de I'équation (B.l),

avec

L'Hamiltonien de Dirac est donnée par :
Hp=cd (? — imw'yO?) + mc*q°, (B.3)

qui s'écrit aussi dans une forme covariante comme :

{vPi=m+(Z)oFu}w—0 (B-4)

On a que : .
7

F.=0,A, —0,A, c" = 5

v, 21,7 = (7)), (B.5)
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le tenseur électromagnétique s'écrit sous la forme

1 2
A, = 1 {22,(U.z) — 2°U,}, (B.6)

m

ou A est le potentiel quadri-vecteur a l'oscillateur de Dirac dont g = 27 est le moment

magnétique anomale.
l'équation (B.4) est similaire a I'équation de Dirac pour des particules neutres ayant un

moment magnétique anomale /1 ce qui donne I'équation de Dirac-Pauli suivante :
(vPu+ (5= ) 9" = m) ¥ = 0. (B.7)
m
dont le terme £~ F),, a la forme suivante :
ga’“’FW -+ Z?E — 33, a = 707, k= %ekijaij, (B.8)
ou €*c'est le tenseur Levi-Cevita . Maintenant soit :
Up (7 ,t) = exp (—iEr) &p (7), (B.9)
dans ce cas I'équation (B.1) devient :
Hp®p = Edp, (B.10)
ou Hpest définie par
Hp = 03? + ic,uVE — Mcvofg + mc?4°, (B.11)
pour ? = ﬁ, cet 'Hamiltonien devient :
Hp = 03? + ic,uVﬁ + mc*°. (B.12)

En comparant I'équation (B.12) avec (B.3), on peu voir, que l'oscillateur de Dirac est

simplement un cas particulier des particules neutres de Dirac dans un champ électrique

7
(
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extérieur dont on peut faire la transformation suivante :

,uﬁ — MW T (B.13)

B.2 Les solutions en présence d'une corde cosmique

Dans cette section, nous discuttons brievement les solutions de l'oscillateur de Dirac

dans une corde cosmique en présence d'un champ magnétique extérieur. [30].

B.2.1 En absence d'un champ magnétique externe

L'équation de Dirac dans une corde cosmique est donnée par la formule suivante :
{7 (2) [0y — Tl —m}ep =0. (B.14)

Les matrices v de Dirac dans l'espace-temps de la corde cosmique sont données par :

B=4"= (é _01) : (B.15)

7= (S é) : (B.16)

52 (z) = (_01 (1)> . (B.17)

ap

Les coefficients de la connection spinoriel I',, () sont calculés par

1

Ly (2) = gwua [7,7'] (B.18)

avec wy = wyydz! olt wy sont déterminés en résolvant I'équation (1.16), et ses compo-

santes non nulles sont :

wil = —wi,g = Q. (B.19)
Ainsi, nous avons
- 1
A (z)T, (z) = —%71. (B.20)
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En introduisant l'interaction de l'oscillateur de Dirac par 0, — 0, +mwp/3, et en insérant

la relations (B.20) dans I'équation (B.14), on trouve l'‘équation de mouvement suivant :

1 2
(i'yoao + iyt <8p + mwpf + 2_/)) + ig—p@ — m) vp (t,p) = 0. (B.21)

Soit la fonction d'onde

¢D::e—ﬁ%a0+é%¢(¢(p)>, (B.22)

alors, on obtient un systeme des équations comme

(E—m)qS—{(@p—i—%p—mwp)—i(lip%)}xz(), (B.23)

1 fl+3
(E+m)x~|—{(81+—+mwp>+z(—2)}¢:0. (B.24)
2p ap
Par un calcul algébrique direct, on aura
1 U= ¢ (p)
02+ -0, — {m2w2p2 + =y H ( =0, B.25
{ o P T o) (B:29)
avec
A= sﬁ
ne=A%£3, (B.26)

7¢:E2—m2—|—2mw(/\:|:%).

En faisant maintenant un changement de variable o = mwp?, 'équation (B.25) se trans-

92 10 | ¥ ¢ _
(g5 s lig 1 1)) (O @ =0 (8:27)

Afin de résoudre cette équation, nous appliquons la méthode de Nikiforov-Uvarov (NU) :

forme a

alors tous les parametres de la méthode sont

] = 1,0(2 = 0,043 = O, (B28)
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_l. - W
51 47§2 - 4mwa - 4 3 (B29)
1 vy
044—045:0,046_ Z,Oé']: —m7 (B30)
2
n 1
Oészf,@g:zl,@lo:l‘f‘hh‘, (B.31)
n 1
ap = 1,ap = }_2+|70513 =3 (B.32)

2n+1 - H }77+|

=t =0, (B.33)

D'apres les relations (B.26) et (B.33), et par une simple manipulation , nous trouvons les

niveaux d'énergie suivants :

| nE 1

E*=m?+4 }——— = B.34
m” + dmw (n—l— 5 5 +2 (B.34)
avecn = 0,1,2,....... J=0,%+1,£2, ... s = =£1. La fonction propre est donnée en

termes de fonction confluente hypergéométrique comme suit :

7 .
|:;f Eg;:| = (mW) 2:t p)ni’efTF (—n’ ‘nil + 1,mwp2) (B35)

B.2.2 En présence d'un champ magnétique externe

Loscillateur de Dirac a deux dimensions dans une corde cosmique et en présence dun

champ magnétique est défini par

2
<z’7060 + iyt (81 + mwpB + i) + . (02 + i@) — m) Yp (t,p) = 0. (B.36)
2p ap 2

Utilisons la méme fonction d'onde précédente (B.22) nous trouvons :

RN

o, 1 2 2 9 77/12
8p—|—;8p— m-w’p —|—?—QJF

! (///'(’/7(4 Wesiai - 70 -- .

7



Les solutions en présence d'une corde cosmique @J ascillatewrs 5060/1/?/{(%4 relalivistes

avec

edp
’ [t+3]+52 1 141
Ny =s—g——t3=A+3,

ot (B.38)
Qr = B> —m? 4+ 2mw (X F1).

Soit maintenant la variable suivante o = mwpz, alors (B.37) devient

<a2 10 [n_ﬁ 1 i)(ﬁig;)zo. (B.39)

Pour résoudre 1'équation ci-dessus, nous utilisons la méthode NU : cette derniére conduit

3¢ " 00g

102 4 dmwo

aux solutions propres suivantes

2 _ 2 |77;:| 77;F 1
Ef=m +4mw<n+7—7+§ ; (B.40)
dont

’ ’ 1 S 1 €¢B ’ S 1
=At-=—9|l4+= — =1, =—x1l = B.41
T+ 2 a{{+21+2ﬂ} I a{3+2}’ (B41)

avecn =20,1,2,....... 0 =0,£1,£2,.... La fonction d'onde totale est

77;: g i ,

Bﬁ E/p)ﬂ = (mw) 2 plEle="3" F (=n, |ny| + 1, mwp?) . (B.42)

! (///'(’/7(4 Wesiai =71 - .
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Annexe C

Les matrices [ de I'équation de DKP dans

un espace-temps de Minkowsk

C.1 Particule de spin-0

01000 00 -100

10000 00 0 00
g=foo0o0o0o0f s =10 0 00], (C.1)

00000 00 0 00

00000 00 0 00

000 —10 10 0 0 0

000 0 0 01 0 0 0
g2=1000 0 0],n=|00 -1 0 0 [. (C.2)

100 0 0 00 0 -1 0

000 0 0 00 0 0 -1

dont l'opérateur n = 2 (3°)° — 1 avec 72 = 1.
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Particule de spin-1

C.2 Particule de spin-1

7

0000 O O0O0OO0O O
0000 O O0O0OO0O O O

0000 O O0O0OO0O O0O O

0000 O O0O0OO0O O0 O
0000 O O0O0OO
0000 O 0O

0
0

0000 O O0OO0OO0O O0 O

0000 O
0 00O

0

=

i

00 0 O

i

000 0 O

—1

000 0 0O0O0O O O

1

7/31:

0 00 -1

0

0

0

-1 0 0 O

0

(C3)

00 0 O
000 O
000 O
000 O
000 O

0
0
0
0

0
-1 0 0 0 O

0

0
-1

0

-1

0 00

0

0

100 O
010 O

0
0

0 00 -1
(C.4)

0

)

0 0 0 O
0 00

0 00O0O0O O

1

000O0O0O O

0 0 0O

0

00 0O0O0 O

0

00 0O0O0 O

0 0 0O

00 0O0O0 O

0 00

—1

000O0O0O O
000 O0O

- 0 0 0 O

00 0O0O0O O

0 00

0 0 0O

0 0 0 O

0

0

1

000 0O O O0O0OO

i
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Klein-Gordon oscillator under a uniform magnetic field in

cosmic string space—time
Abdelmalek Boumali and Nadjette Messai

Abstract: In this article, we study the influence of the gravitational fields produced by a topology such as cosmic string
space-time on a Klein—-Gordon oscillator in the presence of a uniform magnetic field. We present the eigensolutions of our
problem in question and analyze the influence of cosmic string space-time on the eigenvalues.

PACS Nos.: 98.80.Cq.

Résumé : Nous étudions ici I'influence des champs gravitationnels produits par la topologie, comme ’espace-temps d’une corde
cosmique, sur un oscillateur de Klein-Gordon en présence d’'un champ magnétique uniforme. Nous trouvons les solutions
propres (eigen) de notre probléme et nous analysons I'influence de I’espace-temps de la corde cosmique sur les valeurs propres.

[Traduit par la Rédaction]

1. Introduction

The analysis of gravitational interactions with a quantum me-
chanical system has recently attracted attention in particle phys-
ics and has been an active field of research.

The way to understand the interaction between relativistic
quantum mechanical particles and gravity is to solve the gen-
eral relativistic form of their wave equations. These equations
may be considered insignificant at the atomic scale, where gravi-
tational effects are weak, but the physics governing these parti-
cles plays an important role in astrophysics and cosmology, in
which gravitational effects play a dominant role. In addition,
studying single-particle states is important to constructing a uni-
fied theory of gravitation and quantum mechanics [1-4].

The Dirac oscillator (DO) interaction is potentially important
for both theory and application. It was studied for the first time by
Ito et al. [5]. Moshinsky and Szczepaniak [6] were the first to sub-
stitute the term p - imwpr for the momentum operator in the
Dirac equation. It can be shown that the DO is a physical system
that can be interpreted as the interaction of the anomalous magnetic
moment with a linear electric field [7, 8]. The electromagnetic poten-
tial associated with the DO was found by Benitez et al. [9].

The DO has attracted a lot of interest both because it provides
one example of the Dirac equation’s exact solvability [10] and
because of its numerous physical applications. Many aspects of
the DO as a relativistic quantum mechanics problem have been
studied, including covariance properties, complete energy spec-
trum and corresponding wave functions, symmetry Lie algebra,
shift operators, hidden supersymmetry, conformal invariance
properties, and the completeness of the wave function. Relativis-
tic many-body problems with DO interactions have been exten-
sively studied, with a special emphasis on the mass spectra of
mesons (quark-antiquark systems) and baryons (three-quark sys-
tems). The dynamics of wave packets in a DO have been deter-
mined, and a relation with the Jaynes—-Cumming model has been
established. The (2 + 1) space-time has also been shown to be an
interesting framework for discussing the DO in connection with
new phenomena (such as the quantum Hall effect and fractional
statistics) in condensed matter physics. The thermodynamic prop-

erties of the DO in (1 + 1) space-time have been mentioned to be
relevant to the studies of quark-gluon plasma models (see refs. 11
and 12 and references therein).

Recently, the interaction of particles with a gravitational field
produced by topological defects has become a well-investigated
topic, being studied in such problems as particle scattering due to
topological defects, Landau levels in the presence of topological
defects, the DO in a topological defect, the noninertial effect of
the DO in a topological defect, and so on. (For further information
see refs. 3 and 4 and the references therein).

The aim of the present study is to solve the Klein-Gordon equa-
tion for the DO interaction in a background produced by topolog-
ical defects, such as cosmic strings and magnetic cosmic strings.
Our contribution redresses the lack of existing literature concern-
ing the physical properties of charged, massive scalar particles of
spin 0 interacting with gravitational fields due to topological de-
fects.

The well-known prescription to introduce the DO interaction in
the Klein-Gordon equation was proposed by Mirza and coworkers
[13, 14]. Thus, the Klein-Gordon oscillator, in flat space, in a final
form must be written as

[(p + imor)(p — imor) + 2 — m’ly = 0 b))

This paper is organized as follows. In Sect. 2, we solve the free
Klein—-Gordon equation in a cosmic string background. The solu-
tions of the Klein—-Gordon oscillator in a magnetic cosmic string
background are presented in Sect. 3. Section 4 will be a conclu-
sion.

2. Free Klein-Gordon equation in a cosmic string
background

In this section, we solve the Klein-Gordon oscillator in cosmic
string space-time. The general form of the cosmic string metric,
in (, p, ¢, 2) cylindrical coordinates is [1]

ds* = —dt* + dp® + o*p’dPp’ + d° (2)
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where —o < (t, z) <40, 0 < p< o, and 0 < ¢ < 27 . The parameter «
is the deficit angle associated with a conical geometry obeying « =
1 - 4m, and 7 is the linear mass density of the string in natural
units (A =c=1).

The governing equation of a massive scalar field with an arbi-
trary coupling to the gravitational field takes the form [1-4]

1 9 " a 2
——V-gg"— —m*+ Ry =0 3)
(\/_gax“ g ax” )

where R is the Ricci scalar, and g, = diag (-1, 1, o?p?, 1) is the
fundamental tensor with g = det (g,,,) = —a?p.
To calculate the Ricci scalar, we use the following equation [15]:

R=g"R,, (4)
where
R, =R, (5)

with R}, being the Riemann curvature tensor given by

R:Mv = a[LF'V()\ - BVI‘;/\ + Fg)\r;n - F:}I,)\I‘zn (6)
where

K 1 KV, v 12
I, = 597(09" + 0,9" — 0,9") (7)

are the Christoffel symbols. Using these equations, we find that
the Ricci scalar is vanishing everywhere except the cosmic string
axis — i.e., the curvature tensor is concentrated on the cosmic
string axis, and at all other points the curvature is zero.

Hence, the free Klein-Gordon equation in the cosmic string
background, (2), becomes

(82 ?* 19 1 d?
o apt  PIP  Pptad®  dZ

- m2>w =0 ®

A solution of this equation can be constructed by taking into
account temporal independence and the rotational symmetry of
the background around the z-axis.

Thus, we can choose the following ansatz:

b= eiE+ild>+ik2q)(p) )

Hence, (8) becomes

? 19 I?
(— -— - — +EBP-¥- mz)CD(p) =0 (10)
0p2 pap azpz
or
? 19 Mo,
— t == |5 7] P =0 (11
ap>  PIp p
with
1
A=— Y=F-1-m (12)
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Putting z = yp and ®(p) = u(z), we get
> 1 S
ﬂ + -u(z) + (1 = —)u(z) =0 (13)
dz z z

which is a Bessel equation [16]. Thus, the eigensolutions of free
Klein-Gordon equation are given by [1, 2]

EP=m’+p> @ =K+ (14)

D(p) = NJj,(vp) (15)

where N is a normalization factor.

3. Klein-Gordon oscillator in magnetic cosmic
string space-time

3.1. Klein-Gordon oscillator without an external magnetic
field

According to (3), a Klein—-Gordon oscillator in a cosmic string
background, where p, — p, - imwp, can be described by

az+1(a )(po, + mwp®) + ! 62+ i 2]CD() 0
—— + —=(9, — mwp)(p mwp ——— +t—-m p) =
a2 e’ ’ ocprad®  d
(16)
g 2 a
The calculation of the term (9, — mwp)(pd, + Mmwp) yields
CE
(9, = mwp)(pap + mwpz) = — + — — mPw’p® + 2mwp (17)
ap>  9p
Using the ansatz
= efiEHiqusz(P(p) (18)
where j =0, 1, +2,..., and k is a constant, (16) transforms into
az+la—K—Z+ *w’p® — 0 |®(p) =0 19
b S5 T Mo (p) = (19)
p
with
S=F -m -1 +2me «k=12 20)
o

Now, let us make a coordinate transformation given by ¢ =
mwp?. We obtain the following second-order differential equation:

@19 gl 9
[— L ("— T —>:|CI)(p) -0 (21)
08 08 \42 4 4mof

To obtain a regular solution of (21), we assume ®(p) = &IxI2)

e~ (E2)F(§). Then (21) is transformed into

K I
&G + (x| +1— gF - (% - ——JRg-0 (2

which is the confluent hypergeometric equation for F = |F: xF"(x) +
(c — X)F'(x) — aF(x) [16].

& Published by NRC Research Press
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To obtain normalized solutions of this equation, we require that
the polynomial series converge. This requirement is fulfilled by as-
suming the independent term to be a negative integer. Thus [16],

k] 1 O
—+—-—=—=-n (23)
2 2 4moe

By simple calculation we find the following energy levels:
B, =m’+ me(Zn + M) + K (24)
[e%

The relativistic energy levels (24) correspond to the relativistic
energy spectrum of the Klein-Gordon oscillator in a cosmic string
background.

The presence of the deficit angle « modifies the degenerate
spectrum of the particle. In contrast to the case of the DO [3], and
unlike the case of flat space, the presence of the defects breaks the
degeneracy of the energy levels.

In the limit where a — 1, and when we put N = 2n + j, which
corresponds to the principal quantum number, we recover the
energy spectrum of the Klein—Gordon oscillator in flat space
[13, 17).

In the classical limit, using the relation E = € + m, and the
nonrelativistic limit € << m, (24) becomes

E* — m?

2m

:e=w<2n+%)

kZ
F oo 25
v (25)
Therefore, the presence of « in (25) also breaks the degeneracy

of the spectrum.
Finally, the total wave function of our problem is given by

i +1, mwpz) (26)

a

2
e . mo
Wp) = e ’Ete”“’e”“(mwpz)“/“‘exp(—Tp)lﬂ(—n,

3.2. Klein-Gordon oscillator in a magnetic cosmic string
background

In cosmic string space-time, the vector potential associated
with a uniform magnetic field parallel to the string, B=V x A =
Byk, can be written as [18]

0‘B()PZ
A= - 5 €y (27)

Then, the Klein—-Gordon oscillator in magnetic cosmic string
space-time obeys

o eB.p2\2
|:—a— + 1(0 = mwp)(p(? + mwpz) + 1 (8 — i P )
a2 p " ’ o*p? ¢ 2

2
+ — - m2:|CD(p) =0 (28
az
Using (18), (28) transforms into
1 j I3
[a§ +-d,+E -k + Zm(w + wo—) —m?—m? P’ — —}D(p) =0
2 2
p e/ a’p
(29)

where w, = (eB,)/(2m) is the so-called cyclotron frequency of the
particle, and

Can. J. Phys. Vol. 92, 2014
2 2 2
O = + w (30)

Defining the following variables:

£ = m.QpZ (31)
=g -1+ Zm(w + w01> - m? (32)
o
6=1 (33)
o

and using the ansatz ¢(&) = &9% @YF(&), we obtain

[8]

r
&G + (4] - &+ DF@ - (7 - —)F@ 0 (39

4m{)

The solution to this differential equation is also the well-known
confluent hypergeometric function [16]. As in (22), to obtain a
normalized solution for this equation, we require that the poly-
nomial series converge. This requirement is fulfilled by setting
the independent term to be a negative integer, that is,

14l
— +

5 =-n (35)

T
4my)

N | =

Therefore, the eigenvalues are

= Zm_Q(Zn + m + l) = Zm(w + w,
o

J

E, ;) + m? + K (36)

The relativistic energy levels (36) correspond to the relativistic
energy spectrum of the Klein-Gordon oscillator in a magnetic
cosmic string background. Two remarks about (36) can be made:

 the vanishing of the frequency of the DO interaction, w = 0,
leads to the same results obtained in ref. 18; and

» thevanishing magnetic field, w, =0, yields the energy spectrum
given by (24).

The presence of « in the energy spectrum breaks the degener-
acy of the energy levels. In the limit o — 1, and when we set N =
2n + j, we recover the energy spectrum of the Klein—-Gordon oscil-
lator in flat space.

In the classical limit, using the relation E = € + m and the non-
relativistic limit e << m, (36) becomes

E - m?

2m

. g 1
=€=Q(2n+m+l>—w+woi+— (37)
o a 2m

and the presence of « in (37) also breaks the degeneracy of the
spectrum.

Finally, the total wave function is expressed in terms of conflu-
ent hypergeometric functions.

I

o . 0p*
¥(p) = e’lEte”‘belkz(meZ)W“'exp(—mTp)1F1<—n,— +1, mﬂpz) (38)
[e%

4. Conclusion

We have investigated the influence of topological defects due to
cosmic strings on the Klein—-Gordon oscillator, in the presence of
a uniform magnetic field parallel to the string. The eigenvalues
and eigenfunctions depend explicitly on the nonlocal parameter

& Published by NRC Research Press
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of the space-time under consideration, even though it is locally
flat. In contrast to the case of a Klein—-Gordon oscillator in flat
space, the presence of topological defects breaks the degeneracy
of the spectrum of the Klein-Gordon oscillator.
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Abstract. The two-dimensional Kemmer oscillator under the influence of the gravitational field produced
by a topology such as the cosmic string spacetime and in the presence of a uniform magnetic field as well
as without magnetic field are investigated. The eigensolutions of our problem have been found by using the
generalized parametric Nikiforov-Uvarov (NU) method, and the influence of the cosmic string spacetime on
the energy spectrum has been analyzed. We show that the dependence of the energy levels of the quantum
system with the angular deficit «, which characterizes the global structure of the metric in the cosmic
string spacetime, breaks the degeneracy of these levels.

1 introduction

In relativistic quantum mechanics, the exact solutions of the wave equation are very important for the understanding
of the physics that can be brought by such solutions. They are valuable tools in determining the radiative contributions
to the energy. The quantum mechanics of charged, massive, and spin-1 particles in an external field has been studied
in many different situations using different techniques [1-5]. These works have especially investigated the solutions of
the equation in a magnetic field. These techniques are very complex in their determination of the eigensolutions of
such particles. The relativistic wave equation for a massive spin-1 particle was initially derived by Kemmer in 1939.
The Kemmer equation is a Dirac-type equation, which involves matrices obeying a different scheme of commutation
rules [6,7].

The analysis of gravitational interactions with a quantum mechanical system has recently attracted attention in
particle physics and has been an active field of research. The general way to understand the interaction between
relativistic quantum mechanical particles and gravity is to solve the general relativistic form of their wave equations.
These equations may be considered insignificant at the atomic scale, where gravitational effects are weak, but the
physics governing these particles plays an important role in astrophysics and cosmology, in which gravitational effects
play a dominant role. In addition, studying single-particle states is important to constructing a unified theory of
gravitation and quantum mechanics (see [8] and references therein).

The Dirac oscillator (DO) was for the first time studied by Ité6 and Carriere. On the other hand, Moshinsky and
Szczepaniak were the first who introduced an interesting term in the Dirac equation. More specifically, they suggested
to substitute in the free Dirac equation the momentum operator p'like p'—imwGr. They could obtain a system in which
the positive energy states have a spectrum similar to the one of the non-relativistic harmonic oscillator. Recently, this
interaction has particularly got more interest [9]. It is reviewed, because of the interest in the many different domain
in physics. Furthermore, the interaction of this oscillator with a gravitational field produced by topological defects,
has become a well-investigated topic [10-19].

The aim of the present study is to solve the Kemmer oscillator in a background produced by topological defects,
such as cosmic strings and magnetic cosmic strings. Also, our contribution redresses the lack of existing literature
concerning the physical properties of charged, massive scalar particles of spin-1 interacting with gravitational fields
due to topological defects.

# e-mail: nadjette.messai@gmail.com
P e-mail: boumali. abdelmalek@gmail.com
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This paper is organized as follows: in sect. 2, we present a review of the solutions of the DO in the cosmic string
background. Section 3 is devoted to solve ths case of the Kemmer oscillator in cosmic string spacetime using the NU
method. Finally, sect. 4, will be a conclusion.

2 Eigen solutions of the two-dimensional Dirac oscillator
2.1 The solutions without a magnetic field

In this section we review the solutions of a two-dimensional Dirac oscillator in the cosmic string background. The
metric which describes the cosmic string is given by

ds? = —dt? 4+ dp? + a?p?d¢? + d2?, (1)

where —0o < (¢,2) < 400, 0 < p < 00 and 0 < ¢ < 2. The parameter « is the deficit angle associated with conical
geometry obeying o = 1 — 47, and 7 is the linear mass density of the string in natural unite A = ¢ = 1.
The Dirac equation in the arbitrary curved spacetime is written by [11]

[iv" () (Op — Iy) — m]¢Yp =0, (2)
where m is the mass of particles, I'),(x) are the spinor affine connections and " are the generalized Dirac matrices
satisfying the anticommutation relations

{v* 7"} = 29", (3)

and defined in terms of a set of tetrad fields by
7 (x) = eg(z)y* (4)

where e# satisfies the relation e”(x)eY (z)n® = g*, and (u,v) = (0,1,2,3) are tensor indices, (a,b) = (0,1,2,3) are
tetrad indices and v* are the standard flat spacetime Dirac matrices [12-14]. The tensor 7% = diag(—1,1,1,1) is the
Minkowski tensor.

For the two-dimensional case, we choose the Dirac matrices v* in terms of Pauli matrices as [20-22]

,isaz) , (5)

with parameter s taking the values +1 (+1 for spin up and —1 for spin down) [23].
The spinorial connection is given by [22]

a 1

¢ = (03,2'0

F#(.”L') = éwuab [’7a7’7b] . (6)

These components can be obtained by solving the Maurer-Cartan structure equations in the absence of torsions:
dé* + wié® = 0, where wif = W, (z)dz*, and Wi, (x) is called connection 1-form [24].
According to eq. (1), we choose the tetrads for the line elements being

e =dt, e=dp, é2=pdp, & =dz. (7)
By solving the Maurer-Cartan structure equations, we obtain that

() T(z) = —ivl- (8)

Now, to include the Dirac oscillator term imw/3p into eq. (2), we proceed with the following substitution in the radial
momentum component 9; — 91 + mwp. Hence, eq. (2) is transformed into

1 2
{woao + iyt (61 + mwpf + > } Yp + (ﬂaz - m) Yp =0. (9)
2p ap
In order to solve eq. (9), we adopt the following Ansatz:

()
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By substituting (10) into (9), we get the following system of equations:

1 l+3
E _ — _ -7 2 = 11
R w
1 I+ 3
E — j 2 = 0. 12
( +m)x+{<3p+2p+mwp>+zs<ap >}gb 0 (12)
After a simple algebraic calculation, we have
1 i o(p)
82+8—{m2w22—|—— H( =0, 13
|: P p P P p2 Y¥ X(p) ( )
with )
1 I+ 3
=\t = = 2 14
m=rty (A=sil), (1)
and where
1
¢ = E? —m? + 2mw ()\$2), (15)

By making a change of variables o = mwp?, eq. (13) transforms into

2 19 m 1 Y ¢
2 4l (E4c =0, 16
{302 T 200 (492 T3 dmwg X (@ &
Now, in order to solve the last equation, we use the well-known method based on the Nikiforov-Uvarof method (NU) [25,
26]. Thus, by comparing with the equations from (A.1) to (A.11), the following expressions are obtained:

c1 =1, co =0, c3 =0, (17)
1 - ni
= - = == 1
51 47 52 e ) 53 4 ) ( 8)
1 v—
= = = — — 1
Cq Cs 07 Co 4 ) Cr oTh ) ( 9)
2
n 1
CSZTJF, =7, cio =1+ ¢, (20)
1
c11 =1, Cl2 = @, €3 =3, (21)
2 1 _
ntl - el _ 0, (22)
2 dmw 2

From these equations, the form of energy levels is

2 2 2 (23)

+ 1
E2m2+4mw<n+|n ‘fEJr ),

with n = (0,1,---),l = (0,£1,£2,---), and s = £1. The eigenfunction is given in terms of hypergeometric confluent
function as
[X(P)

¢(p)
We note here that the eigensolutions obtained (egs. (23), (24)) are similar to the one found by [11].

mwp 2
2

Int |
} = (mw)%plnile_ x F (—=n, |nt| + 1, mwp®) . (24)

2.2 The solutions in a magnetic cosmic string background

The two-dimensional Dirac equation in the background of a cosmic string with magnetic field defined by its magnetic
vector potential

€ (25)
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is

1 2
7980 + vt (0 + mwpB+ - ) Yup + (i (0, +i%22 ) —m ) vp =o0. (26)
2p ap 27
Using the same Ansatz as in eq. (10), and projecting it in eq. (26), we obtain
1 nE ¢(p)
2+ -0, - (m2w2p2 + = -1 =0, 27
{ P’ ) o) &)
with the following substitutions:
I+3]+%E 1 1
/ [ 2 2m /
E o ;=N g (28)
and )
0+ = E? —m? + 2mw ()\’ F 2) , (29)

Defining the following variable ¢ = mwp?, eq. (27) transforms into

9% 190 ng 1 0+
Vo 70 (i 5 o) 90 =0 )

By using the NU method, we have the following eigensolutions:

/ / 1
E2:m2—|—4mw<n+|n;|—n;+2>, (31)

withn =0,1,2,... and [ =0,4+1,£2,..., and
1 s 1 epp s 1
=Nt ==3|l+= =t =nf=—<1 - 2
N+ 9 a{{+2}+2ﬂ} N+ a{B+2} (32)

] -

Also, these eigensolutions are similar to those found in [11].

and where

_ mwp2
2

X F (=, | + 1, muwp?). (33)

3 Eigen solutions of the two-dimensional Kemmer oscillator
3.1 The solutions without a magnetic field

The free relativistic Kemmer equation in curved space-time is

(6"Vu - M) i =0, (34)

where M is the total mass of identical spin—% particles and 3 are Kemmer matrices for the cosmic string background

given by eq. (1). They satisfy the following commutation relation:
BB+ BB = B+ )
with ~ o
pFr=~"(z) 9 I +1®+"(x). (36)

~v#(z) are the Dirac matrices defined in the previous section, eq. (3), I is a 4 x 4 identity matrix, and ® indicates a
direct product. The covariant derivative in eq. (34) is

Vu=0,—-2%2,, (37)
where the spinorial connections can be written as [22]
T,=lm 5z, = (Lel+ier,), (38)
y—o

where the spinorial connection I',(z) is given by eq. (6).
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The stationary state ¥ of eq. (34) is the four-component wave function of the Kemmer equation, which can be

written in the form

Yk =vp ®@Yp = (Y1 ¥ Y3 ¢4)T,

with ¢ p the solution of the Dirac equation.
Thus, the Kemmer equation in the cosmic string background is

{Zﬁoao +i30) + 3% (0 — Z2) — M} Y = 0.

(39)

(40)

In the presence of Dirac oscillator potential, we could do the following change: 9; — 01 + M wpé . The operator B is

chosen as B = 7% ® 40 with B2=1. Hence, the Kemmer equation with Dirac oscillator interaction
{i (70®f+f®70) B+ [+ H}W =0,

with
( :i{('yl ®f+f®’yl) (81 —|—wa§)},
M :i{('y2®f+f®72) (02 — X) —M}-

Substituting eq. (38) into eq. (40), we obtain the following system of equations:

» .
(2E — M)y, — (al — Mwp — “2) Uy — (al — Mwp — “2> Y5 =0,
ap ap
1 3] 1 3,
<81 + Mwp+ = +i52> Y1 + Mo + (81 + Mwp+ = —152> Yy =0,
p o ap pap
1 0 1 3]
(81 + Mwp+ = +is2> WY1 + Mg + (al + Mwp + = —i52> Yy =0,
p o ap p o ap
50 50
(2E + M)y + (81 — Muwp+ m) Vo + (81 — Muwp+ "92> s =0
ap ap
From these equations, we get the following results:
71112 = ¢3,
2 (81 — Mwp — %)
Y1 = 5T — M Y2,
-2 (81 — Mwp + %)
Yy = SEL M P2.
Putting eqs. (48), (49) and (50) into eq. (41), and with the following choice:
b2 = %x(p),
we get
0 J? J M?
812—1——1 — M2w?p? — x(p) + | —2Mw +4sEw= + E*> — — | x(p) = 0.
p a?p? a 4
Now, when we use the following transformations:
.y
«

2

M
g:E2+4Ew)\—2Mw—T,

we have

2 1 A2 2 2 2
8p+;6p— p—2+wa—§ x(p) =0.
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We remark that the last equation is similar to eq. (13). So, by using the same method as in the case of the two-
dimensional Dirac oscillator, we obtain

02 10 A2 1 S
Vo * 7~ (g + 3~ amrms) 1@ =0 0

By applying the NU method, we arrive at these expressions:

c =1, co =0, c3 =0, (57)
1 < A2
51_17 52_4Mw’ 63_Za (58)
_ 1 ___S (59)
C4 = C5 = U, 66*47 (644 4Mu}’
2 1
8= Co =7, cio =1+ Al (60)
A
ci1 =1, Cl2 = %, 13 = 7, (61)
2 1 A
ntl__< M_g (62)

Thus, the eigensolutions are

_ —iEt_iJ$ INENIE
Pa(p) = e e (Mw) 2 plale F|—n,

J
Sa‘ +1,wa2> ) (63)

J J? J 1
E:2r<8>:|:\/4r22 +2T<’S‘+2n+2>+ (64)
o « «a 4
with 7 = 7. We note here that the presence of the parameter «, in the spectrum of energy, breaks the degeneracy of

the energy levels. Furthermore, by taking the limit « — 1 into eq. (64), we reach the exact result of the two-dimensional
Kemmer oscillator in Minkowskian spacetime [27].

3.2 The solutions in a magnetic cosmic string background

By adopting the same vector potential as in the Dirac oscillator, the Kemmer oscillator in a magnetic cosmic string
spacetime obeys

(i8°00 +i8"01+) v + (z’ﬁ? (62 -5+ z‘ﬁf) - M) Vi =0, (65)
By using eq. (38), the above equation transforms into

50 50
(2E — M)ih; — (81 — Muwp + o _ 282) Vo — (81 — Muwp + 5 M) — ) (66)

2mrap ap 2map ap

1 19, 1 0
O+ Muwp+ = — 5 | ;502 Y1+ Mips + (81 + Mwp + = + ¢ _ ;0 e =0, (67)

p  2map ap p  2map p

1 e, 1 .0
O+ Muwp+ = — 5 | ;502 W1+ Mips + (81 + Mwp + = + 5 _ ;0 Yy =0, (68)

p  2map ap p  2map ap

6(;53 isaQ 6¢B 7,882
(2E + M)y + | 01 — Mwp — + Yo+ | Oy — Mwp — + 3 = 0. (69)

2rap ap 2rap ap

From these equations, we get the following results:
P2 = Vs, (70)
2 (81 — Mwp + 726(175 — L02)
Tap ap
= 5% — I P2, (71)
-2 (31 — Mwp — e;fB + 1882)

Yy = rer 00 Ly, (72)
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By putting egs. (71) and (72) into eq. (68), and choosing that

P2 = e?x(p), (73)

we have

2 89 2 2 2
<6p+p—M W2 —2Mw—£J2+<>> (o), (74)

with

U= o2 * a2 2 a? ’ (75)
edp
sJ (S 2m ) M2
=4Ew{ — — E? - — 76
(ETN) SRR S - (76)
Also, eq. (74) can be rewritten by
2 1 s 2 2 2
8p+;8p— E+wa_/1 x(p) =0, (77)
with
s(7-2) e
@
According to the above case, and by using the NU method, the eigensolutions are
M2 [
E =2wp + 24 |w?p? + ﬁJer 7+1+n , (79)
(7—B
Ml C=5B)| e s (J - g)
Xp)=(mw) —=—pl " lem T F [ -n, | —2|+ 1, mwp? (80)

(&%

We remark that if we put ¢ = 0 (B = 0) in eq. (79), we recover the same results obtained in the previous section
(eq. (64)).

4 Conclusion

In this work, we have considered the case of a Kemmer oscillator for vector bosons in a magnetic cosmic string
spacetime. The eigensolutions are obtained by using the generalized parametric NU method. We show that the quantum
dynamics of a physical system depend on the topological defects features of the cosmic string, and the eigensolutions
possess an explicit dependence on the parameter «. Furthermore, by comparing the spectrum of energy obtained in
our case with those of the same problem in the flat spacetime [27], we can see that the presence of the angular deficit
«, which characterizes the global structure of the metric in the cosmic string spacetime, breaks the degeneracies of
these energies.

Appendix A. Review of the Nikiforov-Uvarov (NU) method

The Nikiforov-Uvarov method is based on solving the second-order differential Schrédinger, Dirac and DKP equations
by reduction to a generalized equation of hyper-geometric type. The following equation is a general form of the
second-order differential equation written for any potential as

d2 cp—ces d =82+ Gs— (3
=i o =0. Al
ds? = s(1 —c3s)ds {s(1 — c3s)}? ¥ (A1)
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According to the Nikiforov-Uvarov (NU) method, the eigenfunctions and eigenvalues are given by

P(s) = s2(1 — c38)” "2~ =3 P(Cm_l’%_cw_l) (1 — 2c3s), (A.2)
and
can — (2n+ Des + (2n + 1) (V/eg + c3+/cg) + n(n — 1)eg + ¢ + 2¢5¢8 + 24/cgeg = 0. (A.3)
The corresponding parameters are
1 1
cy = 5(1 —c1), cs = 5(02 — 2c3), (A.4)
c6 =i + (1, c7 = 2¢q¢5 — (2, (A.5)
g =3 + (s, co = c3er + C308 + Co, (A.6)
c10 = €1 + 2c4 + 24/cs, (A7)
c11 = co — 2¢c5 + 2 (\/@—F C3\/C>8) 5 (A8)
c12 = ¢4+ +/cs, c13 = ¢5 — (y/cg + c3+/C8) . (A.9)
In the special case of ¢3 = 0, when
lim (1 - c38) """ = eoss (A.10)
c3—
limo(l - 035)7“2766133 P(C“’_l’%_clo_1> = L&~ 1(¢yy8), (A.11)
Cc3—
the wave function becomes
P(s) = s12e 13 L5107 (e s), (A.12)

where LS1°~1(c115) is the generalized Laguerre polynomial.
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I. INTRODUCTION

The analysis of gravitational interactions with a quantum mechanical system has recently
attracted attention in particle physics and has been an active field of research.The general
way to understand the interaction between relativistic quantum mechanical particles and
gravity is to solve the general relativistic form of their wave equations. These solutions
are valuable tools for examining and improving models and numerical methods for solving
complicated physical problems.

In the conventional relativistic approach, the interaction of S = 0 and S = 1 hadrons with
different nuclei has been described by the second-order Klein-Gordon (KG) equation for S=0
and Proca equation for S=1 particles. It is well known that is very difficult to tackle these
second-order equations mathematically and to derive the physics behind them. Therefore,
considerable interest in recent years has been devoted to examining the interactions of S =0
and S = 1 hadrons with nuclei by using the first-order relativistic Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) equation [1].

One important question related to DKP equation concerns the equivalence between its
spin 0 and 1 sectors and the theories based on the second-order KG and Proca equations|2].
Historically, the loss of interest in the DKP stems from the equivalence of the DKP ap-
proach to the Klein-Gordon (KG) and Proca descriptions in on-shell situations, in addition
to the greater algebraic complexity of the DKP formulation. However, in the 1970s, this
supposed equivalence was question in several situations involving breaking of symmetries
and hadronic possess, showing that in some cases, the DKP and KG theories can give differ-
ent results. Moreover, the DKP equation appears to be richer than the KG equation if the
interactions are introduced. In this context, alternative DKP-based models were proposed
for the study of meson-nucleus interactions, yielding a better adjustment to the experimen-
tal data when compared to the KG-based theory[3|. In the same direction, approximation
techniques formerly developed in the context of nucleon-nucleus scattering were general-
ized, giving a good description for experimental data of meson-nucleus scattering[4]. The
deuteron-nucleus scattering was also studied using DKP equation, motivated by the fact
that this theory suggest a spinl structure from combining two spin—%[5]. In addition, we
can cite the works of |6, 7| on the meson-nuclear interaction and the relativistic model of

a—nucleus elastic scattering where they have been treated by the formalism of the DKP



theory. Recently, there is a renewed interest in the DKP equation. It has been studied in
the context of quantum chromodynamics (QCD) [8|, covariant Hamiltonian formalism [9],
in the causal approach[10, 11], in the context of five-dimensional Galilean invariance[12], in
the scattering of K nucleus|[13], in the presence of the Aharonov-Bohm potential[14, 15],
in the Dirac oscillator interaction|16], in the study of thermodynamics properties[17], on
the supersymmetric|[18|, and finally in the presence of some shape of interactions|19-31].
Theses examples in some case break the equivalence between the theories based on the DKP
equation and KG and Proca equations.

The Dirac oscillator was for the first time studied by It6 and Carriere [32]. On the other
side, Moshinsky and Szczepaniak were the first who introduced an interesting term in the
Dirac equation. More specifically, they suggested to substitute in the free Dirac equation
the momentum operator p'like p'—imwpBr. They could obtain a system in which the positive
energy states have a spectrum similar to the one of the non-relativistic harmonic oscillator
[33]. Recently, this interaction has particularly got more interest. It is reviewed, because of
the interest in the many different domain in physics (see Ref. [33] and references therein).

The topological defects plays an important role in physical properties of systems, and
they appear in gravitation as monopoles, strings and walls [34-43]. Among them, cosmic
strings and monopoles seem to be the best candidates to be observed. The former are linear
defects, and the space-time produced by an idealized cosmic string is locally flat, however,
globally conical, with a planar angle deficit determined by the string tension.

The well-known procedure to introduce the coupling between a charged particle and
electromagnetic fields in the DKP equation, is through the minimal coupling. Dosch, Jensen
and Miiller in 1971 proposed another procedure by making a modification in the mass term
in the form: m — m + S (7) where S (7) is the scalar potential [45]. This new formalism
has been used by Soff et al [46] to analyze the Dirac equation in the presence of a Coulomb
potential and a static scalar potential. Bergerhoff and Soff [47] show that, in contrast
to the minimal coupling of the electromagnetic potentials where it is correlated with the
momentum, a scalar potentials, which are an invariant Lorentz’s scalar, are coupled to the
mass of a particle in the Dirac equation and thus act effectively as a position dependent
mass. They have shown that, when a scalar external is coupled instead of a vector Coulomb
potential, the no present of Klein’s paradox and consequently the spontaneous pair creation .

This implies, that for an arbitrary scalar potential one can always find the bound states in the



gap between +m.c? and —m.c?, which is not the case for the usual Coulomb potential, which
is coupled to the Dirac field by replacing p'by p—(e/ c)g in the Dirac equation. More recently,
Medeiros et al [44] have been used this formalism to study Relativistic quantum dynamics
of a charged particle in cosmic string space-time in the presence of magnetic field and scalar
potential. In the same context, Bakke and his co-workers [40] have been studied several
problems by using this new approach. They showed that this modification in the mass term
gives rise to a position-dependent mass for a relativistic particle ( see Ref.[38] and references
therein). Following Bakke [40], this method has been used in different situation such as :
(i) the quark—antiquark interaction, (ii) analysis of the behavior of a Dirac particle in both
static scalar and Coulomb potentials, (iii) in a relativistic scalar particle in the cosmic string
space time, and (iv) finally in the Klein-Gordon oscillator subject to a Coulomb potential.
Following Medeiros et al [44], if one wants to investigate the relativistic quantum motion of
a charged particle in the presence of electromagnetic and scalar potentials, both procedures,
the minimal coupling and a modification in the mass term, should be taken into account.
The problem of the wave functions of particles subject to different confining potentials as a
Coulomb potential, whose exact solution as well established, has been made by replacing p’
by p'— 2/_1' in the relativistic particle equation’s: this potential is a time-like component of
the electromagnetic vector potential.

The principal aim of this paper is to solve the DKP oscillator in a background produced
by topological defects, such as cosmic strings in the presence of a Coulomb potential. The
introduction of the Coulomb potential in the DKP equation will be made by using the
minimal coupling procedure. The structure of this article is as follows: In Sect. II, we briefly
review the DKP equation in cosmic string background subject to the Coulomb potential. In
Sect III, the eigensolutions have been obtained for both massive Spin-0 and spin-1 particles.

Sect IV present our conclusion.

II. THE DKP OSCILLATOR IN COSMIC STRING BACKGROUND

In this section, we discuss the DKP oscillator in cosmic string space-time described by
the metric [48, 49]
ds? = —dt* + dp* + o2 p*dp® + d2?, (1)



with —oo < (t,2) < 400, 0 < p < o0 and 0 < ¢ < 27. The parameter « is the deficit angle
associated with conical geometry obeying o = 1 — 4n, and 7 is the linear mass density of
the string in natural unite h = c = 1.

The DKP equation in curved space-time is given by [50-53]

[wﬁ (au + %wﬂabS“b> — m] Y =0, (2)

where (# are the DKP matrices in curved space, and they satisfy the following relations:
Baﬁbﬁc + ﬁcﬁbﬁa — /Banbc + Bcnba' (3)

These matrices are related to the flat space-time 8% as: G+ = et 3* with the following tetrad
relations: The ¢ are 5 x 5 matrices in the spin-0 representation and 10 x 10 matrices in the

spin-1 representation. In our case, the 8% matrices are chosen as follows:[54, 55|

e for the spin-0 representation

022 03x3 3 O2x2 pix .
60 = ) 61 = T 23 3 (Z = 1a 2>’ (4)
03><2 O2><3 _pé><2 03><3
with
01 —100 0-10
Oaxo = ) pl = ) ,02 = . (5)
10 0 00 0 00

e for Spin-1 representation

Na e s 05&1_ [ Osws  Osxs —Igns iKFY
0 — Osxs O3xz Osxs Oy g = Osxs  Osxs ks 03,4 (h=12),
—I3x3 Osxs O3y 034 —I3xs —Shs O3xz  0d,
| O1x3 O1x3 O1x3 0 | iK1z O1x3 0
(6)
where
000 100
O3x3=|(000]|,I=]1010],
000 001



and

00 0 001
St=iloo=1],5*=il o0 o00], (7)
01 0 100

with
,K1:<100),K2:<010>,

and S% = (32, 3°]. The spin connection w,q obeys the relations
; u
_ Jl J _
Wyab = ealebrju - ebﬁueajv Wpab = —Wyba, (8)

with
1
Fé’u - 590\ (0197 + 0ugri — OrGyj) » )

are the Christoffel symbols or the affine connections.

The introduction of the interaction will do by modifying the term p, — p, —¢A, where ¢
is the electric charge, and A, = (—Ao, X) is the electromagnetic 4-vector potential. Takes
into account the substitution d, — d, + mwp into Eq. (2), and the following form of the
Coulomb potential [56-58]

qA® = % =+l (10)

P
where f is a constant, Eq.(2) can be written as

{187 (0 — igAo) + i (9, + muwps) + i (9 +a [0, 87]) —m}w =0, (1)

with ¢ = 2(8°° — I and ¢2 = 1.
In what follow, this equation will be used to extract the eigensolutions of a both massive

spin-0 and spin-1 particles.

IIT. THE EIGENSOLUTIONS OF A TWO-DIMENSIONAL DKP OSCILLATOR
IN COSMIC STRING BACKGROUND

A. case of spin zero

The two dimensional DKP equation in cosmic string space-time subject to the Coulomb

potential is given by Eq. (11), where mg is the mass of particles of spin-0. The stationary



state v is a five-component wave function of the DKP equation, which can be written as

g
w = (wly ¢2» w37 71)47 1/)5) (12)

Substituting (4), (5) and (12) into (11), we obtain
<E + i) Py — i <3p — mowp + l) 3 — i%M —moyy = 0, (13)

p p ap
<E + %) Y1 —mos =0, (14)
i (9p + mwp) Y1 — moy3 = 0, (15)
i@% — mothy = 0, (16)
ap

From these equations, we get the following relations

an

o = Tol/h, (18)
gy = o T TR0) (19)
mo
1
¢4 = moapa¢7 (20)
Y5 = 0. (21)

Putting Eqgs. (18), (19) and (20) into Eq. (13), we have

<E+ —) + (a,, — mwp + —) (0p + mwp) +
p p

Choosing as Ansatz ¢; = /¢y (p), and after simple algebraic manipulations, we arrive at

2 2
{8 19 8 +ﬁ—m§w2p2+4x<ﬂ>:07 (23)

1
peys 85 — mg} 1 = 0. (22)

a2 pop 2 p
with
v=FE—mi+2mw, B2=X—f2 = 1. (24)
Now let us make a change of variable ¢ = |/mowp: in this case equation (23) becomes

o 10 B8 e v _
8§2+§8§ £2+€ £+m0w x () =0. (25)



Taking the following substitutions [56-59]

2Ef ¢2
e
s X

where we have write x (£) as unknown function H (§), Eq. (25) can be rewritten by

5:

H(E), (26)

H'/(£)+{(2‘5’+1)%—2§}H’(§)+{L—2’5‘—2+§}H(§):0. (27)

mw &

The last equation is a biconfluent Heun function|[57-59|

H(€)=H (2|3

m

w 7
In order to solve Eq. (27), we use the Frobenius method [60-63]: Eq.(28) can be written as

a power series expansion around the origin as
o0
H(E) =) a¢. (29)
7=0

Substituting the series (29) into equation (27 ), we obtain the following recurrence relation:

5 o 0 — 2
FH2G+H1+y) T G+ G F1+)

a]‘, (30)

aj+2:_(

— 2. By starting with ap = 1 and using the relation

w

Wherefy:2’5‘+1and9:mi 2}5

(30), we can calculate the other coefficients of the power series expansion as follows

ol ,/mow2’5‘+1’

26 2Ep 1 9
27(0+7) 2049) mow (2514 1) (2[5 +2)  2(2]g]+2)

o =

(32)

Thus, the bound state solutions can be obtained by imposing the conditions where power
series becomes a polynomial of degree n. This happens when:

0 =2n, a4 =0. (33)
with now n =1,2,3,.... From Eq. (33), the eigenvalues are given by

Efw = mg + 2MoWn, (n+ ‘

- ). (34)




Following Eq. (34), the spectrum of energy of the DKP oscillator subject to the Coulomb
potential in the presence of the gravitational shows two interesting results: (i) firstly, all
levels of energy are not degenerate, and (ii) secondly, the introduction of the Coulomb
potential in the DKP oscillator modified the relativistic energy levels. This influence yields
the ground state of DKP oscillator to be defined by the quantum number n = 1 in contrast
to the quantum number n = 0. This situation is similar to the case of the Klein-Gordon
oscillator studied by Bakke et al [36-39]. So we can extended their physical interpretation
in our case. Thus, when the condition a,1; = 0 imposed (Eq. (33)), we obtain a polynomial
of degree n the power series expansion given in Eq. (29). So, we can assume that frequency
wy, s of the DKP oscillator can be adjusted in order to satisfied the condition a, 11 = 0. As a
consequence, the quantum number of the system n restrict the possible values of the angular
frequency. According this, there are values of the angular frequency which are not allowed in
the system. Now, let us examine the case of the ground state n = 1: the condition a,,.1 =0
yields as = 0. So, by using Eq. (30), frequency w, s is given by
2B,

EENCIES)E (33)

Wi,J

which corresponds to the possible values of the angular frequency of the DKP oscillator in

the ground state. The energy levels corresponding of this ground state are written by

B2, =+ o . (36)

)

Therefore, the effects of the Coulomb potential on the spectrum of energy of the DKP

oscillator in the presence of a cosmic string is given by a change of the energy levels, where
the ground state is defined by the quantum number n = 1. Moreover, the values of the
angular frequency of the DKP oscillator are restricted to a set of values in which allow us
to obtain a polynomial solution to the biconfluent Heun series [36-39].

Finally, when we take the limit f — 0 (i.e., vanishing of the Coulomb potential which
here is chosen as time-like component of A*), we recover the exact result of scalar bosons
in a cosmic string background [42]. Now, if we take a both limits o — 1 with f — 0 , we
obtain the same result found in the case of a two-dimensional DKP oscillator in Minkowski

space-time[54].



B. case of spin one

The two dimensional DKP equation in cosmic string space-time subject to a Coulomb

potential is

{@'50 (80 — iqAo) + iB" (8, + muwps) + if2 (9, + o [BY, B%]) — M} b =0,

(37)

where M is the mass of spin-1 particles. The stationary state 1) is a ten-component wave

function of the DKP equation with

T
¥ = (¥r, o, ¥, va, Y5, Yo, ¥r, Ve, Yo, o) -

(38)

Substituting Eqs. (6), (7) and (38) into Eq. (37), we found the following system of equations

- <E+£> Y7 + (0, — Mwp) 1o — M1py =0,

_(Eﬂ)zpﬁ@wm—mz:o,
p ap
_<E+£)¢9—M¢3=0,

%)
— Ly — Map, = 0,
ap
(3,,—|—wa) wg — M¢5 = 0,

%’l/h— (8p+wa+l> g — Mrpg = 0,
ap p
= (B+ L) wu+ Zva-prvn =0,
p ap
- <E+£) VYo — (0, — Mwp) s — Mapg = 0,
= (E—i—i)?ﬂg—l—(@—Mw,o—i—l)%—%%—M%:O,
p p ap

1 0,
- (ap+MWP— —) 1 — —2apy — Miprg = 0.
p ap

From Eqgs. (41), (42) and (43), we have

Py = — i g,
10
¢4 - _Ma_pwi)a

(39)

(40)
(41)

(42)
(43)

(44)
(45)
(46)
(47)

(48)

(49)

(50)



1
M

Putting these equations into Eq. (47), we arrive at the following equation for g

¥s (0 + Mwp) o. (51)

<E+f>2+(a—wa+1)<a +wa)+8—‘?’—M2 g =0 (52)
p g p) " a?p?

For the other components, it very difficult to decouple the system of equations above as was
done for 9. In order to overcome this problem, we use the same method as in Ref.[54]: if

we choose

Y1 =12 =0, (53)
we obtain
Ve = thr =3 = 1o = 0. (54)
Now, Considering the following Ansatz for the component ¢y = €*/®¢ (p), we find

? 19 B 2Ef . 5,
— - - S+ = - MWty =0, 55
2 e AT, p ¢ (p) (55)

with
v=FE—M?+2Mw, B2=X -2 =<

Eq (55) is similar to the Eq. (23) for the case of spin-0. Consequently, the eigensolutions

E? = M? + 2Muw, (n+‘1/i_§_f2

S

are

). (56)

/ ez )
vo (§) = T¢
with ¢’ = v Mwp and § = j%

As in the case of spin-0 particles, and from Eq. (56), the following remarks can be made:

H (2 ‘ 3 25, —5’> , (57)

14
70a )
mw

(i) the eigenvalues of particles of spin-1 have the same form that for the case of particles
of spin-0, and (ii) all energy levels are not degenerate due the presence of the gravitational
field of cosmic string, and finally (iii) the introduction of a Coulomb potential in DKP
oscillator modified the relativistic energy levels. This influence yields the ground state of
DKP oscillator to be defined by the quantum number n=1 in contrast to the quantum
number n = (. In the limit where @« — 1 and f — 0, we find the same result as in the case

of a two-dimensional DKP oscillator in Minkowski space-time [54].
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IV. CONCLUSION

In this work, we have investigated the influence of the topological defects due to the
cosmic strings space-time on the DKP oscillator subject to the scalar potential such as a
Coulomb potential which is a time-like of the electromagnetic vector potential. The eigenval-
ues and eigenfunctions depend explicitly on the non local parameter of the space-time under
consideration even thought it is locally flat. Contrarily in the case of DKP oscillator for the
flat space, the presence of the topological defects breaks the degeneracy of the spectrum of
the DKP oscillator. In addition, we have seen that the presence of the Coulomb potential
modify the spectrum of energy of the DKP oscillator. In both cases, the ground state of
the system is determined by the quantum number n = 1 instead of the quantum number
n = 0. As consequently, the values of the angular frequency of the DKP oscillator, in both
cases, are restricted to a set of values in which allow us to obtain a polynomial solution to

the biconfluent Heun series.
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