i

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministétére de 1'Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique
Université Larbi Tebessi -Tebessa-

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et

c[]:u::;:ll‘l

FSESMNY

B

e it

Aoyl aenaty delaVie s B
Département : Sciences de la Matiere

N d’ordre :.....

Série .....

Thése

Présenté en vue de I'obtention du diplome de
Doctorat 3éme cycle LMD
Option : Physique Théorique

Intitulée

Les propriétés thermodynamiques des oscillateurs

harmoniques relativistes fractionnaires

%ft’(%& KC}%Z[/

Devant le jury

Pr. Benkhedir Mouhamed Loutfi Président Université Larbi-Tebessi, Tebessa
Pr. Abdelmalek Boumali Rapporteur Université Larbi-Tebessi, Tebessa
Pr. Maamache Mustapha Examinateur Université Ferhat Abbas. Sétif 1
Dr. Zaghou Nasreddine Examinateur FENS Assia Djebar, Constantine
Pr. Chemam Faical Examinateur Université Larbi-Tebessi, Tebessa

,;(%(//() e Cﬁ/;j}"k;///()//(///('(‘ - 20 / O / 2025



Cyrzr> . P
© Woncire efoctue aw

5% A e
%ﬁmﬂ/mfm e @/%/4/7//% CZ/%%//y/Mé el /wiv/ylm

s Zmalr
I University of Tebessa

Laboratoire de Physique Appliquse et Théorique



;% /ém/w[fi&]/ fﬁﬁmmc////m//my/mj el cscillatenrs /z/d/Mﬂmzfy//M relalivisdtes

g . .,
/(/fcz(«f(/(/«mm/w&)

& . 7. CY i
Siowichi Nedel

4 juillet 2023



5035 OS5 @l Al Ailany) alail el 4 ) all pailadd) Al e Lalaal BS Jeall 138 b
iy il 5 paibadd) (o Uik dia s 5yl Badiall 4y Hhai o Lid Lpulu) ol oY) L8 Y ) el dplal 4l PKD
LAl A2l A8l a8 L o5 oIS Ay alatinly Gyl 480 ) LA e 4y jusl) cliuiall dagal)
LA AU a8 e Wasale il e Uliast die g @ (g _wesSD Jalaall 1Yoy AKSISH 480 1)

Liaaiind 5 oUaill 13g) 4130 28N Caplal 4y 5) jal) (ailaddl gasell Jlatll 43yl e Ui Lade Llua sy
AV 4 sl ANl dilaial) 4y ) jall pailiadll s @ 5 el Jabaadl AV a5 A1y s G5 8L L dia
LAY Jlaia) QIS5 g 5 sl Jalaal

Terde Tl —i- i g2



Abstract

In this thesis, we investigate the fractional version of the one-dimensional relativistic
oscillators. We apply some important definitions and properties of a new kind of fractional
formalism on the Dirac, Klein-Gordon and DKP oscillators. By using a semiclassical ap-
proximation, the energy eigenvalues have been determined for these oscillators. The
obtained results show a remarkable influence of the fractional parameter on the energy
eigenvalues. By considering a unique energy spectrum, we present a simple numerical
computation of the thermal properties of a defined energy spectrum of a system. The
Euler—Maclaurin formula has been used to calculate the partition function and therefore
the associated thermodynamics quantities. In addition, the eigensolutions of these three

oscillators, based on the factorization method, have been determined.
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Résumeé

Dans cette thése, nous étudions la version fractionnelle des oscillateurs relativistes
unidimensionnels. Nous appliquons certaines définitions et propriétés importantes d’'un
nouveau type de formalisme fractionnaire sur les trois oscillateurs de Dirac, Klein-Gordon
et DKP. En utilisant une approximation semi-classique, les valeurs propres d’énergie ont
été déterminées pour ces oscillateurs. Les résultats obtenus montrent une influence re-
marquable du paramétre fractionnel sur les valeurs propres de I'énergie. En considérant
un spectre d’énergie unique, nous présentons un calcul numérique simple des propriétés
thermiques d’'un spectre d’énergie défini d’'un systéme. La formule d’Euler—Maclaurin a
été utilisée pour calculer la fonction de partition et donc les quantités thermodynamiques
associées. En outre, les fonctions propres de ces trois oscillateurs, basées sur la méthode

de factorisation, ont été déterminées.
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INTRODUCTION

Ces derniéres années, les physiciens et les mathématiciens ont accordé beaucoup d’attention
aux différentes généralisations de I'équation de Schrodinger dans le cas des opérateurs
différentiels d’ordre fractionnaire. Le calcul fractionnaire fournit un ensemble d’axiomes

et de méthodes pour étendre les définitions de coordonnées et de dérivés correspon-

dants de I'entier n & un ordre arbitraire @ , {x", 2} — {x*, 22}, x > 0 de maniére
raisonnable [1-3].

Le calcul fractionnaire a suscité un intérét croissant au cours des deux derniéres
décennies. Cependant, ce n'est qu’au cours de la derniére décennie que des travaux
concernant la mécanique quantique fractionnaire sont apparus. L'application du calcul
fractionnaire a la mécanique quantique standard est une nouvelle partie de la physique
quantique qui se développe rapidement, avec une variété d’applications [2—11].

Un grand nombre d’applications ont été étendues a d’autres disciplines, dont la cos-
mologie, l'ingénierie, la finance et la biologie [3]. Parmi eux, on peut citer les ceuvres
suivantes : (i) le probléme de I'équation de fractionnaire de Schrodinger [12, 13] pour
un potentiel infini [14—17] (ii) 'atome de Bohr fractionnaire [18, 19], (iii) 'équation de
Schrédinger fractionnaire pour le mouvement tridimensionnel, (iv) Nouvelles caractéris-
tiques de diffusion dans la mécanique quantique fractionnaire spatiale non hermitienne
[20-22],(v) temps de tunneling dans un espace de la mécanique quantique fraction-
naire [21], (vi) I'évolution fractionnaire en mécanique quantique [10], (vii) A I'équation
fractionnaire de Dirac equationet ces solutions [23], optique quantique fractionnaire [24],
mécanique statistique [25] et solutions de certains systémes quantiques [26] et enfin & la
spectroscopie infrarouge de molécules diatomiques [27, 28].

Au cours des derniéres décennies, un nouveau formalisme de la mécanique quan-



Liste des Figures

tique (MQ) est apparu comme une approche inhabituelle pour étudier les lois fondamen-
tales de la physique. L’histoire de la mécanique quantique fractionnaire a été introduite
en 2002 par Laskin [18] lorsqu’il a utilisé I'idée du calcul fractionnaire pour dériver une
forme fractionnaire de I'équation de Schrédinger. La nature de la mécanique quantique
fractionnaire est déterminée par l'indice de Lévy 0 < a < 2 et I'exigence de I'existence
d’'un moment donne la restriction 1 < @ < 2. Laskin [2, 8, 16-19, 29-31]. En utilisant
la dérivée fractionnaire quantique de Riesz, Laskin généralise la mécanique quantique
standard a une version fractionnaire dans laquelle I'équation de Schrddinger prend la

forme suivante :

oY .

1 h— =H,¥,
(1) ih— :
dont

N p(l
(2) H, = +V(x9),
2m

ou i 'unité imaginaire, 7 est la constante de Planck, ¥ la fonction d’onde et FI(, est
I'opérateur Hamiltonien d’ordre a avec 1 < a < 2. De toute évidence, I'effet de la formu-
lation fractionnaire est encodé dans I'opérateur du moment p® qui est exprimé en termes
de la dérivée spatiale de 'ordre de «. Suivant 'approche de Laskin, de nombreux auteurs
ont travaillé au cours des derniéres années a étendre la formulation fractionnaire pour
explorer d’autres branches de la physique moderne et, depuis, le nombre d’articles a con-
sidérablement augmenté et de nombreux résultats importants ont été obtenus [23,32-34].
Cependant, la plupart des contributions actuelles ont porté sur I'étude des problémes rel-
ativistes en termes de I'équation de Dirac qui prédit le comportement des fermions et
de I'équation de Klein-Gordon qui décrit les bosons. Dans la plupart de ces études, les
auteurs ont abordé le systéme en question d’un point de vue mathématique, et ils n’ont
pas fourni suffisamment d’interprétations physiques. Leurs approches fractionnaires sont
basées sur des définitions différentes et la plupart d’entre elles ont utilisé la forme in-
tégrale. Il faut mentionner qu’il existe deux célébres cadres classiques du calcul frac-
tionnaire, a savoir Riemann-Liouville et Caputo. Cependant, ces deux concepts entre
autres ne satisfont pas beaucoup de propriétés mathématiques. Par exemple, la dérivée
Riemann-Liouville d’'une constante n’est pas nulle. En outre, la formule dérivée connue
du produit et le quotient de deux fonctions ne sont pas satisfaits [1-3]. En plus, la régle

de la chaine n’est pas satisfaite.
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Cette thése a pour objet d’étudier les propriétés thermodynamiques des oscillateurs
relativistes dans le cadre du calcul fractionnaire. L'interaction de I'oscillateur de Dirac est
un potentiel important tant pour la théorie que pour I'application. Il a été pour la premiére
fois étudié par Ito et Carriere [35]. De l'autre cété, Moshinsky et Szczepaniak [36-38]
furent les premiers a introduire un terme intéressant dans I'équation de Dirac. Plus
précisément, ils ont suggéré de substituer dans I'équation libre de Dirac 'opérateur de
limpulsion comme p — imwpBr T on peut montrer que l'oscillateur Dirac est un systéme
physique, qui peut étre interprété comme l'interaction du moment magnétique anormal
avec un champ électrique linéaire [22,39,40]. Le potentiel électromagnétique associé a
I'oscillateur de Dirac a été découvert par Benitez et al [41]. L'oscillateur Dirac a suscité
beaucoup d’intérét a la fois parce qu’il fournit un des exemples de la solvabilité exacte de
I'équation de Dirac [42] et a cause de ses nombreuses applications physiques. En tant
que probléme de la mécanique quantique relativiste, L'oscillateur de Dirac a été étudié
sous de nombreux angles (voir Réf. [38, 43] et ses références). Récemment, I'étude
des propriétés thermiques appliquées a la mécanique quantique est un sujet en pleine
croissance dans la littérature. Pacheco et al [44,45] ont d’abord examiné les propriétés
thermiques de I"oscillateur de Dirac standard unidimensionnel. Dans cette direction, a
notre connaissance, les oscillateurs fractionnaires relativistes unidimensionnels et par
conséquent, ses propriétés thermiques ne sont pas traitées. Aussi, nous avons inté-
gré les propriétés thermiques de l'oscillateur fractionnaire harmonique fractionnaire uni-
dimensionnel. A notre connaissance, ce type d’étude n’a pas été traité dans la littérature.
Donc, nous nous attendons a ce que cette étude nous aide a comprendre les propriétés
des oscillateurs relativistes.

Le manuscrit est organisé comme suit: nous évoquerons briévement les différentes
définitions de base de la dérivation et de l'intégration d’ordre non entier et quelques pro-
priétés des opérateurs d’ordre fractionnaire dans le premier chapitre.

Le deuxieme chapitre est consacré sur le calcul des propriétés thermodynamiques
de l'oscillateur fractionnaire harmonique non relativiste et I'influence du paramétre \alpha
sur ses propriétés.

Les solutions exactes des oscillateurs fractionnaires relativistes de Dirac, Klein-Gordon
et de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) ont fait I'objet des chapitres 2,3 et 4 respectivement.

Le calcul des propriétés statistique de ces oscillateurs a été traité dans le chapitre 5.

Enfin, nous résumons les résultats dans leur ensemble en guise de conclusion générale.

1Cette forme de I'opérateur de I'impulsion p — imwgr N’est pas hermétique .
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CHAPITRE |

LES ASPECTS FONDAMENTAUX DE L’ANALYSE
FRACTIONNAIRE

1.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous discutons brievement des outils et éléments mathématiques
nécessaires pour le calcul fractionnaire. Pour y parvenir, nous commengons par un rap-
pel des fonctions spéciales et des espaces fonctionnels. Ensuite, on rappelle quelques
notions essentielles de I'analyse du concept de dérivation et d’'intégration fractionnaire et

certaines de leurs propriétés principales.

1.2 La fonction GammarT

Définition1: La fonction Gamma d’Euler est une fonction qui prolonge naturellement la
factorielle aux nombres réels, et méme aux nombres complexes. Pour a € C tel

que Re(a) > 0, on définit la fonction Gamma par [46—49]

+00
(1.1) F:a—>/ et Vdt.
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est

strictement positive. L'allure de la fonction gamma est donnée par la figure suivante



La fonction Gamma I”

-

T
6 «q D 4 6

10 A

Figure 1.1: La fonction gamma I'" en fonction de x

En intégrant (1.1) par parties, nous pouvons voir que [46]
(1.2) I'la+1)=al (a), dontR(a) > 0.
La propriété (1.2) permet d’établir ce qui suit
(1.3) I'(n+1)=nl(n);VYn e N.
dont on peut la démontrer par une intégration par parties comme suit :

+00 +oo

(1.4) I(n+1) = /0 e't"dt = [—e7't"] ) + n/o e 't"'dt = nI'(n).
En utilisant la relation (1.4), nous obtenons pour n =1, 2, 3... les valeurs
(1.5) r2)=1r1)=1,rB3)=2r2)=2,1r4) =3r(@3) = 3.
Plus généralement
(1.6) I'(n+1) =nl(n) =nl.

Aussi, nous avons la relation suivante [50]

(1.7) =72 /e_’“zds = +/n.

Honiohs Nt -6- S



La fonction Béta

Pour le cas générale donta = n + % ona

1\ (©2n)!
(1) r (n+ 5) -0

dont n est un entier positif.

1.3 La fonction Béta

Définition2: La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombres

complexes p et g par [47,50,51]:
1
(1.9) B(p,q) = / P (1 =07 dt, R(p) > 0,R(g) > 0.
0

Elle est liée a la fonction I' par la relation suivante :

_T'(p)T'(q)

(1.10) B(p,q) = ) ,2R(p) >0,R(q) >0.

Il découle de (1.10) que la fonction béta est une fonction symétrique, c’est-a-dire.

(1.11) B(p,q) = B(q,p).

Enfin, nous pouvons mentionner ci-dessous quelques propriétés de cette fonction [50,

93]

T

(1.12) B(p,q) =2 / : sin (6)*" ™' cos (0)*77" de,
(1.13) B(p,q)B(p+q,1-q) = ———,
psin (gr)
(1.14) B(p,q+1)= —1—B(p,q),
ptq
1-2 1
(1.15) B(p,q) =2 ”B(ﬁ,p).
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La fonction Mittag-Leffler

1.4 La fonction Mittag-Leffler

Définition3: La fonction Mittag-Leffler est définie par la série suivante [1,46,53]:
+00 Zk
1.16 E, =) = o 0.
(1.16) 1(2) Z;rwa+n‘”>

Cette définition peut étre généralisée comme suit :

+00 k
(1.17) Eug(2)=> — % a>0,8>0.
a ; T (ka+pf)

Pour le cas particulier « = 8 = 1, on retrouve I'expression usuelle de la fonction expo-

nentielle :
+00 Zk
(1.18) E.i(2) :kz =<
=ik

Maintenant, si @ = 0 et 8 = 1, alors on obtient la forme de la somme d’'une suite

geomeétrique :
+0o0 1

(1.19) Eo1(2) =Z = ——, pour|z|< 1.
k=1 l-z

Enfin, les valeurs @ = 1 et 8 = 2 conduit a la relation suivante :

(1.20) Eis(z) = eZZ_ L

1.5 Espace des fonctions sommables (Lp([a, b]))

Définition4: Soit X un espace vectoriel sur R (ou C). L'espace X est dit espace vectoriel

normé, s’il est muni d’une application [54-56]
(1.21) Il : X = R,,
vérifiant les axiomes suivantes :

1. ||x]| = O et ||x|| = O si et seulement six =0 ,¥x € X
2. |lex|| = |e| |Ix]|, Yo € R

3. [+l < llxll + llyll, Vx, y € X

Terde Tl -8- i g2



Le calcul fractionnaire

Définition5 L'espace vectoriel normé (X, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans X est convergente.
Définition6 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition7 Soit ¢ une fonction définie et mesurable sur [a, b] qui appartient a 'ensemble

Lp([a,b]), ou p estun entier positif. La norme Lp([a, b]) est définie par :
b
(1.22) / lo (x)|P dx < oo.

Définition8 La fonction f est dite absolument continue sur un intervalle si pour tout réel

¢ strictement positif, il existe un réel ¢ strictement positif, tel que pour tout systéme

fini d’intervalle [ay, bi] € [a,b] , k=1,2,3,..... ,non a larelation :
(1.23) Dibi—a) <=0 (f(bo) - fa) <o
k=1 k=1

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] est noté AC ([a, b]) .

Théoréme: Les fonctions absolument continues sur un intervalle [a, b] possédent une

dérivée sommable sur [a, b] dit autrement [57]
(1.24) feAC(la,b]) = F¢ € L,([a,b])
tel que pour tout x € [a, b]

(1.25) FO)=f(a)+ / o (1) di

Définition9 On note par AC ([a, b]), n € N, I'espace des fonctions f qui ont des dérivées
continues sur [a, b] jusqu’a l'ordre (n -1) et telles que f"~Y € AC([a, b]) C'est-a-
dire [58]
(1.26)
AC" € ([a,b)) ={f : [a,b] > C, f® € AC ([a,b]) .k ={1,2,3,...n— 1}, """V € AC([a, b])}

1.6 Le calcul fractionnaire

Dans ce qui suit, nous présentons la définition ainsi que quelques propriétés de base sur

l'intégrale et le dérivé fractionnaire dans le sens de Riemann-Liouville et de Caputo.
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Le calcul fractionnaire

1.6.1 Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

A l'aide de la formule de Cauchy, I'intégrale successive de la fonction ¢ est déterminée

t S1 Sn-1
INo(t) = / ds1/ dss, / ¢ (sp)ds,
a 1 a , a

(1.27) = oDl /a (t-9)""o(s)ds,neN,

Cette formule peut étre facilement étendue au cas fractionnaire [9]:

comme suit [9, 58]:

20 (1) =5 [T (=9 ¢ (s)ds

1.28
(129 % (1) = £ [ (5= 0" g (s) ds

1.6.1.1 L’intégrale fractionnaire de Liouville

Nous définissons l'intégrale fractionnaire selon le réglage de Liouville a = —c0, b = +0

[58]:

o) = [ (=9 o (s)ds

1.29 = ,
(1.29) L% (1) = 2 [ (5= g (5) d

1.6.1.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann

L'intégrale fractionnaire selon Riemann est donnée par le réglage a =0, b =0 [58]:

RIZQ (1) = w5 [ (£ =9)" @ (5) ds

1.30 0 1
(1.30) )12 (1) = = [* (5= )7 9 (5) ds

Quelle est la différence entre la définition selon Liouville (1.29)et que selon Riemann

(1.30)? Appliquons les deux définitions intégrales a la fonction spéciale f () = e’. Nous

obtenons
LIfek =k ek 1> 0
pI%e* = (k) ek 1 <0
(1.31) rIZe* = k=Kt (1 - %) t>0
r1%e* = (=k)™ " e (1 = %) t<0

En généralisant cette relation, l'intégrale d’ordre non entier de la fonction ¢(¢) peut
étre défini en utilisant la fonction I'. Nous désignons I'opérateur de dérivation d’ordre n

par D" dont n € N. Ainsi, nous avons

(1.32) D'I"=1,I"D" # 1.




Le calcul fractionnaire

Définition10: Soity € L' ([a; b]) . Lintégrale fractionnaire d’ordre a au sens de Riemann-

Liouville s’écrit par [51,59]:
1 ! 1
(1.33) (I2¢) (1) = m/ (t=95)""@(s)ds,a > 0.

Définition11: La dérivée fractionnaire d’ordre @ > 0 au sens de Riemann-Liouville d’'une

fonctiony € L ([a; b]) est donnée par [9,60]
RLpeg () =D (1277 (1)]
(1.34) 1 in/t(t—)”_“_l (s)ds,a >0
. = T =) ” ) s w(s)ds, .
oun=[a] +1, et [a] estla partie entiere de a. Si0 < @ < 1, alors n = 1; d’ou

1 t
(1.35) RLDggo (1) = m% / (t—5) """ (s)ds,a>0.

Exemple Soienta > 0,8 > —1,¢ (1) = (t — a)”, alors

r 1
(1.36) 179 (1) = % (t—a)f*,a>0,8> -1,
ou
(1.37) RLpey (1) = % (t—a) ", a>08>-1.
En effet
[e4 1 ' B a-1
(1.38) IT¢ (1) = Tq)/ (t—a)” (t—s)""" ds.

En utilisant le changement de variable suivant :
(1.39) t=a+0(t-a),0<6<1,

(1.38) devient

ap(py = SZD™ [T s _ e
(1.40) IT¢ (1) = T (q) /09 (1-6)"""de.
Selon (1.40), on arrive a
(1.41) 1200 = 282 -y,
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Le calcul fractionnaire

ou

rp+1)

(142) IgQD (I) = m

(t—a)P*.
De la méme fagon, nous montrons que

1
(1.43) RLDse ()= prp e

(t—a)f,B>-1,a>0.
En particulier

* sia =0,alors

ap - LB+D g
(1.44) It _F(ﬁ+a/+1)t ,
et donc
RLpes_ L(B+D 5,
(1.45) Dt _—F(,B—a+1)t .

* si ¢(t) = ¢, donc

(1.46) Rbpay (1) = ﬁ (1)

En général, nous en déduisons que le dérivé fractionnaire de la constante au sens de

Riemann-Liouville n’est pas nul. Ceci permet de vérifier le résultat suivant.

Proposition1 : Soienta > 0 etn = [a] + 1, alors

n

(1.47) Ripsp(n=0e o) =) e (t-a)™*.
k=1

En particulier, si 0 < @ < 1, on aura
(1.48) Rlpey=0e o) =ct-a)™".
Nous donnons a présent certaines propriétés des deux opérateurs /2 et RLD;’

Proposition2 : Soit f,g € L'([a;b]): Poura > 0,8 > 0,ona[51,61]:
* L'opérateur d’intégration est linéaire

(1.49) I (Af +8) (1) = A7 f)(1) + (I58) (1), A€R.
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» L'opérateur de dérivation est linéaire

(1.50) RLpaaf+)@) = ARED (1) + REDg (1), AeR.
* En général
(1.51) Ripg (REpss ()  Rips (Ripg s ()

Lemme 1215 f (1) = IS f (1) (1.52)
Preuve Soit f,g € L'([a;b]). Poura >0,8>0,1€R,ona

(1.53) RLpeaf +g) (1) = D" (Af +g) (1).

Comme la dérivée n'“™ et I'intégrale sont linéaires alors ®*-D est linéaire. Comme [53,

1:

m-1 RL B—k
154 Rog (Repir o) =Ropprr - 3 me T - m= 141,

I'k-a+1)
et
(1 55) RLDB (RLDaf (I)) RLD(H,Bf (f) nZi RLDG kf (d) (t a)k—ﬁ n= [a,] +1
Tk-g+1) : '

Par suite, les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si @ = p
et RI-Dg”‘f (a) =0, pourtoutk =1,2,3,...net RI-Dﬁfkf (a), pourtoutk =1,2,3,...n.

Donc
(1.56) Rbpg (RhpEr (1) = Reps (Rhpar ().
Proposition3 Soienta > 0,8 > 0, alors
« Pour f € L' ([a, b]), 'égalité :
(1.57) Ripa(rarm)=ra.
est vraie presque par tout sur [a, b].
« Pour f € £'([a, b)), la relation

(1.58) RLps (1 () =127 (1),
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Le calcul fractionnaire

est vrai presque par tout sur [a, b]. En particulier, lorsque 8=k e Net a > k, alors :

(1.59) RbpE(1er @) =104 f (1)

» Si B > a > 0 et la dérivée fractionnaire R'—D’j“’f existe, alorson a:

(1.60) RLpB (12f (1)) = D2 f (1) .

e Poura > 0, k € N*. siles dérivées fractionnaires, alors

(1.61) Ript (Rbpgr ) =Rbpir (o).
Lemme : Sig > 0, p > 0,alors I'’équation

(1.62) (1217 ¢) (1) = (127 ) (1)
est satisfaite presque par tout sur[a, b] , pour toute ¢ € L' ([a, b]).

1.6.2 Dérivées fractionnaires de Liouville—-Caputo a gauche et a droite

La dérivée fractionnaire de Liouville—Caputo a gauche et a droite d’ordre « , sont définies

par les deux équation suivantes [58]: pour le cas a droite, on a

o d
(1 63) LCfo (t) =L I}_ Ef (l‘)
1 g . d
B F(l——a)/ (t=9)"" ¢ ((s))ds,t €N.
Par contre le cas a gauche, elle s’écrit par :

d
(1.64) LcDIf (1) =L IE’”EJ’U)

1 e o d
:m/ (s =) 2g () ds, 1 € 1.

A partir de ces équation, on défini la dérivée de Caputo a gauche et a droite d’ordre a

comme suit [58,62] : La dérivée a droite par
a 1-a d
(e cDIf (1) =p I f (1)
1 f o d
B mfo (1=5)"" —p((s) ds,1 €N,
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Le calcul fractionnaire

et la dérivée a gauche comme

a _ lfai
(1.66) cDIf ) == I7" 21 (1)

1

0 d
:m/[ (s—1) g(p((s))ds,teN.

Cette définition est appelée la dérivé fractionnaire de Caputo. La différence entre les
deux formes de définition peut etre élucider par ce qui suit :

Pour le cas de Riemann fractionnaire, on aura :

const
1.67 D%const= ———— ¢
( ) RY F (1 _ O()
Par contre, le cas de Caputo on obtient
(1.68) cDfconst=0
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CHAPITRE 2

L’OSCILLATEUR QUANTIQUE FRACTIONNAIRE
HARMONIQUE NON-RELATIVISTE A 1D

2.1 Les solutions de I’oscillateur quantique fractionnaire a une

dimension
L’équation de Schrddinger fractionnaire a une dimension est donné par [2, 8, 19,29-31]
oY (x,t
(2.1) i a(f ) cHW (). 1<a<2
dont
2 a/2 1 2 a
(2.2) H, =D, (-F*A)"" + Sme x|, 1 <a <2,
avec
(2.3) H,=E,+V,

ou E, est I'énergie cinétique fractionnaire et V le potentiel fractionnaire externe. Cette

énergie cinétique

p
2.4 E,=—
(2.4) b= 5
devient
(2.5) E,=D,|p|".1<a<2.

Ici, p est le moment conjugué et D, = (ﬁ)“/2 sont [D,] = Joule' “meter®sec?.
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Les solutions de l'oscillateur quantique fractionnaire a une dimension

Le cas particulier @ = 2 conduit a la dérivée spatiale ordinaire avec D, = ﬁ La
différence entre les équations ((2.4) et (2.5) a des répercussions fondamentales sur la
mécanique quantique standard [ [2]] : le passage d’'une équation de Schrédinger non
locale a une équation locale par rapport a celle-ci élargit le réle du terme énergie ciné-
tique: Ainsi, plutét qu’une quantité statique basée sur la géométrie pure, elle devient un
élément plus dynamique. En ce sens, la diversité des différents phénoménes quantiques
est modélisée par la modification du terme énergie potentielle seulement [16, 17].

La présence du potentiel de 'oscillateur harmonique fractionnaire unidimensionnel

est donnée par:
1 2 a
(2.6) V= 5Mmw |x]“,

dont la valeur absolue du terme du potentielle est utilisée afin de préserver la parité de x
en cas d’inversion [9].
En utilisant (2.5) et (2.6), (2.1) est transformé en [2, 19,27, 30]

oY (x,1)

w1
2.7) in— == = | Do (-1°4) /2+§ma)2 || ¥ (x,1), 1 <a <2

La résolution de cette équation est basée sur la définition du dérivé fractionnaire de Riesz

[2].

Par définition, 'opérateur de dérivés fractionnaires unidimensionnels de Riesz.(-#?A) @/2

est donné par

(2.8) EWAV”TQJ>:/Qwa“mmW¢unn.
Ici
(2.9) ¢@J%i/ e~ (x. 1) d,

est la transformation Fourier de la fonction d’onde ¥ (x, t). Par contre

1 400 )
(2.10) Y=g [ e dp,
2nh J_o
est la transformation inverse de Fourier de ¢ (p,t) [53]. En posant @ = 2, on obtient

exactement I'équation de Schrédinger de I'oscillateur harmonique standard a une dimen-

sion [63-67]

(2.11) if

oV (x,n) _( > 9> 1
“\ 2mox2 2

2.2
—- 4+ = p .
: + —mwx ) (x,1)
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Les solutions de l'oscillateur quantique fractionnaire a une dimension

L'opérateur hamiltonien fractionnaire de I'oscillateur harmonique a une dimension ( Eq.
(2.2)) est écrit comme suivant [2]:

a2 1 Ipxl® 1
2.12 H, =D (-12A) " + =maw? |x|” = 22 + Zmw? x| .
( ) o (-n*A) +2mw x| - +2mw x|

A ce stade, notez que I'herméticité de I'Hamiltonien dépend du choix spécifique de la
définition de dérivé fractionnaire. Bien que cet Hamiltonien n’est pas hermétique pour les
définitions de Caputo et Riemann de dérivé fractionnaire. |l est possible de démontrer
que l'utilisation des définitions de Feller et de Riesz du dérivé fractionnaire assure cette
herméticité de 'Hamiltonien H,, [2, 28].

Ainsi, I'équation de Schrédinger indépendante du temps pour 'oscillateur harmonique

quantique fractionnaire a une dimension est [2]

(2.13) D, (—7‘12A)a/2 + %mw2 x|“|w (x) =Ey (x), l <a <2,
ou
(2.14) ¥ (x,1) = e "Ey (x),

dont E est I'énergie de 'oscillateur quantique a fractionnaire.

Dans ce qui suit, nous passons brievement en revue les solutions de I'équation. (2.13)
afin d’obtenir la forme du spectre énergétique. Cette forme du spectre permet de calculer
toutes les propriétés thermiques de I'oscillateur en question. Nous définissons I'énergie

totale a E, de fagon a ce que :

x 1

(2.15) gt L e
m

L’équation (2.15) conduit a

(2.16) Pl = (2mE — mw? [x|) 7 .

En utilisant la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld [2]

x|
(2.17) jgp(x)dx:Zl/ p(x)dx:27rh(n+%),
0
on trouve que
L mw? \*
(2.18) 2(2mE)”/O (1— F x") dx = rth (n+%),
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Les solutions de l'oscillateur quantique fractionnaire a une dimension

dont la notation 9§ désigne l'intégrale sur une période compléte du mouvement classique,

et

(2.19) xm=(2E )

mw?

est le point tournant de cette mouvement. Pour évaluer l'intégrale de I'équation.(2.18),

nous introduisons une nouvelle variable

maw
2.2 = e,
(2.20) y =%
Ainsi, nous avons :
2E \* . 1(E\" .
(2.21) X = ( 2) ye = dx = — (—2) yatdy.
mw a\q

En utilisant I'équation. (2.21), Le point tournant |x,,| devient

2F T
(2.22) Ixm|=(—) Vi

mw?

L'utilisation de (2.19) conduit a y,, = 1. En utilisant 'équation (2.21), 'équation.(2.18) est
écrit, par rapport a avec la nouvelle variable y, comme suit :

2 {2\ L )
) ”h(’”%):—(—) EQ/“/ Yo (1= y)« dy.
0

a \w?
Il est facile de remarquer que l'intégrale sur dy est équivalente a la fonction béta B (x, y)
dont [48,68]

(2.24) B(x,y) = %

Dans notre cas, cette fonction est donnée par :

11 o )
B(—,—+1)=/ yat(1-y)=dy
0

DT
)

a

(2.25)

Maintenant, posons (2.25) dans (2.23), la forme finale du spectre de I'énergie de I'oscillateur

harmonique fractionnaire sera alors

a

! ) wr+)E (1=0,1,2,---).

nha
2.26 E,=—|———
220 @(w(aim
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Les solutions de l'oscillateur quantique fractionnaire a une dimension

L’équation. (2.26) généralise le spectre d’énergie habituel de l'oscillateur quantique stan-
dard. Il est a noter que, comme le montre Laskin, cette forme du spectre énergétique
a I'avantage d’étre indépendante du choix d’'une définition précise du dérivé fraction-
naire [27, 28]

Le spectre de I'énergie en fonction du nombre quantique n pour différentes valeurs
de «a est représenté dans la figure. 2.1. Cette figure révéle que I'effet du paramétre « sur
le spectre énergétique est significatif. Nous pouvons observer que lorsque a diminue, E
augmente.

Dans la limite @ = 2, nous retrouvons le spectre d’énergie standard pour 'oscillateur
[69,70]

(2.27) en=hw(n+%),n=(0,1,2,--.).

Cette limite signifie que seul I'oscillateur quantique standard posséde un spectre d’énergie
équidistant.

A ce stade, nous souhaitons comprendre la physique derriére les deux bornes du
parametre a. Suite aux travaux de Wei [16], la relation générale entre I'énergie cinétique

et 'impulsion
Ta = D(t |p|a

(2.28) = yomc? (M) ,
mc

ou y, est un nombre positif dépendant du paramétre fractionnaire «.
Pour la premiére limite ou @ = 2, en prenant y, = % (2.28) devient
2
(2.29) T, =P
2m
L’équation. (2.29) montre que I'énergie cinétique fractionnaire est identique a I'énergie
cinétique standard. Nous sommes donc dans la zone non relativiste de 'oscillateur har-
monique ordinaire.

D’autre part, quand @ = 1 ou y; = 1, on obtient
(2.30) T, =c|p|.

L'équation. (2.30) signifie que I'énergie cinétique fractionnaire est I'énergie cinétique sont

environ dans une zone fortement relativiste [16]. Ainsi nous sommes dans le domaine
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Détermination de la fonction d’onde de I'oscillateur harmonique

relativiste de I'oscillateur harmonique.
Pour terminer, le spectre d’énergie passe de la région relativiste (¢ = 1) a la région
non relativiste (o = 2). Cette situation peut étre bien expliquée lors de la détermination

du comportement de la chaleur spécifique de notre oscillateur en question.

100.0
—o=1.00
=a=1.25
g0.0 4 ~a=1.50
=175
=20

G0.0°

40.0 1

o—
.-
o ——

20.0 R

p—_—T e ————
— -
- - ——————

{]'{] h T T T T T T
0.0 20.0 0.0 60.0 80.0 100.0

T

Figure 2.1: Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n

2.2 Détermination de la fonction d’onde de lI'oscillateur har-
monique

Récemment, Rosu et Mancas [71] ont proposé une méthode d’obtention des fonctions
d’ondes de l'oscillateur harmonique. La méthode est basée sur 'algorithme de factorisa-
tion et utilise la dérivée fractionnaire de Riesz-Feller.

Commencons par I'équation de Schrddinger fractionnaire

(2.31) _pn2

axrt

+V ()| ¢ (x) = Ey (x)

Dans son traitement sur I'oscillateur harmonique, Laskin [2] a défini la forme du potentiel
V(x) avec |x|* . Les auteurs ont fixé le paramétre (o = 2). Leurs arguments se résument
sur le fait qu’alpha ne fait pas de différence substantielle dans la méthode. Cependant,
ils se sont focalisés dans leurs études sur des oscillateurs du type V(x) = x2. La raison
en est que I'effet de la formulation fractionnaire est codé dans I'opérateur d’'impulsion p¢
qui est exprimé en matiere de la dérivée spatiale d’ordre a.

En utilisant que DA =1, (2.31) devient

a
+ x2

U (x)=Ey(x), 1l <a<?2.

(2:32) Ho () = |-
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Détermination de la fonction d’onde de I'oscillateur harmonique

Selon l'algorithme de factorisation, on considére une paire d’opérateurs A, et B,, tels que

(233) Ha = BaAa + €q»

dont ¢, est un opérateur différentiel fractionnaire.

Les opérateurs A, B, et g, sont écrits sous la forme

1 (d?
(2.34) A, = — — +x|,
Va \dxz
1 dz
2.35 Bo=— |- 44,
(2:35) \/a( dx? ")
1dz?
(2.36) €n =5

La méthode consiste a résoudre I'équation suivante

ds
(2.37) Ayg =0 —>( — ) =1
dxz2

Cette équation sera résolue dans la représentation d'impulsion p.

2.2.1 La dérivée fractionnaire de Riesz-Feller

la dérivée fractionnaire de Riesz est définie par :

LD(l’+ D(Z

2.38 Dy
( ) RZ = 2COS (mx)

n(”“) A+ =2f (D) + f(x=0)

0 é‘(z+1

(2.39) D, f(x)=T(1+a) — 2~ df 0<a<?

On applique la dérivée fractionnaire de Riesz sur la fonction f (x) = e(i5%)

0 (zxy Tla+ 1) Sin (%2) ( pex ¢ (B12) 4 omi(255) 9
(240) Dl = ) ot [ e
Avec :
+oo COS (Px;(if)) -1 +oo SiN? (—p"z(hf))
(2.41) / e = —2/ g
0 0
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Détermination de la fonction d’onde de I'oscillateur harmonique

On pose le changement de variable % =x=d¢= %dx
e cos(p)‘;f))—l o0 Wl e 2
) Pe\© sin® (x)
e [ e ) (5)T [

Nous avons : [~ &) gy = _9¢-1T" (_q) cos (2=
0 2

xl+ta

o /+oo cos (

Px (&)
N

é:1+(x

de= (B o1 eon ()

. pxX

(2.44) Dy (%) L R G| ) R ) (&)" (

e\ n
T
doncI'(e+ 1) I (—a) = _sin(ﬂan)
Alors :
(2.45) Dy, el ) :‘(%) )

La dérivée fractionnaire de Riesz-Feller est définie par la relation suivante

D¢ — , D@
(2.46) D= =g (x)
2sin (7)

(2.47) DIf(x) =T (1+a) Cosi%) e+ 5)(;{ (x-9

Dans ce sens, Rosu et Macans ont utilisé la transformée de Fourier de la dérivée de

d. O0<ax<l

Riesz-Feller D¢ = <= . Les auteurs se sont inspirés des travaux de Berman et Moiseyev
[72] pour leurs études sur les points exceptionnels de I'hamiltonien de Riesz-Feller a la
barriére de potentiel rectangulaire impénétrable.

Comme on le sait, la transformée de Fourier et son inversion sont données par

(2.48) FR) = FLf (). k] = / £ () e*dsx,

1 e .
(2.49) fx)=F " [f(k),x] = %/ f (k) e ™ dx.
La dérivée fractionnaire de Riesz-Feller Dy est définie par la relation suivante [73]

(2.50) F D% (x), k| = =¥ (k) ¢ (k)
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Propriétés thermiques de I'oscillateur quantique fractionnaire non-relativiste a 1D

Tab. 2.1 : Les quatre premiéres formes deH,,

Ln ] H, [ 6. () |
0 1 @
1 2sign (k) |k|*" ~iH, ¢
2 4 k)" = a|k|??? —H, 2
3 | sign (k) (8 k22 — 6 [k|* + @ (/2 - 1) |k|”/2‘2) i ¢
ou
1 +00 ) , o, ,
(2.51) Dyg¥(x) = —2—/ Yo (k) e_lkxdx/ ¥ (x) e dx
TJ-
et
(2.52) PO (k) = k| ’SIINOF 0 < ¢ <2 and 6] < min{a,2 - a}.

La région autorisée pour les parameétres a et 6 s’avere étre un diamant dans le plan («, 6)
qui sont appelés le diamant de Feller-Takayasu [71,72,74].

Ainsi, les deux équations (2.34) et (2.35) deviennent

d d
2,53 Avo =W +i By, =W i
(2.53) ba = By T Pha = e Tl

Les solutions par rapport A, sont
(2.54) py =e T,

Les autres solutions sont trouvées par I'utilisation répétée de 'opérateur By, . Rosu et

Mancas ont prouvé qu’on pouvait écrire
(2.55) ¢ (k) = i"H,pC,

dont H, sont les polyndmes d’Hermite fonctionnellement déformés (certaines formes de
cette fonction sont énumérées dans le tableau. 5.1). lls 'ont également appelé les poly-

némes d’Hermite de Riesz-Feller.

2.3 Propriétés thermiques de l'oscillateur quantique fraction-
naire non-relativiste a 1D

Dans cette section, nous calculons les diverses variables thermodynamiques au moyen

de la définition standard de la fonction de partition Z. Pour obtenir des quantités plus pré-
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Propriétés thermiques de I'oscillateur quantique fractionnaire non-relativiste a 1D

cises, nous utiliserons les sommes infinies de n-contributions d’énergie multipliées par
le facteur 8. Par conséquent, il est pratique d’écrire les différentes variables thermody-
namiques en matiére de ces sommes et d’effectuer un calcul numérique pour chaque
variable pour une certaine plage de la température T.

La fonction de partition est donnée par

[ee]

(2.56) Z =) e BEED) < B0 N g bl
n=0

n=0
ici B8 = VkgT avec k estla constante de Boltzmann, E, estI'énergie de I'état fondamental
correspond a n = 0.
L'équation (2.56) peut étre réécrite également avec la nouvelle variable v = 1/8 = kT

comme suivant :

(2.57) Z = etk Z et En,
n=0
Pour évaluer la fonction de partition, nous utilisons la formule Euler-Maclaurin [48,49]
(2.58) Y r=5r 0+ [ red- Y2 o
' 2 0 £ (2p)! ’

ou B,, sont les nombres de Bernoulli, etf ??~1) est le dérivé de I'ordre (2p — 1) .
Comme nous le savons, dans la mécanique statistique standard, le facteur Boltzmann
e PE est un outil essentiel utilisé pour déterminer les quantités thermodynamiques T telles
que la fonction de partition Z(3), I'énergie libre F (), 'énergie totale U (), I'entropieS(B)
et la chaleur spécifique C (), pour un systéme donné. Ces quantités sont définies avec

la nouvelle variable T comme suit :

(2.59) F=-1In(Z), U= T23|LZ,
ot
S on(Z) C, ain(Z) ,0%*In(2)
2.60 — =In(Z =2 .
(2.60) o T G e T e

Apres la formulation des différentes relations pour les variables thermodynamiques, nous
allons maintenant les implémenter en code informatique a 'aide de Python. Malheureu-
sement, il n’existe aucun algorithme capable de totaliser efficacement une série infinie.

Ainsi, la fonction num() met en ceuvre plusieurs algorithmes différents qui fonctionnent

TNotons ici, en cherchant la simplicité, nous n'avons mis que i=w=m=c = 1.

Honiohs Nt - 25— Je gl



Propriétés thermiques de I'oscillateur quantique fractionnaire non-relativiste a 1D

bien dans différents cas. Pour une sommation de haute précision, si la sommation doit
étre rapide, il est préférable d’étudier quelle méthode fonctionne le mieux et d’utiliser
uniquement cette méthode. Dans notre code, nous utilisons la méthode Euler-Maclaurin
pour calculer une approximation exacte dans une tolérance epsilon par défaut. L'avan-
tage de cette méthode est qu’elle opére indépendamment du nombre d’intégration de la
fonction f, dans la mesure ou f est suffisamment lisse. Les quantités thermiques sont
indiquées dans la figure. 2.2. Il convient de mentionner que, dans toutes les figures, nous
avons utilisé des quantités sans dimension.

Figure. 2.2 montre la variation de toutes les fonctions thermiques par rapport a T pour
différentes valeurs du paramétre a. Nous soulignons que le comportement de I'énergie
libre, de I'énergie totale, de I'entropie et de la chaleur spécifique est différent de ceux
obtenus pour 'oscillateur harmonique standard. Lorsque a diminue, ces quantités aug-
mentent. Aussi, a partir de cette figure, nous pouvons confirmer que le paramétre « joue
un role significatif dans ses propriétés et que I'effet des paramétres est trés important sur
les propriétés thermodynamiques. A ce stade, quelques observations sur les courbes

thermiques spécifiques peuvent étre faites comme suit :

* Premiérement, nous pouvons constater que ces courbes ont le méme comporte-

ment.

» Ensuite, la limite de saturation est inversement proportionnelle aux valeurs a (voir

figure. 2.2).

* On observe alors que quand a = 2 (région non relativiste) on obtient la limite clas-
sique C = lkp. D’autre part, quand @ = 1 (région relativiste) cette limite devient le

double de la limite précédente (C = 2kp).

En conclusion, comme dans le cas du spectre de I'énergie, les courbes de la chaleur
spécifique passent de la région relativiste (o = 1) a la région non relativiste (o = 2). L'in-
fluence du paramétre fractionnaire est donc trés évidente. Ce paramétre illustre comment

le systéme peut passer de la région non relativiste a la région relativiste.
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Fig. 2.2 : Les quantités thermodynamiques de I'oscillateur fractionnaire Harmonique a 1D
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CHAPITRE 3

LL’OSCILLATEUR QUANTIQUE FRACTIONNAIRE DE DIRAC
A 1D

3.1 Les solutions propres de I’oscillateur fractionnaire de Dirac
aiD

3.1.1 Méthode

L'oscillateur de Dirac unidimensionnel ordinaire est donné par [75, 76]
(3.1) [car (px — ifmwz) + Bmc*| ¥p = E¥p,
avec

(01 o (1 0

étant les matrices de Dirac, ¥p = (wl ng)T, P est 'opérateur d’'impulsion et enfin m la
masse au repos du fermion. Notez que I'équation.(3.1) est obtenue a partir de I'équation
libre de Dirac par substitution p, — p, — iBmwx avec w est la constante de fréquence
d’oscillation.

La forme fractionnaire de I'équation.(3.1) sera alors :

(3.3) [0’x (pr% - iyomw)ig) + yomc] ¥, = (%) ¥,

oul < a < 2. Dans le cas particulier ou @ = 2, on retrouve I'’équation standard de
I'oscillateur de Dirac unidimensionnel. Ainsi, en utilisant (3.2), (3.3) devient

mc—(%) ﬁ§+imw)2% Y\ (0
oo )

pE—imw —mc — (&) | ¢
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

Un calcul simple donne es deux équations couplées suivantes :

(3.5) (me = (£)) gy + (p* + imwe%) Wy = 0,

(3.6) ($¥ = imwi®) g+ (-me = (£)) g =0.

Ces deux équations ménent a la relation suivante :

3 ﬁf —imwx?
)

(3.7) Vo = .

me + (

En insérant (3.7) dans (3.5), on obtient une équation différentielle par rapport a la com-
posante ; comme suit :

(3.8) ((%)2 - m202) U+ (—ﬁff +imw [ﬁf,)@f] - meQ)E") vy =0.
A ce stade, avant d’évaluer le commutateur :
(3.9) |5%.22],

Tarasov [5] montre qu’il existe de différentes définitions des dérivées fractionnaires et
malheureusement tous ces dérivées fractionnaires ont beaucoup de propriétés inhab-
ituelles. La célébre loi Leibniz D* (fg) = (D*f) g + f (D*g) n'est pas satisfaite qu’ on
peut le voir dans I'équation suivante [3]

- I'a+1) - .
3.10 D¢ = D¢ D*g).
(3.10) (f9) ;F(k+1)r(a_k+1)( f) (D)
Selon les travaux de Hermann [27, 28], le commutateur (3.9) peut étre calculé comme:

les coordonnées d’espace de x et p, sont

(3.11) xf(x) =xf(x),

(3.12) pf(x) =—id:f (x),
ou x et p remplissent la relation de commutation
(3.13) [x, px] = if.

Hermann [1,27,28] généralise ces opérateurs depuis le dérivé entier vers le dérivé ar-
bitraire et introduit deux opérateurs canoniquement conjugués dans la représentation de
I'espace comme suit:

h (1-a)
(3.14) i= (—) X,

mc
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

(3.15) Px=—1 (i) mcD?,

mc
ou les facteurs ci-joints assurent que les unités de longueur et d'impulsion sont correctes.
Etant donné que la régle de produit de Leibniz n’est plus valide dans sa forme originale
pour les dérivés fractionnaires, les opérateurs conjugués répondent a la relation de com-
mutation suivante (voir Réf. [7,27,28,77,78]):

(3.16) [x*p*] = i (%v)

dont

a F(l+(1+v)%) r(1+vg)
(5

(3.17) 0} F(l+ve)  T(I+(v-12)

Donc, en utilisant les équations. (3.14) et (3.15), les relations de commutation x, p,
deviennent a-dépendantes. Hermann [27,28] a proposé la condition de quantification du
paramétre v = 0, 1,2, .... Pour le cas particulier @ = 2,n(1,v) = 1, Eq. (3.13) est bien
récupérer. Enfin, nous notons que (3.16) nous fournit la version relativiste de I'oscillateur
fractionnaire harmonique non relativiste. Pour autant qu’'on le sache, cette extension a
la version relativiste n'est pas étudiée dans la littérature.

Maintenant, En remplacant (3.16) par (3.8), on obtient :

(3.18) ((%)2 - m2c2) Ui+ (—ﬁf + mwhn (%, V) - m2w2)2“) Yy =0.

L'équation précédente est satisfaite pour I'impulsion d’ordre fractionnaire

(3.19) p* = E — m*w’x®,
ou on a établi

= ((E)? — 22 @
(3.20) E—((C) mc)+mwhn(2,v).

Eq. (3.20) conduit a

1

(3.21) | = (E - meQ)E"); .

Ici, il estimportant de noter que I'équation(3.18) peut-étre écrit sous la forme de I'équation
standard de l'oscillateur harmonique ou les niveaux d’énergies sont bien connus et sont
donnés par

E
2m

(3.22) =hw(n+3).
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

3.1.2 Détermination du Spectre d’énergie: quantification de Bohr-Sommerfeld-
Wilson [79-81]

L'objectif est maintenant d’évaluer le spectre d’énergie de I'oscillateur de Dirac fraction-
naire a 1D. Ce travail peut étre réalisée par un traitement semi-classique basé sur la
soi-disant "la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld(BS)". La condition de quantifi-
cation BS est donnée par

[x]
(3.23) f p(x)dx = 4/ p(x)dx =2rh (n+13) ,

ou la notation de l'intégrale fermée fait référence a une période compléte unique d’un
mouvement classique unidimensionnel fini d’'une particule dans un puits potentiel ou la
région accessible x est limitée par deux points tournants. A p = 0, le mouvement est
possible dans la plage |x| < x,, avec

E=
2 2 °
mae@ea

(3.24) X =

Dans ce qui suit, il est pratique de faire un remplacement p(x) — p(x). En insérant
I'équation.(3.21) dans I'expression BS on trouve

R=

Xl
(3.25) 4 / (£ - m2wx)" dx = 220 (n+ ).
0

D’une e maniére équivalente

. x| 2,2 %
(3.26) AR} / (1 e x“) dx = 2rh (n+ ).
0 E
Introduisons une nouvelle variable
m?w>?
3.27 = —1x“.
(3.27) y =

Es | Ew .
(3.28) X=——ye=>dx = —yaldy.
(m2w2 s a (m2w2)2
Pour le tournant |x|, on a
Ev 1
(3.29) IX| = Xm = ————< V-
(m20)2 ]

L'injection de (3.24) dans (3.29) conduit & y,, = 1 . A ce stade, I'’équation.(3.26) devient

1 QE% ' 1 1
a (m?w?)= Jo
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

En utilisant
11 ! 1, 1
(3.31) Bl—,—+1]= ye= (1 —-y)ody,
a o
I'équation.(3.30) conduit a :
2F 11
(3.32) nh (n+%) =—B (—,—+1).
a(mw?)e \@ «
Ainsi,
= anh E a
(333) E = (m) maw (n + %) 2,
En utilisant I'équation(3.20), (3.33) devient
arnh

2 @ 2 .
(3.34) (£)" - m*c® + mwhn (5, v) — (m) mw (n+3)° .

De I'équation (3.34), la forme finale du spectre de I'énergie est :
(3.35)

arnh E w 1\ hiw a
E‘n(lV:i 2 o 1_ (_7 )’ ) 207192,“"
- ch(23(§,§+1)) me? (”*2) ety Y

L'équation(3.35) généralise le spectre d’énergie bien connu de l'oscillateur de Dirac uni-
dimensionnel standard. Cette forme présente I'avantage d’étre indépendante du choix
d’une définition spécifique du dérivé fractionnaire. De plus, comme dans le cas de 'oscillateur
harmonique fractionné, on peut dire que l'oscillateur de Dira est généralisée en utilisant

le calcul fractionnaire pour prendre en compte les effets non locaux. Dans ce formal-
isme, a représente la caractéristique non locale des phénoménes physiques alors que

v est un paramétre caractéristique du systéme quantique [77]. Dans la limite « = 2, ou

B % é +1) = <, nous retrouvons les valeurs propres de l'oscillateur de Dirac unidimen-
sionnel [75]

/ h
(3.36) g, = tmciy[1 + 2n—w2.
mc

Dans la figure. (3.1) nous tragons le comportement de I'énergie comme une fonction du
nombre quantique n et pour les différentes valeurs du parameétre a et v . On constate que
le comportement du spectre énergétique est identique. Cette remarque est corroborée
par la figure. 3.1d: A partir de cette figure, on observe que pour une valeur fixe de n, le
comportement du spectre de I'énergie par rapport a v est le méme que dans les figures
1. (3.1a), (3.1b) et (3.1c).

En outre, a partir de ces figures, nous remarquons que pour « € |1.75, 2], le niveau

TNotons ici, en cherchant la simplicité, nous n'avons misque i=w=m=c=1
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

d’espacement de I'énergie est grand et le comportement de branchement peut étre facile-
ment vu que lorsque le paramétre fractionnaire augmente. Maintenant, dans intervalle
a € ]1.5,1.75[, elle se rapproche a un et 'espacement entre les niveaux d’énergie est
réduit au minimum: tous les niveaux convergent vers une valeur spécifique. L'influence
du paramétre fractionnaire a sur le spectre d’énergie est remarquable lorsque 1 <a <
1.5 parce qu’un espacement considérable entre les niveaux d’énergie commence a ap-
paraitre. Aussi, comme le montre le cas de l'oscillateur harmonique fractionnaire, le
spectre de I'énergie transite de la région relativiste extréme (a = 1) a la région relativiste
(a = 2). Cette situation peut étre bien montrée dans les courbes de la chaleur spécifique
(Cf Chapitre 6)

a=1 — a=125 — a=15 a=1.75 — a=2 a=1 — a=125 — a=15 a=1.75 — a=2

(@v=o0 (b) v=1
La=1 L a=125 F a=15 H a=1.75 & a=2

a=1 — a=125 — a=15 a=1.75 — a=2

(c)v=2 (d) Le spectre de I'énergie par rapport a », v en
3D

Figure 3.1: Les niveaux énergétiques de l'oscillateur de Dirac en fonction du nombre
quantique n pour différentes valeurs de a et v
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

3.1.3 Détermination de la fonction d’onde via la dérivée fractionnaire de
Riesz-Feller

Conformément a la méthode décrite dans le deuxiéme chapitre, les fonctions propres
en fonction de x peuvent étre obtenues en effectuant les transformations de Fourier in-
verse des fonctions en question. Maintenant, nous sommes préts a discuter de I'effet
du paramétre fractionnaire « sur les deux composants ¥, et ¥, de la fonction d’'onde
W p de l'oscillateur de Dirac a 1D. Avant cela, nous obtenons d’abord les solutions pro-
pres de nos équations en appliquant I'algorithme de factorisation utilisé dans le cas de
I'oscillateur harmonique quantique fractionnaire. Cette méthode est proposée par Olivar-
Romero et Rosas-Ortiz [71,82]. Ces auteurs ont été les premiers a appliquer la méthode
de factorisation a I'oscillateur harmonique quantique fractionnaire. lls ont utilisé la dérivée
fractionnaire de Riesz avec des résultats intéressants et des suggestions pour les futurs
travaux. Amor et al [83] ont obtenu des solutions nhumériques a des problémes de mé-
canique quantique impliquant un Laplacien fractionnaire, au moyen d’'une approche de
colocation. Leurs résultats relatifs a la condition fondamentale indiquent le méme com-
portement que celui obtenu par [71,82]. Cela nous a incités a appliquer cette méthode
pour étudier le comportement des solutions propres a I'oscillateur Dirac unidimensionnel.

(a) L’allure des deux composants y1 o et 2o par rapport a x de I'état fondamental

in

a=1
— a=125
— a=15

a=1.75 -0.5}
— a=2

=)

o=

=]

4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

¥ ¥

(b) L'allure des deux composants v 1 et y» 1 par rapport a x du premier état excité

Figure 3.2: Les fonctions propres de I'oscillateur fractionnaire de Diraca 1 D

La figure. 3.2 représente la forme des deux composantes de la fonction Dirac totale
pour les deux premiers états (n = 0, 1). La transformation de Fourier des deux premiers
états montre qu’elles sont bien influencées par le paramétre «. Dans le cas limite, a = 2,
les solutions de l'oscillateur quantique de Dirac sont retrouvées.
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CHAPITRE 4

\_L’OSCILLATEUR QUANTIQUE FRACTIONNAIRE DE
KLEIN-GORDON A 1D

4.1 Les solutions propres de I’oscillateur fractionnaire de Klein-
Gordon a 1D

L'équation stationnaire décrivant I'oscillateur de Klein—Gordon unidimensionnel est don-
née par [75, 84-86]

(4.1) |5+ i) (P = imawz) - (E)" +m?c?| W = 0,

ou m correspond a la masse au repos et w a la fréquence de l'oscillateur.
La forme fractionnaire de cette équation est alors

(4.2) [(ﬁf +imw)2%) (ﬁf - imwﬁg) - (%)2 +m202] Yx6=0,1 <a <2

L'équation (4.2) peut étre exprimée comme suit :

v

(4.3) (ﬁff +imw [)Ef,ﬁxg] +m?wx® — (%)2 + m2c2) Yo =0.

A ce stade, on constate qu'il existe différentes définitions des dérivés fractionnaires et
malheureusement tous ces dérivés fractionnaires ont beaucoup de propriétés inhab-
ituelles. La régle de Leibniz bien connu D% (fg) = (D*f)g + f (D%g) n’'est pas sat-
isfait pour la différentiation des ordres non entiers comme on peut le voir dans I'’équation
suivante [3]

o 3 - I'a+1) o
(4.4) D <fg>—;r(k+1)r(a_k+l) (D7 1) (D*g).

Maintenant, le commutateur apparu dans (4.3) peut étre calculé comme suit: étantdonné
que la régle de produit de Leibniz n’est plus valable dans sa forme originale pour les
dérivées fractionnaires et selon les travaux de Hermann [1, 9,27, 28,87, 88], le commu-
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D

Table 4.1: Certaines valeurs de la fonction 77 (£, )

v=0 (b)vzl

] a \ 1 \1.25\1.5 1.75\2” \ 1\125\ \ \2\
]n(%,o)\0.32\0.47\0.64 0.82\1\]77(%,1)\ \036\ \ \1\

(c)v=2 (d)v=3
] a \ 1 \1.25\15\1.75\ H \ 1\1.25\1.5\1.75\ \
] n(%,?) \ 0.20 \ 0.31 \ 0.47 \ 0.69 \ H n(%,?)) \ 0.17 \ 0.28 \ 0.43 \ 0.6 \ 1 \
tateur satisfait a la relation de commutation suivante
(4.5) [x*p*] = iy (% v) :

a F(l+(1+v)%) r(l1+ve)

bl 1(3)= r(i+v2) T(+(-1g)

Dans la limite @ = 2, la fonction n(1,v) = 1 et par conséquent [x, p,] = ik, est bien
récupére.

Dans le tableau. 4.1 nous avons énuméré certaines valeurs de la fonctions (£, v) .

En outre, nous pouvons conclure que I'équation. (4.5) nous donne la version rela-
tiviste de l'oscillateur fractionnaire harmonique.

La substitution de (4.5) dans (4.3) donne

4.7) (ﬁ;’ — mwhn (%, v) +m’w’x® - (%)2 + m2c2) Wi = 0.
L’équation. (4.7) conduit a :
(4.8) py= (%)2 - m*c? + mwhn (%, v) - m?w?x®.

En exploitant les résultats concernant I'oscillateur de Dirac, on constate

1

(4.9) |p«| = (E - m2w2x“)7 ,
ou
(4.10) E = (%)2 - m*c® + mwhn (%, v) .
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D

4.1.1 Détermination du Spectre d’énergie via la régle de quantification de
Bohr-Sommerfeld

La regle de condition de quantification de Bohr-Sommerfeld implique que

|x]
(4.11) %p(x)dxzél/ p(x)dx = 2nh (n+%) ,

La substitution de I'équation.(4.10) dans (4.11) donne

o i 1

(4.12) 4 E—m*w’x®) dx=2rh|n+ =],
2
0
ou,
_, [l 2.2 \a

(4.13) 4E* / (1 - me x") dx = 2ni (n+ 1)

0

L’Introduction de la nouvelle variable

m?w?
414 = ——x°
(4.14) Y=z
Permet d’évaluer l'intégrale a gauche de I'équation.(4.13).
Ainsi,
Es . E= )

(4.15) X=———yo = di= ————ya 'dy,

(m2w2)2 a (m2w2)5

Es
(4.16) Ky = ————.
mewe
Pour le point tournant |x| on a,
Ev 1
(4.17) x| =xm = ———=ym-
(m2w2)5

L'utilisation de I'équation (4.16) conduita y,, = 1 . Dans ce cas, L’équation.(4.13) devient

1 2E~% ' ] 1

(4.18) 7r71(n+§):—1 ye (1 —y)ady.
a (m2w?)« Jo

Il est facile de remarquer que l'intégrale sur dy est équivalente a la fonction béta [48,49].
On écrit

11 Y 1
(4.19) B|l— —+1]= ye (1 =y)ady.

a «a 0
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D

En utilisant cette équation, on réécrit 'équation (4.18) comme
2F 11

(4.20) h (n+%) =—B (—,—+1).

o (mw?)s \@ «@
Ainsi, on obtient

= arnh g a
ou
2B(1,1+1)

(4.22) (%)2 —m’c® + mwhn (%, v) = (a—nh) mow (n+1)2.

L'organisation et la simplification de I'équation. (4.22) donne
(4.23)

a

anh W 1\* ho («a
= ]-__ A s ’ 20’1’2’37'..
23(&,§+1)) mc? (n+ 2) " mc2n(2 V) (7, )

L’équation. (4.23) est le spectre énergétique de I'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon
a 1D 1. Cette forme a 'avantage d’étre indépendante du choix d’une définition précise
du dérivé fractionnaire puisqu’elle est dérivée dans le cadre de I'approximation semi-
classique. Dans la limite @ = 2, on retrouve les résultats connus concernant les valeurs
propres de l'oscillateur unidimensionnel Klein-Gordon qui est donné par [75, 85, 89]

(4.24) E, = imc2\ [1+ 2nh—w ,
mc?

La figure. 4.1 montre les énergies de différents niveaux en fonction du paramétre a. Ce
dernier représente la caractéristique non locale des phénomeénes physiques. Le com-
portement est le méme pour les niveaux n = 0,1, 2, 3,4, 5 et I'effet de a est significatif
d’'un niveau a l'autre.

La figure. (4.2), représente le spectre d’énergie en fonction du nombre quantique n
pour différentes valeurs des deux parameétres a et v = 0, 1, 2, 3. A partir de cette figure,
on observe que

* Pour a € ]1.75, 2[, le niveau d’espacement d’énergie est important et le comporte-
ment de branchement peut étre facilement vu que lorsque a augmente.

* Pourlintervalle « € ]1.5,1.75[, en se rapprochant de la valeurde a = 1, 'espacement
entre les niveaux d’énergie est réduit au minimum et tous les niveaux convergent
vers une valeur précise.

De ce fait, il est trés clair que I'influence du parameétre a sur le spectre d’énergie est
remarquable lorsque 1 < @ < 1.5 car un espacement considérable entre les niveaux

TNotons ici, en cherchant la simplicité, nous n'favons mis que i=w=m=c=1
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Les solutions propres de l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D

d’énergie commence a apparaitre.

(c)v=2 (d)v=3

Figure 4.1: Energies des différents niveaux n en fonction du paramétre «

4.1.2 Détermination de la fonction d’onde via la dérivée fractionnaire de
Riesz-Feller

Concernant les fonctions propres de l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon, nous
suivons la méme méthode basée sur la dérivée fractionnaire de Riesz-Feller. Soit 'équation
suivante [71,82]

(4.25) [—% +x2] Uk (x) = By ().

Les solutions de (4.25) dans I'espace k sont (Cf chapitre 2)

(4.26) (¢ kG = I"Hupy,
dont

a/2+1
(4.27) @Y = ¢

et H, sont les polyndmes d’Hermite déformés. Dans la configuration spatiale {x}, la
fonction (¢¥,,) x peut étre obtenu en appliquant les transformées de Fourier inverses des
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a=1 — a=125 — a=15 a=175 — a=2 a=1 — a=125 — a=15 a=1.75 — a=2
20 . 20
-2 -2 .
5 1 200 50 1 200
n n
(@v=0 (b)v=1
a=1 — a=125 — a=15 a=175 — a=2 a=1 — a=125 — a=15 a=175 — a=2
20 . 20
_2 -2 )
5 1 200 50 1 200
n n
(c)v=2 (d)v=3

Figure 4.2: Les niveaux d’énergie de I'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D en
fonction du nombre quantique n pour différentes valeurs de a et v

fonctions (¢,)xs- Afin de tester l'influence du paramétre « sur ces fonctions propres,
nous avons tracé les fonctions d’onde aussi bien que la densité de probabilité de quatre
niveaux n = 0, 1, 2, 3 pour des valeurs fixes du paramétre «. La densité de probabilité de
I'équation de Klein-Gordon est donnée par

(4.28) PKG = 2% ¥ (x,1) Wa—(txt) - ¥ (x,1) % ,
dont

(4.29) Y (x,1) = ey (x) .

Posons (4.29) dans (4.28) conduit a

(4.30) PKG = Ev" () ¢ (x).

La figure. 4.3 montre les fonctions propres de I'état fondamental et les trois premiéres
fonctions propres excitées ainsi que la densité de probabilité dans les coordonnées x.
Dans tous les cas, les résultats classiques de l'oscillateur quantique sont récupérés si
a = 2. Outre les variations de la condition fondamentale qui sont quasi négligeables,
la dépendance des fonctions d’onde sur le paramétre fractionnaire @ commence a étre
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significative pour les états excités. Ce résultat est aisément perceptible par les courbes
de densité de la probabilité. L'influence sur ces courbes est bien observée.

YikG

07 1.0
a6
5 i/ \\ 0.8
08 / \ a=1 a=1
04 —a=125 g "° — a=125
03 —a=15 T . — a=15
02 a=175 a=1.75
0.1 — a=2 o — a=2
0.0
_ 0 -
X X
(b) o (©) po

0.2 _ a=1 08 a=1
— — a=125 2 — a=125
/,.,-f--"' — a-15 — a=15
o g a-1.75 a=175
- — a=2 — a=2
(e) v () p1
(f) Le premier état excité n=1
1.0
’ a=1 5 a=1
e —a=125 ¢ — a=1.25
— a-15 2 — a=15
i a=175 a=175
< — a2 — a=2
(h) v2 (i) p2
(i) Le deuxieéme état excité n =2
f * \ ,f
1 — a=1 20 A / a=1
, — a=125 @ — a=125
, — 15 E — a=15
. as175 a=175
P — a=2 — a=2
(k) vs (1) ps

(I) Le troisiéeme état excité n =3

Figure 4.3: L'allure de la fonction d’onde (y,,) « @insi que la densité de probabilité (p,)
pour les niveauxn =0,1,2,3
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CHAPITRE D

LL’OSCILLATEUR QUANTIQUE FRACTIONNAIRE DE
DUFFIN-KEMMER-PETIAU A 1D

5.1 L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau a une dimension
L'équation libre de DKP s’écrit par [90-99]

(5.1) (B’E = ¢B'px — mc*) Ypkp =0,

ou ypkp est la fonction d'onde des bosons, m la masse et g sont des matrices veérifiant
la relation suivante :

(5.2) BBPBT +BRIBN =g BT + 877K, p,0=0,1,2,3,

dont g#? = diag(1,-1,-1,-1) estla métrique de I'espace de Minkowski. L'algebre définie
par I'équation (5.2) donne 126 éléments linéairement indépendants(pour plus de détails,
voir Réf. ( [95])). Le rang des matrices s’avére étre 16 et la représentation correspon-
dante peut étre décomposée en trois représentations irréductibles des dimensions 1, 5
et 10. La représentation unidimensionnelle est triviale, tandis que les représentations a
cing et dix dimensions décrivent respectivement des particules scalaires (spin-0) et vec-
torielles (spin-1). L'avantage de I'équation DKP est qu’elle donne une description unifiée
des systémes spin-0 et spin-1. Les S sont des matrices 5 x 5 dans la représentation
spin-0 et des matrices 10 x 10 dans la représentation spin-1. Dans notre cas, les g
matrices sont choisies comme suit [92-94]:

» Pour la représentation en 5 dimensions

(5.3) 50 = (92x2 03><3) , g = ( Ogx2 ngg) ’ (i=12).

T
Osx2  Oaxs —Pixo O3x3

avec

{(01) , (-100) , (0 -10
(5.4 em-(l O), p—(o X O), -(O ; O).
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» Pour la représentation en 10 dimensions

(5.5)
03><3
0
0 _ 3x3
ﬁ _13><3
01><3
dont
(5.6)
avec
(5.7)
0
St=il 0
0

(5.8) k1=(1 0 o),

O3xs  —1Isx3 ngl O3x3
O3xs  Osxs ngl ,Bk _ O3x3
Oaxz  Oaxz  Ozxy | O3x3
O1xs  Oixs 0 ikt
0 0 0
03><3 =10 0 0 s I35 =
0 0 0
0 O 0 01
0o 11, S?2=il 0 0 O
-1 0 -1 00
k2 = ( 010 )

e
O3xs  Osxs ik!

Osxs  Shes 0f
iSéxS O3><3 O;xl

01)(3 01><3 O
10 0
01 0|
00 1

0 -1

st=il 1 0

0 0

k3:(001).

b

o O O

(1=1.2,3),

5.2 Les solutions propres de l'oscillateur quantique fraction-
naire de DKP unidimensionnel

5.2.1 Cas de Spin-1

L'équation fractionnaire de DKP unidimensionnelle s’écrit par :

(5.9)
dont

(5.10)

(8°E - 8" (p?

a

- imwn%%) - mcz) Ypkp =0,

‘PDKP = (¢’1’ 1/12’ ¢/3’ 1/14’ ¢/5’ 1/16’ ¢/7’ l//8’ ¢/9’ Ww) T’

est la fonction d’onde des bosons. Ici, n° = 2(8°)2 — [ avec (n°)2 = Ligx10, L1ox10 €St la
matrice unitaire 10 x 10. Pour assurer les unités de longueur et d'impulsion correctes,
] généralise ces opérateurs de la dérivée d’ordre entier a la
dérivée d’ordre arbitraire comme suit: Il présente les deux opérateurs canoniquement

Hermann [27,

conjugueés par :

(5.11)

’

’

X

|

(1-a)
n o
mc ’
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Les solutions propres de l'oscillateur quantique fractionnaire de DKP unidimensionnel

(5.12) Px=—1 (—) mcD?.

dont les facteurs attachés donnent les unités correctes pour I'équation (5.9).
L'injection de (5.4) dans (5.9) donne les équations algébriques suivantes [101, I:

E px% — imwx?
Yo, W3 =——=s, Ya=0, Y5 = ————o,

mc? mc

E

mc2

(5.13) Yo = —

> E ,? — Imwx
(5-14) Yo =—""—"""s5, W?Z_ﬁ‘/ﬁ, l//lozp—lffl-

nc

wlR

La fonction d’onde W’ (= 1, Y5, ¥y) sont les solutions de I'équation différentielle suivante

(5.15) ((%)2 - m262) o (—ﬁ;’ +imw [p*xf] - me%E”) 9 =0,

Dans notre cas, nous choisissons de résoudre cette équation par rapport a la composante
y,. D’aprés (5.15) on a

(5.16) ((%)2 - m262) Uy + (—;5;; + imo [p;x*] - m%ﬂx”) ¥y = 0.

De la méme fagon décrite dans les deux précedents chapitres, le commutateur [ﬁﬁx%]
est donné par

(5.17) [x*p*] = ifn (%v)

avec

a C(l+(1+v)%) r(1+ve)
1(3v) =

(5.18) F(l+ve)  T(+(v-12)

Lorsque @ =2, (1,v) =1 et [x, p,| = if est bien récupérer.
A ce stade, quelques remarques peuvent étre faites [9]

* En mécanique quantique fractionnaire, tous les calculs dépendent de la représen-
tation précise de I'espace de Hilbert, sur laquelle agissent les opérateurs fraction-
naires.

» La connaissance explicite de 'ensemble de fonctions correspondant constitue le
minimum requis pour l'algébre des opérateurs fractionnaires.

» L’équation . (5.18) n’est valide que sur I'ensemble des fonctions propres carrées
intégrables |®) = |v) [77].

L'introduction de (5.17) dans(5.16) mene a ce qui suit :

(5.19) ((%)2 - m262) Ui+ (—ﬁf + mwhn (%, V) - m2a)212") v =0.
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Les solutions propres de l'oscillateur quantique fractionnaire de DKP unidimensionnel

Selon cette équation, la quantité de mouvement fractionnaire est

(5.20) pY = E — m*w?x®,

dont

(5.21) E-= ((%)2 —m2c2) +mwhn(—,v)
Do

(5.22) 16| = (E - mech“)‘l' .

L'objectif est désormais d’évaluer le spectre d’énergie de I'oscillateur monodimensionnel
fractionné DKP. Selon Laskin [2,8,18,19,29-31], ceci peut étre réalisé par un traitement
semi-classique qui est basé sur la régle de quantification appelée Bohr Sommerfeld. La
regle de condition de quantification de Bohr—Sommerfeld-Wilson (Voir Annexe C) im-
plique que

x| 1
(5.23) ‘75 p(x)dx = 4/ p(x)dx = 2rnh (n + 5) .
0

La substitution de (5.26) dans la condition de quantification BSW donne

s 3 1
(5.24) 4/ (E — m2w2x“) dx = 2nh (n + 5) ,

0
ou
. x| m2w? @

(5.25) AE@ / (1 ~Z x“) dx =2nh (n+1).

0

L’introduction de la variable

(5.26) y=—21x9

permet d’évaluer l'intégrale a gauche de I'équation.(5.25). Ainsi,

R~
2=

(5.27) X = —Ly% =dx = —Lyi’ldy.

Ea E
(m2w?)« a (m2w?)«

Pour le cas p = 0, le mouvement est possible dans la plage |x| < x,, dont

E=
(5.28) e ———
Meae@ea
Pour le point tournant |x|, on a
Es 1
(5.29) |x| = x,, = — V.
(m?w?)
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Les solutions propres de l'oscillateur quantique fractionnaire de DKP unidimensionnel

L'utilisation de. (5.28) conduita y,, = 1.
Dans ce cas, I'équation.(5.25) devient

QE% 1 1 1
(5.30) ﬂh(l’l+%)=—/ ya (1 =y)= dy.
0

o (m2w2)71l

Il est facile de remarquer que l'intégrale sur dy est équivalente a la fonction béta [48,49,
]- On écrit alors

B(l,l+1)=/ yo L (1-y)* dy
C(l+4)0(3)
F(1+%)

(5.31) =

A partir de cette équation, nous réécrivons (5.30) comme suit

(5.32) 7 (n + 1) = QE—“lB(l,lH).
a (m2w?)e \@ «
D’aprés (2.38), on trouve
~ anh : 1\ &
ou
2 a anh : a
(5.34) (%) - m?c? + mwhn (5, v) = (m) mw (n + %) 2,

Enfin, la forme finale du spectre d’énergie est

(5.35)

3 9 anh *w 1\% ho (a B
En—+ch(23(l’i+1)) mc?(n+§) +1—m6277(§,1/), (n,v)=0,1,2,---

a

5.2.2 Cas de spin-0

L'oscillateur fractionnaire de DKP unidimensionnel s’écrit par :
(5.36) (ﬁOE —cp! (ﬁ){% - imwrp?g) - mcz) D =0.

L'état stationnaire est une fonction d’'onde a cing composantes de I'équation de DKP,
donné par

(5.37) D = (¢, b2, b3, ba, B5)" -
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En remplagant (5.37) par (5.36), on obtient facilement I'équation algébrique suivante :

(5.38) —mdy + Edy + (p,? + imwx%) b3 = 0,
(5.39) —mes + Edy =0,

(5.40) $s=¢5 =0,

(5.41) (pé' - imwx%) b1+ mas = 0.

Le découple de ces équation conduit a :

E
(5-42) $2 = —¢1, Gy = ¢s5 = 0,
m

(5.43) ¢s = _(p,?—;ixg)m

La fonction d’onde ¢, vérifie 'équation différentielle suivante :
(5.44) ((%)2 - mzcz) ¢, + (—pff +imw [p%,x%] — m2w2x") ¢, =0.

Comme nous le voyons, I'équation différentielle (5.44) est semblable a celle de I'équation
(5.19), de sorte que les résultats obtenus sont les mémes que ceux de la section précé-
dente.

Ainsi, le spectre d’énergie de 'oscillateur fractionnaire de DKP unidimensionnel pour
les particules de spin-0 est donné par

(5.45)

anh 2 w o wh a
E"_imCQJ(zs(uu)) ) 1-25n(50), =012,

Maintenant, aprés 'obtention du spectre énergétique des deux particules de spin-0 et
spin-1, certaines remarques peuvent étre faites ici.:

» Les équations . (5.35) et (5.45) sontle spectre d’énergie de 'oscillateur fractionnaire
de DKP unidimensionnel des deux particules de spin-0 et de spin-1. Ainsi, on peut
dire que l'oscillateur de DKP est généralisé en utilisant le calcul fractionnaire pour
prendre en compte les effets non locaux. Comme dans le cas de I'oscillateur quan-
tique harmonique [77], a représente la caractéristique non locale des phénomeéenes
physiques tandis que v est un paramétre caractéristique du systéme quantique.

* Les deux spectres d’énergie sont les mémes. Leur forme a I'avantage d’étre in-
dépendante du choix de la définition de la dérivée fractionnaire (voir annexe A).
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En effet, les deux équations ont été dérivees dans le cadre de I'approximation
semi-classique. La méme remarque a été observée récemment lors de I'utilisation
de cette approximation sur I'étude des oscillateurs de Dirac et de Klein-Gordon

[104,105].

» Ala limite ou @ = 2, on retrouve le spectre d’énergie de l'oscillateur de DKP unidi-

mensionnel qui est donné par |

(5.46) E,

h
+mc’y[1+2n er
mc

]

Dans ce qui suit, nous tracons le spectre d’énergie en fonction du nombre quantique n
pour différentes valeurs du parameétre a et v = 0, 1, 2, 3. Cela consiste a vérifier I'influence
du paramétre «, qui représente la caractéristique non locale des phénoménes physiques,
sur les niveaux d’énergie du probléme en question. Tous les résultats sont illustrés dans
la figure. 1 pour certaines valeurs de n et v. Notons ici, en cherchant la simplicité, nous
navons misquefi=m=c = 1.

n=0 — n=1 — n=2 n=3 — n=4 n=5

——

(%]

n=0 — n=1 — n=2

—

(%]

o

(c)v;z

n=3 — n=4

n=5

o

(d) v.\=3

Figure 5.1: Spectre d’énergie pour les niveauxn = 0, 1, 2, 3, 4, 5 en fonction du parameétre

@

Gordon [

Comme on peut le voir, le comportement est le méme que dans l'oscillateur de Klein-

], et 'effet de « est significatif d’'un niveau a l'autre.
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Fonctions propres de l'oscillateur fractionnaire de DKP a 1D

5.3 Fonctions propres de I'oscillateur fractionnaire de DKP a
1D

5.3.1 La dérivée fractionnaire de Riesz-Feller

Olivar-Romero et Rosas-Ortiz [82] ont été les premiers a appliquer la méthode de factori-
sation pour I'oscillateur fractionnaire harmonique a 1D. Rosu et Mancas [71] ont général-
isé leurs méthode en utilisant la dérivée fractionnaire de Riesz-Feller d*/dx“.

Comme on le sait, la transformée de Fourier et son inversion sont données par

(5.47) FR)=F[f (). k] = / £ () e,
(5.48) FO=F =g [ FR e

—00

La dérivée fractionnaire de Riesz-Feller Dy est définie par [73]

(5.49) F [«Dgw (x), k] = =¥ (k) D (k),

ou

(5.50) Doy (x) = —% / :O WO (k) e **dx / W (x') e dx’,
avec

(5.51) PO (k) = k| eSIINOF 0 < ¢ <2, and 6] < min{a,2 - a}.

La région autorisée pour les paramétres a et 6 s’avére étre un diamant dans le plan
(a, 8) qui sont appelés le diamant de Feller-Takayasu [71,72,74]. Rosu et Mancas [71]
ont également prouvé que les solutions dans I'espace |k| peuvent s’écrire par

(5.52) ¢, (k) =i"H,0¢,
dont

K|a/2+1
(5.53) ¢ = o,

Ici H,, sont les polyndmes d’Hermite déformés (certaines formes de cette fonction sont
répertoriées dans le tableau. 5.1). lls sont aussi appelés polyndmes d’Hermite de Riesz-
Feller. L'expression générale de H, est

B k| @/2+1 d" k|@/2+1

(554) I:In = (_1)n Slgn (k)n e’ alz+1 dkne_2 af2+1 |

Pour le cas @ = 2, on passe aux polyndbmes d’Hermite standard. Enfin, les fonctions
propres en coordonnée x peuvent étre obtenues en effectuant les transformées de Fourier
inverse des fonctions ¢,, (k) .
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Table 5.1: Les quatre premiéres formes de H,

[ n ] H, [ ¢, (k) |
0 1 @
1 2sign (k) |k|*" ~iH, ¢
2 41k|" —a k" —H,¢§
3 | sign (k) (8 k22 — 6 [k|* + @ (/2 - 1) |k|”/2‘2) i ¢

5.3.2 Les solutions propres
Au début, nous pouvons voir que les deux équations différentielles (5.19) et (5.44) sont

les mémes. Nous commencons par I'équation différentielle générale (i = ¢ = 1)

(5.55) (E? —=m®) x1 (x) + (—[3;’ + mwn (%, v) - m2w2)22) x (x) =0,
dont y =y, (¢:) pour les bosons vecteurs (pour les scalaires) respectivement. La réor-
ganisation de I'’équation. (5.55) donne

(5.56) [—;ﬁ; + m2w2x2] y(x)=Eyx(x).

Les solutions dans I'espace |k| sont

(5.57) X (k) = "H, ¢,
ou

a@/2+1
(5.58) Y& = e e

Les fonctions propres peuvent étre obtenues en effectuant les transformées de Fourier
inverse des fonctions ¢.

Sur la figure. 5.2, nous présentons respectivement les fonctions propres de I'état
fondamental et les trois premiéres fonctions propres excitées dans les coordonnées x.

A partir de cette figure, le comportement des fonctions d’onde des deux premiers états
indique que ces fonctions sont quasiment claires. Les solutions de 'oscillateur quantique
DKP sont trouvées si a = 2 [89, ].

Les autres composantes peuvent étre dérivées a I'aide d’équations (5.13) et (5.14)
pour les particules vectorielles. En revanche, les équations (5.42) et (5.43) sont utilisées
pour obtenir ses composants dans le cas des particules scalaires.
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=
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(b) La composante y, ; du premier état excité pour » =
1

Figure 5.2: L'allure des deux composantes ¢/, , et ¢; ; en fonction de x
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CHAPITRE O

LLES PROPRIETES THERMIQUES DES OSCILLATEURS
FRACTIONNAIRES RELATIVISTES A 1D

6.1 Les propriétés thermodynamiques des oscillateurs frac-
tionnaires relativistes

Dans cette section, nous allons calculés les différentes variables thermodynamiques en

utilisant la définition standard de la fonction de partition Z [105-107]. Cette derniére est
donnée par
(6.1) Z :Z e BEn—Eo) — PE0 Z e PEn,
n=0 n=0
Ici B = kfr , kp est la constante de Boltzmann, E, est I'énergie de I'état fondamental

correspond a n = 0.
Soit la nouvelle variabler = é = kgT, alors (6.1) se transforme a:

(6.2) Z =evbo Z e En,

n=0

Pour évaluer la fonction de partition, nous avons utilisé la formule d’Euler-Maclaurin [48,

, 89]. Cette formule d’Euler-Maclaurin est bien utiliser pour approximer les intégrales
par des sommes finies, ou pour évaluer des séries infinies en utilisant des intégrales.
Elle est donnée par

(o)

1 - 3 BQp 2p-1
©3) Y=z 0+ [ a3 0,

n=0

dont B,, représente les nombres de Bernoulli et f27~1) est la dérivée de I'ordre (2p —1).
Comme nous le savons en mécanique statistique, le facteur Boltzmann habituel e A est
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un outil essentiel utilisé pour déterminer les quantités thermodynamiques1 telles que la
fonction de partitionZ(g), I'énergie libre F(B), I'énergie totale U(S), I'entropie S(B) et la
chaleur spécifique C(B), pour un systéme donné. Ces quantités sont définies avec la
nouvelle variable T comme

(6.4) F=-1In(Z), U = 72%,
ot
S on(z) C 0In(Z) ,0°In (Z)
6.5 —=1In(Z — =2 .
(E5) kg n(Z) +7 ot kg T ot T ot?

Dans ce qui suit, nous allons calculer les propriétés thermodynamiques des oscillateurs
fractionnaires harmoniques relativistes a 'aide de I'algorithme num() et tracer les dif-
férentes quantités en fonction de la température réduite . Pour garantir 'exactitude
de notre calcul, il est préférable de calculer numériquement la fonction de partition Z
a l'aide de la fonction num(), module bien connu dans le language de programmation
Python [108]. Ces propriétés ont été trouvés via le spectre d’énergie suivant

(6.6)

@

oo\ 1\? h
an ) @ (n+—) +1= - (5.v), (1) =0,1,2,3,-

2 —,v
2B (£, L +1)] mc? 2 me2 ' \2’

E, = +tmc

Il est a noter que dans tous les figures nous avons utilisé des quantités sans dimen-
sion. Dans ce qui suit, toutes les caractéristiques thermodynamiques des oscillateurs
harmoniques relativistes ont été déterminées dans le cas particulier ot v =0 .

6.2 Propriétés thermiques de I'oscillateur quantique fraction-
naire de Dirac

Les quantités thermiques sont indiquées dans la figure 6.1. Il faut mentionner que, dans
toutes les figures, nous avons utilisé des quantités sans dimensions .

Figures. 6.1 montre toutes les quantités thermiques relatives a la température v pour
diverses valeurs du parameétre . Les mémes conclusions générales quant au comporte-
ment de ses propriétés de l'oscillateur fractionnaire harmonique a 1D sont également
tirées ici: On remarque que le comportement de I'énergie libre, de I'énergie totale, de
I'entropie et de la chaleur spécifique n’est pas identique a ceux obtenus pour 'oscillateur
de Dirac standard [85]. Lorsque a diminue, ces quantités augmentent. Sur la base de
cette figure, nous pouvons confirmer que le paramétre a joue un réle important dans ses
propriétés et que I'effet des paramétres est trés important sur les propriétés thermody-
namiques.

A ce stade, une remarque sur la limite classique dans des courbes de chaleur spé-
cifiques semble importante a faire: dans les courbes de chaleur spécifique, la limite de
saturation dépend inversement des valeurs d’alpha (voir figure. 6.2): Sur cette figure
nous pouvons observer que quand a@ = 2 nous obtenons la limite classique C = 2kp.

TNotons ici, en cherchant la simplicité, nous n'avons mis que i=w=m=c = 1.
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Figure 6.1: Les quantités thermodynamiques de I'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D

D’un autre cbté, dans l'autre limite, a savoir, @ = 1, cette limite devient le double de la
limite précédente, C = 4kg. Ainsi, le paramétre a joue un rble de paramétre qui a pris
le systéme de la région relativiste (@ = 2 avec C = 2 kp) a la région relativiste extréme
(e =1avec C =2 kp).

Dans la figure. 6.3, nous montrons une comparaison entre les courbes thermiques
spécifiques de I'oscillateur de Dirac et l'oscillateur harmonique seulement. A partir de
cette figure, on voit également que la capacité thermique de l'oscillateur de Dirac unidi-
mensionnel standard (o = 2) est la méme que celle de l'oscillateur harmonique dans la
région relativiste (@ = 1). Cette figure confirme la raison pour laquelle on a appelé cette
région une région relativiste pour I'oscillateur fractionnaire harmonique.

6.3 Propriétés thermiques de l'oscillateur quantique fraction-
naire de Klein-Gordon

La figure. 6.4 montre toutes les grandeurs thermiques contre la température réduite T
pour différentes valeurs du parameétre fractionnaire . On constate que le comportement
de I'énergie libre, de I'énergie totale, de I'entropie et de la chaleur spécifique n’est pas
identique a celui obtenu pour l'oscillateur harmonique standard. Lorsque a diminue, ces
quantités augmentent. Selon cette figure, on peut confirmer que le paramétre a joue
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Figure 6.2: La limite classique de la chaleur spécifique pour les deux oscillateurs non
relativiste et relativiste
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Figure 6.3: La chaleur spécifique des deux oscillateurs fractionnaires non relativiste (a =
1) et relativiste de Dirac (a = 2)
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Figure 6.4: Les quantités thermodynamiques de l'oscillateur fractionnaire de Klein-
Gordon a 1D

un réle important dans ces propriétés, et I'effet des paramétres est trés important sur
les propriétés thermodynamiques. Plus précisément, les courbes de chaleur spécifique
montrent un comportement important sur leur limite classique. On voit que la limite de
saturation dépend inversement du parameétre «. Lorsque a = 2, on obtient la limite clas-
sique ¢ = 2k et nous récupérons le résultat bien connu pour les propriétés thermiques
de l'oscillateur de Klein-Gordon standard. Par contre, lorsque a diminue, cette limite
augmente jusqu’a devenir ¢ = 4k lorsque @ = 1. Cette situation peut étre remise en
question en suivant les travaux de Wei [16, 17] sur l'oscillateur fractionnaire harmonique
a 1D. Il a démontré que dans la limite @ = 1, I'énergie cinétique fractionnaire est approx-
imativement la méme que dans le cas extrémement relativiste. En étendant ce résultat
dans notre cas, on peut dire que l'oscillateur fractionnaire de Klein-Gordon a 1D donne
un phénomene d’existence d’une transition de la région relativiste (¢ = 2) a la région
extrémement relativiste (a = 1).

6.4 Propriétés thermiques de I'oscillateur quantique fraction-
naire de DKP

Les quantités thermiques de cet oscillateur en question sont extraites numériquement a
I'aide de la formule Euler-Maclaurin.

La figure. 6.5 affiche toutes les grandeurs thermiques relatives a la température 7
pour diverses valeurs du paramétre a. A partir du spectre énergétique, les mémes con-
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Figure 6.5: Les quantités thermodynamiques de l'oscillateur fractionnaire de DKP a 1D
pour les deux particules de spin 0 et spin 1

clusions générales sur le comportement des propriétés thermiques de ces oscillateurs
sont également dégagées ici. Ainsi, on constate que lorsque a décroit, toutes les fonc-
tions thermiques augmentent. En conséquence, ce parameétre joue un réle significatif
dans ses propriétés et son effet est trés clair.

Figure. 6.6 représente le tracé de la limite thermique spécifique classique pour les
oscillateurs de DKP et Harmonic pour différentes valeurs de «. Cette figure a pour objet
de comprendre les transitions entre les frontiéres extrémes de ce paramétre. Cette dis-
cussion a été soigneusement prise en compte dans le cas de l'oscillateur de Dirac. En
outre, selon cette figure, on constate que la limite de saturation est inversement dépen-
dante des valeurs de a. Cette observation s’applique également aux oscillateurs Dirac
et Harmonic. La valeur de la limite classique C = 2kp quand a@ = 2 contrairement a
a = 1l quand on a C = 4 kz. Comme extension de notre cas, nous pouvons affirmer
que l'introduction du dérivé fractionnaire dans l'oscillateur de DKP a pris le systéme de
la région relativiste (@ = 1 avec C = 4 kp) a la région relativiste extréme (a = 1 avec
C =4 kp). C'est aussi le cas des oscillateurs de Dirac, Kein-Gordon et Harmonic.
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Figure 6.6: La limite classique de la chaleur spécifique pour les deux oscillateurs non
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CONCLUSION GENERALE

La présente thése est consacrée au calcul des propriétés thermodynamiques des oscilla-
teurs fractionnaires relativistes a une dimension. Comme nous le savons, il est essentiel
d’identifier le spectre et les états d’'un systéme quantique. Comprendre le comportement
de ce systéme quantique exige d’étudier les observables thermodynamiques d’un état
bien défini. La structure mathématique qui encode les grandeurs thermiques d’un pro-
cessus donné est la fonction de partition Z. |l est possible d’obtenir toutes les observables
thermodynamiques tout au long de la fonction de partition. Cependant, I'obtention des
différentes quantités dans un cadre analytique est parfois difficile, surtout lorsqu’il s’agit
d’'un spectre d’énergie dont I'expression est difficile et qui ne peut pas étre utilisé pour
trouver une formule convergente pour la fonction de partition.

Pour élaborer une analyse thermodynamique pour un systéme quantique donné, de
multiples méthodes peuvent étre utilisées pour estimer la fonction de partition. Parmi
celles-ci, citons la formule Euler-Maclaurin ainsi que la fonction zeta de Hurwitz. Les
deux méthodes se distinguent principalement par leur structure mathématique comme
le rOle de la formule de sommation Euler-Maclaurin (EM) se rapproche de la somme
2., une intégrale correspondante de f et les valeurs de ses dérivés d’ordre supérieur
£, La fonction zéta de Hurwitz sert a absorber les divergences qui apparaissent dans
la fonction de partition et ainsi régularisé toutes les propriétés thermodynamiques qui
peuvent étre obtenues grace a cette fonction (pour plus de détails sur I'utilisation des deux
méthodes voir Réf. [85]) Pour ce faire, on a d’abord résolu les équations différentielles
de ces oscillateurs relativistes et non relativistes a une dimension. Nous avons ensuite
étudié l'influence du paramétre a sur les solutions propres de ces oscillateurs. A partir de
la forme de son spectre, toutes les propriétés thermiques seront obtenues et l'influence
du paramétre « est bien traitée.

Afin d’obtenir les propriétés thermodynamiques de ces oscillateurs, nous avons adopté
une approche numérique, fondée sur le langage de programmation Python. Nous avons
notamment utilisé un module bien implémenté dans la librairie Python appelé num(). Ce
module sert a estimer la somme infinie, les produits et les autres limites des séries. En
effet, il fournit une interface directe aux algorithmes d’extrapolation et fonctionne en ap-
pelant des fonctions spéciales avec un nombre croissant de termes jusqu’a ce que la
limite extrapolée soit suffisamment précise. Ce travail montre que l'utilisation de méth-
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odes numériques pour calculer les quantités thermodynamiques est un moyen utile de
vérifier la précision des résultats obtenus a partir de calculs analytiques.

Plusieurs résultats intéressants ont été obtenus grace a ces calculs. Ces résultats
peuvent étre récapitulés comme suit :

» Pour le cas de l'oscillateur fractionnaire harmonique non relativiste, les principaux
résultats sont les suivants :

— le spectre d’énergie a été déterminé a I'aide d’'une méthode semi-classique
(BSW ou EBK).

— Dans le cas particulier & = 2, on détecte la présence de la région non relativiste
de l'oscillateur harmonique.

— Maintenant, quand @« = 1, I'énergie cinétique fractionnaire est identique a
I'énergie cinétique dans la région extrémement relativiste: Le spectre d’énergie
transite de la région relativiste (o = 1) a la région non relativiste (a = 2).

— Cette situation est bien expliquée dans les courbes de la chaleur spécifique :
le systéme bascule de la région non relativiste (& = 2 et ¢ = 1 k) a la région
relativiste (¢ =1 et c = 2 kp).

* Pour le cas de l'oscillateur fractionnaire de Dirac a 1D,

— Le spectre d’énergie a été bien trouvé.

— Les deux composantes ¢, et ¢, en fonction de x du premier état excité pour
différentes valeurs de a ont été discutées. L'influence du paramétre a sur ces
composants est trés claire.

— Enfin, les courbes de la chaleur spécifique montrent que le systéme transite
de la région relativiste (a = 2 et ¢ = 2k) a la région relativiste extréme (o = 1
et c = 4k).

» Le cas de l'oscillateur quantique fractionnaire de Klein-Gordon quantique a une
dimension donne les résultats suivants :

— Le spectre d’énergie a été bien trouvé.

— Les solutions propres ont également été obtenues et I'influence du paramétre
a sur les fonctions d’onde et la densité probabiliste a été testée.

— En outre, il a été montré que l'introduction de la dérivée fractionnaire affecte
significativement les propriétés thermodynamiques de cet oscillateur.

— Finalement, les résultats ont montré que cet oscillateur passe d’'une région
relativiste (@ = 2) a la région extrémement relativiste (¢ = 1) comparée a
I'oscillateur harmonique non relativiste.

» Enfin, l'oscillateur fractionnel de DKP a 1D a également été pris en compte. Les
résultats atteints sont les suivants:

— Les solutions propres ont été déterminées pour les particules vectorielles et
scalaires.
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— Le spectre d’énergie a été obtenu en utilisant 'approximation semi-classique
basée sur la régle de quantification de BSW ou EBK.

— En ce qui concerne les solutions propres, elles ont été trouvées en utilisant
une méthode récente fondée sur le dérivé fractionnaire de Riesz-Feller.

— Linfluence de l'introduction de la dérivée fractionnaire sur les propriétés ther-
modynamiques de cet oscillateur a été étudiée. On a démontré que cela a un
effet significatif sur ses propriétés. En conséquence, nous avons montré que
l'oscillateur de DKP a 1D transit d’'une région relativiste (@« = 2) a la région
extrémement relativiste (o = 1).

En concluant, les oscillateurs relativistes subissent tous le méme comportement au cours
de l'introduction du concept de la dérivée fractionnaire dans I'étude de leurs propriétés
thermodynamiques: On assiste toujours a un passage d’'une phase non relativiste a une
autre phase extrémement relativiste. En perspective, nous cherchons a élargir I'effet de
I'introduction du concept de la dérivée fractionnaire pour I'étude de certains phénomeénes
physiques tels que l'information quantique (les deux paramétres de Fisher et Shannon).
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ANNEXE A

LL’OSCILLATEUR QUANTIQUE FRACTIONNAIRE DE DIRAC

L'équation de Dirac avec une interaction d’oscillateur de Dirac est [36—38]
(A1) {a/ (p — imwy°r) +ﬁm} Y=EVY,

ou m est la masse, w > 0 est |la fréquence constante de I'oscillateur, les 4 x 4 matrices
de Dirac sont données par [109]

0 o o (1 0
(A2) “‘(a 0)’7‘(0 —1)’
dont o sont les matrices de spin de Pauli.
D’Aprés Martinez etal. [39,40], il a été démontré que I'équation peut étre réécrit sous

la forme manifestement covariant de Lorentz comme suit [39, 40, I:
(A.3) (y“p —mt L g ) ¥=0

H 4m mr ’
dont
(A4) FIIV = 6/1Av - avA/u O—ﬂv = _i [Yﬂyv - ,yV,y/t] >

est le potentiel électromagnétique associé a l'interaction de 'oscillateur de Dirac. Récem-
ment, Montanez-Moyano et al. [111] ont utilisé une méthode basée sur la densité La-
grangienne pour obtenir la forme de I'équation de l'oscillateur de Dirac a une et deux
dimensions. Dans cette direction, nous voulons étendre leurs travaux au cas de trois
dimensions avec dérivée fractionnaire. Tout d’abord, nous définissons I'extension frac-
tionnaire du tenseur d’intensité de champ standard comme suit [9]

B _ 4B Vi
(A.5) Fy, =0,A, —0VA,.
Dans ce cas, I'équation. (A.3) devient [1,23,32]
A.6 H B ke wEB )y = ()
(A.6) VP —m+ o )Y =
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Maintenant, considérez une sphére diélectrique uniformément chargée de rayon R, le
champ électrique produit a l'intérieur de la sphére varie comme E = —Ar (A est une con-
stante), alors que le champ magnétique disparait partout B = 0 . Nous pouvons toujours
considérer une trés grande sphére pour ignorer en toute sécurité les effets de bord. Dans
le cadre approprié de la sphére, nous introduisons le potentiel électromagnétique frac-
tionnaire comme suit [9]

(A7) AB = (z |r|ﬁ,0).

Ce potentiel fractionnaire est réécrit sous forme compacte en tant que
A8 AP =19, 2

(A.8) u=7 X (X)) = xuy) .

Suivant (A.7), 'équation. (A.5) devient

(A.9) Fﬁv =1 (uﬁ)(v - ug)(ﬂ) .

Ce formulaire nous aide a écrire le terme d’interaction de (A.6) comme

Ke vB Ke . B
(A10) EO’” FIJV_EA la/.|r| .
Les densités fractionnaires Lagrangiennes sont des fonctions des champs fractionnaires
et de leurs dérivés fractionnaires [9].

lls ont la forme suivante

%_aﬁ( s

(A.11) 5 %3309

) =0, (¢=",0ouy’).
Ainsi, la densité lagrangienne fractionnaire du systéme est

L=L+ 1L

— 0 (VB — ﬁ_ nv B
= (v ph—m) g+ g iy

(A12) = iy (y"p'ﬁ—m)tp+imw1ﬂ (yoa. |r|'8) ¥,
avec
2

(A.13) Q= 2m O B =y

ek
Enfin

if. 90 B _ 0 : (0 B

(A.14) Liop =y la—a/. Ipl” =v'm|y +imwy ()/ a. |r| )z//
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Ainsi, lorsque nous utilisons les équations d’Euler-Lagrange fractionnaires pour les champs
¥ ety’, nous obtenons les équations de mouvement de I'oscillateur de Dirac fractionnaire
en trois dimensions : donc pour le champ ¢, on a

(A.15) i = [0/ (|p|ﬁ — imwy"’ |r|ﬁ) +y0m] W

L'expression (A.15) correspond a I'’équation de Dirac en présence d’un potentiel linéaire
en trois dimensions.

La forme de I'hamiltonien de cet oscillateur est écrite maintenant par

(A.16) Hgp =« (|p|ﬁ —imwy"’ |r|ﬁ) +9°m
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ANNEXE B3

LLES DERIVES FRACTIONNAIRES DE RIEMANN-LIOUVILLE
ET CAPUTO

B.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre fractionnaire u de la fonction x (z) est donnée
par [1,62,117]

(B.1) RLDng (l‘) =

F(n—a)dt"/ (x=0)"*"x(¢) dt,

oun—-l<a<neZz.

Dans cette notation, @ est un nombre réel positif, les indices sont les bornes d’intégration
et RL désigne le Riemann-Liouville. L'équation.(B.1) est obtenue en divisant 'opérateur
de dérivée fractionnaire

(B.2) D®f (x) =D" (D" f (x)).,

Ici, nous avons supposé que v = n —a dont 0 < v < 1 etn € N. Equation. (B.2)
signifie qu’une dérivée fractionnaire peut étre interprétée comme une intégrale fraction-
naire suivie d’'une dérivée standard ordinaire. Une fois qu'une définition de l'intégrale
fractionnaire est donnée, la dérivée fractionnaire est également déterminée.

Revenons maintenant dans notre cas : en choisissant les relations de commutation
sur 'ensemble des fonctions spécifiques |v) =x* ,ona:

(B3) —ih [xa’ Da] X = —ih (x(zD(zx(w — D« (x(1+v)(z)) )
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La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

En posant que 8 = av, I'’équation. (B.2) devient

1 ar -
D= —— )" P,
. F(n—a)dt”/o (x=1)
1 dnxn—a—l X t n-a-1
B.4 = == #dt,
(B4) F'n-a) dm /; ( x)
En utilisant la nouvelle variable
t
(B.5) y=-,
X
L’équation. (B.4) se transformera en
1 dnxn+ﬁ—a 1
Dﬂ/ B — 1 _ n-a-1 'Bd
X F—a) dr /0 (I-y) ydy
(B.6) _Bn-al+p)damie
I'h-a) dr
Mais
I'h—a)T'(1+pB)
: B(n-a,l = i
B.7) (n-a,1+p) F'l+n+pB-a)
d"x” ! _ C(1+y) .
B.8 = Y = ————————x7"" withy =n+ -
(B.8) dm ()/—n)!x F(1+y—n)x withy =n+p -«
Alors
Dy = I'(1+p3) F(l"‘”"‘ﬁ—a)xﬁ_a
'l+n+B-a) T'(l+B-a)
Fd+8) 4
B. = "~ ,fa
(B.9) T(l+8-a)
Finalement,
(1
(B.10) poyer = LU+ e

“TA+(v-Da)
Avec la méme procédure, le deuxiéme terme de I'équation. (B.3) devient

ra+d+vae ,,
T (1+va) o

(B.11) D (x*®)

Enfin, I'équation (B.3) peut s’écrire comme suit :

(B.12) =i [x*, D) = -inRby (v.a).
Avec
RL . TI'l+av) TA+d+v)e)
(B.13) 1.0 = v 3 0 g T (1+va)
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La dérivée fractionnaire de Caputo

B.2 La dérivée fractionnaire de Caputo

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a de la fonction x (¢) est définie par

1 o ey d"x (1)
B.14 Dy x(t) = —— -t ———dr
(B.14) Dy ()= ey | -yt
Ainsi,
1 ~ d"t?
B.15 D xf = ——— et
8.15) eDf = s [t
Mais
d"t? B!
B.16 = Fr
( ) dtm (B-n)!
En mettant (B.16) dans (B.15) on obtient
1 * ca1 P
DE xf = ——— — )" LBy
e AR =

_ F(1+IB) * n-a-1_f-n
_F(n—a)F(1+,8—n)/O (=)™

I (1+p)x" " ( t

n-a-1
= 1-- 71
Frh-a)'(1+B8-n) J, x)

(B.17)

En utilisant que
t

(B.18) y=—=1=2xy,
X

'équation. (B.17) devient

C(1+p)x"ot /1 o1 _
D(z B — 1= n-a B-n

_ F(l +B) xﬁ—a' ' n-a-1 B-n
_F(n—a)F(l+ﬁ—n)/O L=n"""0)F"dy

_ C(1+p)xP@
= F(n—a)F(1+ﬁ—n)B(n_a’ﬁ_n+1)
(B.19) F+p) Fn-a)l(B-n+1) 5,

TTh-o)T(1+8-n) T(-a+8+1)

L'équation. (B.19)peut étre écrite comme

'(l1+p) _
B.20 D§ 3 = ——————_xF°,
(B.20) ot T A+p-a)
ou
I{l+av) _
B.21 D¢ 1@ = rote
(B.21) ot T T I L (v-1)a)
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La dérivée fractionnaire de Caputo

Avec la méme procédure on montre facilement que

(B.22) cDy X =

I'(l+va)

Enfin, 'équation (B.3) peut étre écrite comme

'+ ((1+v) a/)xm

(B.23) —ih [x*,D*] = —ihn (v,a).
Avec
(B.24) e I'(+av) Fl+(1+v)ae)

Comme on peut le voir,

(B.25) Cn (v,a) = RLn (v,a@).

Frl+(v-1a) T (1+va)
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ANNEXE C

LES APPROCHES SEMI-CLASSIQUE

C.1 Préambule

En physique, la quantification semi-classique est un procédé simplifié de quantifica-
tion d’'un systéme physique basé sur ses ingrédients classiques, incluant ses trajectoires.
Cette procédure simplifiée, qui ne fait pas appel a 'appareil mathématique complet de la
mécanique quantique, est considérée comme valide dans le régime semi-classique.

C.2 Approximation WKB (Wentzel, Kramers et Brillouin)

L'approximation WKB est un outil facile et efficace pour I'étude de systémes com-
plexes et les prévisions analytiques en physique atomique, moléculaire et nanophysique
ainsi que la description du rayonnement HAWKING dans les trous noirs. Elle permet éga-
lement de généraliser le concept de trajectoire pour une particule dans laquelle, en mé-
canique quantique "pure", ce concept est absent. Il constitue ainsi une passerelle entre
la mécanique classique et la mécanique quantique [113].

Cette approximation est fondée sur le fait que les solutions de I'équation de Schro-
dinger [12, 13] peuvent étre approchées par une fonction comportant des quantités gé-
néralement classiques.

Soit I'équation de Schrdédinger a 1D suivante :

h d?
Posons que :
(C.2) yx)=e ",

dont f (x) une fonction par rapport a la variable x, alors on obtient

lh 77 1 12 _
%f —%f +E -V =0.

(C.3)
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Approximation WKB (Wentzel, Kramers et Brillouin)

Dans I'approximation WKB, a la limite classique, la fonction f oscille trés rapidement, ce
qui revient a faire tendre 72 — 0. Ainsi, cette fonction peut étre définie comme une série
de puissance de i1 comme suit :

h n\’ n\"
(C.4) f=fo+?f1+(?) f2+"‘+(?) Ja
Dans I'approximation d’ordre zéro, c-a-d f = f,, en injectant dans (C.3) on trouve
ih 1 .,
) Y N o4 E _ =0.
(C.5) s [ + V=0

Dans la limite classique ou 2 — 0, la forme de (C.5) se réduit a :

L,
(C.6) ~5-fi’ +E-V =0.

La solution de (C.6) est triviale : on a donc
fo(x) = i/ V2m (E —V)dx
(C.7) = / pdx.

dont p est I'impulsion classique de la particule.
Passons maintenant a I'approximation d’ordre 1 dont

h

(C.8) f=fo+7f1,
alors on trouve

ih no\” 1 ho\
(C.9) —\|fot+t=fi] —=—|fo+Nfi *+E-V =0,

2m i 2m i
ou

ih i« . 1,

(C10) %(%+f0fl)_% (2)+E—V:0.

La connaissance des solutions de (C.6) conduit a :

(C.11) 20 + fofi =0,
donc

17 pl
(C.12) fl=- 0, .

' 2fo P

Ainsi

-1
(C.13) fi= ?lnp.
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Régle de quantification : Bohr-Sommerfeld-Wilson (BSW) et Einstein-Brillouin-Keller
(EBK)

Cette procédure de solutions est répétée de la méme maniére pour les ordres supérieurs.
Dans I'approximation d’ordre 1, la fonction d’onde ¥ (x) s’écrit par :

Nnorm 44 [ pdx

(C.14) ¥ (x) = ———

Pour le cas des énérgies dont E < V, la fonction p = v/2m (E — V) est imaginaire pure.
Alors

Nnorm +1 [|pldx

(C.15) Y(x)=———

est une exponentielle réelle.

Notez ici que I'acces aux valeurs propres se fait en espace de phase (x, p,) : Les
niveaux énergétiques peuvent étre représentés par une trajectoire dans I'espace des
phases (x, p,). En effet, I'énergie d’un systéme périodique est écrite dans son ensemble
par :

2

(C.16) E=2 vy
2m
Bohr, Sommerfeld et Wilson [79-81] ont admis que seulement certaines énergies sont

tolérées, celles dont I'aire de trajectoire associée, et par conséquent I'action, sont des
multiples entiers de 7.

C.3 Reégle de quantification : Bohr-Sommerfeld-Wilson (BSW)
et Einstein-Brillouin-Keller (EBK)

Le modele de Bohr-Sommerfeld envisageait d’ajouter une restriction a la quantifi-
cation de I'impulsion angulaire de I'électron avec une restriction supplémentaire sur la
quantification du rayon déterminé par "Wilson-Sommerfeld quantification restriction for-
mula" : La formule de Wilson-Sommerfeld visait a améliorer le modéle de Bohr de I'atome,
conduisant a la définition d’'un modéle de Bohr-Sommerfeld. En ce qui concerne la quan-
tification de I'atome d’hydrogéne, elle est attribuable a Bohr (1913) [79], donnant lieu au
célébre « modéle de Bohr» a orbites circulaires. Ce procédé a été élargi par Sommerfeld
pour inclure des orbites elliptiques [80, 81].

Donc, la quantification BSW consiste a n’autoriser que des actions multiples entiéres
(a une constante) du quantum d’action 7 et on pose que [79-81]

(C.A7) ‘7{ pdx = nh.

En 1917, Einstein [114] a généralisé la procédure Bohr-Sommerfeld-Wilson a un systéme
conservateur intégrable. La méthode générale d’Einstein a été clarifiée par Brillouin [115],
puis Keller [116], entrainant la quantification de EBK (Einstein-Brillouin-Keller) [114—116].

La quantification EBK consiste a ne permettre que des actions multiples entiéres (a
une constante) du quantum d’action;C; est un contour fermé sur le tore invariant, on
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Régle de quantification : Bohr-Sommerfeld-Wilson (BSW) et Einstein-Brillouin-Keller
(EBK)

pose :

(C.18) / pidq; = (n + “Z) A,
C;

Les entiers positifs @, sont des indices de Maslov [117].

La quantification semi-classique Einstein-Brillouin-Keller (EBK) [114—116]et 'index to-
pologique de Maslov [117] permettent de déduire les valeurs quantiques correctes pour
I'énergie d’un atome d’un électron tant relativiste que non relativiste. La quantification
EBK a été appliquée aux exemples unidimensionnels, aux formulations de défauts quan-
tiques, aux oscillateurs harmoniques unidimensionnels, aux atomes dans un fort champ
magnétique, etc. (voir I'article suivant [118]).

En conclusion, une méthode simple et semi-classique pour obtenir des résultats cor-
rects en mécanique quantique sans évoquer les mathématiques complétes de I'’équation
de Schrodinger est fourni par la quantification de I'action d’Einstein-Brillouin-Keller. Méme
si cette approche est un outil bien connu dans la théorie atomique et moléculaire, son uti-
lité et sa valeur ont été largement négligées dans la littérature.
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Abstract

In this paper, we investigate the quantum fractional of the one-dimensional Klein—
Gordon oscillator. By using a semiclassical approximation, the energy eigenval-
ues have been determined for oscillators. The obtained results show a remarkable
influence of the fractional parameter a on the energy eigenvalues. By considering
a unique energy spectrum, we present a simple numerical computation of the ther-
mal properties of a defined energy spectrum of a system. The Euler—Maclaurin for-
mula has been used to calculate the partition function and therefore the associated
thermodynamics quantities. Besides this, we also calculate the eigenfunctions of our
problem. The influence of the parameter @ on these functions as well as the probabil-
ity of density has been tested.

Keywords Fractional formalism - Klein—Gordon oscillator (KGO) - Semiclassical
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1 Introduction

Fractional calculus was established as an attempt to answer the question: Is it mean-

ingful to have a non-integer derivative (or even integral) orders? So, it is concerned
with the generalization of differentiation and integration to fractional orders. The
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Abstract—In this paper, we investigate the fractional version of the Duffin—Kemmer—Petiau oscillator
(DKP) in one dimension. By using a semi-classical approximation, the eigenvalues of the oscillator in ques-
tion have been determined. The results obtained show a remarkable influence of the fraction parameter on
the energy spectrum of scalar and vector particles. With the help of the form of the spectrum of energy, we
will have direct access to the numerical calculation of the thermodynamic quantities of our system concerned.
These quantities were obtained on the basis of the Euler-Maclaurin formula. Additionally, on the basis of the
fractional derivative of Riesz—Feller, the eigensolutions were also determined. The influence of the parameter

o. on these functions has been tested.
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1. INTRODUCTION

In relativistic quantum mechanics, the exact solu-
tions of motion equations are very important in the
understanding of physics that may be provided by such
solutions.

After the success of the Dirac equation in describ-
ing the relativistic particles of spin-1/2, many people
began to work on trying to find a similar first order
wave equation for spin-0 particles and spin-1 particles.
They thought that such a formalism would be prefera-
ble to the second order Klein—Gordon equation for
spin-0 particles and to the second order Proca equa-
tion for spin-1 particles [1].

The first major effort was initiated by de-Broglie,
who based his original investigations on 16 X 16 matri-
ces that were products of Dirac y matrix spaces. Petiau
[2] worked on the problem and was the first to obtain
the 16 x 16 DKP algebra. Geheniav decomposed the
algebra into the five, ten and trivial one dimensional
representations. Kemmer realized that the Proca
equations could be described as a set of coupled first-
order equations. Finally, Duffin [3] put the spin-0 and
spin-1 equations in a first order B-matrix form. Kem-
mer [4] extend his theory and write his well known
paper.

In the conventional relativistic approach, the inter-
action of S =0 and S =1 hadrons with different
nuclei has been described by the second-order Klein—
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Gordon (KG) equation for .§ = 0 and Proca equation
for S = 1 particles. In recent years, considerable inter-
est in has been devoted to examining the interactions
of particles have the spin .§ = 0 and .§ = 1 by using the
first-order relativistic Duffin—Kemmer—Petiau equa-
tion [5—26]. These examples, among others in the lit-
erature, in some cases break the equivalence between
the theories based on the DKP and KG and Proca
equations.

Over the recent few years, a lot of attention has
been given by both physicists and mathematicians to
different generalizations of the Schrudinger equation
to the case of the fractional order differential opera-
tors. The fractional calculus provides a set of axioms
and methods to extend the coordinate and corre-
sponding derivative definitions from integer » to arbi-

na” (Xi

x

n

trary order o, {x }, x > 0 in area-

sonable way [27].

The concept of fractional calculus originated from
Leibniz, has gained increasing interest during the last
two decades. However, only during the last decade
have scientific papers concerning fractional quantum
mechanics appeared. Application of the fractional cal-
culus to standard quantum mechanics is a new and
fast-developing part of quantum physics and the frac-
tional calculus with a variety of applications is a well
developed and well established field that was exten-
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