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Notations et Abréviations 

Notations : 

𝑅                                     Corps des nombres réels.  

𝑥(𝑡)                                Vecteur d’état de système. 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)             Fonctions non linéaire. 

𝑒(𝑥)                                L’écart entre la variable d'état à régler 𝑥et la référence 𝑥𝑑. 

𝜆                                     constante positif. 

𝑋𝑑(𝑡)                              Vecteur d’état désiré. 

𝑢(𝑡)                               Vecteur de commande. 

∀                                    Quel que soit. 

𝑥𝑒                                   Point d’équilibre du système. 

‖. ‖                                 Norme euclidienne. 

𝑉                                    Fonction de Lyapunov. 

𝑉                                      Dérivé de la fonction de Lyapunov. 

𝑆                                    Surface de glissement. 

𝑆 (𝑥)                               La dérivée de surface. 

𝑢𝑖                                   Vecteur de commande. 

𝑢𝑒𝑞                                 La commande équivalente. 

𝐾                                   Gain de glissement.  

𝑑(𝑥, 𝑡)                           Perturbations extérieures, 

𝛻𝑆                                 Vecteur gradient de la fonction 𝑆. 

𝑝1                                  Borne connue dans une bande de la surface. 

𝜃                                   L’angle du pendule. 



 
 

 

𝑚𝑝                                La masse du pendule. 

𝑚𝑐                                 La masse du chariot. 

𝑚𝑡  =  𝑚 𝑐 + 𝑚𝑝         La masse totale du chariot-pendule. 

𝐿                                    Demi longueur du pendule. 

𝑔                                    La pesanteur. 

 

Abréviations : 

CSV                              Commande à Structure Variable. 

MC                                Mode de Convergence. 

MG                                Mode Glissant. 

MRP                              Mode du Régime Permanant. 

CMG                             Contrôleur par Mode Glissant. 

SMC                              Sliding mode control 
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Introduction générale 

    En Automatique, la modélisation mathématique d’un système consiste à représenter le 

comportement dynamique du système par des équations mathématiques avec la précision 

souhaitée. Les modèles mathématiques obtenus sont généralement sous formes des équations 

différentielles linéaires (des systèmes linéaires) ou non linéaires (des systèmes non linéaires). 

    Les techniques de commande et d’analyse des systèmes linéaires sont très puissantes, parce 

qu’elles s’appuient sur des modèles linéaires (algèbre linéaire, équations différentielles linéaires 

à coefficients constants, fonctions de transfert…etc). Cependant, ces techniques de commande 

et d’analyse linéaires présentent plusieurs limitations : 

 La plupart des systèmes sont des systèmes non linéaires. 

 Certains phénomènes ne peuvent pas êtes décrits par des modèles linéaires. 

 Certains systèmes sont difficiles ou impossibles à modéliser. 

 Certains systèmes présentent des incertitudes dans leurs structures ou leurs paramètres 

ou bien dans les deux. 

    Cette définition explique la complexité et la diversité des systèmes non linéaires et des 

méthodes de commande et d’analyse qui s'y appliquent. Donc, Il n'y a pas une théorie générale 

pour les systèmes non linéaires, mais plusieurs méthodes adaptées à certaines classes des 

systèmes non linéaires. 

    Au cours des deux dernières décennies, un grand nombre de recherches a été dédié au 

problème de commande des systèmes non linéaires. Parmi ces techniques, on peut citer : la 

technique de commande basée sur la logique floue, les réseaux de neurones artificiels, le neuro-

flou, la commande adaptative, la commande prédictive, la commande par mode glissant, etc. 

Dans ce mémoire, on ne s’intéresse qu’à la technique de commande par mode glissant. 

    La technique de commande par mode glissant fait partie des contrôleurs à structure variable 

(CSV) qui se caractérisent par leur loi de commande discontinue.  

La technique de commande par mode glissant se divise en deux modes ou phases : mode de 

convergence et mode de glissement. Durant le mode de convergence, la trajectoire d’état du 

système est attirée vers une région prédéfinie qui s’appelle ‘’surface de glissement’’, et durant 

le mode de glissement, la trajectoire du système est commutée autour de la surface de 

glissement jusqu'à atteindre un état désiré. Durant le mode de glissement, la dynamique du 
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système est alors insensible aux perturbations extérieures et aux variations paramétriques du 

système. 

Parmi les propriétés principales de la commande par mode glissant, on peut citer : 

 Commande simple à mettre en œuvre.  

 La réponse dynamique rapide et la convergence en temps fini. 

 La stabilité asymptotique du système commandé.  

 La robustesse vis-à-vis aux variations paramétriques du système et aux perturbations 

externes. 

 La théorie de la commande par mode glissant s'adapte bien pour les systèmes dont la 

commande est discontinue, tels que  les convertisseurs électriques, les moteurs à courant 

continue, etc., qui ne fonctionnent qu'en mode discontinue.  

    Cependant, la commande par mode glissant présente un inconvénient majeur connu sous le 

nom de broutement ou chattering (commutations de hautes fréquences de signal de commandes 

provoquées par la partie discontinue de la commande). Donc, le système contrôlé par la 

commande par mode glissant est soumis à ces commutations de hautes fréquences, et ceci peut 

déstabiliser la précision de la commande, voire même détruire le système à contrôlé. 

    Il existe certaines méthodes permettant de réduire et éliminer le problème de chattering telles 

que : 

 Solution de couche limite : qui consiste à remplacer la partie discontinue dans la 

commande par des fonctions plus adéquates qui filtrent les hautes fréquences telles que : 

la fonction saturation, sigmoïde, tangente hyperbolique, etc. 

 Solution par mode glissant d’ordre supérieur : qui est basé sur le déplacement du 

problème de discontinuité qui est dû à l'élément de commutation de la loi en régime 

glissant sur les dérivées d'ordre supérieur de la variable de glissement, au lieu d'agir sur 

la première dérivée. 

L’organisation de ce mémoire se fait en trois chapitres :  

    Le premier chapitre sera consacré à quelques rappels sur les systèmes non linéaires, la théorie 

de stabilité des systèmes non linéaires ainsi que les différentes méthodes de commande linéaires 

et non linéaires. 

    Dans le deuxième chapitre, on présentera des notions fondamentales de la commande à 

structure variable et quelques concepts de base sur la théorie des modes glissants avec un 

exemple démonstratif traité par cette commande. 
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    Le dernier chapitre, sera une application de la technique de commande par mode glissant sur 

deux systèmes non linéaires multi-variables. Ces deux systèmes non linéaires sont le pendule 

inversé simple et double. L’objectif de la commande est de maintenir en équilibre vertical 

l'angle 𝜃𝑖 du pendule inversé (simple et double). La stabilité et la robustesse de la commande 

doivent êtres vérifiées.   
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1.1. Introduction  

Les systèmes non linéaires peuvent poser un défi lorsqu'il s'agit de les contrôler à l'aide de lois 

de commande linéaires, en particulier lorsque des exigences strictes en matière de précision, de 

vitesse et d'autres caractéristiques dynamiques des systèmes doivent êtres respectées. En effet, 

les lois de commande linéaires ne sont pas suffisamment robustes pour gérer les variations des 

paramètres, la dynamique négligée, les perturbations et les non-linéarités intrinsèques du 

système. 

Pour résoudre ce problème, divers outils ont été proposés dans la littérature pour développer 

des lois de commande insensibles à ces facteurs. Ces outils incluent l'utilisation de la géométrie 

différentielle pour la linéarisation du système, le contrôle basé sur la théorie de la stabilité de 

Lyapunov, la commande de la structure variable, la commande adaptative, la commande par 

mode glissant, etc. 

Il est important de noter que les outils mentionnés ci-dessus ne sont pas exhaustifs et que de 

nombreuses autres approches existent. Cependant, ils soulignent l'importance de la stabilité et 

la nécessité de tenir compte des non-linéarités du système lors de la conception des lois de 

commande. Ce faisant, nous pouvons nous assurer que le système reste stable et atteint les 

performances souhaitées malgré les non-linéarités présentes. 

1.2. Les systèmes non linéaires  

Ils se présentent comme un ensemble d’équations (différentielles par exemple) non linéaires, 

décrivant l’évolution temporelle des variables constitutives du système sous l’action d’un 

nombre fini de variables indépendantes appelées entrées ou variables de commandes, d’où 

simplement commandes, que l’on peut choisir librement pour réaliser certains objectifs. Les 

entrées peuvent êtres choisies en boucle ouverte c'est-à-dire ne dépendent que du temps, ou en 

boucle fermée, c'est-à-dire comme des fonctions des variables mesurées, appelées observations. 

Les systèmes linéaires peuvent êtres le lieu de plusieurs phénomènes. Par exemple, ils peuvent 

converger, en régime permanent, à différents points d’équilibres, contrairement aux systèmes 

linéaires, qui n’en possèdent qu’un seul. En effet un système non linéaire peut être défini 

simplement par le fait que c’est là où le théorème de superposition cesse d’être appliqué. Les 

non linéarités d’un système peuvent êtres naturels telle la saturation dans une machine 

électrique ou artificielle introduite par le concepteur des structures de commande [1]. 

1.2.1. Représentation des systèmes non linéaire  

Un phénomène est dit non linéaire lorsque ses grandeurs caractéristiques reliées entre elles ne 

varient par proportionnellement l’une par rapport à l’autre. Son comportement peut alors être 
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décrit par une expression, un modèle ou des équations faisant intervenir les variables autrement 

qu’au premier degré. 

La représentation générale d’un système non linéaire est de forme (1.1) : 

{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢(𝑡)
𝑦 = ℎ(𝑥)

                                                                                                                       (1.1) 

Où 𝑦 est la sortie du système, 𝑥 est le vecteur d’état et 𝑢 est le vecteur de commande𝑓(𝑥),𝑔(𝑥)et 

ℎ(𝑥) sont des fonctions non linéaires du vecteur d’état décrivant le système [2]. 

1.2.2. Système autonome  

L’évolution d’un système peut être définie par une équation différentielle de la forme: 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)                                                                                                                       (1.2) 

𝑥(𝑡): vecteur d’état. 

𝑢(𝑡): vecteur de commande. 

Dans ce chapitre nous nous limiterons à considérer des systèmes non commandés (entrée nulle 

; 𝑢(𝑡) = 0) Donnés par: 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡)                                                                                                                                (1.3) 

Un système est dit autonome si 𝑓(𝑡) ne dépend pas explicitement du temps 𝑡 : 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡))                                                                                                                                    (1.4) 

Sinon, le système est dit non autonome [3]. 

1.2.3. Systèmes à structure variables  

Lorsque la structure du système utilisé prend d'une façon discontinue deux ou plusieurs 

expressions, la notion de système à structures variables intervient. Il en découle les définitions 

suivantes :  

a. Définition 1  

Un système à structure variable est un système dont la structure change pendant son 

fonctionnement, il est caractérisé par le choix d’une structure et d’une logique de commutation. 

Ce choix permet au système de commuter d’une structure à l’autre à tout instant. De plus un tel 

système peut avoir de nouvelles propriétés qui n’existent pas dans chaque structure [4]. 

b. Définition 2  

Un système est dit à structure variable s’il admet une représentation par des équations 

différentielles du type : 

𝑥̇ = {

𝑓1(𝑋)  si la condition l est vérifie 

𝑓𝑛(𝑋)  si la condition 𝑛 est vérifie 

                                                                                    (1.5) 

Où 𝑓𝑖 les fonctions appartiennent à un ensemble de sous-systèmes de classe 𝐶𝑘. Par 
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conséquence, les systèmes à structures variables sont caractérisés par le choix d’une fonction 

et d’une logique de commutation [4]. 

1.2.4. Points d’équilibre  

𝑥𝑒est un point d’équilibre si: 𝑥(𝑡0) = 𝑥𝑒 ⇔ 𝑥(𝑡) = 𝑥𝑒 avec 𝑡 ≥ 𝑡0. 

Pour une représentation d’état : 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))                                                                                                                          (1.6) 

Les points d’équilibre sont les solutions de l’équation algébrique [5]: 

𝑓(𝑥(𝑡), 0) = 0                                                                                                                                      (1.7) 

1.3. Stabilité des systèmes non linéaires 

L’étude de la stabilité d’un système non linéaire est l’analyse du comportement des systèmes 

non linéaires, en particulier au voisinage des points d’équilibre. Ils existent deux méthodes dans 

le contexte de l’étude de la stabilité locale ou globale à savoir [6]:  

 Plan de phase. 

 Théorie de Lyapunov. 

1.3.1. Fonction de Lyapunov 

C’est une fonction scalaire positive utilisée pour garantir la stabilité des systèmes. 

Nous devons choisir la loi de commutation qui fera décroître cette fonction. 

Nous prenons la fonction de Lyapunov comme suite : 

𝑉 (𝑆) =
1

2
𝑆2(𝑥)                                                                                                                                   (1.8) 

Sa dérivée devient : 

𝑉̇(𝑆) = 𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥)                                                                                                                                 (1.9) 

Pour que 𝑉 décroisse, il suffit d’assurer que sa dérivée soit négative, ceci dit  𝑆 (𝑥)𝑆̇ (𝑥) <

0cette équation montre que le carré de la distance vers la surface [7], mesuré par 𝑆2(𝑥), diminue 

tout le temps, contraignant la trajectoire du système à se diriger vers la surface des deux côtés. 

Cette condition suppose un régime glissant idéal [8]. 

1.3.2. Théorème de stabilité 

Soit 𝑥∗ = 0 un point d’équilibre et 𝐷 ∈  𝑅 contenant 𝑥∗ = 0 s’il existe une fonction 𝑉 de classe 

𝐶1 telle que : 

𝑉 (0) =  0 𝑒𝑡 𝑉 (𝑥) >  0 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐷 \{0}                                                                                         (1.10) 

𝑉̇(𝑥) ≤  0 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐷                                                                                                                             (1.11) 

De plus, si : 

𝑉̇(𝑥) <  0 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐷 \{0}                                                                                                                    (1.12) 



Chapitre 1 :                                   Généralités sur la commande des systèmes non linéaires 

 

Page 7 

 

Alors 𝑥∗  =  0 est asymptotiquement stable [3]. 

1.3.3. Stabilité locale asymptotique: 

L’état d’équilibre 𝑥𝑒 = 0 est stable si il existe une fonction continûment dérivable 𝑉(𝑥) telle 

que : 

1)  𝑉(𝑥𝑒) = 0. 

2) 𝑉(𝑥𝑒) > 0 définie positive ∀𝑥 ∈ 𝐵𝑟 , 𝑥 ≠ 𝑥𝑒. 

3) 𝑉(𝑥𝑒) ≤ 0 semi-définie négative ∀𝑥 ∈ 𝐵𝑟 , 𝑥 ≠ 𝑥𝑒. 

Alors, 𝑥𝑒 est un point d’équilibre localement stable dans 𝐵𝑟. 

Où 𝑉̇ est la dérivée de 𝑉 par rapport au temps et 𝐵𝑟 est une région autour de 0. 

Quand 𝑉̇(𝑥) < 0 alors l’état d’équilibre est asymptotiquement stable.  

La fonction 𝑉(𝑥) est appelée fonction de Lyapunov. 

Ce théorème est une condition suffisante de stabilité, mais ne permet pas de guider l’utilisateur 

dans le choix de la fonction de Lyapunov et ne permet pas de conclure si on ne trouve pas une 

telle fonction. Une fonction de Lyapunov candidate est une fonction définie positive dont on 

teste la décroissance autour du point d’équilibre. L’étude des méthodes qui permettent de 

construire une fonction de Lyapunov candidate pour un système donné a motivé une littérature 

très abondante ces dernières décennies dont la revue dépasse le cadre de document. Les formes 

quadratiques sont les plus utilisées notamment les fonctions définies positives qui sont des 

intégrales premières (c’est-à-dire dont la dérivée temporelle est nulle) du système idéalisé (par 

exemple l’énergie totale d’un système mécanique idéalement conservatif) [3]. 

1.3.4. Stabilité globale asymptotique 

L’état d’équilibre 𝑥𝑒  =  0 est globalement asymptotiquement stable, s’il existe une fonction 

continûment dérivable 𝑉(𝑥) telle que [3]:  

1)  𝑉(𝑥𝑒) = 0. 

2) 𝑉(𝑥𝑒) > 0 définie positive ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑥 ≠ 𝑥𝑒. 

3) 𝑉(𝑥𝑒) < 0 définie négative ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑥 ≠ 𝑥𝑒. 

𝑉̇(𝑥) → − ∞ quand ║𝑋║ →  ∞. 

1.3.5. Stabilité d’une trajectoire 

Dans certains cas, les systèmes n’admettent pas de points d’équilibre, ou alors le point 

d’équilibre n’est pas stable. Pour autant, les trajectoires ne divergent pas. Divers cas peuvent se 

produire : 
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 Le système admet un domaine stable : il existe un domaine de conditions initiales 

(bassin d’attraction) tel que toutes les trajectoires restent comprises à l’intérieur du 

domaine stable. 

  Le système admet un domaine attractif : il existe un domaine de conditions initiales tel 

que toutes les trajectoires sont comprises dans le domaine attractif au bout d’un certain 

temps. 

 Le système admet une trajectoire stable. La stabilité d’une trajectoire peut être 

démontrée par l’application du deuxième théorème de Lyapunov [9]. 

1.3.6. La stabilité entrée/sortie 

La stabilité entrée/sortie est une forme particulière de stabilité des systèmes dynamiques 

étudiés en automatique. Un système est stable si à une entrée bornée correspond une sortie 

bornée ou la réponse libre du système tend vers zéro à l’infini [10]. Par simplification, si lasortie 

reste d’énergie finie tant que l’entrée est d’énergie finie. Une condition nécessaire et 

suffisante est que tous les pôles de fonction de transfert sont à parties réelles strictement  

négatives. 

1.3.7. Plan de phase  

Plan de phase est un outil graphique qui permet une analyse du comportement des systèmes du 

second ordre en régime libre (u = 0). Cet outil est basé sur la représentation dans l’espace d’état 

du système du second ordre, les trajectoires obtenues pour différentes conditions initiales et 

analyser d’un point de vue qualitatif les caractéristiques de ces trajectoires. La méthode de 

construction du plan ne nécessite pas nécessairement la résolution analytique des équations 

différentielles d’état. En revanche, il n’existe pas toujours de solutions analytiques aux 

trajectoires calculées dans l’espace des phases. Cette méthode, connue depuis longtemps, 

connaît un regain d’intérêt lié aux performances des calculateurs actuels qui 

rendent possible le calcul des trajectoires solutions par intégration numérique. Dans le cadre 

des systèmes asservis non linéaires, cette méthode est exacte et ne suppose pas de condition 

particulière [6]. 

1.4. Représentation d'Etat d’un système non linéaire affine en la 

commande  

1.4.1. Cas mono entrée /mono sortie  

Elle est caractérisée par une seule entrée et une seule sortie: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢                                                                                                                            (1.20) 

𝑦 = ℎ(𝑥)                                                                                                                                             (1.21) 
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Avec: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑢 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ 𝑅1. 

1.4.2. Cas multi entrée/multi sortie  

Elle est caractérisée par plusieurs entrées et plusieurs sorties: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝑔𝑖(𝑥)𝑢𝑖

𝑚

𝑖=1

                                                                                                                  (1.22) 

𝑦 = ℎ(𝑥)                                                                                                                                             (1.23) 

Avec: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑢 ∈ 𝑅𝑚 , 𝑦 ∈ 𝑅𝑝[11]. 

1.5. Commande des procédés non linéaires 

Parmi les nombreuses techniques de commande non linéaires, certaines ont fait l'objet de 

théories poussées. Dans ce paragraphe, nous rappelons les fondements et les aspects théoriques 

de la commande linéarisant, la commande par mode glissant et la commande backstepping.  

Dans les deux dernières décennies, la théorie de la commande par le retour d'état a connu des 

développements significatifs. Cette méthode est basée sur la théorie de la géométrie 

différentielle pour la commande des systèmes non linéaires. Parmi les techniques développées, 

on peut citer tout particulièrement la méthode de linéarisation par retour d'état avec découplage 

entrée – sortie (input output linearization control) [11]. 

1.5.1. Technique de la commande par backstepping  

La technique de commande par backstepping a été développée en 1991 par Kanellakopoulos. 

[13], elle est inspirée par les travaux de [14-15-16]. Cette technique offre une méthode 

systématique pour effectuer la conception d’un contrôleur pour les systèmes non linéaires. 

L’idée consiste à calculer une loi de commande afin de garantir pour une certaine fonction 

(Lyapunov) définie positive que sa dérivée soit toujours négative. L’objectif de cette technique 

est de calculer, en plusieurs étapes, une commande qui garantit la stabilité globale du système. 

Pour faciliter la compréhension, on considère le cas des systèmes non linéaires de la forme : 

{

𝑥̇1 = 𝑓1 + 𝑔1𝑥2

𝑥̇2 = 𝑓2 + 𝑔2𝑥3

⋮
𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢

                                                                                                                               (1.24) 

Où, 𝑓𝑖 et 𝑔𝑖 sont des fonctions non-linéaires connues tel que 𝑓(0) = 0  et 𝑓𝑖 (𝑥) ≠ 0, Ondésire 

faire suivre à la sortie 𝑦 = 𝑥1 le signal de référence 𝑦 𝑟. Le système étant d’ordre 𝑛, le design 

s’effectue en 𝑛 étapes. 

Étape 1 : 

On considère d’abord le premier sous-système : 

𝑥̇1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2                                                                                                                   (1.25) 
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Définissons la première variable 𝑧1 = 𝑥1 et la deuxième variable 𝑧2 = 𝑥2 − 𝛼1 , avec 𝛼1 défini 

comme une loi de commande virtuelle. 

La dérivée par rapport au temps de 𝑧1 est exprimée par : 

𝑧̇1 = 𝑥̇1 = 𝑓1 + 𝑔1𝑧2 + 𝑔1𝛼1                                                                                                          (1.26) 

Pour trouver la loi de commande virtuelle 𝛼1, nous construisons la fonction de Lyapunov 

suivante : 

𝐿1(𝑧1) =
1

2
𝑧1 

2                                                                                                                                     (1.27) 

Sa dérivée est exprimée par: 

𝐿̇1(𝑧1) = 𝑧1𝑧̇1 = 𝑧1𝑔1𝑧2 + 𝑧1(𝑓1 +  𝑔1𝛼1)                                                                                 (1.28) 

Un choix judicieux de 𝛼1 rendrait 𝐿̇1 négative et assurerait la stabilité du sous-système décrit 

par l’équation (1.25). Donc 𝛼1 est choisi comme suit:  

𝛼1 =
1

𝑔1

(−𝑓1 − 𝑐1𝑧1)                                                                                                                       (1.29) 

Où 𝑐1 >  0 est un paramètre de design. 

On substitue 𝛼1 dans (1.28) et dans 𝑧1 , on trouve : 

𝐿̇1 = −𝑐1𝑧1
2 + 𝑔1𝑧1𝑧2                                                                                                                       (1.30) 

𝑧̇1 = −𝑐1𝑧1 + 𝑔1𝑧2                                                                                                                            (1.31) 

Pour une stabilité globale, le dernier terme 𝑔1𝑧1𝑧2 dans 𝐿̇1 sera éliminé dans la prochaine étape. 

Étape 2 : 

On considère, dans ce cas, les deux premiers sous-systèmes : 

{
𝑥̇1 =  𝑓1 + 𝑔1𝑥2

𝑥̇2 = 𝑓2 + 𝑔2𝑥3
(1.32) 

Dans cette étape nous utilisons une nouvelle variable 𝑧3 = 𝑥3 − 𝛼2. 

La dérivée par rapport au temps de 𝑧2 est exprimée par : 

𝑧̇2 = 𝑓2 + 𝑔2𝑥3 − 𝛼̇1(1.33) 

La fonction de Lyapunov pour le second sous système est choisie comme suit : 

𝐿2(𝑧1, 𝑧2) = 𝐿1(𝑧1) +
1

2
𝑧2

2                                                                                                              (1.34) 

Sa dérivée par rapport au temps est exprimée par: 

𝐿̇2(𝑧1, 𝑧2) = 𝐿̇1 + 𝑧2𝑧̇2 = 𝐿̇1 + 𝑧2(𝑓2 + 𝑔2𝑥3 − 𝛼̇1)

= −𝑐1𝑧1
2 + 𝑧2(𝑓2 + 𝑔1𝑧1 + 𝑔2𝑥3 − 𝛼̇1)

= −𝑐1𝑧1
2 + 𝑔2𝑧2𝑧3 + 𝑧2(𝑓2 + 𝑔1𝑧1 + 𝑔2𝛼2 − 𝛼̇1)

                                                 (1.35) 

Pour rendre 𝐿̇2 négative, la loi de commande virtuelle 𝛼2 peut être choisie comme suit : 



Chapitre 1 :                                   Généralités sur la commande des systèmes non linéaires 

 

Page 11 

 

𝛼2 =
1

𝑔2

(−𝑓2 − 𝑐2𝑧2 − 𝑔1𝑧1 − 𝛼̇1)                                                                                              (1.36) 

Où 𝑐2 > 0 est un paramètre de design. 

On substitue 𝛼2 dans (1.35) et dans 𝑧2 , on trouve : 

𝐿̇2(𝑧1, 𝑧2) = −𝑐1𝑧1
2−𝑐2𝑧2

2 + 𝑔2𝑧2𝑧3                                                                                             (1.37) 

𝑧̇2 = −𝑐2𝑧2−𝑔1𝑧1 + 𝑔2𝑧3                                                                                                               (1.38) 

Pour une stabilité globale, le dernier terme 𝑔2𝑧2𝑧3 dans 𝐿̇2 sera éliminé dans la prochaine étape. 

Étape 3 : 

Le système (1.24) est maintenant considéré dans sa globalité. La nouvelle variable d’erreur 

est𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝛼𝑛−1. 

La dérivée par rapport au temps de 𝑧𝑛 est exprimée par : 

𝑧̇𝑛 = 𝑥̇𝑛 − 𝛼̇𝑛−1 = 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢−𝛼̇𝑛−1                                                                                              (1.39) 

La fonction de Lyapunov globale est exprimée par : 

𝐿𝑛(𝑧1, 𝑧2, … … … , 𝑧𝑛) = 𝐿𝑛−1(𝑧1, 𝑧2, … … … … … , 𝑧𝑛−1) +
1

2
𝑧𝑛

2                                              (1.40) 

Sa dérivée par rapport au temps est exprimée par : 

𝐿̇𝑛 = 𝐿̇𝑛−1 + 𝑧𝑛𝑧̇𝑛                                                                                                                              (1.41) 

Ce qui conduit à : 

𝐿̇𝑛 = ∑(−𝑐𝑖𝑧𝑖
2) + 𝑧𝑛(𝑓𝑛 + 𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1 + 𝑔𝑛𝑢

𝑛−1

𝑖=1

−𝛼̇𝑛−1)                                                            (1.42) 

Pour rendre la dérivée de la fonction de Lyapunov globale négative, la loi de commande 𝑢 est 

choisie comme suit : 

𝑢 =
1

𝑔𝑛

(𝑓𝑛 + −𝑐𝑛𝑧𝑛−𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1 − 𝛼̇𝑛−1)                                                                                   (1.43) 

où 𝑐𝑛 > 0 est un paramètre de design. 

On substituant 𝑢 dans (1.42) et dans 𝑧𝑛 ,  on trouve : 

𝐿̇𝑛 = ∑(−𝑐𝑖𝑧𝑖
2) ≤ 0

𝑛−1

𝑖=1

                                                                                                                      (1.44) 

𝑧̇𝑛 = −𝑐𝑛𝑧𝑛𝑔𝑛−1𝑧𝑛−1                                                                                                                (1.45) 

D’où la stabilité globale du système original (1.24) en boucle fermée est alors assurée. 

1.5.2. La commande Adaptative 

La commande adaptative est une technique de commande automatique qui permet d'ajuster le 

contrôleur en fonction des changements survenant dans le processus ou son environnement. 
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Bien que la commande robuste puisse également résoudre ce type de problème [14], la 

commande adaptative est particulièrement adaptée lorsque les perturbations sont importantes, 

que le modèle est incertain ou que les paramètres varient fortement dans le temps. Ce domaine 

de recherche a vu le jour dans les années 50 et connaît depuis trois décennies un essor important, 

représentant toujours un domaine de recherche très actif. 

Un contrôleur adaptatif est composé d'un module d'estimation en ligne de certains paramètres 

inconnus et d'un contrôleur qui utilise ces paramètres. Cette combinaison permet de concevoir 

et de commander deux approches différentes : la commande adaptative indirecte et la 

commande adaptative directe. 

1.5.3 La commande prédictive 

La commande prédictive est fondée sur le principe de considérer, à chaque instant, le 

comportement futur du système en utilisant un modèle numérique du système afin de prédire 

sa sortie sur un horizon fini. Cette technique offre plusieurs avantages, notamment la possibilité 

de prendre en compte des trajectoires prédéfinies dans le futur pour une consigne pré-calculée 

sur un certain horizon. L'objectif est de faire correspondre la sortie du système avec cette 

consigne sur un horizon fini en exploitant les informations de trajectoire pré-calculées [17]. 

De manière générale, la loi de commande prédictive est obtenue à partir de la méthodologie 

suivante: 

 Prédire les sorties futures du processus sur l’horizon de prédiction défini, en utilisant le 

modèle de prédiction. On dénote 𝑦(𝑡 + 𝑘/𝑡) les sorties prédites, 𝑘 =  0 … 𝑁 (N l'horizon de 

prédiction). Ces sorties sont dépendantes des valeurs de sorties et d’entrées du processus à 

commander connues jusqu’au temps 𝑡. 

 Calculer la séquence de signaux de commande, dénote par 𝑢(𝑡 + 𝑘/𝑡), 𝑘 = 0 …  𝑁 − 1 

en minimisant un critère de performance afin de mener la sortie du processus vers une sortie de 

référence. On dénote par 𝑤(𝑡 + 𝑘/𝑡), 𝑘 =  0 … 𝑁, d’habitude le critère de performance à 

minimiser est un compromis entre une fonction quadratique des erreurs entre 𝑦(𝑡 + 𝑘/𝑡) et 

𝑤(𝑡 + 𝑘/𝑡) et un coût de l’effort de commande. Par ailleurs, la minimisation d’une telle 

fonction peut être soumise à des contraintes sur l’état et plus généralement à des contraintes sur 

la commande. 

 Le signal de commande 𝑢(𝑡) est envoyé au processus tandis que les autres signaux de 

commande sont oubliés. Au temps 𝑡 + 1 on acquiert la sortie réelle 𝑦(𝑡 + 1) et on recommence 

aupremier [18-19]. 

1.5.4 La commande robuste 
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A pour objectif de concevoir des correcteurs à paramètres fixes qui sont capables de maintenir 

leurs propriétés même en présence de perturbations et d'incertitudes paramétriques du modèle 

qui s'appliquent dans une plage de fonctionnement donnée [12]. 

1.5.5 La Commande par mode glissant 

La technique de commande des systèmes à structure variable appelée "commande par mode 

glissant" est largement étudiée dans la littérature en raison de sa robustesse face aux variations 

paramétriques et aux perturbations externes. Son principe consiste à amener la trajectoire d'état 

du système sur une surface de glissement soigneusement choisie, puis à la faire glisser jusqu'au 

point d'équilibre [20-21]. 

Pour concevoir cette commande, trois étapes sont nécessaires. La première étape est la sélection 

de la surface de glissement, qui représente la dynamique souhaitée. La deuxième étape établit 

la condition d'existence du mode de glissement (attractivité), et la dernière étape consiste à 

déterminer la loi de commande qui maintiendra et fera glisser les trajectoires du système sur 

cette surface. Pour faciliter la compréhension, cette section considère une classe de systèmes 

SISO (Single Input Single Output) affines en la commande. Ainsi, le système non linéaire SISO 

affines en la commande est pris en compte, donné par (1.46) : 

{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢

𝑦 = ℎ(𝑥)
                                                                                                                          (1.46) 

Supposition 1.1 : la fonction 𝑔(𝑥)est supposée non nulle ( 𝑔(𝑥) ≠ 0 ). 

1.5.6 Commande par modes glissants d’ordre supérieur 

Emel’yanov et Levantovsky ont introduit les modes glissants d'ordre supérieur [22], qui 

étendent les modes glissants d'ordre 1 à un degré supérieur tout en conservant leur robustesse 

principale. Cette généralisation permet également de réduire leur principal inconvénient, qui 

est l'effet de "chattering "à proximité de la surface de glissement [23]. 

L'extension des modes glissants d'ordre 1 aux modes glissants d'ordre supérieur consiste à 

choisir une commande discontinue qui agit non pas sur la surface de glissement, mais sur ses 

dérivées supérieures. 

Cependant, l'inconvénient majeur de la commande en mode glissant d'ordre supérieur réside 

dans le besoin de connaître les variables d'état et leurs dérivées. En conséquence, la synthèse 

d'un contrôleur en modes glissants d'ordre 𝑟 nécessite l'utilisation des fonctions 

(σ, σ, ˙ σ, . . . , σ ¨ (𝑟 − 1)). 

1.5.7 Commande floue  
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Cette technique est adaptée pour formaliser les connaissances heuristiques exprimées par des 

règles, ainsi que pour intégrer ces connaissances dans le comportement des procédés en utilisant 

des informations numériques. Dans notre travail, nous nous concentrerons sur l'intégration de 

ces connaissances avec les informations numériques [13]. 

1.5.8 Commande par linéarisation entrée sortie  

La commande par linéarisation entrée-sortie est une méthode qui généralise les commandes de 

type vectoriel en assurant le découplage et la linéarisation des relations entre les entrées et les 

sorties d'un système. Cette approche suppose que l'ensemble du vecteur d'état du système est 

mesurable, ce qui permet de concevoir un retour d'état non linéaire assurant la stabilité du 

système en boucle fermée. De quelques travails dont le travail [68], ont démontré que cette 

technique de commande non linéaire présente des propriétés intéressantes, notamment en ce 

qui concerne le découplage entre le couple et le flux, la vitesse et le flux, le temps de réponse 

en couple, ainsi que la robustesse face aux la variations paramétrique.   

Grâce à la commande par linéarisation entrée-sortie, il est possible d'obtenir des performances 

améliorées en termes de contrôle des systèmes non linéaires. Cette approche permet de traiter 

de manière spécifique chaque variable d'entrée et de sortie, en assurant leur indépendance et 

leur linéarité. Ainsi, elle offre une plus grande flexibilité dans la conception des lois de 

commande et permet d'optimiser les performances du système dans différentes situations. 

Il convient de souligner que la commande par linéarisation entrée-sortie nécessite la mesure de 

l'ensemble du vecteur d'état, ce qui peut poser des défis en pratique en raison de contraintes 

physiques ou de coûts élevés des capteurs. Toutefois, cette méthode reste une approche 

prometteuse pour la commande de systèmes non linéaires, et des travaux de recherche 

supplémentaires sont nécessaires pour développer des techniques d'observation permettant 

d'estimer les états non mesurables avec précision. 

La commande par linéarisation entrée-sortie offre une approche intéressante pour la commande 

des systèmes non linéaires en assurant le découplage et la linéarisation des relations entre les 

entrées et les sorties. Elle présente des avantages en termes de découplage, de temps de réponse 

et de robustesse paramétrique. Cependant, la mesure complète du vecteur. 

1.6 Exemple illustratif 

Soit le système masse-ressort-amortisseur suivante : 

{

𝑥1̇ = 𝑥2

𝑥̇2 = −
1

𝑚
(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥1

3 + 𝑘𝑣𝑥2)
                                                                                                 (1.47) 

Le plan de phase de système est donné par la figure ci-dessous : 
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Figure.1.1: Portrait de phase de système (masse-ressort-amortisseur) 

 

 
Figure 1.2 : Evolution de 𝑥1 et 𝑥2 

1.7 Conclusion  
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Ce chapitre était un aperçu général sur les propriétés des systèmes non linéaires, y compris, les 

méthodes les plus utilisées pour analyser et assurer leurs stabilités. Nous avons également cité 

plusieurs méthodes qui peuvent êtres utilisées pour commander les systèmes non linéaires, en 

particulier la commande par mode glissant. Cette méthode est un moyen efficace d'atteindre la 

stabilité et la robustesse dans les systèmes non linéaires. Dans le chapitre suivant, nous 

approfondirons sur la commande par mode glissant et explorerons ses applications en détail. 

Dans l'ensemble, notre objectif est de fournir une compréhension globale des systèmes non 

linéaires et des différentes stratégies qui peuvent êtres utilisées pour les commandes. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                Chapitre 2 

La commande par mode glissant 
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2.1. Introduction 

La commande des systèmes non linéaires utilisant des lois de commande linéaires peut être 

insuffisante, en particulier lorsque les exigences de précision, de vitesse et d'autres caractéristiques 

dynamiques du système sont strictes. C'est là que les techniques de commande non linéaire, telles 

que la commande à structure variable (CSV), entrent en jeu. 

La commande à structure variable (CSV) est une approche de commande non linéaire qui se 

caractérise par sa loi de commande discontinue. Les commutateurs de commande sont basés sur 

des variables d'états, qui sont utilisées pour créer un "glissement" ou une "hypersurface" qui force 

la dynamique du système à correspondre à l'équation de l'hypersurface. Une fois que le système est 

sur cette hypersurface, on dit qu'il est en mode glissant. Tant que les conditions de glissement sont 

satisfaites, la dynamique du système reste insensible aux variations des paramètres, aux erreurs de 

modélisation (dans un domaine plus large que celui des approches de commande classiques) et à 

certaines perturbations. Cette propriété unique fait du CSV un outil attrayant pour commander les 

systèmes non linéaires avec une dynamique incertaine, des variations de paramètres et des 

perturbations. De plus, CSV offre une robustesse contre les erreurs de modélisation et le bruit. 

Cependant, la conception du CSV peut être difficile en raison de la nécessité de s'assurer que le 

mode de glissement est atteint rapidement et que le mouvement de glissement est maintenu avec 

précision. 

2.2. Système à structure variable  

La commande à structure variable par régime glissant, apparue depuis le début des années 60, grâce 

aux résultats théoriques du mathématicien A.F. Philipov, est une commande non linéaire basée sur 

l’utilisation d’un terme discontinu. Après les travaux développés par l’équipe du professeur 

Emelyanov en union Soviétique et à cause des problèmes de broutements et de réalisation, la 

commande à structure variable a attendu la fin des années soixante-dix pour connaître sa 

réapparition et son épopée avec l’avancée de l’électronique et l’informatique. En effet, cette 

commande est basée sur une commutation à haute fréquence pour un meilleur régime glissant [25]. 

2.2.1. Objectif de la commande par mode glissant  

L'objectif de la commande par mode glissant se résume en deux points essentiels : 
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 Synthétiser une surface𝑆(𝑥, 𝑡), telle que toutes les trajectoires du système obéissent un 

comportement désiré de poursuite, de régulation et de stabilité. 

 Déterminer une loi de commande (commutation)𝑈(𝑥, 𝑡)qui est capable d'attirer toutes les 

trajectoires d'état vers la surface de glissement et les maintenir sur cette surface [26]. 

2.2.2. Principes de la commande à structure variable en mode glissant  

Le régime glissant intervient de manière prépondérante dans la définition et les propriétés d’une 

classe de systèmes de commandes très importante. Un système à structure variable est un système 

dont la structure change son fonctionnement. Il est caractérisé par un choix de fonction et une 

logique de commutation. Ce choix permet de commuter d'une structure à une autre à tout instant 

de plus, un tel système peut avoir de nouvelles propriétés qui n'existent pas dans chaque structure. 

Dans la commande des systèmes à structure variable par le mode de glissement, la trajectoire d'état 

est amenée vers une surface. Puis à l'aide de la loi de commutation, elle obligé de rester au voisinage 

de cette surface, cette dernière est appelée surface de glissement et le mouvement le long de laquelle 

se produit système de commande à structure variable est définie pour chacune des composantes du 

vecteur de commande, 𝑢𝑖 : (𝑖 = 1,… ,𝑚). 

La forme d’une commande à structure variable : 

{
𝑢𝑖 = 𝑢𝑚𝑎𝑥        𝑠𝑖        𝑆𝑖  (𝑥) > 0
𝑢𝑖 = 𝑢𝑚𝑖𝑛        𝑠𝑖        𝑆𝑖  (𝑥) < 0

                                                                                                           (2.1) 

Telle que la condition d’accès soit vérifiée, c’est à dire telle que la trajectoire d’état atteigne la 

surface de commutation 𝑆(𝑥) = 0 en un temps fini [27]. 

2.2.3. Fonction de commutation  

La structure de commande se distingue par le signe d'une fonction vectorielle appelée 𝑆(𝑥), connue 

sous le nom de fonction de commutation. Dans les modèles linéaires, la fonction de commutation 

est définie comme une fonction linéaire de l'état : 

𝑆(𝑥) = [𝑆1(𝑥), 𝑆2(𝑥),… , 𝑆𝑚(𝑥)] = 𝐶𝑥 avec 𝐶 = [𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑚]. 

Chaque fonction scalaire de commutation 𝑆𝑗(𝑥) décrit une surface linéaire 𝑆𝑗(𝑥) = 0 avec :  𝑗 =

1,……𝑚 [26]. 

2.2.4. Hyperplan de commutation  

La surface de commutation associée au système de commande à structure variable défini 

précédemment 𝑆𝑗 = {𝑥 ∈  𝑅
𝑛: 𝑆𝑗(𝑥) = 0 , 𝑗 = 1,…… ,𝑚} est appelée hyper surface de glissement 

[26]. 
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2.2.5. Régime glissant  

Si pour tout vecteur d’état initial 𝑋(𝑡0) ∈ 𝑆 la trajectoire d’état reste dans l’hyper surface 𝑆𝑗 , 𝑋(𝑡) ∈

𝑆, ∀ 𝑡 > 𝑡0 alors 𝑥(𝑡) est un mode glissant pour le système [26].  

2.2.6. Surface de glissement  

Si tout point de 𝑆 tel qu’il existe des trajectoires d’état hors de 𝑆 le contenant alors la surface de 

commutation 𝑆 est appelée surface de glissement. Le but de système de commande à structure 

variable est d’amener asymptotiquement l’état du système à partir d’une condition initiale 

quelconque 𝑥(0) = 𝑥0 vers l’origine de l’espace d’état. 

Ce mode de glissement est souvent qualifie d’idéal du fait qu’il requiert pour exister, une fréquence 

de commutation infiniment grande. De fait, tout système de Commande comprendre l’hypersurface 

rend des imperfections telles que retards, hystérésis, qui imposent une fréquence de commutation 

finie [26]. La trajectoire d’état oscille alors dans un voisinage de la surface de glissement, 

phénomène appelé ''chattering'' ou broutement. La trajectoire dans le plant de phase est consistée 

de trois parties distinctes : 

a) Le mode de convergence (MC)  

    Le mode de convergence est un état de fonctionnement des systèmes dynamiques contrôlés par 

la technique des modes glissants. Dans ce mode, la variable à régler commence à partir de n'importe 

quel point du plan de phase et converge vers la surface de commutation 𝑆(𝑥) = 0. Cet état est 

atteint lorsque la fonction de commutation atteint son état d'équilibre, stabilisant ainsi le système. 

[28]. 

b) Le mode de glissement (MG)  

    Le mode de glissement est un état de fonctionnement des systèmes dynamiques contrôlés par la 

technique des modes glissants. Dans ce mode, la variable d'état du système atteint la surface de 

glissement prédéfinie et converge vers l'origine du plan de phase. Cet état est atteint lorsque la 

fonction de commutation est nulle, stabilisant ainsi le système autour du point de glissement [28]. 

c) Le mode du régime permanant (MRP) 

    Ce mode est un état de fonctionnement supplémentaire des systèmes dynamiques contrôlés par 

la technique des modes glissants. Ce mode est utilisé pour étudier la réponse du système autour 
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de son point d'équilibre et pour évaluer sa stabilité à long terme. En général, le MRP est atteint 

après la convergence du système vers le mode glissant ou de convergence [28]. 

 

Figure 2.1 : Différents modes pour la trajectoire dans le plant de Phase 

2.3. Différentes structures de contrôle par mode glissant  

Dans la littérature, on trouve trois configurations de base pour la synthèse de différentes 

commandes de commande à l'aide de la commande par mode glissant. La première correspond à la 

structure la plus simple où la commutation se produit au niveau de l'élément de commande lui-

même. On l'appelle la structure de commutation au niveau de l'organe de commande. La deuxième 

structure implique la commutation au niveau d'une boucle de rétroaction d'état, tandis que la 

dernière est une structure de régulation avec l'ajout de la commande de contrôle équivalente. Ces 

différentes structures ont des niveaux de complexité et de performance variables et sont souvent 

utilisées dans différentes applications en fonction des exigences spécifiques du système de 

commande [29]. 

2.3.1. Structure par commutation au niveau de l’organe de commande 

Le schéma d’une structure par commutation au niveau de l’organe de commande est donné sur la 

figure 2.2. Cette structure de commande est la plus classique et la plus usitée. Elle correspond au 

fonctionnement tout ou rien des interrupteurs de puissance associés dans une grande majorité 

d’application aux variateurs de vitesse. Elle a été utilisée pour la commande de moteurs pas à pas 

[26]. 
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Figure 2.2 : Structure de régulation par commutation au niveau de l'organe de commande [30] 

2.3.2. Structure par commutation au niveau d’une contre réaction d’état  

Nous pouvons consulter le schéma d’une telle structure sur la figure (2.3). D’après les études 

menées dans [31], c’est la structure là moins exigeante au niveau de la sollicitation de la commande. 

Elle a été mise en œuvre dans la commande de moteurs à courant continu et à aimants permanents, 

ainsi que dans la commande des machines à induction [32]. Elle s’appuie sur la commande par 

contre réaction d’état classique où le réglage de la dynamique du système est réalisé par les gains 

de réglage. Le non linéarité provient de la commutation entre les gains, donc on a créé une 

commutation au niveau de la dynamique du système. 

 

Figure 2.3 : Structure de régulation par commutation au niveau de là contre réaction d'état [30] 

2.3.3. Structure par commutation au niveau de l’organe de commande, avec 

ajout de la commande équivalente  

Une telle structure dont le principe est montré sur la figure (2.4), présente un réel avantage. Elle 

permet de pré-positionner l’état futur du système grâce à la commande équivalente qui n’est rien 

d'autre que la valeur désirée du système en régime permanent. L’organe de commande est beaucoup 
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moins sollicité, mais on est plus dépendant des variations paramétriques du fait de l’expression de 

cette commande équivalente [26]. 

 

Figure 2.4: Structure de régulation par ajout de la commande équivalente [30] 

Avec: 

𝑈𝑒𝑞: Vecteur de commande équivalente. 

𝛥𝑈 : Vecteur de commande discontinue. 

𝑋: Vecteur de variables d’état. 

𝑆(𝑋) : Fonction de commutation. 

2.4. Description du mode glissant  

2.4.1. Définition du mode glissant  

L'approche des modes glissants est une technique de commande de systèmes dynamiques non 

linéaires qui vise à amener la trajectoire d'état du système vers une surface de glissement prédéfinie. 

Cette surface de glissement est caractérisée par des propriétés mathématiques spécifiques qui 

permettent de concevoir une logique de commutation appropriée. Cette logique de commutation 

est ensuite utilisée pour faire commuter la trajectoire du système autour de la surface de glissement 

jusqu'à atteindre un état d'équilibre appelé point de glissement. Cette technique de commande est 

largement utilisée dans les domaines de l'ingénierie et de la robotique pour contrôler des systèmes 

complexes [26]. 

2.4.2. Explication du phénomène du glissement  

Le phénomène de glissement se produit lorsque des commutations continuelles se produisent entre 

les valeurs’’𝑈𝑚𝑎𝑥  ’’ et ’’ 𝑈𝑚𝑖𝑛’’. Cette observation est démontrée à l'aide de la figure II.5 pour un 

système à régler  du deuxième ordre avec les deux états’’𝑥𝑠1’’et ’’𝑥𝑆1’. 
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Figure2.5 : Démonstration de mode de glissement[54] 

Initialement, une hystérésis est introduite dans la loi de commutation 𝑆(𝑥𝑠) = 0 (la droite entrait 

mixte), ce qui entraîne des commutations le long des droites parallèles décalées de ± ∆ 𝑠ℎ. 

Lorsqu'une trajectoire 𝑼 = 𝑼𝒎𝒂𝒙 atteint le seuil inférieur de basculement avec 𝑈 =  𝑈𝑚𝑖𝑛  au point 

𝑎, elle est dirigée vers l'intérieur de la zone d'hystérésis et atteint le seuil supérieur de basculement 

au point 𝑏 où une commutation se produit avec 𝑈 =  𝑈𝑚𝑎𝑥 . Si la trajectoire continue vers 

l'intérieur, elle atteindra le seuil inférieur de basculement au point 𝑐, et ainsi de suite. Il y a donc 

un mouvement continu à l'intérieur de la zone d'hystérésis. Ce mouvement tend vers un régime 

stationnaire dans une certaine région où des commutations continues existent et où la fréquence de 

commutation est finie [54]. 

Le réglage par mode glissant est une méthode spécifique de fonctionnement des systèmes à 

structure variable. La théorie des systèmes à structure variable et les modes glissants associés 

constituent une technique de commande non linéaire caractérisée par une discontinuité de la 

commande lors du passage par une surface de communication appelée surface de glissement. 

2.5. Conception de la commande par mode glissant  

Dans le développement d'un régulateur de mode glissant, le problème de la stabilité et les 

performances désirées sont systématiquement pris en compte. Cette commande est 

particulièrement utile pour les systèmes non linéaires et incertains, car elle permet de compenser 
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les perturbations et d'assurer une réponse rapide et précise. Les étapes nécessaires à la mise en 

œuvre de cette commande nécessitent les étapes suivantes : 

 Le choix des surfaces de glissement. 

 L'établissement des conditions d'existence et de convergence. 

 La détermination de la loi de commande.  

Dans cette partie, nous considérons une classe de systèmes non linéaires donnée par son modèle 

d'état suivant : 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢                                                                                                                               (2.2) 

Où : 

𝑥 = [𝑥1, 𝑥2… 𝑥𝑛]
𝑇est le vecteur d’état du système, est la sortie du système, est l'entrée de 

commande, et𝑓(𝑥) et 𝑔(𝑥)sont deux fonctions continues non linéaires [49]. 

2.5.1. Choix de la surface de glissement  

La forme générale de la surface de glissement, qui permet généralement de garantir la convergence 

d’une variable de sortie vers sa valeur désirée, est celle proposée par « J.J.Slotinie » et qui donnée 

par suit [21]. 

𝑆(𝑥) = (
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑥)

𝑟−1

 𝑒(𝑥)                                                                                                                      (2.3) 

Avec : 

𝑒(𝑥): est l’écart de la variable à réguler. 

𝜆𝑥: est une constante positive choisie. 

𝑟: est le degré relatif. 

2.5.2. Condition d’existence de convergence  

On réalise la condition de glissement afin de contraindre les points représentatifs de la trajectoire 

à rester sur la surface de glissement. Nous retenons dans la littérature deux conditions, celle-ci 

correspondent au mode de convergence de l'état du système [50] : 

2.5.2.1. Fonction directe de commutation 

C'est la première condition de convergence, elle a été par Emtlianov et Utktn. Elle est donnée par: 

{
𝑆̇(𝑥) > 0   𝑠𝑖    𝑆(𝑥) < 0

𝑆̇(𝑥) < 0   𝑠𝑖    𝑆(𝑥) > 0
                                                                                                                        (2.4) 

A partir de ces deux inégalités en peut formuler la condition suivante : 

𝑆̇(𝑥)𝑆(𝑥) < 0                                                                                                                                              (2.5) 
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2.5.2.2. Fonction de Lyapunov 

La fonction de Lyapunov est un outil utilisé dans la théorie de contrôle afin d'assurer la stabilité 

des systèmes linéaires et non linéaires. Son principe consiste à définir une fonction scalaire positive 

𝑈(𝑥) > 0 pour les variables d'état du système, et à choisir une loi de commutation qui fera décroître 

cette fonction (𝑈(𝑥) < 0). En plus de garantir la stabilité, la fonction de Lyapunov est également 

utilisée pour évaluer les performances de la commande et étudier la robustesse du système. Elle 

joue un rôle essentiel dans la théorie de commande par mode glissant en assurant la convergence 

rapide et précise du système [34]. 

En définissant la fonction de Lyapunov par : 

𝑈(𝑥) =
1

2
𝑆2(𝑥)                                                                                                                                           (2.6) 

Et sa dérivée par : 

𝑈̇(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥)                                                                                                                                       (2.7) 

Pour que la fonction de Lyapunov décroisse, il suffit d’assurer que sa dérivée est négative. Ceci est 

vérifié si : 

𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥) < 0                                                                                                                                              (2.8) 

L'équation (2.8) exprime que le carré de la distance vers la surface, mesurée par 𝑆2(𝑋), diminue 

en permanence, obligeant ainsi la trajectoire du système à se rapprocher de la surface des deux 

côtés. Cette condition suppose un régime glissant idéal dans lequel la fréquence de commutation 

est infinie [34]. 

2.5.3. Calcul de la commande 

Une fois que la surface de glissement et le critère de convergence sont définis, la prochaine étape 

consiste à déterminer la commande nécessaire pour amener la variable à régler vers la surface, puis 

vers son point d'équilibre, tout en maintenant la condition de présence du mode glissant. La 

commande doit alterner entre les valeurs 𝑈𝑚𝑎𝑥  et 𝑈𝑚𝑖𝑛  en fonction du signe de la surface de 

glissement. Cependant, cette alternance peut entraîner des oscillations de très haute fréquence 

connues sous le nom de "chattering" dans le mode de glissement. Afin de prévenir ce phénomène, 

différentes techniques de lissage peuvent être utilisées, telles que la saturation et la régularisation, 

visant à réduire l'amplitude des alternances et à atténuer les oscillations [35]. 

Nous posons donc : 

𝑈 = 𝑈𝑒𝑞 +𝑈𝑑                                                                                                                                              (2.9) 
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𝑈𝑒𝑞  : Correspond à la commande équivalente proposée par Filipov et Utkin. Elle est calculée en 

reconnaissant que le comportement du système durant le mode de glissement est décrit par: 𝑆̇(𝑥) =

0. 

Alors pour la valeur de la commande discontinue 𝑈𝑑  : 

𝑈𝑑 = 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆(𝑥))                                                                                                                                 (2.10) 

Avec :𝐾 est un gain positif. 

 Si 𝐾 est très petit donc le temps de réponse sera très long.  

 Si 𝐾 est très grand donc il existe des fortes oscillations au niveau de l'organe de la 

commande. Ces oscillations peuvent exciter les dynamiques négligées (phénomène de 

''Chattering''). 

2.5.3.1. Commande équivalente  

La commande équivalente, représentée par le vecteur 𝑈𝑒𝑞 , est définie comme les équations du 

régime glissant idéal. Notre intérêt se porte sur le calcul de cette commande équivalente, suivie du 

calcul de la commande attractive du système défini dans l'espace d'état par l'équation (2.2) [36]. Le 

vecteur 𝑢 est constitué de deux éléments,𝑈𝑒𝑞  et 𝑈𝑑 soit : 

𝑈 = 𝑈𝑒𝑞 +𝑈𝑑                                                                                                                                            (2.11) 

L’utilisation des équations (2.2) et (2.11) permet d’obtenir la commande équivalente𝑈𝑒𝑞:  

Nous avons : 

𝑆̇(𝑥) =
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=
𝜕𝑆

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
=
𝜕𝑆

𝜕𝑥
[𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑈𝑒𝑞] +

𝜕𝑆

𝜕𝑥
[𝑔(𝑥, 𝑡)𝑈𝑑]                                           (2.12) 

En mode de glissement et en régime permanent, la dérivée de la surface est nulle (parce que : 𝑥 =

 0). Ainsi nous obtenons [27] : 

𝑈𝑒𝑞 = −[
𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑡)]−1 [

𝜕𝑠

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑡)] ; 𝑈𝑑 = 0                                                                                    (2.13) 

En portant 𝑈𝑒𝑞  dans l’équation (2.11), on obtient l’équation du régime glissant idéal : 

𝑋̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑔(𝑥, 𝑡)[
𝜕𝑆

𝜕𝑡
𝑔(𝑥, 𝑡)]−1

𝜕𝑆

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑡)                                                                               (2.14) 

Cette équation représente la dynamique du système équivalent dans la surface de glissement. La 

commande 𝑈𝑒𝑞  peut être interprétée comme étant la valeur moyenne que prend la commande 𝑈 lors 

des commutations rapides entre 𝑈+(𝑚𝑎𝑥) et 𝑈−(𝑚𝑖𝑛) (voir figure II.6). 
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Figure 2.6 : Commande équivalente 𝑈𝑒𝑞 

Tant que le régime glissant est assuré [condition (2.5) vérifiée], le système décrit par l’équation 

(2.2) est robuste et indépendant des variations des paramètres de la partie commandée. Il admet en 

outre des erreurs de modélisation, tant que ces variations et erreurs maintiennent les conditions du 

régime glissant qui s’effectue alors au voisinage de la surface de glissement 𝑆𝑗(𝑥)  =  0 [37] [51]. 

2.5.3.2. La commande commutant 

Il y a plusieurs formes de la commande commutant : 

2.5.3.2.1. La commande discontinue a base  

L’addition du terme 𝑢𝑑 à la loi de commande permet d’assurer l’attractivité de la surface de 

glissement S. Celle-ci est attractive si seulement si 𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥) < 0 [52]. Cette condition permet de 

définir la région dans laquelle le mode de glissement existe. 

Durant le mode de convergence, on remplace le terme 𝒖𝒆𝒒 par sa valeur donné par l'équation (2.13) 

dans l’équation (2.12). Nous obtenons donc une nouvelle expression de la dérivée de la   surface, 

soit : 

𝑆̇(𝑥) =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
{𝑔(𝑥, 𝑡). 𝑢𝑑}                                                                                                                          (2.15) 

Le problème revient à trouver 𝑢𝑑  tel que :  

𝑆(𝑥). 𝑆̇(𝑥) = 𝑆(𝑥)
𝜕𝑆

𝜕𝑥
{𝑔(𝑥, 𝑡). 𝑈𝑑} < 0                                                                                             (2.16) 

La solution la plus simple est de choisir 𝑢𝑑sous la forme de relais. Dans ce cas, la commande s’écrit 

comme suit [53]: 

𝑈𝑑 = 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆(𝑥))                                                                                                                              (2.17) 

En remplaçant l’expression (2.17) dans (2.16) on obtient : 

𝑆(𝑥). 𝑆̇(𝑥) =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑡). 𝐾. |𝑆(𝑥)| < 0                                                                                               (2.18) 
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Où le facteur 
𝝏𝑺

𝝏𝒙
𝒈(𝒙, 𝒕) est toujours négatif pour la classe de systèmes que nous considérons.  Le 

gain 𝑲 doit être positif afin de vérifier les conditions d’attractivité et de stabilité. 

2.5.3.2.2. Commande signe 

Plusieurs choix pour la commande discontinue 𝑈𝑑 peuvent être faits, parmi lesquelles la commande 

signe (Figure 2.7) qui est la plus fréquente, et la plus simple pour exprimer la commande 

discontinue 𝑈𝑑  =  [𝑈1, 𝑈2, , 𝑈𝑚] par cette fonction par rapport à 𝑆 = [𝑆1, 𝑆2 , , 𝑆𝑚 ], tel que : 

{
𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑆) = +1,      si     𝑆 > 0
𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑆) = −1,      si     𝑆 < 0

                                                                                                            (2.19) 

Alors, la commande s’écrit comme suit : 

𝑈𝑑 =  𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑆(𝑥))                                                                                                                               (2.20) 

 
Figure 2.7 : Représentation de la fonction "signe" 

En remplaçant l’expression (2.17) dans (2.16), on obtient : 

𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥) =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑡)𝐾 |𝑆(𝑥)| <  0                                                                                                  (2.21) 

Où le facteur 
𝜕𝑆

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑡) est toujours négatif pour la classe de système que nous considérons. Le 

gain 𝐾 est choisi positif pour satisfaire la condition (2.21). Le choix de ce gain est très influent car, 

s’il est très petit, le temps de réponse sera très long, et s’il est très grand, nous aurons des fortes 

oscillations au niveau de l’organe de la commande. Ces oscillations peuvent exciter les dynamiques 

négligées (phénomène de "Chattering"), ou même détériorer l’organe de commande [38]. 

2.5.3.2.3. Commande SAT  

Cette fonction représentée dans la figure II.8, est définit par [39]: 

𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆) 

𝑆 

−𝐾 

+𝐾 
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𝑠𝑎𝑡 (𝑆) = {

𝑆

𝜀
     si |

𝑆

𝜀
| ≤ 1

sign (
𝑆

𝜀
)      si |

𝑆

𝜀
| > 1

                                                                                                    (2.22) 

𝑈𝑑  : S’exprime donc comme :𝑈𝑑 = 𝑘𝑠𝑎𝑡(𝑆). 

𝜀: Représente la bande de transition de la surface de glissement. 

 

 
Figure 2.8 : Définition de la fonction SAT 

2.5.3.2.4.  Commande adoucie  

Afin de réduire progressivement la valeur de la commande 𝑢𝑑 en fonction de la distance entre la 

trajectoire de la variable à régler et la surface de glissement, il est nécessaire de définir une bande 

qui encadre la surface avec un ou deux seuils [40]. 

Trois zones distinctes peuvent être identifiées en fonction de la distance entre le point et la surface 

de glissement. Si la distance est supérieure au seuil 𝑒2, alors la fonction signe est activée. Si la 

distance est inférieure au seuil 𝑒2, alors 𝑢𝑑 est nulle (zone morte). Si le point se situe dans la bande 

délimitée par les seuils (𝑒1,𝑒2), alors 𝑢𝑑 est une fonction linéaire de la distance, avec une pente 

égale 
𝑘

𝑒2−𝑒1
 (représentée par une droite sur la figure II.9: 

−𝜀 

𝜀 

𝑠𝑎𝑡(𝑆) 

𝑆 

−𝐾 

𝐾 
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Figure 2.9: Fonction signe de la commande adoucie 

Dans cette méthode d'adoucissement utilisée pour limiter les oscillations, plus le seuil est 
grand, moins il y a des commutations. Néanmoins s'il est trop important, il y a problème de 
précision. En effet le système va évoluer dans la bande et risque donc de ne jamais atteindre le 
point désiré. 

2.6. Mode glissant pour les systèmes non linéaires 

2.6.1. Dynamique glissante 

Le régime glissant idéal, assuré grâce au vecteur commande équivalente 𝒖𝒆𝒒 s'effectue 

en satisfaisant la condition (2.8). Cette dernière devient en utilisant (2.2) : 

𝑆𝑥𝑓(𝑥) + 𝑆𝑥𝑔(𝑥)𝑢𝑒𝑞 = 0                                                                                                                      (2.23) 

Où 𝑺𝒙 est une matrice 𝒎×𝒏, dont les lignes correspondent aux vecteurs gradients de 𝑺𝒊(𝒙): 

𝑆𝑥 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑆1
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑆1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮
𝜕𝑆𝑚
𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑆𝑚
𝜕𝑥𝑛 ]

 
 
 
 

                                                                                                                          (2.24) 

On définit alors la commande équivalente: 

𝑢𝑒𝑞 = −(𝑆𝑥𝑔(𝑥))
−1
𝑆𝑥𝑓(𝑥)                                                                                                                  (2.25) 

Avec la condition que la matrice 𝑆𝑥𝑔(𝑥) soit inversible. 

En remplaçant u par 𝑢𝑒𝑞 (2.25) dans (2.2), il vient pour la dynamique glissante: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)(𝑆𝑥𝑔(𝑥))
−1
𝑆𝑥𝑓(𝑥)                                                                                                  (2.26) 

Remarques : 

−𝑒2 −𝑒1 

𝑢𝑑 

𝑆 

𝑒1 𝑒2 
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 Dans le cas des systèmes linéaires en entées, la dynamique glissante est la même selon 

1'approche de Filippov ou celle de [41], ce qui permet de conclure que celle-ci n'est rien 

d'autre que la dynamique annulative du système relativement à la sortie 𝑦 = 𝑆(𝑥). 

 La dynamique glissante est définie d'une façon intrinsèque à la surface 𝑆 et ne dépend pas 

des 𝑢𝑖
+(𝑥) et 𝑢𝑖

+(𝑥),(𝑖 = 1, . . . , 𝑚). 

2.6.2. Approche de la commande équivalente 

La dynamique glissante résulte de 1' action du champ équivalent, donné par la commande, appelée 

commande équivalente, qui rend la surface de glissement invariante [41]. Cette condition 

d'invariance a été reprise en utilisant les concepts de la géométrie différentielle [42-43-44].  

On considère des systèmes du type : 

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢                                                                                                                             (2.27) 

Avec : 𝑔 = [𝑔1……… . . 𝑔𝑛
𝑇] un champ de vecteurs définissant les gains de commande𝑢 ∈ ℛ uneloi 

de commande vérifiant : 

𝑢 = {
𝑢+    si 𝑆(𝑥) > 0

𝑢−    si 𝑆(𝑥) < 0
                                                                                                                           (2.28) 

Selon cette loi, le système présente un régime glissant caractérisé par la dynamique équivalente 

dans laquelle 𝑢𝑒𝑞 est la commande équivalente qui rend la surface de glissement 𝑆 invariante et 

vérifie, pour 𝑥 ∈ 𝑆, l'inégalité : 

𝑓𝑒𝑞 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢𝑒𝑞                                                                                                                            (2.29) 

𝑚𝑖𝑛(𝑢−(𝑥), 𝑢+(𝑥)) < 𝑢𝑒𝑞(𝑥) < 𝑚𝑎𝑥(𝑢
−(𝑥), 𝑢+(𝑥))                                                                 (2.29) 

En notant : 

𝑢𝑒𝑞 = 𝑚𝑖𝑛(𝑢
−(𝑥), 𝑢+(𝑥))                                                                                                                   (2.30) 

𝑢𝑒𝑞=𝑚𝑎𝑥(𝑢
−(𝑥), 𝑢+(𝑥))                                                                                                                     (2.31) 

On peut interpréter 𝑢𝑒𝑞 comme étant la valeur moyenne de 𝑢(𝑡) lors de la commutation rapide 

entre 𝑢𝑚𝑎𝑥 et 𝑢𝑚𝑖𝑛 [41].  

La commande équivalente correspond au régime glissant idéal (ni seuil, ni retard, ni hystérésis), 

c'est-à-dire pour lequel le glissement est décrit (2.33) en utilisant la condition d'invariance: 

 𝑆(𝑥) = 0           𝑒𝑡             𝑆̇(𝑥) = 0                                                                                                      (2.32) 

Il vient en développant les calculs : 

𝑆̇ = ⟨𝛻𝑆, 𝑓 + 𝑔𝑢𝑒𝑞⟩ = 0                                                                                                                         (2.33) 
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D’où: 

𝑢𝑒𝑞 = −
⟨𝛻𝑆, 𝑓⟩

⟨𝛻𝑆, 𝑔⟩
                                                                                                                                       (2.34) 

Avec la condition d'existence: 

𝑢𝑒𝑞 ≠ ⟨𝛻𝑆, 𝑔⟩                                                                                                                                            (2.35) 

En portant 1'expression de ueq dans (2.27), on obtient 1'équation du régime glissant idéal (solution 

des équations ((2.26), (2.27)) sur la surface 𝑆 = 0. 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢𝑒𝑞 = [𝐼 − 𝑔(𝑥)(⟨𝛻𝑆, 𝑔(𝑥)⟩)
−1𝛻𝑆]𝑓(𝑥)                                                           (2.36) 

2.6.3. Domaine de glissement 

La technique du réglage par mode glissement a connu des développements importants dans tous 

les domaines de la commande, tel que la commande des systèmes hydrauliques ou pneumatiques 

et la robotique [45]. Il existe des valves fonctionnant par tout ou rien qui ne possèdent que deux 

états stables : complètement ouvertes ou complètement fermées. Ces valves admettent des 

fréquences de commutation de quelques 10𝐻𝑧. 

Les entraînements électriques pour des machines-outils ou des robots qui nécessitent soit un 

réglage de la vitesse de rotation, soit un régalage de position, dans ce cas le comportement 

dynamique à haute performance à la possibilité de limiter facilement certaines grandeurs (comme 

le courant et la vitesse de rotation), sont des avantages incontestables en faveur du réglage par 

mode glissant [46]. 

Il faut mentionner que dans certains domaines tels que: les processus chimiques et métallurgies, où 

il y a des réglages qui font appel à des régulateurs à deux positions, le procédé par mode glissant 

peut apporter plusieurs avantages. 
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2.6.4. Invariance des régimes glissants vis-à-vis des perturbations 

Considérons le système perturbé décrit par l'équation suivante: 

𝒙̇ = 𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)𝒖 + 𝒑(𝒙)                                                                                                                  (𝟐. 𝟑𝟕) 

Dans cette équation 𝒑 représente les perturbations paramétriques du champ de vecteurs nominal 

𝒇(𝒙). 

L'invariance du régime glissant vis-à-vis de la perturbation 𝒑 peut être définie de la manière 

suivante [42]: 

Définition : 

Le régime glissant idéal présente une forte invariance vis-à-vis de la perturbation 𝒑 si la dynamique 

du système en mode de glissement idéal est indépendante du signal de perturbation 𝒑 [42]. 

Une condition suffisante pour l'invariance est énoncée dans le théorème suivant. Cette condition a 

été étendue aux systèmes multivariables non linéaires [42], ce qui correspond à la généralisation 

de la condition classique d'invariance vis-à-vis des perturbations externes [47]. 

Théorème : 

Le régime glissant sur la variété 𝑆 du système perturbé (2.37), satisfait les propriétés d'invariance 

vis-à-vis de p, si et seulement si le vecteur perturbation 𝑝appartient à l'espace engendré par la base 

𝑔(𝑥) [42] : 

𝑝 𝜖 𝑉𝑒𝑐𝑡{𝑔(𝑥)}                                                                                                                                         (2.38) 

Avec : 𝑉𝑒𝑐𝑡 l'espace engendré par la base 𝑔(𝑥). 

2.6.5. Robustesse par rapport aux perturbations  

Considérons le système dynamique défini par les équations suivantes : 

{

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖+1 ,   𝑖 = 1,… . , (𝑛 − 1)

𝑥̇𝑛 = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝑝(𝑡)
𝑦 = 𝑥1

                                                                                                        (2.39) 

Où 𝑝(𝑥, 𝑡) représente les perturbations extérieures, les variations paramétriques et l'effet de 

certaines non-linéarités. Nous supposons que l'hypothèse suivante est vérifiée : 

|𝑝(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑝1                                                                                                                                           (2.40) 

Est satisfaite. 

L’expression de 𝑆 est donnée par l’équation (2.41), soit : 

𝑆 =∑𝑐𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑐𝑛 = 1                                                                                                                                (2.41) 
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On désire assurer la condition d’attractivité 𝑆𝑆̇ ≤ 0 de la surface 𝑆(𝑥) = 0. En utilisant (2.39), le 

calcul de 𝑆𝑆̇ donne : 

𝑆𝑆̇ = 𝑆 (∑𝑐𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡) + 𝑝(𝑥, 𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

)                                                                        (2.42) 

Alors le bouclage à structure variable défini par : 

𝑢 =
1

𝑔(𝑥, 𝑡)
(−∑𝑐𝑖𝑥𝑖+1 − 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑝(𝑥, 𝑡)

𝑛−1

𝑖=1

)                                                                              (2.43) 

Nous garantissons l'attractivité de la surface 𝑆(𝑥) = 0 et maintenons l'évolution sur cette surface 

une fois qu'elle est atteinte, à condition que le gain de glissement 𝐾 soit supérieur à la borne 

maximale de la perturbation 𝑝(𝑥, 𝑡). Cette condition peut être exprimée comme suit, en utilisant 

l'équation (2.44) : 

𝐾 > 𝑝1(2.44) 

Où :𝑝1 est une borne connu dans une bande de la surface [48]. 

Exemple : commande d’un pendule inversé (poursuite) 

a) Commande discontinue  

Considérons le pendule inversé représenté par la figure II.10. En prenant comme vecteur d’état 

𝑋 = [𝜃, 𝜃̇]
𝑇
la dynamique du système peut être décrite par le système d’équations différentielles 

suivant [55] : 

{
 
 

 
 

𝒙̇𝟏 = 𝒙𝟐

𝒙̇𝟐 = 𝒇(𝑿) + 𝒃(𝑿)𝒖 + 𝒅(𝒕) =
𝒈 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟏 −

𝒎𝒑𝑳𝒙𝟐
𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟏

𝒎𝒑+𝒎𝒄

𝑳 (
𝟒

𝟑
−

𝒎𝒑 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟏
𝟐

𝒎𝒑+𝒎𝒄

)
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟏

𝒎𝒑+𝒎𝒄

𝑳 (
𝟒

𝟑
−

𝒎𝒑 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟏
𝟐

𝒎𝒑+𝒎𝒄

)
𝒖 + 𝒅(𝒕)

𝒚 = 𝒙𝟏

 (𝟐. 𝟒𝟓) 

Avec : 
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𝒙𝟏 = 𝜽 est l’angle du pendule et 𝒙𝟐 = 𝜽̇ la vitesse angulaire. 

 
Figure2.10 : Schéma de principe de pendule inversé 

Pour toute la démonstration, on définit les paramètres suivants [49]: 

Paramètre Valeur Description 

𝒎𝒄 𝟐. 𝟑 𝒌𝒈 La masse du chariot 

𝒎𝒑 𝟎. 𝟐 𝒌𝒈 La masse du pendule 

𝑳 𝟎. 𝟑 𝒎 Demi longueur du pendule 

𝒈 𝟗. 𝟖𝟏 𝒎 𝒔𝟐⁄  La pesanteur 

Tableau 2.1 : Paramètres de l’ensemble chariot et pendule 

On souhaite que la sortie ait une réponse du type deuxième ordre de constante de temps équivalente 

égale à 1/3 de seconde. Comme ce n’est pas possible ici, on choisit un comportement du type 

premier ordre avec la même constante de temps. Il en résulte pour l’expression : 

𝑆 = 𝜆𝑥𝑒 + 𝑒̇                                                                                                                                            (2.46) 

Avec: 𝑒 = 𝑥1𝑑 − 𝑥1.  

En utilisant l’équation (2.4), la condition de glissement devient  

𝑆𝑆̇ = 𝑆(𝝀𝒙𝑒̇ + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓(𝑋) − 𝑏(𝑋)𝑢 − 𝑑(𝑡)) < 0                                                                          (2.47) 

La résolution de cette inégalité, par rapport à la commande 𝑢 , fournit des solutions assurant 

l’évolution du système en régime glissant. Le bouclage 

𝑢 =
1

𝑏(𝑋)
(𝝀𝒙𝑒̇ + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓(𝑋) + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆))                                                                                   (2.48) 

𝑢(𝑥) 

𝜃 = 𝑥1 
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Assure l’attractivité de la surface S. 

La simulation a été réalisée pour : 

𝑑(𝑡) = sin(𝑡)                                                                                                                                        (2.49) 

Ensuite, pour satisfaire la condition d’attractivité de la surface et de robustesse de la commande on 

choisit un gain de glissement K > 2. 

L’évolution de la sortie et de la référence, la commande et de la surface de glissement sont 

représentées sur les figures 2.15-2.16 et le plan de phase est représenté sur la figure 2.17 pour un 

gain de glissement 𝐾 = 5 et avec une condition initiale 𝑥(0)  =  [0.5,0]𝑇. 

 
Figure 2.11 : Variation erreur angle du pendule 
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Figure 2.12: Variation de la position et la position désirée du char 

Figure 2.13:la variation erreur de la vitesse angulaire 
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 Figure 2.14 : variation de la position et la position désirée du chariot 

 

Figure 2.15: Variation de la surface 
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Figure 2.16 : Variation de la commande 

 

 

Figure 2.17 : Plan de phase et droite de glissement 
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Figure 2.18:Variation de la sortie et la référence 

La figure 2.11 montre que la variation erreur angle du pendule. La figure 2.12.et la figure 2 .14. 

Montre que la variation de la position et la position désirée du chariot. La figure 2.13. Montre que 

la variation erreur de la vitesse angulaire. La surface de glissement tendre vers zéro mais engendre 

un phénomène de "chattering" ou broutement comme présenté sur la figure 2.15. La figure 2.16 

montre que le système est soumis à chaque instant à une commande élevée afin d’assurer sa 

convergence vers l’état désiré. La figure 2.17 montre que le plan de phase à l’origine dans le régime 

permanant mais engendre un phénomène de "chattering" ou broutement dans le mode de 

glissement. La figure 2.18 montre que la variation la sortie 𝑦(𝑡) et la référence 𝑦𝑑(𝑡). Cette 

approche de commande (commande discontinue) permet d'atteindre l'objectif désiré, mais peut 

entraîner des oscillations qui se traduisent par un phénomène de broutement indésirable dans 

certaines grandeurs en pratique. 

b) Command continue 

En remplaçant la fonction 𝑆𝑖𝑔𝑛 ( 𝑆 ) par la fonction 𝑆𝑎𝑡(
𝑆

𝜀
), il en résulte pour l’expression de la loi 

de commande. 

L’évolution de la sortie et de la référence, la commande et de la surface de glissement sont 

représentées sur les figures 2.23-2.24 et le plan de phase est représenté sur la figure 2.25 pour un 

gain de glissement K = 8. 

𝑢 =
1

𝑏(𝑋)
(𝝀𝒙𝑒̇ + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓(𝑋) + 𝐾 𝑠𝑎𝑡 (

𝑆

𝜀
))                                                                                   (2.50) 
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Figure 2.19: Variation erreur angle du pendule 

 

Figure 2.20 : Variation de la position et la position désirée du chariot 
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Figure 2.21 : Variation erreur de la vitesse angulaire 

 

Figure2.22 : Variation de la position et la position désirée du chariot 
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Figure 2.23:Variation de la surface 

 
Figure 2.24: Variation de la commande 
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Figure 2.25 : Plan de phase et droite de glissement 

 
 Figure 2.26 : Variation de la sortie et la référence  

La Figure 2.19 montre que la variation erreur angle de pendule. La Figure 2.20 Montre comment 

le système suit la référence (la variation de la position et la position désiré du chariot). La 
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Figure 2.21 montre que la variation erreur de la vitesse angulaire lorsque tendre vers zéro. La 

Figure 2.22 montre que la variation entre la position et la position désirée du chariot. 

La Figure 2.23 montre que La variation de la surface Presque les mêmes résultats étaient là, mais 

voici des résultats plus proches du côté de ''chattering ''. La Figure 2.24 montre que la variation de 

la commande a lorsque remarquer l'absence de phénomène de "chattering" dans la commande. La 

Figure 2.25 montre que plan de phase et droite de glissement a lorsque Nous l'avons dessiné deux 

fois dans un point de repère, en utilisant une seule surface de glissement, où nous avons remarqué 

que convergé vers la surface de glissement et tendre vers zéro. La figure 2.26 montre que la 

variation de la sortie 𝑦(𝑡) et la référence 𝑦𝑑(𝑡). 

    Les résultats des simulations après l'application de la commande continue démontrent que 

l'utilisation d'une commande continue permet de réduire les effets des perturbations externes et des 

incertitudes, tout en éliminant le phénomène de "chattering" généré par l'utilisation d'une 

commande discontinue. 

2.7. Conclusion 

La commande à structure variable, telle que la commande par mode glissant, est une technique 

robuste adaptée pour garantir la fiabilité des systèmes de commande, même en présence de 

perturbations extérieures. Bien que la mise en œuvre pratique de la commande en mode glissant ait 

longtemps été entravée par des défis tels que le phénomène de broutement dû à la discontinuité de 

la commande, il a été possible de résoudre ce problème indésirable en introduisant une composante 

continue dans une bande fine de la surface de glissement. 

La commande en mode glissant offre ainsi une solution simple et efficace pour imposer un 

comportement dynamique souhaité dans les systèmes de commande. Elle se compose généralement 

d'une composante de basse fréquence et d'une autre de haute fréquence, ce qui permet de traiter 

différents types de perturbations de manière robuste. 

Malgré son apparition dans les années 60, la commande en mode glissant reste une approche 

prometteuse pour la réalisation d'une commande robuste et fiable dans diverses applications. Les 

avantages de cette technique résident dans sa capacité à maintenir une invariance lors du 

glissement, ce qui la rend appropriée pour les environnements avec des perturbations externes 

imprévisibles. 
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3.1. Introduction  

La commande par mode de glissant (CMG) est une commande non linéaire robuste développée 

en utilisant un schéma systématique. Cette approche est basée sur une surface de glissement ou 

plusieurs surfaces de glissements et le théorème de stabilité de Lyapunov. Le principal avantage 

de la commande par mode de glissant SMC est la possibilité de traiter les incertitudes du 

système sous les caractéristiques d'invariance de l'état de glissement du système, tout en 

garantissant la stabilité du système. Cependant, l'inconvénient de cette méthode est la 

discontinuité du signal de commande. Pour éviter cela, une approche consiste à remplacer la 

fonction de signe par une fonction de saturation, fonction tangente hyperbolique et la fonction 

signe de la commande adoucie…etc. 

Dans ce chapitre, nous étudierons une commande par mode glissant pour une classe des 

systèmes non linéaires multivariables. Pour ce faire, les systèmes de couplage sont divisés en 

plusieurs sous-systèmes, et plusieurs surfaces de glissement sont construites à travers les 

variables d'état du système découplé. Ensuite, une variable intermédiaire est introduite pour 

incorporer ces plusieurs surfaces de glissement. L'objectif est de concevoir un contrôleur par 

mode glissant pour commander un système multivariable et assurer sa stabilité et sa robustesse. 

3.2. Commande d’un système multi-variable (Une entrée deux sortie) d’ordre 

quatre  

Considérons la représentation d'état du système non linéaire d'ordre quatre peut être divisée en 

deux sous-systèmes commedécrite par le système d’équations différentielles suivant: 

{
(𝐴): {

𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡)

𝑥̇2(𝑡) = 𝑓1(𝑋, 𝑡) + 𝑏1(𝑋, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑑1(𝑡)

(𝐵): {
𝑥̇3(𝑡) = 𝑥4(𝑡)

𝑥̇4(𝑡) = 𝑓2(𝑋, 𝑡) + 𝑏2(𝑋, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑑2(𝑡)

                                                                        (3.1) 

Avec: 

𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4]
𝑇est le vecteur d’état. 

𝑓1(𝑋, 𝑡), 𝑓2(𝑋, 𝑡), 𝑏1(𝑋, 𝑡) et 𝑏2(𝑋, 𝑡) sont des fonctions non linéaires avec 𝑏1(𝑋, 𝑡) ≥ 𝑏1 ≥ 0 

et 𝑏2(𝑋, 𝑡) ≥ 𝑏2 ≥ 0, ∀𝑋. 

𝑢(𝑡) est la commande. 

𝑑1(𝑡) et 𝑑2(𝑡) sont des perturbations supposées comme étant bornées : |𝑑𝑖(𝑡)| ≤ 𝐷𝑖,  𝑑𝑖 = 1,2. 

On définit deux surface de glissement, 1S à savoir pour le sous-système A  et 2S pour le sous-

système B, sont définies: 

𝑆1 = 𝑐1𝑒1 + 𝑒2                                                                                                                                      (3.2) 

𝑆2 = 𝑐2𝑒3 + 𝑒4                                                                                                                                     (3.3) 
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Où 𝑐1 et 𝑐2 sont des constantes positives. 

Avec: 𝑒𝑛 = 𝑥𝑛𝑑 − 𝑥𝑛. 

A partir de la théorie des modes glissants présentée dans la section précédente, deux lois de 

commande peuvent être choisies : 𝑢1 pour le sous-système A et 𝑢2 pour le sous-système B, sous 

la forme suivante [57]: 

𝑢1 = 𝑢1 eq −𝐾1𝑆𝑎𝑡 (
𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡)

Φ1
) , avec 𝐾1 >

𝐷1
𝑏1(𝑋, 𝑡)

 ,
𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡)

𝛷1
< 1                       (3.4) 

Avec: 

𝑢1𝑒𝑞 =
𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡) − 𝑑1(𝑡)

𝑏1(𝑋, 𝑡)
                                                                           (3.5) 

Où 𝐾1 est le gain de commande pour 𝑢1 et Ф1 est la couche limite de 𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡). 

Et: 

𝑢2 = 𝑢2𝑒𝑞 − 𝐾2 Sat (
𝑆2𝑏2(𝑋, 𝑡)

Φ2
) ,avec 𝐾2 >

𝐷2
𝑏2(𝑋, 𝑡)

 ,
𝑆2𝑏2(𝑋, 𝑡)

𝛷2
< 1                               (3.6) 

Avec: 

𝑢2𝑒𝑞 =
𝑐2(𝑥̇3𝑑 − 𝑥4) + 𝑥̈3𝑑 − 𝑓2(𝑋, 𝑡) − 𝑑2(𝑡)

𝑏2(𝑋, 𝑡)
                                                                           (3.7) 

Où 𝐾2 est le gain de commande pour 𝑢2 et Ф2 est la couche limite de 𝑆2𝑏2(𝑋, 𝑡). 

Si l'on pose 𝑢1 = 𝑢2, il devient évident que cette commande permet de ramener rapidement les 

états 𝑥1 et 𝑥2 à la surface 𝑆1, puis de les y faire glisser jusqu'au point d'équilibre. De même, les 

états 𝑥3  et 𝑥4  peuvent être amenés à la surface 𝑆2  en utilisant 𝑢 = 𝑢2 , ce qui signifie 

essentiellement que ce régulateur ne peut commander qu'un seul des deux sous-systèmes à la 

fois. 

Pour le système décrit par l'équation (3.1) l'objectif est de trouver une loi de commande 𝑢 =

𝑢(𝑥) de sorte qui garantit la stabilité globale du système en boucle fermée, en assurant que 

toutes les variables d'état soient uniformément bornées et convergent asymptotiquement vers 

leur point d'équilibre. 

L'idée fondamentale de ce régulateur découplé consiste à diviser le système en deux sous-

systèmes distincts, A et B. Le sous-système A est composé de 𝑥1 et 𝑥2, avec sa surface de 

glissement correspondante 𝑆1, tandis que le sous-système  B est composé  de 𝑥3 et 𝑥4, avec sa 

surface de glissement correspondante 𝑆2. En se posant que la stabilisation du sous-système A 

est l'objectif principal, il est raisonnable de considérer les informations provenant du sous-

système B comme secondaires. Cependant, ces informations secondaires doivent être prises en 

compte par le sous-système A, ce qui nécessite l'introduction d'une variable intermédiaire 𝑧 
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pour représenter ces informations secondaires. Cette variable est incorporée dans la surface 𝑆1, 

qui prend la forme 𝑐1(𝑒1 − 𝑧) + 𝑒2. Ainsi, l'objectif principal est modifié pour que 𝑒1 = 𝑧, 

𝑒2 = 0, ou z est une fonction de 𝑆2 [58]. 

On peut choisir les expressions 𝑆1 et 𝑆2 comme étant: 

𝑆1 = 𝑐1(𝑒1 − 𝑧) + 𝑒2                                                                                                                          (3.8) 

𝑆2 = 𝑐2𝑒3 + 𝑒4                                                                                                                                     (3.9) 

Donc la loi de commande devient:  

𝑢 = 𝑢1 = 𝑢1𝑒𝑞 − 𝐾1 Sat (
𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡)

𝛷1
)                                                                                         (3.10) 

Avec: 

𝑢1𝑒𝑞 =
𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2 − 𝑧̇) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡) − 𝑑1(𝑡)

𝑏1(𝑋, 𝑡)
, 𝐾1 >

𝐷1
𝑏1(𝑋, 𝑡)

                                     (3.11) 

La valeur de l’état 𝑧 peut être limitée en posant: 

|𝑧| ≤ 𝑧𝑈 , 0 < 𝑧𝑈 < 1                                                                                                                        (3.12) 

où 𝑧𝑈  est la valeur maximale de|𝑧|.  

La variable 𝑧peut être définie par: 

𝑧 = 𝑆𝑎𝑡 (
𝑆2
𝛷𝑧
)𝑧𝑈 , 0 < 𝑧𝑈 < 1                                                                                                 (3.13) 

 

Avec: 

Ф𝑧 est la bande limite de la surface de glissement 𝑆2 qui assure le lissage de la commande et 

le maintien de l’état du système dans cette bande. À partir de l’équation  (3.13) si 𝑆2 ≠ 0 alors 

𝑍 ≠ 0 , si 𝑆2 → 0  alors 𝑍 → 0 , et 𝑥1 → 0  et 𝑆1 → 0  et l’objectif de la commande peut être 

achevé [59]. 
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Figure 3.1 : Schéma de principe de la commande par mode glissant 
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3.3 Analyse de la stabilité  

Afin de démontrer la stabilité du système, la fonction candidate de Lyapunov suivante est 

considérée : 

𝑉(𝑆) =
1

2
𝑆1
2                                                                                                                                        (3.14) 

Dont la dérivée temporelle est : 

𝑉̇(𝑆) = 𝑆1(𝑋, 𝑡)𝑆̇1(𝑋, 𝑡)                                                                                                                   (3.15) 

𝑆̇1(𝑋, 𝑡) = 𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2 − 𝑧̇) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡) − 𝑏1(𝑋, 𝑡)𝑢(𝑡) − 𝑑1(𝑡)                               (3.16) 

A partir de l’équation (3.16) on obtient: 

𝑉̇(𝑆) = 𝑆1(𝑋, 𝑡)(𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2 − 𝑧̇) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡) − 𝑏1(𝑋, 𝑡)𝑢(𝑡) − 𝑑1(𝑡)                    (3.17) 

Avec: 

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑒𝑞(𝑡) + 𝑢𝑑(𝑡)                                                                                                                    (3.18) 

Et : 

𝑢1𝑒𝑞 =
𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2 − 𝑧̇) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡) − 𝑑1(𝑡)

𝑏1(𝑋, 𝑡)
                                                                 (3.19) 

En remplaçant (3.18) par son expression, la relation (3.17) devient :  

𝑉̇(𝑆) = 𝑆1(𝑋, 𝑡) (𝑐1(𝑥̇1𝑑 − 𝑥2 − 𝑧̇) + 𝑥̈1𝑑 − 𝑓1(𝑋, 𝑡)  

− 𝑑1(𝑡)𝑏1(𝑋, 𝑡) (𝑢𝑒𝑞(𝑡) + 𝑢𝑑(𝑡)))                                                                  (3.20) 

A partir de l’équation (3.19), on obtient : 

𝑉̇(𝑆) = 𝑆1(𝑋, 𝑡)(−𝑏1(𝑋, 𝑡)(−𝑢̌1𝑒𝑞 + 𝑢1𝑒𝑞 + 𝑢𝑑)                                                                     (3.21) 

Avec : 

𝑘(𝑡) = 𝑢1𝑒𝑞 − 𝑢̌1𝑒𝑞 ,   0 ≤ 𝑘(𝑡) ≤ 𝐾                                                                                             (3.22) 

Et : 

𝑢𝑑 = 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡))                                                                                                                (3.23) 

A partir de l’équation (3.22) et (3.23), on obtient : 

𝑉̇(𝑆) = −𝑆1(𝑋, 𝑡)𝑏1(𝑋, 𝑡) (𝑘(𝑡) + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆1𝑏1(𝑋, 𝑡)))                                                        (3.24) 

Alors: 

𝑉̇(𝑆) = −𝑘(𝑡)𝑆1(𝑋, 𝑡)𝑏1(𝑋, 𝑡) − 𝐾|𝑆1(𝑋, 𝑡)𝑏1(𝑋, 𝑡)|                                                              (3.25) 
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Donc: 

𝑽̇(𝑺) < 𝟎                                                                                                                                         (𝟑. 𝟐𝟔) 

Alors la fanction de lyapounov définie négative.  

Donc, le systéme est asymptotique stable. 

3.4. Exemple d’application (Système : pendule inversé)  

Le système se compose d’un chariot mobile en translation supportant un pendule libre en 

rotation comme le montre la figure 3.2.  

 
En exerçant une force horizontale )(tu  sur le chariot, le chariot se déplace à la position x  

provoquant la rotation du pendule d'un angle  . Le pendule inversé est un système instable en 

boucle ouverte, non linéaire et multivariable. 

 La commande de ce système doit réaliser: 

 la stabilisation du pendule autour de sa position d’équilibre, en partant d'une condition 

initiale )0( comprise dans l'intervalle [ 2/ , 2/ ]. 

 la stabilisation du chariot dans la position 0x , en partant d'une condition initiale )0(x

comprise dans l'intervalle [ m1 , m1 ].  

 Le mouvement peut être décrit par les équations différentielles suivantes 

[60]:

{
  
 

  
 
𝑥̇1 = 𝑥2

𝑥̇2 =
𝑚𝑡𝑔sin 𝑥1−𝑚𝑝𝐿sin 𝑥1cos 𝑥1𝑥2

2+cos 𝑥1𝑢

𝐿(
4

3
𝑚𝑡−𝑚𝑝cos

2 𝑥1)
+ 𝑑(𝑡)

𝑥̇3 = 𝑥4

𝑥̇4 =
4

3
𝑚𝑝𝐿𝑥2

2sin 𝑥1+𝑚𝑝𝑔sin 𝑥1cos 𝑥1
4

3
𝑚𝑡−𝑚𝑝cos

2 𝑥1
+

4

3(
4

3
𝑚𝑡−𝑚𝑝cos

2 𝑥1)
𝑢 + 𝑑(𝑡)

                                 (3.27) 

    Figure 3.2. Schéma de principe du simple pendule inversé 
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Avec:𝑥1 = 𝜃 , 𝑥2 = 𝜃̇ , 𝑥3 =  𝑥 , 𝑥4 = 𝑥̇. 

)(tu  : représente la commande appliquée sur le chariot. 

x  : représente la position du chariot.   

  : représente l’angle du pendule. 

pct mmm   : représente la masse totale du chariot-pendule. 

Paramètre Valeur Description 

𝒎𝒄 𝟏 𝒌𝒈 La masse du chariot 

𝒎𝒑 𝟏 𝒌𝒈 La masse du pendule 

𝑳 𝟎. 𝟓 𝒎 Demi longueur du pendule 

𝒈 𝟗. 𝟖𝟏 𝒎 𝒔𝟐⁄  La pesanteur 

Tableau 3.1 : Paramètres de l’ensemble chariot et pendule 

Les résultats de simulation sont donnés sur les figures suivantes pour une condition initiale 

 Tx 0;5.0;0;5.0)0(  , pour un régulateur par mode glissant dont les paramètres sont:𝑐1 =

6,𝑐2 = 0.7 ,𝑘 = 90,𝛷1 = 5, 𝛷𝑧 = 8.5812, 𝑧𝑈 = 0.8124. 

 

Figure 3.3: Variation erreur angle du pendule 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5
la variation erreur angle du pendule

temps (sec)

er
re

ur
 d

e 
an

gle
 d

u 
pe

nd
ule

 [d
eg

ré
]



Chapitre 3 :       Commande des systèmes non linéaires multivariables par mode glissant 

Page 53 

 

Figure 3.4: Variation erreur de la vitesse angulaire 

 

Figure 3.5: Variation erreur de la position du chariot 
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Figure 3.6: Variation erreur de vitesse du chariot 

Figure 3.7: Variation de la surface S1(t) 
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Figure 3.8: Variation de la surface S2(t) 

On observé que l'erreur de poursuite du système convergent vers les points d'équilibre (illustrés 

par les figures 3.3 et 3.4 et 3.5 et 3.6), tandis que les surfaces de glissement S1 et S2 tendent 

vers zéro (figure 3.7 et 3.8). 

 

Figure 3.9: Variation de la variable intermédiaire z 
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Figure 3.10: Variation de la commande 

On à observer que la variable intermédiaire z et la commande appliqué convergent vers zéro 

(figure 3.9 et 3.10). 

On Remarque que malgré la présence de la perturbation externe le système tous les erreurs 

convergent vers zéro. 

 

Figure 3.11: Plan de phase et droite de glissement S2 
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Figure 3.12: Plan de phase et droite de glissement S1 

On à observer que la représentation des plans de phase est dans le régime permanant (figure 

3.11 et 3.12). 

 

Figure 3.13 : Variation d'angle du pendule et la variable z 
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Figure 3.14 : Variation de la position et la position désiré du chariot 

Figure 3.15: Variation de la vitesse et la vitesse désirée du chariot 
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vitesse désirée de chariot (figure 3.13 et 3.14et 3.15). Cette poursuite est réalisée en minimisant 

l'erreur de poursuite et en assurant la stabilité du système. 

3.5. Commande d’un système multi-variable (Une entrée trois sortie) 

Soit le système non linéaire décrit par la représentation d’état suivante [61-62]: 
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{
 
 

 
 
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡)
𝑥̇2(𝑡) = 𝑓1(𝑋, 𝑡) + 𝑏1(𝑥)𝑢 + 𝑑1(𝑡)

𝑥̇3(𝑡) = 𝑥4(𝑡)
𝑥̇4(𝑡) = 𝑓2(𝑥) + 𝑏2(𝑥)𝑢 + 𝑑2(𝑡)
𝑥̇5(𝑡) = 𝑥6(𝑡)
𝑥̇6(𝑡) = 𝑓3(𝑥) + 𝑏3(𝑥)𝑢 + 𝑑3(𝑡)

                                                                                           (3.28) 

Avec : 

𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6]
𝑇est le vecteur d’état, 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥), 𝑏1(𝑥), 𝑏2(𝑥) et 𝑏3(𝑥) sont 

des fonctions non linéaires 𝑏1(𝑥) ≥ 𝑏1 > 0 , 𝑏2(𝑥) ≥ 𝑏2 > 0 , 𝑏3(𝑥) ≥ 𝑏3 > 0 , u est la 

commande, et𝑑1(𝑡), 𝑑2(𝑡) et 𝑑3(𝑡)sont des perturbations supposées comme étant bornées : 

|𝑑𝑖(𝑡)| ≤ 𝐷𝑖 et 𝑖 = 1,3. 

On définit trois surface de glissement 𝑆1,𝑆2et 𝑆3: 

𝑆1 = 𝑐1𝑥1 + 𝑥2                                                                                                                                   (3.29) 

𝑆2 = 𝑐2𝑥3 + 𝑥4                                                                                                                                  (3.30) 

𝑆3 = 𝑐3𝑥5 + 𝑥6                                                                                                                                  (3.31) 

A partir de la théorie de mode glissant présentée dans la partie précédente, on peut choisir une 

loi de commande de la forme [62] : 

𝑢1 = 𝑢1 eq −𝐾1𝑆𝑎𝑡 (
𝑆1𝑏1(𝑥)

Φ1
) , 𝐾1 >

𝐷1
|𝑏1(𝑥)|

                                                                          (3.32) 

Avec         

𝑢1𝑒𝑞 =
−𝑐1𝑥2 − 𝑓1(𝑥)

𝑏1(𝑥)
                                                                                                                     (3.33)

 

Et 

𝑢2 = 𝑢2𝑒𝑞 − 𝐾2𝑆𝑎𝑡(𝑆2𝑏2(𝑥) 𝛷2⁄ ), 𝐾2 >
𝐷2

|𝑏2(𝑥)|
                                                                      (3.34)

 

𝑢3 = 𝑢3𝑒𝑞 − 𝐾2𝑆𝑎𝑡(𝑆2𝑏2(𝑥) 𝛷3⁄ ), 𝐾3 >
𝐷3

|𝑏3(𝑥)|
                                                                      (3.35) 

Il est évident que si on pose 𝑢 = 𝑢1, cette commande permet de ramener le plus rapidement 

possible les états 𝑥1, 𝑥2  sur la surface 𝑆1, puis de les y faire glisser jusqu’au point d’équilibre.  

La même chose sera pour les états 𝑥3, 𝑥4 avec 𝑆2 si on prend 𝑢 = 𝑢2 et la même chose  pour les 

états 𝑥5, 𝑥6 avec 𝑆3 si on prend 𝑢 = 𝑢3, autrement dit ce régulateur ne peut commander que 

l’un des trois sous-systèmes. 

Pour le système donné par l’équation (3.28) on cherche à déterminer une loi de commande 𝑢 =

𝑢(𝑥) de sorte que le système en boucle fermée soit globalement stable, dans le sens où toutes 

les variables d’état soient uniformément bornées et convergent asymptotiquement vers leurs 

point d’équilibre. 
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L’idée principale de ce régulateur découplé consiste à décomposer le système en trois sous-

systèmes A, B et C, le sous-système A est constitué de 𝑥1, 𝑥2  et sa surface de glissement 

correspondante est 𝑆1  le sous-système B est constitué de 𝑥3, 𝑥4 et sa surface de glissement 

correspondante est 𝑆2 et le sous-système C est constitué de 𝑥5, 𝑥6  et sa surface de glissement 

correspondante est 𝑆3. En supposant que l’objectif essentiel est de stabiliser le sous-système A, 

il est raisonnable de considérer l’information venant du sous-système B et du sous-système C 

comme étant secondaire, et cette information secondaire doit être prise un compte par le sous-

système A, une variable intermédiaire 𝑧 qui représente donc cette information secondaire est 

incorporée en 𝑆1. En suite la surface 𝑆1 prend la forme 𝑐1(𝑥1 − 𝑧) + 𝑥2, ce qui signifie que 

l’objectif principal est changé à 𝑥1 = 𝑧 , 𝑥2 = 0 , ou 𝑧 est une fonction de 𝑆2 et 𝑆3. 

On peut choisir la valeur de 𝑆1, 𝑆2 et 𝑆3 comme étant : 

𝑆1 = 𝑐1(𝑥1 − 𝑧) + 𝑥2                                                                                                                       (3.36) 

𝑆2 = 𝑐2𝑥3 + 𝑥4                                                                                                                                    (3.37) 

𝑆3 = 𝑐3𝑥5 + 𝑥6                                                                                                                                  (3.38) 

Donc la loi de commande devient : 

𝑢 = 𝑢1 = 𝑢1 eq − 𝐾1𝑆𝑎𝑡 (
𝑆1𝑏1(𝑥)

𝛷1
)                                                                                            (3.39) 

Avec 

𝑢1𝑒𝑞 =
−𝑐1𝑥2 − 𝑓1(𝑥)

𝑏1(𝑥)
                                                                                                                     (3.40) 

La valeur de l’état z peut être limitée en posant  

|𝑧| ≤ 𝑧𝑈 ,0 < 𝑧𝑈 < 1                                                                                                                        (3.41) 

Où 𝑧𝑈 est la valeur maximale de |𝑧|[63]. 

La variable z peut être définie par [64]: 

𝑧 = 𝑆𝑎𝑡(𝑍𝑃) ∗ 𝑧𝑈                                                                                                                              (3.42) 

Et: 

𝑍𝑃 = {
−𝑆3 Ф3        𝑆𝑖     𝑆2 ≤ |𝑆𝑞|⁄

𝑆2 Ф2          𝑆𝑖     𝑆2 > |𝑆𝑞|⁄
                                                                                               (3.43) 

Avec 𝑆𝑞  la valeur seul de la surface de glissement 𝑆2 [65]. 

Avec Ф2 est la bande limite de la surface de glissement 𝑆2 et  Ф3 est la bande limite de la 

surface de glissement 𝑆3 qui assure le lissage de la commande et le maintien de l’état du système 

dans cette bande. À partir de l’équation (3.42) si 𝑆2 ≠ 0 et 𝑆3 ≠ 0 alors 𝑧 ≠ 0, si 𝑆2 → 0 et 

𝑆3 → 0 alors𝑧 → 0, et 𝑥1 → 0 et 𝑆1 → 0 et l’objectif de la commande peut être achevé [66]. 
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3.6. Exemple d’application (Système : Double Pendule Inversé)  

Pour démontrer l’efficacité de la méthode on l’a utilisé pour la commande d’un pendule 

inversé. Le système se compose d’un chariot mobile en translation supportant double pendule 

libre en rotation comme le montre la figure.3.16. 

 
Le modèle mouvement du système double pendule inversé représenté par la figure 3.16peut 

être décrit par l’équation (3.28) [67] : 

Avec: 

𝑏1(𝑥) =
𝐴22
𝑙1𝑚1

sin(𝜃2 − 𝜃1) −
cos 𝜃1
𝑙1𝑚𝑐

−
𝐴12
𝑙1𝑚𝑐

cos𝜃1 sin 𝜃1                                                      (3.44) 

𝑓1(𝑥) =
𝐴21
𝑙1𝑚1

sin(𝜃2 − 𝜃1) +
1

𝑙1
𝑔 sin 𝜃1 −

𝐴11
𝑙1𝑚𝑐

cos 𝜃1 sin 𝜃1                                               (3.45) 

𝑏2(𝑥) =
𝐴12
𝑙2𝑚1

sin(𝜃2 − 𝜃1)                                                                                                            (3.46) 

𝑓2(𝑥) =
𝐴11
𝑙2𝑚1

𝑠𝑖𝑛(𝜃2 − 𝜃1)                                                                                                            (3.47) 

𝑏3(𝑥) =
1

𝑚𝑐
+
𝐴12
𝑚𝑐

sin 𝜃1                                                                                                                 (3.48) 

𝑓3(𝑥) =
𝐴11
𝑚𝑐

𝑠𝑖𝑛 𝜃1                                                                                                                            (3.49) 

𝑎11 =
1

𝑚1
+
sin2 𝜃1
𝑚𝑐

                                                                                                                          (3.50) 

𝑎12 = −
cos(𝜃2 − 𝜃1)

𝑚1
                                                                                                                     (3.51) 

 

 

 

Figure 3.16 : Schéma du double pendule inversé 
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𝑎22 =
1

𝑚1
+
1

𝑚2
                                                                                                                                 (3.52) 

∆= 𝑎11𝑎22 − 𝑎12
2                                                                                                                                (3.53) 

𝐴11 =
𝑎22(𝑙1𝜃̇1

2 − 𝑔 cos 𝜃1) − 𝑎12𝑙2𝜃̇2
2

∆
                                                                                       (3.54) 

𝐴12 = −
𝑎22 sin 𝜃1
∆𝑚𝑐

                                                                                                                           (3.55) 

𝐴21 =
−𝑎12(𝑙1𝜃̇1

2 − 𝑔𝑐𝑜𝑠 𝜃1) + 𝑎11𝑙2𝜃̇2
2

∆
                                                                                  (3.56) 

𝐴22 =
𝑎12 𝑠𝑖𝑛 𝜃1
∆𝑚𝑐

                                                                                                                               (3.57) 

Avec :𝑥1 = 𝜃1 , 𝑥2 = 𝜃̇1 , 𝑥3 = 𝜃2 , 𝑥4 = 𝜃̇1 , 𝑥5 = 𝑥 , 𝑥6 = 𝑥̇. 

𝑢(𝑡) : La commande appliquée sur le chariot. 

𝑥 : Position du chariot.   

𝜃1 : Angle du premier pendule. 

𝜃2 : Angle du deuxième pendule. 

Le pendule inversé simple avec les paramètres suivants  

1m = 1kg : Masse du premier pendule. 

2m = 1kg : Masse du deuxième pendule. 

cm = 1kg : Masse du chariot. 

1l  = 1m : Longueur du premier pendule. 

2l = 1m :Longueur du deuxième pendule. 

𝑔 = 9.8 𝑚 𝑠2⁄  : Pesanteur. 

Les figures 17-31 représentent l’application de la commande par mode glissant. 
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Figure 3.17. Variation angle du pendule 1  

 

Figure 3.18. Variation de la vitesse angulaire 1
  
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Figure 3.19. Variation angle du pendule 2  

 

 

Figure 3.20. Variation de la vitesse angulaire 2
  
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Figure 3.21 :Variation de la position du chariot x  

 

Figure 3.22 :Variation de la vitesse du chariot x  
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Figure 3.23. La variation de la surface S1 

 

Figure 3.24 : Variation de la surface S2 
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Figure 3.25 :Variation de la surface S3 

Figure 3.26 : Variation de la commande u(t) 
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Figure 3.27 :Variation de la variable z  

Figure 3.28 :Variation de la variable pz  
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Figure 3.29 : Plan de phase et droite de glissement S3 

 

Figure 3.30 : Plan de phase et droite de glissement S2 
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Figure 3.31 : Plan de phase et droite de glissement S1 

On remarque que la loi de commande utilisée a permet la stabilisation et la poursuite d’une 

trajectoire désirée. Les résultats montrela robustesse et la stabilisation de la commande par 

mode glissant malgré la complexité et le non linéairité du système. 

3.7. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié un contrôleur qui peut être appliqué pour une vaste classe 

des systèmes non linéaire multi-variables et examiné en détail cette type de commande. 

L’approche de la commande par mode glissant présente plusieurs avantages significatifs, 

notamment sa robustesse face aux perturbations externes et sa capacité à stabiliser et à suivre 

des trajectoires de manière précise. De plus, la commande par mode glissant permet de résoudre 

les problèmes de broutement souvent rencontrés dans d'autres méthodes de commande. 

Cependant, il convient de noter que cette approche peut être plus complexe à mettre en œuvre 

et nécessite une connaissance approfondie du système à contrôler. En fin de compte, la 

commande par mode glissant peut-être un outil précieux pour les systèmes non linéaires multi-

variables, offrant des performances améliorées et une robustesse accrue. 
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Conclusion et perspectives 

    Dans ce travail, nous avons présenté une propriété très importante dans l’étude des systèmes, 

c’est la robustesse aux perturbations externes et aux variations paramétriques du système. La 

commande par mode glissant, présente des avantages considérables, elle est utilisée pour 

commander les systèmes linéaires et non linéaires et sa loi de commande se modifiée d’une 

manière discontinue. 

    L’objectif de ce travail est d’utiliser la technique de commande par mode glissant pour 

commander des systèmes non linéaires mono variables et multi variables. 

    Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques rappels sur les propriétés générales 

des systèmes non linéaires, les différentes méthodes les plus utilisées dans l'étude de la stabilité 

et la commande des systèmes non linéaires. 

    Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté le principe de fonctionnement de la 

commande par mode glissant accompagné avec une application de celle-ci sur un système non 

linéaire celui du pendule inversé. Cette commande présente des bonnes performances avec un 

bon choix de la surface de glissement et des paramètres de la commande. 

    Dans le troisième chapitre, on a appliqué la commande par mode glissant sur un pendule 

inversé simple et double (systèmes multi variables). Les résultats de simulation sous Matlab 

donnent des résultats satisfaisants : la stabilité, la rapidité et la convergence en temps fini, 

l’erreur de poursuite pratiquement nulle, et la robustesse aux perturbations externes. 

    Dans ce travail on a étudié une technique qui combine les avantages suivants : la méthode 

étudiée permet l'atténuation des effets des perturbations externes et élimine le phénomène de 

"broutement" introduit par le mode glissant classique. La poursuite de la trajectoire désirée se 

fait en deux phases : phase de convergence vers la surface de glissement et la phase de 

glissement sur cette surface. Donc, la commande utilisée se compose de deux parties : la 

première permettant aux trajectoires du système de converger jusqu’à la surface de glissement, 

et la deuxième permet de les maintenir autour celle-ci. 

Donc, nous pouvons dire que la commande par mode glissant offre certains avantages : 

1. La robustesse par rapport aux variations des paramètres du système. 

2. la dynamique très performant "temps de réponse acceptable et erreur stationnaire 

pratiquement nulle". 

Afin d’améliorer les performances de la commande par mode glissant, on peut utiliser les 

méthodes d'optimisation telles que l'algorithme génétique, PSO, BATT, etc.  
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    Enfin, comme suite à ce travail, on propose l’implémentation de la technique présentée dans 

ce mémoire dans le but de vérifier expérimentalement les résultats trouvés.  

Puisque la mesure de tous les états est généralement impossible à cause des contraintes 

physiques et/ou du coût élevé des capteurs. Il serait alors intéressant de développer la 

commande par mode glissant en utilisant des observateurs par retour d’état ou par retour de 

sortie ou appliquée l'intelligence artificielle (les réseaux de neurones ou la logique floue). 
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Résumé: 

    Ce mémoire s’intéresse au développement d’un contrôleur robuste. Nous avons proposé la 

commande par mode glissant pour contrôler des systèmes non linéaires multivariables (pendule 

inversé simple et double).  

    Notre travail est une application de la commande par mode glissant sur les pendules inversés. 

L’objectif est de maintenir les pendules inversés à être toujours à la position verticale. Les résultats 

de simulation étaient très satisfaisants : la stabilité, la rapidité, l’erreur de poursuite pratiquement 

nulle, et la robustesse aux perturbations externes. 

Mots clés : systèmes non linéaires, systèmes multivariables, commande par mode glissant, 

stabilité. 

Abstract: 

    This thesis aims on the development of a robust controller. We have proposed sliding mode 

control to control of multivariable nonlinear systems (single and double inverted pendulum). 

    Our work is an application of sliding mode control on inverted pendulums. The goal is to keep 

always the inverted pendulums to be in the vertical position. The simulation results were very 

satisfactory: stability, speed, zero tracking error, and robustness to externals disturbances. 

Keywords : nonlinear system; sliding mode control; multivariable systems; stability. 

:ملخص    

على تطوير أداة تحكم قوية. لقد اقترحنا التحكم في الوضع الانزلاقي للتحكم  المذكرةتركز هذه 

 المقلوب الفردي والمزدوج(. النواسفي الأنظمة غير الخطية متعددة المتغيرات )

 لنواسات. الهدف هو إبقاء االعكسيةالنواسات عملنا هو تطبيق للتحكم في الوضع المنزلق على 

معكوسة لتكون دائمًا في الوضع الرأسي. كانت نتائج المحاكاة مرضية للغاية: الاستقرار ، 

 والسرعة ، وعدم وجود خطأ في التتبع ، والمتانة للاضطرابات الخارجية.

الوضع الانزلاقي، نظام غير خطي،في  تحكمال: لمفتاحيةالكلمات ا  

                                                                  . الاستقرار
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