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Abstract

We study the thermodynamics of a crystalline solid by applying q-deformed algebras. We start our
study from the Einstein and Debye models, mainly exploring q thermal and electrical conductivities as
a function of Debye specific heat. The results revealed that q deformation acts as a disorder or impurity

factor, modifying the characteristics of a crystalline structure.
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Résumé

L'objectif de ce travail est d’étudier les propriétés thermiques des solides en appliquant I'algébre .
Notre étude est basée sur les modeles d’Einstein et de Debye. Nous avons découvert l'effet du facteur
q sur la thermodynamique de I’élément chimique, les résultats ont révélé que le facteur ¢ agit comme

un facteur de perturbation ou d’impureté modifiant les caractéristiques de la structure cristalline.
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INTRODUCTION

La structure atomique interne de la matiere était un grand mysteére dans le cadre de la mécanique
classique. Dans cette mécanique, I'état d’un systéme physique est bien défini par la connaissance des va-
riables dynamiques, qui sont des quantités continues d’ou la continuité des grandeurs qui déterminent
I'état du systéme et I'énergie [1]. Au XXe siécle, les physiciens Niels Bohr, Dirac, Louis de Broglie,
Werner Heisenberg, Jordon, Erwin Schrodinger et d’autres ont proposé une nouvelle mécanique ap-
pelée la mécanique quantique. C’est une théorie mathématique et physique décrivant la structure et
I’évolution dans le temps et 'espace des phénomenes physiques a I’échelle de 'atome et en dessous. Elle
a été découverte lorsque les physiciens ont voulu décrire le comportement des atomes et les échanges
d’énergie entre la lumiére et la matiére a cette échelle.

En mécanique quantique, les phénomenes physiques sont décrits par une fonction d’onde qui
contient toutes les informations sur ’état du systéme, et son comportement suit 'équation de Schro-
dinger [2, 3] dans le cas non-relativiste. Cette nouvelle théorie permet d’étudier les propriétés fonda-
mentales des matériaux solides en partant autant que possible des propriétés a I’échelle atomique pour
remonter aux propriétés a I’échelle macroscopique. Elle repose sur I'idée générale suivante : Dans un
solide, 'élément fondamental simple sur lequel il est facile de raisonner est I'onde élastique se propa-
geant a travers le milieu qui est appelée les phonons [ 1]. Les phonons représentent les modes normaux
des vibrations du réseau cristallin et transmettent I'’énergie thermique dans les matériaux solides. Ainsi,
ils jouent un role important dans I'explication d’un certain nombre de propriétés physiques comme la
capacité thermique, la conductivité thermique et la conductivité électrique des matériaux.

La structure mathématique appelée groupe quantique « Quantum Group » a trouvé des applications
dans plusieurs domaines de la physique théorique. Le groupe quantique a fait sa premieére apparition
dans Iétude des systémes quantiques intégrables. Plus tard, il a été démontré que cette structure al-
gébrique peut étre obtenue en quantifiant les algébres de Lie de Poisson. Ces algébres enveloppantes

universelles quantifiées sont liées a I'analyse g-classique. La méme structure mathématique apparait
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dans la théorie des invariants de nceuds et de liens et dans la géométrie non commutative. D’un point
de vue physique, le groupe quantique comprend deux idées de base, a savoir "la déformation d’une
structure algébrique et la notion de comultiplication non commutative. Dans la quantification algé-
brique, un parametre de déformation q est impliqué et la structure non déformée est obtenue dans la
limite ¢ ~ 1. Ce parametre de déformation rappelle les constantes universelles c et /i, qui agissent en
quelque sorte comme des parametres de déformation dans la transition de la relativité newtonienne a
la relativité einsteinienne et dans la transition du régime classique au régime quantique respectivement.
Mais contrairement a ¢ ou h; q est sans dimension [ - ]

Les groupes quantiques et les algébres quantiques ont suscité beaucoup d’intérét chez les physiciens
et les mathématiciens [ ,5,7-10,13,16—- ] L'introduction de l'oscillateur harmonique q-déformé a
été particulierement remarquée dans ce domaine. Les groupes quantiques et les algebres quantiques
ont trouvé des applications inattendues en physique théorique [12]. Du point de vue mathématique, ce
sont les g-déformations des algébres enveloppantes universelles de I'algébre de Lie qui correspondent
a des exemples concrets d’algeébre de Hopf. Lorsque le parameétre de déformation q est égal a 1, on
obtient I'algebre de Lie habituelle.

La réalisation de I'algeébre quantique unitaire de spin SU(2) en termes de 'analogue ¢-déformé de
l'oscillateur harmonique quantique était le début des travaux sur ce sujet [17, 19]. Biedenharn et Mac-
farlane [10, 13, 16] ont étudié l'oscillateur harmonique q-déformé basé sur une algeébre de création et
d’annihilation des opérateurs. Ils ont trouvé le spectre et les valeurs propres d’un tel oscillateur harmo-
nique en supposant l'existence d’'une limite inférieure d’énergie. La méthode de la mécanique quantique
q-déformée était basée sur les regles de commutations de Heisenberg des bosons. Le parametre principal
tiré de cette méthode est un nombre réel ¢ € [0, 1], appelée déformation.

Récemment, la théorie du q-déformé est devenue un sujet de grand intérét, a cause de ces applica-
tions dans plusieurs branches de la physique . Ces applications touchent une vaste gamme de domaines,
tels que la déformation de T'oscillateur harmonique [20], T'oscillateur de Morse-déformé [21], le g-
déformé classique et quantique pour certaines systemes physiques [22], modele de Jaynes—Cummings,
algebre q-déformé d’un oscillateur [23], la super-symétrie g-déformée [24], certains potentiels g-
déformés [15], les propriétés thermostatiques d'un gaz de Fermi parfait q-déformé [25], loscillateur
de Tamm-Dancoff g-déformé [26], Approche algébrique des propriétés thermodynamiques des mo-
lécules diatomiques [27], symétrie quantique des groupes de molécules diatomiques [27] et enfin la
q-déformation fermionique et sa connexion avec la masse effective d'une quasi-particule [28].

Comme la déformation de l'oscillateur harmonique, qui est I'un des systémes quantiques les plus
importants, car c’est 'un des trés rares systémes qui peuvent étre résolus et parce qu’il existe de nom-
breuses applications de l'oscillateur harmonique dans divers systémes physiques [29, 30]. La théorie

de la représentation algébrique quantique déformée a conduit au développement de I'algebre des os-
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cillateurs harmoniques q-déformé [ , ] Dans ce contexte, notre étude sera étendue aux solides, ou
nous avons évalué diverses grandeurs thermodynamiques des solides grace a l'utilisation de I'algebre
q-déformée telle que la fonction de partition, 'entropie et I'énergie interne. Ceci afin de découvrir I'effet
et Uapplication de la q-déformation dans les solides, en particulier dans les solides d’Einstein et Debye :
Ces derniers sont des modeles de solides cristallins qui contiennent un grand nombre d’oscillateurs
harmoniques quantiques tridimensionnels indépendants de méme fréquence. Le modele d’Einstein est
basé sur 'hypothése que chaque atome de la structure est un oscillateur harmonique quantique 3D,
tandis que le modeéle de Debye permet d’expliquer précisément les relevés expérimentaux en prenant
en compte les interactions entre les oscillateurs.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre rappelle quelques généralités des grandeurs physiques de la physique de solide.
Il contient également une revue sur le modéle d’Einstein et le modeéle de Debye.

Le deuxiéme chapitre présente en détail de I'algébre q-déformée.

Le troisieme chapitre implémente la q-déformation dans les solides d’Einstein et Debye afin d’ex-
plorer les propriétés thermiques.

Le quatrieme chapitre se concentre sur 'application de trés petite déformation de g.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LES PROPRIETES
THERMIQUES D’UN SOLIDE CRISTALLIN
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1.1 L'équation de Schrédinger

En mécanique quantique non relativiste, les phénomenes physiques sont décrits par la fonction
d’onde, qui contient toutes les informations sur Iétat du systéme et son comportement suit I’équation
de Schrodinger

L’équation de Schrodinger est I'équation fondamentale de la mécanique quantique. Comme l'est la
loi de Newton en physique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit
Iévolution temporelle de I'état d'un objet quantique représenté par une fonction d’onde [2]. Elle est
basée sur la résolution de I'équation de Schrodinger, qui est une équation différentielle de second degré
par rapport a la position et de premier degré par rapport au temps.

On s’intéresse ici au cas stationnaire (indépendant de temps), qui est définit par une fonction
complexe des coordonnées d’espace et de temps 1 (7,t), solution d’une équation aux dérivées partielles.

Ainsi, I'équation de Schrodinger s'écrit par [2, 3] :

L0
X = Hy (1), (1.1)



La seconde quantification

ou H est l'opérateur Hamiltonien (associé a I'énergie totale) du systeme considéré. Si 'Hamiltonien

du systéme ne dépend pas du temps, la solution de '’équation de Schrodinger s’écrit sous la forme

Y (rt) = (r)e B0 (12)

avec 1) (1), pour les états stationnaires, vérifié¢ I'équation de Schrodinger stationnaire [3] :
Hy (r) = Ey (1), (1.3)
ici, £/ la valeur propre de 'Hamiltonien en question et [2]
H=T+V(r), (1.4)

dont

T=-—,
2m

avec p est 'impulsion de la particule. En mécanique quantique, I'impulsion est un opérateur différentiel

définit par

0
-0
ici, /i la constante de Planck réduit (7 = %), m la masse de la particule en enfin V' I’énergie potentielle

de la particule. On peut donc écrire 'équation de Schrédinger d’une autre facon par

_ oY R 92
i 1.5
i, ( 2ma$2+V(T,t))¢> (1.5)
ou 2 92
hs 0
(g +v) v =50 (1)
Lorsque V' (7,t) = 0, I'équation de Schrédinger d’une particule libre devient
h? o
— ——9 = Ey. 1.7
2m Ox? ¥ (17)

1.2 La seconde quantification

1.2.1 Espace de Fock

L'espace de Fock est une construction algébrique utilisée en mécanique quantique pour construire
I'espace des états quantiques d’'un nombre variable ou inconnu de particules identiques a partir d'une
seule particule de l'espace de Hilbert H. Il porte le nom de Vladimir A. Fock qui I'a présenté pour la
premiére fois dans son article de 1932 "Konfigurationsraum und zweite Quantelung’, traduisible par

"espace de configuration et deuxiéme quantification." L'espace de Fock se définit comme 'espace de
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La seconde quantification

Hilbert obtenu par la somme directe des produits tensoriels des espaces de Hilbert pour une particule.

1.2.2 Les opérateurs de création et d’annihilation

définition En physique, en particulier la mécanique quantique en seconde quantification, un opéra-
teur de la création est un opérateur qui augmente d’'une unité le nombre de particules d’un état quan-
tique. L ’opérateur d’annihilation, il est au contraire un opérateur qui réduit d’une unité le nombre de
particules d’un état et est 1 ‘opérateur ajouté opérateur de la création. L'utilisation de ces opérateurs a

été introduit dans le cas du probléeme de l'oscillateur harmonique quantique.

+ Opérateur de création : C’est un opérateur qui agit sur I'espace de Fock en changeant un état a

N particules en un état a (INV + 1) particules
a"|[N)=vVN+1|N+1). (1.8)

+ Opérateur d’annihilation : C’est un opérateur qui fait passer d’un état de I'espace de Fock conte-
nant NV > 1 particules a un état contenant (N — 1) particules. L'action d’un opérateur d’annihi-

lation sur le vide (N = 0) donne zéro.
a|Ny=vVN|N —1). (1.9)

« Le conjugué hermitique : d’'un opérateur d’annihilation est un opérateur de création a = (a™)™

dont le commutateur

[a,a™] = 1. (1.10)

Un état normalisé de I'espace de Fock s’écrit par

1 W
IN) = (@) o), (1.11)

ou |0) désigne le vide. Comme résultat, nous avons

[N,a] = [a*a,a] =a" [a,a] + [a*,a] a = —a. (1.12)
[N, aﬂ — [a’La,aﬂ =at[a,a] + [a,aﬂ — (1.13)

dont
N =a"a. (1.14)

DBratmi gf//%///?(/(l -6- ol Pl



Lloscillateur harmonique unidimensionnel

1.3 Loscillateur harmonique unidimensionnel

Le probleme de loscillateur harmonique est trés important en physique, d’abord par ce qu’on
peut résoudre I'équation de Schrodinger correspondante et aussi et plusieurs problémes physiques
(exemples : vibrations des atomes d’une molécule, réseau cristallin..... ) semblables a ceux d’un oscilla-

teur harmonique.

1.3.1 Calcul des vecteurs propres

one o1,
<—%@+§mw x)zp(x):En¢(x), (1.15)
ou ,
(_QfmﬁaxQ +%”:_wa2)w(x) :’%¢ (z). (1.16)
Soit maintenant 3 = |/ 2™z et ¢ (z) = ¢ (), on obtient

(—8—52+T>¢(5):€n¢(5)- (1.17)

C’est un équation différentielle d’ordre 2, semblable a I'équation de Legendre de type [31]

82 2.
a7 (8) + (an - %) »(B) =0, (1.18)

€n = <n~|—%) (1.19)

Les solutions globales de cette équation sont [31]

avec

¢ (B) = C1Dy (B) + C2D_,,_1 (8), (1.20)

ou D, (/3) est la fonction Hermite : pour que D,, (§) soit une série, la condition suivante doit étre bien

vérifiée [ ]

BllI}loogzﬁ(B) = 0. (1.21)
Ainsi, nous obtenons
¢ (8) = 1Dy (B), (1.22)

avec

D, (B) = Hon (8) exp (——2) , (1.23)
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Lloscillateur harmonique unidimensionnel

dont
Hen (8) = 28 H, (V28) . (1.24)
Avec H,, est la fonction de hermite et donnée par cette relation [ , ]
[
H,(r) = (—1)"e® —e . 1.25
(@)= (1) e o (1.25)
Enfin, les solutions propres sont :
v(@) = Coexp (~52?) 1, (/500 ) (1.26)
La condition de normalisation (), se calcul par la relation [31]
“+oo
/¢(x)¢(m)*dm:1. (1.27)
Soit
A
C2 = 2. 1.28
" 2ny/mn! ( )

1.3.2 Les solutions dans le cadre de la théorie de la seconde quantification

Les vecteurs propres de l'oscillateur harmonique sont écrit [32] :

52
Y (B) = Cpexp <_Z> H, (), (1.29)

o 1 d
6Hn = an—l + Hn+1, dﬂ = Qan+2. (130)

A partir de cette relation, on a

n n+1
= \/;@Z)n—l + 9 r(/)n-i-la (131>

= 2\/71% 1 Bwn+1 (132)

Selon les deux relations (1 31) et (1 32) 1 32 devient

d + 1
T A 2\/2%_1 — /. (1.33)
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Lloscillateur harmonique unidimensionnel

La somme des deux relations (1.31) et (1.33) conduit A :

7 (B+ 5) Yn = Vi1, (1.34)
7 (ﬁ — 6) Y = V1 + 1941 (1.35)

Introduisons les opérateurs suivant [32]

\/_ (B+ddﬁ> (1.36)

at =% (ﬂ - %) (1.37)

= V/nipn_1, (1.38)
a*n = V1 4 1hn, (1.39)

dont a et a*et sont non hermitiques avec [32]

/w (ﬁ +—) B = /<5¢*+Ci;é*>goﬂ, (1.40)

(Wlale) = (a4 o). (1.41)

Alors

Soit
atay = v/nat 1 = ni,. (1.42)

Posons a™a = N, opérateur nombre de particules, alors

N, = nipy, (1.43)
Yo = —=a g = o = i(a*)”wo (1.44)
n = R Yne1 = e 7 : :
A partir de (1.38), pour n =0, on a
d

apy =0 = ﬂ+dﬁ Yo = 0. (1.45)

Les solutions de I'équation (1.45) sont
T (1.46)

,32

Yo~e 7, (1.47)
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Les propriétés thermodynamiques

Yo =~ {l/ge_ﬁ?.
T

Partons de la forme de I'Hamiltonien de l'oscillateur harmonique dont :

B2 om o,
H—T—l—V——%@—l—?w T,
avec B = V) \x = 2, et
d B d? B h d?
Pe="%8 = PET T4 T T mwde?
alors, ,
1 d
H = - L
D <5 dBQ)
Comme
d2
B — i aa” +ata,
on trouve
1
H =hw (a+a+ 5) )
ou

1
2

Enfin les valeurs propres de 'oscillateur harmonique a 1D sont

1
E,=h — .
w(n+2>

1.4 Les propriétés thermodynamiques

H, = hw (N + %) Y = hw (n + —) Un = Enibn.

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

La thermodynamique statistique est une branche de la thermodynamique qui permet d’expliquer les

propriétés physiques des systémes macroscopiques a partir des données théoriques et expérimentales

relatives aux particules composants ce systeme (variables microscopiques). L'objectif de la thermody-

namique statistique est de décrire les objets du seul point de vue macroscopique a partir de quantités

comme la fonction d’état, I’énergie interne ou I'entropie.

La probabilité pour que le systéme soit dans le niveau n d’énergie E, est donnée par |

1 _En
Dn = € 7T,

Z

dont Z est la fonction de partition canonique. Elle est donnée par :

Z = ZB_BE".

»34] :

(1.56)

(1.57)
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Les propriétés thermodynamiques

Pour le cas de l'oscillateur harmonique, on trouve

&
Z=ec"2 e A

dont 8 = kBLT. Posons que
23 et 5 ()"
n=0 n=0
alors
=1+ (e‘ﬂh“’) + (e_ﬁﬁ“’)2 + (e‘ﬂhw)3 o,
avec
1~ lim (e-7*n)
I — n—oo
1—efw 7
dont
i —fhwn) _
Jim, () =0,
ainsi ”
T_ 1 B e 2
1 — (e=Fw) e %
La forme finale de la fonction Z est
_ fAw e% 1
=€ 2 Fiw Fw = Frw Frw
e 2 —e 2 e 2 —e 2
B 1
B 2 e%—ef%
2
ou
1
4 =—",
2 sinh %

est la forme exacte de la fonction de partition pour un atome. Pour N atomes, (1.64) devient

1

J ="
(2 sinh %)N

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

La derniére équation détermine la fonction de partition exacte. Maintenant, avant de présenter les

résultats pour l'oscillateur Harmonique, toutes les propriétés thermodynamiques de l'oscillateur, comme

I’énergie libre, 'entropie, Iénergie totale et la chaleur spécifique, seront obtenues via la fonction de

partition Z. Les définitions thermodynamiques de toutes ces quantités en fonction de Z ménent aux

@){(1/&#2(5 g%///?(/(l -11 -
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Les propriétés thermodynamiques

relations suivantes : [ ]

1 OlnZ
F=——nZ U=————,
B op
2
i :an_ﬁaan Cy  »,0°InZ

kg ap kg U ap?

Ainsi :

L’énergie libre F : Elle est donnée par I'expression suivant :

F = NEkgTIn (2 sinh @) .

2T

+ Energie moyenne : Elle suit la relation suivante

h
U—N%}coth@.

2
Cy = Nkpf? (’%’) !

sinh? %

Ohw
5

Capacité thermique : Enfin, la chaleur spécifique pour N atomes est donnée par

(1.66)

(1.67)

(1.68)

Lentropie S : Lentropie d'un oscillateur harmonique est connue par la relation suivante :

S =—Nkgln (2 sinh ﬁ,;w) + Nheo coth

(1.69)

(1.70)

(1.71)

La figure. 1.1 montre les propriétés thermiques de l'oscillateur Harmonique a 1D en fonction de la

température réduite 7 = 5

|~
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Les propriétés thermiques d’'un solide

=100 -
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Fig. 1.1 : Les propriétés thermodynamiques d’un oscillateur harmonique

. La courbe de la chaleur spécifique montre une limite a haute température égale a 1kg . A tres

basses température, le troisieme loi thermodynamique
lim C'y = 0. 1.72
o0V (1.72)

est bien vérifié [ ]

1.5 Les propriétés thermiques d'un solide

Les propriétés thermiques sont des caractéristiques d’'un matériau liées a la température et qui peut
étre définit comme une propriété du matériau qui varie selon la température sans modifier I'identi-
té chimique du matériau. Cependant, tous les propriétés thermique expriment le comportement du
matériau soumis a un gradient de températures. Donc d’un point de vue thermique, un matériau est

caractérisé par sa conductivité, sa capacité thermique et sa diffusivité thermique .
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Les propriétés thermiques d’'un solide

1.5.1 Détermination de la capacité thermique

Le calcul de la capacité thermique d’'un matériau absorbé une quantité de la température 4@, I'aug-
mentation de la température qui correspondant 6() liée a une quantité thermodynamique qui s’appelle
la capacité thermique C'y. On entend habituellement la capacité thermique a volume constant. Dans le
cas des solides, la différence entre la capacité thermique a volume constante et capacité thermique a
pression constante est faible et peut étre négligée en premiere approximation [36].

La capacité thermique a volume constante d’un systéme est définie par :

Cy = (g—g)v, (1.73)

ou U est I'énergie d’excitation thermique et 7" la température de ce systéme.
La capacité thermique des matériaux solides dépend de leur température et de leur nature. La
contribution des vibrations du réseau a la capacité thermique d’un réseau harmonique classique était

indépendante de la température (loi de Dulong et Petit). [36,37] dont
Cy = 3Nkg. (1.74)

Cependant, les résultats expérimentaux montrent que le comportement de la capacité thermique des
matériaux est relatif a la température. A mesure que la température descend en dessous de la tem-
pérature ambiante, la capacité thermique de tous les solides commence a descendre au-dessous de la
valeur classique. Finalement, on observe qu’elle s’annule comme 7 (dans les isolants) ou AT + BT?
(dans les métaux) [37]. Ainsi, la mécanique classique permet d’expliquer le comportement de la ca-
pacité thermique a haute température. Mais a basse température, I'explication de ce phénomeéne a été
expliquée par la théorie quantique des solides. En calculant ’énergie totale liée aux phonons dans un
cristal et en utilisant la statistique de Bose-Einstein, on peut exprimer la capacité du réseau en fonction
de la constante de Boltzmann kp, la densité d’états par unité de fréquence D(w), la température et la

constante de Dirach [ ] Ainsi, énergie totale du cristal est

U= ; > Uy = ; D < gy > hwgy, (1.75)
p p

ol < ny,, > est l'occupation a I'équilibre thermique des phonons de vecteur d’onde £ et de polarisation

p qui représente la branche ( acoustique ou optique) du mode étudié [36]. Partons de

< Ngp >=
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Les propriétés thermiques d’'un solide

I’énergie totale devient
1
U= > Mowp—m— (1.76)
k

Généralement on remplace la sommation sur k& par une intégrale, on trouve

U= Z/hwkp e dN, (1.77)

kT

avec AN = D (w) dw est le nombre des modes normaux. Dans ce cas, on a

U= Z/hwkp D (w) dw. (1.78)

e T — 1

Ici D (w) est la densité de mode connue par le nombre des modes dans un intervalle [w,w + dw].

La capacité thermique du réseau est trouvée par différenciation par rapport a la température. Alors

2 hw
kT
kBT> 2

2
kBT_ )

CV_k:BZ/

dw. (1.79)

hw

kB_T’ alors

Posons que z =

cv—kBZ/D x_el) (1.80)

1.5.2 La densité des modes en trois dimensions

Nous appliquons des conditions limites périodiques sur les mailles primitives N? dans un cube du

coté L afin que k soit déterminé par la condition [36]

eilkerthyythez) _ gitko(@tL)thy (u+L)+he(z+L)} (1.81)
alors
2
ky, ky, k. = % (Ngy My, M) - (1.82)

... oy 3 N
Ainsi, il y a une valeur autorisée de k par volume (27”) dans l'espace k ou

OEs (103

Le nombre total de modes avec un vecteur d’onde inférieur a &

k3 VEk3

5y o

w

N =

(1.84)

~—
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avec ,
VE=dk
dN = 92 (1.85)
La densité des modes est :
dN  dN dk
Dw)=—=="—" 1.86
W= = Tk (1.86)
ou )
Vk= dk

1.5.3 La théorie d’Einstein

Le modele d’Einstein, établi en 1906, représente aux physiques de solide une approximation qui
permet de décrire la contribution des vibrations de réseau des matériaux [36-38]. Einstein imagina
les atomes en vibration suivant une loi harmonique, autour de leur position moyenne d’équilibre, et
eut I'inspiration d’appliquer a ces vibrations 'hypothése des quanta. Einstein supposa donc que les NV
atomes d'un cristal étaient équivalents a 3/Noscillateurs vibrant a la méme fréquence wy. Attribuant
a chacun I'énergie d’un oscillateur de Planck, ¢a veut dire que chaque type de vibration prendre des
valeurs fiwy [33,38] dont wy la fréquence de la vibration au modele d’Einstein.

A partir de cela on peut écrire la densité de mode au modele d’Einstein
D (w) =3N6§ (w —wp), (1.88)

Ainsi, 'énergie totale du cristal devient

hw
U= /D(w) dw—,
eksT — 1
3]\/75/&)0
= S0 (1.89)
eksT — 1
Enfin , la capacité thermique aura la forme suivante :
3NEg (,’jw—%y eFat
Cy = a (1.90)

hwq 2
-

Le comportement asymptotique de cette fonction par rapport a la température peut étre compris comme

suit :
« A haute température : ici 7' — o0, r = —Zg% —0

En utilisant 'approximation suivant e* ~ 1 + x, on trouve

Cy = 3Nks. (1.91)
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Cest la loi du Dulong et Petit.

« A basse température : dont 7' — 0, on trouve

A 2 hwg
3Nk (L) etat
CV - hwq
e mﬁT

2 i
— 3Nkjg <hﬂ) e 5T

(1.92)

kT

Posons que % = Op, ainsi
@E 2 ®E
CV = 3N]€B <?) e T, (1.93)

La théorie d’Einstein donne la valeur classique 3N kg a haute température, lorsque kg1 >> hiwy.

Cv
w

T

L

0 100 200 300 400 500
T(K)

Figure 1.2 : La capacité thermique dans I'approximation d’Einstein (en cal/mol.K) en fonction de la
température

La théorie d’Einstein explique comment la chaleur est stockée dans les solides. Elle montre que la
chaleur stockée diminue lorsque la température augmente. Einstein a également montré que les atomes
dans un solide vibrent a une certaine fréquence, et que cette fréquence peut étre utilisée pour expliquer
comment la chaleur est stockée dans le solide. Cependant, cette théorie ne fonctionne pas bien a basse
température, car les atomes dans le solide sont en contact et ne peuvent pas vibrer indépendamment

les uns des autres. Au lieu de cela, il faut considérer la vibration du cristal dans son ensemble [ , ]

1.5.4 La théorie de Debye

Le modeéle de Debye est une explication du comportement de la capacité thermique des solides
en fonction de la température. Il consiste a étudier les vibrations du réseau d’atomes formant le so-
lide, autrement dit, les phonons. Ce modéle, établi en 1912 par Peter Debye [ ], est basé sur deux

approximations essentielles.
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+ Toutes les branches du spectre des vibrations sont remplacées par trois branches, chacune avec

la méme loi de dispersion linéaire [ , ] g

wWp :ngD- (1.94)

Le milieu est donc considéré comme élastique et isotrope; les mode optique ne sont pas considérés,

c’est-a-dire que l'on raisonne comme si le cristal avait un atome par maille. Ainsi, v, = Z—‘: =cestla

vitesse de propagation de I’énergie dans un milieu cristallin.

+ Le nombre de modes dont la pulsation est inférieure & une valeur particuliere w (k) est tout

simplement le nombre de mode dont le vecteur d’onde est inférieur a la spheére de rayon k =||
%

Dans ce sens, la densité des modes [ , ] g
D(w)=—. (1.95)

dont, le nombre d’états NV

_ 3 _ _ 3
N = (21)3 =2t = 6%203%} (1.96)
L
Dans ce cas,
dN |4

Considérons les contribution cumulées des vibrations longitudinales et transversales :
D(w) =Dy (w)+ 2D, (w), (1.98)

avec
2 14 2

Dy (w) = 3m23%D D, (w) = ——=wbh, (1.99)

dont ¢| et ¢, sont les vitesses de propagation des ondes sonores, polarisées longitudinalement et

transversalement par rapport a la direction de propagation. On déduit que

avec |
6m2c3N 3

Dans l'approximation de Debye, on n’autorise pas de mode dont la pulsation serait supérieure a wp. Le

nombre de modes tels que w < wp épuise exactement le nombre de degrés de liberté du réseau. Cest

a dire que la premiere zone de Brouillon est remplacée par une sphére de rayon rp = =2 [37,39].
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Donc I'énergie thermique du cristal a un atome par maille se déduit :

wp
h
U :/ D (w) dw—po— (1.102)
0 eksT — 1
sy h
2 w
:/ 923 dw—5-
A T eFsT — 1
wp
3V / fiw?® p
= y w.
2723 0 oFET _ 1
Posons que © = ,g—“T, alors (1.102) se transforme a
D 3
v (47)" T
U= 9203 / e dx (1.103)
0
Tp
3V (kpT\® z’
= — T .
27m2c3 ( h ) kg / efﬂ—ldx
0
Par conséquence, la capacité thermique est représentée par :
o _ SkeV (ksT)’ /D e Croa
= ——| — N LT .
V7 or2e3 \ U h (er — 1) ( )
dont )
th h N3 @D
b kp k’BC ( m V) » TD T ( )

Ici, ©p est une mesure de la température au-dessus de laquelle tous les modes commencent a étre
excités, et au-dessous de laquelle certains modes commencent a geler [37].
Si nous effectuons le changement de variable, on peut alors écrire la fonction (1.104) en fonction

de la température de Debye [36,39] :

G)

T xe®
Cy =9Nk — — _dz. 1.106

Cette formule exprime la capacité thermique a toute température en fonction de I'unique parametre

empirique, O p.
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Cv

0 100 200 300 400 500
T(K)

Fig. 1.3 : La capacité thermique dans I'approximation de Debye (en cal/mol.K) en fonction de la
température

Ici, deux cas a distinguer

« A haut température : dont 7" >> ©@p. Dans ce cas, z < 1, on trouve

T\*1
donc
Cy = 3Nkpg. (1.108)

On retrouve ainsi la loi de Dulong et Petit, qui est relativement bien vérifiée par I'expérience. Ici, on a

utilisé que e ~ 1 + .

« Abasse température T << Op : Le facteur intégrant est tout  fait négligeable lorsque z > zp.
Ceci justifie le remplacement de la borne supérieure de I'intégrale par +00. Dans ce cas I'intégrale

est une constante numérique : L'intégrale définie dans (1.103) peut étre calculée en écrivant [37]

by IB > 3 —nx
/ el’—ldx :Z;/x e "dx. (1.109)
0 "=

Posons que nx = t, alors

4

> —nx > 1 — ™
Z/ Pe " dx :Z/ mt?’e tdt =¢(4)T(3) = = (1.110)
n=1 0 n=1 0

Finalement

3674 T\° T\°
~ Nk — = 233Nk P — . 1.111
Oy = — B(QD) 33 B(@D) (1.111)

La théorie de la capacité thermique de Debye conduit a une représentation relativement satisfaisante
des résultats expérimentaux. En particulier, le comportement en 77 [33,36,39]. Alors que le modéle

d’Einstein, fondé sur la notion d’oscillateur harmonique quantique, présentait une légeére différence.
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Ainsi les modeéles d’Einstein et de Debye donnent des résultats relativement proches de telle sorte
qu’elles tendent vers la valeur de Dulong et Petit & hautes températures, mais celui de Debye est va-
lable aux basses températures alors que celui d’Einstein ne l'est pas. Ces modéles ne donnent pas de
valeur exactes, car ils sont toujours approximatifs, mais donnent les bonnes tendances et des ordres de

grandeur corrects.

—— Einstein

Cv(cal/mol.K)

—— Debye

0 100 200 300 400 500
T(K)

Fig. 1.4 : Comparaison des approximation de Debye et d’Einstein de la capacité thermique

Enfin, la théorie de Debye implique trois hypotheses de base : (i) I'isotropie du solide (ii) la non-
dispersion des ondes sonores dans le milieu et (iii) la dégénérescence des différentes branches de modes
autorisés. Surtout, elle est basée sur 'approximation harmonique. Les cristaux réels présentent des effets
anharmoniques tels que I'expansion thermique ; les constantes élastiques adiabatiques et isothermes sont
en général différentes et dépendantes de la température et de la pression. L'influence de 'anharmonicité
sur les différentes quantités pour des cas spécifiques a été traitée dans un certain nombre livre [37].
Motivé par le fait que la déformation q peut prendre en charge les effets d’anharmonicité dans une
certaine mesure, il est tenté d’expliquer la dépendance de la température de la capacité calorifique du
réseau dans la région de température 7' >> Op en suggérant un modele de Debye a basant sur les

q-oscillateurs [5].

1.5.5 La conductivité thermique

La conductivité thermique du solide cristallin est la capacité d'un matériau a conduire la chaleur.
Dans un cristal parfait, la symétrie translatoire induit une continuité parfaite du réseau de liaisons
chimiques et les phonons s’étendent a travers tout le cristal, ils sont «délocalisés». Le transfert de
chaleur est principalement da aux phonons, aux électrons et aux magnons. Les magnons peuvent
représenter une part importante de la conductivité thermique chez certains matériaux comme pour le
cas des cuprates.

La conduction thermique est le mode de transfert de chaleur qui prédomine dans les solides. Lors-

qu’un gradient de température existe au sein d'un systeme, le retour a 1'équilibre se traduit par une
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uniformisation de la température : la chaleur se propage par contact (ou de proche en proche) au sein
de la matiére. La conduction dans les solides a été décrite pour la premiere fois par Joseph Fourier en
1822 dans son traité intitulé Théorie Analytique de la Chaleur. Cette théorie est aujourd’hui connue

comme la loi de Fourier et s’écrit par [36,40] :
j=—kVT. (1.112)

ou k est la constante de proportionnalité, est appelée conductivité thermique, est un mode de transfert
d’énergie qui se fait a 'échelle microscopique.

Dans les solides non métalliques, le transfert de I'énergie entre deux zones de températures diffé-
rentes se fait par échange d’énergie de vibration entre les atomes du réseau cristallin. Dans les métaux,
I'énergie thermique est aussi transportée par les électrons de conduction, ce qui rend le transfert plus
efficace. La conduction thermique est rapide sur des petites distances, mais tres lente sur les grandes

distances. Elle est exprimée par la I'expression suivante [36] :
k L Cyvl 1.113
= o0 VL. .
e (1113)

ou v est la vitesse de propagation de I’énergie, ¢ est le libre parcours moyen entre les particules ou

(¢ = vT) donc
1
k= govv%. (1.114)

1.5.6 Laloi de Wiedemann et Franz

La loi de Wiedemann et Franz (1853) stipule que le rapport de la contribution électronique de la
conductivité thermique (k) a la conductivité électrique (o) d'un métal est proportionnel a la tempé-
rature (17) [37].

2
§ — %% (1.115)
A I'époque de Drude, ot la théorie quantique du gaz électronique n’était pas connue, ¢, et v ont été

éstimés sur la base de la théorie cinétique des gaz [40], soit

3
CV == 571]{33, (1116)

comme

1 45 3
alors )

k3 (kg

—=—|\—) T 1.118

o 2 ( e > ’ ( )
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Les propriétés thermiques d’'un solide

soit

k 3 kB 2 -8 -2
= ub (?) =111 x 10°*W.Q2.K 2. (1.119)

D’autre part, Drude avait fait une erreur dans I'estimation de o, ce qui le conduisit a trouver la moitié
du nombre de Lorentz égal a 2.22 x 10 3W.0. K 2 [37,40] en excellent accord avec l'expérience.
Théoriquement, la constante de proportionnalité L, appelée nombre de Lorenz, est égale a 72/3(kp/e)

ou kp est la constante de Boltzmann et e est la charge élémentaire.
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CHAPITRE 2

[’ OSCILLATEUR HARMONIQUE
Q-DEFORME

QP il plasnaly 31 1A e s A el Vs

2.1 Préambule

Le probleme de l'oscillateur harmonique simple (SHO) joue un réle indispensable en physique. 1l
est courant d’utiliser le SHO pour illustrer les concepts de base et les nouvelles méthodes en physique
classique ainsi qu’en physique quantique. La théorie mécanique des ondes des oscillateurs fournit la
base pour comprendre les propriétés d'une grande variété de systémes qui sont analysables en termes
d’oscillateurs harmoniques. Elle est utile non seulement dans ’étude des vibrations des molécules di-
atomiques, mais aussi dans I’étude des vibrations d’autres systémes plus complexes exprimés en termes
de leurs modes normaux. Ainsi, ses applications ne se limitent pas a la spectroscopie moléculaire, mais
s’étendent a une variété de branches de la physique moderne telles que la physique de I’état solide,
la structure nucléaire, la théorie du champ quantique, I'optique quantique, la mécanique statistique

quantique [4,7,8,11-13,41].

2.2 La mécanique quantique q-déformée

Le oscillateur harmonique q-déformé inspire la recherche d'une mécanique quantique q-déformée

qui produit les résultats de la mécanique quantique standard lorsque le parameétre de déformation

24



La mécanique quantique q-déformée

approche une valeur particuliére. Le calcul g-déformé, lorsqu’il est appliqué a la mécanique quantique
avec ses postulats fondamentaux préservés, donne lieu a une mécanique quantique q-déformée. La
mécanique quantique est généralement déformée de deux maniéres différentes : soit en remplacant les
relations de commutation canoniques par une relation de ¢g-commutation, ou soit modifier 'opérateur
de moment dans I'équation de Schrodinger par un opérateur g-déformé [7-9].

Dans un espace vectoriel linéaire ( la norme est défini par

¢ —R*

v = ||v], (2.1)

dont,

av]| = |af ]

v+ ull < ol + [lull

lv]| =0=v=0.

V (v,u) € ¢ et a € C. Pour les fonctions intégrables au carré, la norme est définie comme

ol = \/ [ @v@ada), (22)

ou l'intégrale sera définie plus tard. Nous définissons également le produit scalaire de deux vecteurs u

et v dans ( comme
(x(¢—=C
(u,v) =>< ulv >= i {||u + UH2 — |lu— v||2 -3 (||u + iv||2 — lu+ v||2)} . (2.3)
En utilisant (2.2), dont elle possede les propriétés suivantes :
. o)) =< vjv > .
« <vlu>=<ulv>*.
« <vlau >=a < vlu>.
s <ulv+w>=<ulv>+ <ujw>.

s <vfv>=0&0v=0,
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L’équation de Schrodinger q-déformée

I'intégrale doit satisfaire les conditions ci-dessus ainsi que le théoréme fondamental du calcul intégral,
a savoir

[ Das @)dtam) = 1) - F @ (24)

Un espace vectoriel linéaire est dit complet s’il existe un ensemble de vecteurs dans celui-ci de telle sorte
que chaque vecteur v de l'espace peut étre exprimé comme une somme convergente de ces vecteurs.
Un espace linéaire complet, avec une norme définie comme ci-dessus, est appelé un espace g-Banach.
Lespace linéaire ¢’ des fonctionnelles linéaires continues de 'espace ¢-Banach est appelé 'espace ¢-dual
de (.

Soit « (¢, F') désigne 'espace des applications linéaires continues de l'espace g-Banach ( dans
'espace g-Banach F. Alors A € «((, F) induit une application A" : F — ( appelée opérateur

g-adjoint. L'opérateur g-adjoint est unique. Il est défini par

/u* (x) Av (z)d (qx) = / [ATu (x)r v(x)d(qr), (2.5)

avec la condition suivante

/ u* (z) Av (2) d (qz) = / (A (2)]" v (z) d (qz) (2.6)

Clest-a-dire que si AT = A, donc A est dit q-hermitien.
On peut montrer que les valeurs propres d’'un opérateur g-hermitien ne peuvent prendre que des
valeurs réelles; de plus, les vecteurs propres dun opérateur q-hermitien appartenant a des valeurs

propres différentes sont g-orthogonaux.

2.3 Léquation de Schrodinger q-déformée

L’équation de Schrédinger q-déformée est une généralisation de 'équation de Schrodinger qui inclut

un paramétre de déformation ¢. Elle s’écrit par :

2
p
Hpp, = {2— +V (w)} Ve = Egidy. (2.7)
m
Ici, le moment q-déformé est défini comme p = —tV,. Dans la représentation des coordonnées de

la mécanique quantique standard, —#id/dz sert comme un opérateur de moment unidimensionnel.
Il est donc naturel d’inclure Uopérateur de différence g dans l'expression de I'opérateur de moment
g-déformé. Selon le choix de 'opérateur de différence q, il existe plusieurs possibilités pour I’équation
de Schrédinger q-déformée . Si nous choisissons I'opérateur de différence [9]

D.f ) = LD, e
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L’équation de Schrodinger q-déformée

dont
Dy, 2], = 1.

De plus, il peut étre démontré que

[Da,q"*], =0,

[Dm q—za@} = 0.

qfl

La généralisation des résultats ci-dessus est
[D.,q*%] . =0;a€Q,

[Dg,q‘waﬂqm =0neZ acQ.

Ainsi

e )

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

D’autres définitions de g-nombre de base et d’opérateur de différence q existent dans la littérature

= L1
q9—4q
flgz) = fl¢ '
D.f ()= WD IM2)
q9—4q
On peut voir que D, dont son conjoint
D* = Dyg™™,

n’est pas q-Hermite. Dons, nous prenons
p2 _ _521):%(]73:61 )

Ainsi, ’équation de Schrodinger q-déformée devient

h2
Hyp, = {__,chq_xam +V (CU)} Vg = B,

2m
A partir de (2.14), nous avons
1 1 2
g = (4D, )
ce qui indique que l'opérateur de moment ¢-déformé a la forme

126,

p = —ihg iD,q ">

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Loscillateur harmonique q-déformé

Le signe est choisi de telle sorte que dans la limite ¢ — 1, I'expression de la mécanique quantique
standard est retrouvée. Ainsi pour ¢ # 1, 'opérateur de moment n’est pas hermitien. Cependant, le
carré de 'opérateur de moment ainsi que ’hamiltonien sont g-hermitiens.

En mécanique quantique standard, seuls les opérateurs hermitiens ou anti-hermitiens peuvent don-
ner un opérateur hermitien en les élevant au carré. En fait, il peut étre démontré que toutes les puis-
sances impaires de 'opérateur de moment ne sont pas q-hermitiennes et que toutes les puissances paires
sont q-hermitiennes. Puisque le moment est le générateur de la translation, I'invariance translationnelle

est absente en gq-mécanique quantique.

2.4 L'oscillateur harmonique q-déformé

L'intérét pour les applications possibles des algébres quantiques en physique a été déclenché en
1989 par l'introduction de l'oscillateur harmonique q-déformé [ ,7,8,10,12,16,17, ], dont des
versions équivalentes antérieures existaient. L'oscillateur harmonique q-déformé est défini en termes
d’opérateurs de création et d’annihilation a™ et a et de 'opérateur de nombre N , qui satisfont aux
relations de commutation. L'oscillateur harmonique q-déformé est défini en termes de création et

d’annihilation opérateurs a™ et a et le numéro opérateur N, qui satisfont les relations de commutation

222y

[N,a*] =a, (2.22)
[N,a] = —a. (2.23)

L'oscillateur harmonique g-déformé est décrit par 'hamiltonien [20)]
H = }%J (aa+ + a+a) , (2.24)

ol w est la fréquence de l'oscillateur et a™ et a sont les opérateurs de création et d’annihilation satis-

faisant le relation de commutation [ -12, ]
[a, a+]q =aat —qata =1, (2.25)

avec le paramétre de déformation ¢ € [0, 1]. De plus, les conditions suivantes de conjugaison hermi-

tienne sont satisfaites (dans le cas ol q est un nombre réel ou une racine de I'unité)
+
(a*)" =a,N* = N. (2.26)

L'équation(2.25) est modifiée par la présence du parameétre de déformation g. Pour ¢ — 1, il est clair

que 'équation (2.26) se réduit a la relation de commutation de boson habituelle [a,a™] = 1.
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Loscillateur harmonique q-déformé

Une conséquence immédiate de (2.26) est que
ata=[N],aa" =[N +1]. (2.27)

Ainsi, 'opérateur de nombre N n’est pas égal a3 a*a, comme dans le cas ordinaire. Les opérateurs a™
et a sont appelés respectivement les opérateurs de création et d’annihilation de bosons q-déformés.
La base de I'espace de Fock est définie par I'action répétée de I'opérateur de création a™ sur I'état

de vide, qui est annihilé par a [13, 18] :

aln) =0, |n), = |0)g- (2.28)

Dans l'espace des vecteurs propres{|n)},n = 0,1,2, ..., laction des opérateurs sur la base est donnée

par
Nin >=n|n >, (2:29)
aln) = v/In]|n — 1), (2.30)
a'ln) = /[n+ 1]jn + 1), (2.31)

dont [ , ] ) )
[n], = %. (2.32)

q2 e q 2

Nous remarquons que ces équations ressemblent beaucoup a celles du cas ordinaire, la seule diffé-
rence étant que les g-nombres apparaissent sous les racines carrées au lieu des nombres habituels.

L'hamiltonien de l'oscillateur harmonique q- déformé q est [43]

hw
H = 7([n] + [n+1]), (2.33)
ou sous une autre forme par :
n n n+1 n+1
hw [ g2 —q 2 q(T) = q_(T)
H = 9 1 1+ 1 1
qz —q 2 qz —q 2

<
w3
|
') S
I3
~_
7 N
<
—~~
‘3
|
i
S—
|
) <
—~~
‘3
|
i
S—
N——

(2.34)

[\]
|
)
ol
|
) _QI
[N
N—
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Loscillateur harmonique q-déformé

Posons que ¢ = €7, (2.34) devient

1 +1
B T e e'y(ir)fei'%nT)
_ 2 2
- ? 7 _x + 7 _7
e2—e 2 e2 —e 2
2 2

B hw (sinh % sinh% (n+ 1))
== + .

o3

H

sinh% sinh% <2'35>

Ses valeurs propres dans la base donnée ci-dessus sont

Ly,

_ hw (sinh% N sinh 2 (n + 1)) ‘ (2.36)

2 \ sinh % sinh %

ou [41]
_ﬁ_wsinh'y(n—l— 2

E,
2 sinh %

(2.37)

Maintenant, pour le cas ¢ = e, (2.36) se transforme en :

hw (sin% N sin%(n+1)>

in X in X
s1n2 sm2

(2.38)

ou
B fiew sin 7y (n + %)
=———2

2 sin 3

E, (2.39)

On peut facilement voir que pour g = €” réel les valeurs propres d’énergie augmentent plus rapidement
que dans le cas ordinaire, dans lequel le spectre est équidistant, c’est-a-dire que le spectre est "étendu”.
En revanche, pour q étant un facteur de phase (¢ = e avec 7y réel), les valeurs propres de I'énergie
augmentent moins rapidement que dans le cas ordinaire (équidistant), c’est-a-dire que le spectre est
‘compressé".

Dans les deux cas, dans la limite ¢ — 1 (7 — 0), I'expression ordinaire Dans les deux cas dans la

limite ¢ — 1 (v — 0), 'expression ordinaire

E, =hw (n ~ 5) . (2.40)

est retrouvée.
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s0000F T T N T ‘ R [

[ 4l ]

40000 - 1 [ ]
E ) q=01 2— {4 — q=01
30000 ] q=0.2 q=0.2
o I — g=0.3¢ of | — q=0.3
20000; ] — q=05 | — q=0.5

[ -2t g
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i 4=09 ! ] q=0.9
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Figure 2.1 : Le spectre d’énergie q-déformée pour le cas réel et le cas complexe
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CHAPITRE 3

LE MODELE DE DEBYE Q-DEFORME D’UN
SOLIDE CRISTALLIN : SOLUTIONS
EXACTES

olad) LSl Jal oo glio s lzi] oo 8 2358 3 Q) A o585 ¢ ol 1o 3
cidall sl 3,1 L

3.1 Mode¢ele d’Einstein

Partons de la relation de I’énergie d’un oscillateur dont [ , 14, ] :

hw

Enzg([n]+[n+1}), (3.1)
avec
sinh %
n =
sinh 7 ’
ainsi (1)
h sinh™@  sinh 2t
B, =X (e (3.2)
2 smh% smh%
Comme
1
sinh (%) + sinh i (n2—|— ) = 2sinh W cosh %, (3.3)
sinh 1
coshz = (3.4)
4 2 smh%
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Modéle d’Einstein

alors

fiw [ 2sinh 277}% cosh T
2 sinh %

hw [ 2sinh W}% sinh %)

2 2 sinh % sinh %
_ ﬁ_w sinh% (n + %)
2 sinh % '

A partir de cette expression, la fonction de partition dont :

Zg = Zexp (=BEy),

hwp (sinh2 (n+ 1)
Zy :Zexp <_5 2 ( szinh% : '

est donnée par [ 1]

Posons que
1 hwE
= —, @ = —-—,
p ksT' 7 kg
on obtient
L Op (D) _ ()3
q—Zexp T 2sinh 7
Op Lintl —L(n+d
=2 v <_4Tsinhg (ad) — g hed))
— Y expa |22Vt eI 0
P 8T /g sinh 2 Va+1
Soit
_ee(yit))
e 8T {/qsinh ; ’
alors

Va+1

Cette équation peut étre mise sous une autre forme par | 14]

a il
e (20, (Gi1))

gt —1

2= exp <_2aq [M

) |

7 =

q

(3.5)

(3.6)

(37)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Modéle d’Einstein

3.1.1 Les propriétés thermodynamiques q-déformées

La détermination de toutes les propriété thermique, comme I’énergie libre, 'entropie, 'énergie totale

et la capacité thermique, est obtenue par la relation de la fonction de partition Z [34]. Ainsi

+ L'énergie libre F : I'énergie libre q-déformée suit I'expression suivante :

1
F,= —Banq, (3.12)
\/a _ 1 (6} 6

F,=kgT <2aq (\/5—1-1 —Ing** +In(g*-1) . (3.13)

+ Lentropie S : En utilise le résultat de I'équation (3.13), on définit I'entropie q-déformée par

OF,
1) )

S, =kp | 2c —Ing* +1In(g* —1 3.15

.= kp ( . (\@Jr q (q* — 1) (3-15)

—kBT%¥a q( (vr+i)-—mq%44n@%-m>
:_%B(m%< ) lnf”+hﬂ‘”—10—+k7” (2($§11)+(fﬁfw>,

aglng
S, =kg(lng® —In(¢® — 1 +q—). 3.16
! B( ( Ay (3:16)

ou

« L'énergie totale U : partons de

O0ln Z, O0ln Z,

Uy =— = kT 3.17
! ap BT oar (3:17)
dont
Oday 0ln Z,
U, = kpgT?. | =2 3.18
=t (G ) @19
OlnZ —1 |
el (_2\/6 —— ) (3.19)
Oay, Va+1l gr—1
ainsi, I’énergie totale q-déformée
Vi—1 o4lng
U,=kpT (2 . 3.20
q B (QQ\/a+1+qaq_1 ( )
+ Capacité thermique C'y : La capacité thermique q-déformée est déterminée par :
0,
Cy, Ta—T (3.21)
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Modéle d’Einstein

ou
Jay, O0S, 08,
_ (9% 95 _ _, 9% 3.22
v, (aT aaq) Y90, (3-22)
avec
05, ( q“Ingq Ing q®Ing >
— =kp|Ing— + +a,Ing—— 3.23
doag 7 (@ =1) (g2 —=1) % "(go —1)? (323)

B ey % (lnq)2
— KB ( q —(qaq _1)2) .

par conséquent la capacité thermique déformé a volume constant selon Einstein s’exprime, sous

la forme :

2
B o [ Qg Inq
qu == ]{JBq (—(qaq _ 1)> 5 (324)

Posons que

E(ag) = g% (%)2, (3.25)

g —1

dont E (a) est la fonction q-déformée d’Eintein. Dans ce cas, la chaleur spécifique sera
qu = ?)k'BE (Oéq) 5 (326)

Figure. 3.1 montre la chaleur spécifique déformée selon le modele d’Einstein pour différentes valeurs

de ¢

— =0.01

— q=0.1 ]
q=03 ]

— g=0.5
q=1

T(K)

Fig. 3.1 : La capacité thermique d’Einstein q-déformée (en cal/mol.K) en fonction de la température
pour différents valeurs de ¢

A travers I’étude de la relation obtenue et la figure (3.1), le comportement de la capacité thermique

déformée est identique aux études précédentes. Ainsi,

+ A haute température, 7' >> Op, (voir figure. 3.1) nous obtenons le résultat classique, loi de

dulong et petit Cy, = 3kp C’est a dire la capacité thermique est constante

+ A basse température, 7" << Op, (voir figure. 3.2), la décroissance de la capacité thermique
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Modéle de Debye

observée suit la forme suivante

- %26_% _@E(\/@—l—l)lnq
_31<;B(T> O = =1 1) (3.27)

Cy,

06l — q=0.1 ]

Cv

o
1]
(nd
w

02 B

T(K)

Fig. 3.2 : La capacité thermique d’Einstein g-déformée (en cal/mol.K) a basse température

Dans le cas ott ¢ = 1, on trouve la formule bien connue [ , 34,36, ]
O0r\’ _ex
CVq = ?)k'B (T) e T, (328)

En général, et d’aprés l'analyse des courbes obtenues, nous concluons que le modeéle d’Einstein en
physique de solide est une approximation qui permet de décrire la contribution des vibrations de
réseau des matériaux. Nous constatons également que la déformation q influence les valeurs de la
capacité thermique de sorte que la courbe s’éloigne du modeéle d’Einstein et cette déviation augmente
lorsque la valeur q diminue. Lorsque q est inférieur a 0,1, nous observons un changement significatif
dans la courbe a des températures moyennes. Nous remarquons également une correspondance dans

les courbes a partir de q=0,3, c’est-a-dire qu’elles sortent de I'état déformé.

3.2 Mode¢le de Debye

Dans le modéle de Debye, les atomes vibrent de maniére interconnectée, c’est-a-dire qu’ils ne sont
pas indépendants. Donc il faut étudié la vibration du cristal dans son ensemble [33,36,37].

A travers le modeéle Debye, en peut écrire 'énergie thermique du cristal sous la forme :

Upg —/ D (w) dwUy, (3.29)
0
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Modele de Debye

avec U, est I'énergie interne q-déformée de l'oscillateur harmonique [14]

wp
Vi—1  oglng
Dy :/ D (w) dw.kgT <2a0q\/c_]+ 7+ oo 1) (3.30)
0
dont |
hw,  Op, w sinh =7
Qoq = =

= w = e
kgT T = 2Sinhlan

avec wp, est la fréquence q-déformé de Debye et ©p, la température déformé de Debye |

,44].

Ainsi,
wD
hw sinh 22 -1 hwIn g sinh ln—q
Upy :/ D (w)dwkpT | 2 2 _VI—_ : (3.31)
2kpT sinh 71 \/q + 1 WL
’ 2kpT sinh (Tq) 2kpTsinh 5 ]
wp 9 ﬁ g h Ing 1 ﬁ 1 . h Ing
:/ Vw wsinh %2 | /q — N wlngsinh 24 "
2w | sinh 5t /g +1 s B
4 Ing T sinh 104
0 251nh( ) q2BTmh g ]
wp
_ Vhsinhlan Vai—1 w4+Vﬁsinhh‘7qlnq/ w3 ”
8m2c3sinh 24 /g + 1 472¢3 sinh 24 M
0 erBTsinth _ 1
La chaleur spécifique q-déformée de Debye est définit par
OUp,
Ye="ar 2
alors
hIn(g) sinh lnq W }%
VhIn (q s1nhln—q i 2kp T2 sinh I hoTe g hTw € BT
VG 7 —dw (3.33)
47T 03 Slnh ( hwln(q) sinh 104 )
QkBTsmhlnq _ 1
wp P tn(a) sinh 5
VZ? (Ing)” sinh? (%) / wihe 2opT s B ]
- w.
 8m2c3kpT? sinh? (e) Fiw In(q) sinh 150 2
0 e Qk:BTsinhl%g o 1
Posons que
hwIn (q) sinh 24
@ = ) = (3.34)

2kgT sinh lan
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Modéle de Debye

on obtient
o Vh? (Ing)® sinh? (3¢) [ 2kpT sinh ¢ / a'e 335
Y1 8m2e3k 5T sinh? (24) \Aln(q)sinh 52 (333)
0
2 . 1 Ing 3 3 40 4
4kgV sinh =* kgT a“e”
=— — 7 — sda.
TeC In (g) sinh ¢ 5 (e —1)
A travers de I'équation (3.35), la forme finale de Cy, est :
24Nk sinh 22\ kpT\P T aden
Cvg= —— L ( 3 ) / sda. (3.36)
wp In (g) sinh = h (ex — 1)
0
Cette fonction peut étre mise sous une autre forme par [ ; ] :
qu = 3Nk’BD (CYo)q 5 (3.37)
ou
Qog A
3 a*e”
D(m), = — | ——da. 3.38
q agq (60‘ - 1)2 ( )
L'intégration de I'équation (3.38) donne :
3040(1 12
D (), = B p—— _8’ / (3.39)
0
En simplifiant la relation (3.3 9), nous obtenons :
3ayg, 12 i N
D (Oé()) 1_—6(10(1 a—gq ( 15 + an 11'1 (1 —e 0‘1) + 30{0qu2 [CXP (O([)q)]) (340)
12 1. .
— | —5Lis [exp (awq)] + 6Lig [exp (rgq)] | -
Ay 2

dont N
, A
Lls :Z F,
k=1
est la fonction polylogarithme [45]. Le paramétre s et 'argument 2 sont pris sur I'ensemble des nombres
complexes C.

Les cas particuliers s = 2 et s = 3 sont appelés le polylogarithme d’ordre 2 ou dilogarithme et le

polylogarithme d’ordre 3 ou trilogarithme respectivement '. Figure. 3.3 montre la capacité thermique

'Le polylogarithme apparait également dans la forme fermée de I'intégrale de la distribution de Fermi-Dirac et la
distribution de Bose-Einstein.Il est parfois connu sous le nom d’intégrale de Fermi-Dirac ou d’intégrale de Bose-Einstein.
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Modéle de Debye

q-déformée pour différentes valeurs de ¢

Cv

/
-

b — q=0.01 / — q=0.01
b q=0.1 q=0.1
F — =03 13 — =03
— =05 — =05
r q=1 q=1
Y A S S S S S N S S S RS A olblf o o o
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

T(k)

(a) solution exacte

T(k)

(b) solution numérique

Fig. 3.3 : La capacité thermique de Debye q-déformée (en cal/molLK) en fonction de température pour

diftérents valeurs de q

Pour le cas asymptotiques, on distingue deux régions :

« A haute température, I’ >> Op,, cest a dire ap; << 1,0ona

Qog

qu = 3N]€BD (Oéo)q == 9N]€B

0
Sachant que e* ~ 1 4 x alors

Qg

T
Cyq = 9Nk39— / a?eda

Dq

T \3
=9Nkpg <—) / (a3 + 042) dao,
Opq 5

comme « est trop faible, on trouve

T 3
3
qu == ?)N]{?B (@Dq) Oéoq,

ainsi, on retrouve la loi de Dulong et Petit

qu == 3N]€B

T / ate
5 dao.
Opq (ex — 1)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

« A basse température, I' << Op,, cest a dire op, >> 1, En ce cas I'intégrale est une constante

numérique, On démontre [33]
4t

Cyo = OINkp—r
Va P15a3,

(3.45)
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Modéle de Debye

dont .
4 4
/ X a=T (3.46)
(e —1) 15
0
Ainsi, on trouve [ , ]
T \3

Selon la figure (3.3), la capacité thermique dans un solide de Debye g-déformée est en bon accord
avec les résultats expérimentaux. Les changements de capacité thermique et la température de Debye
peuvent également étre observés par l'effet de q-déformée.

La courbe 3.4 représente I'évaluation de la température de Debye en fonction de la variable q pour
différents matériaux (Argent, Cuivre, Plomb, Aluminium). On remarque que la courbe représente une
augmentation de la température pour les valeurs de q inférieures a 0,1. Cette augmentation implique
I'influence de g-déformée sur le comportement de la capacité thermique, et cet effet est seulement
important aux faibles valeurs de q. Par contre, pour les valeurs de q supérieures a 0,1 lorsque q tend

vers 1, on note une stabilité dans les courbes. Cette stabilité indique I'absence de l'influence de la

déformation.
— Argent
g ] Cuivre
Plomb
—— Aluminium
100 r N
0 [ | | | | |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
q

Fig. 3.4 : Température de Debye en fonction de q-déformée

Les figures 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8 montrent les valeurs expérimentales et I'influence de q-déformée sur
I’évaluation de la capacité thermique qui ont été mesurées dans cette étude a partir de 'approximation

de Debye pour quatre matériaux (Argent, Plomb, Aluminium, Cuivre).
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Modéle de Debye

CV(callmol.K)

Cv(calimol.K)

Fig. 3.5 : Capacité thermique de I'Alluminium ( en cal/molk)

Cv(cal/imol.K)
w

Alluminium Alluminium
T T T = =
1 sk ]
1 4
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1 4t ]
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200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
T(K) T(K)
(¢) g=0.15 (d) g=0.2
Alluminium Alluminium
T T ; e T T T T e T
1 sk ]
1 4F
— qExecte=025 o —— qExacte=0.3
q=1 1 E e q=1 1
g
— qNum=0.25 3 — qNum=03
17 2b ]
1 4t ]
. . . . oL . . . . .
200 400 600 800 1000 [ 200 400 600 800 1000
T(K) T(K)
(e) 9=0.25 (f) q=0.3
Alluminium
T T —_— T T
"
5r / 1
aF
< /’( —— qExacte=05
% st f a=1 3
3 ‘ — qNum=05
FISE | i
1F i
’ 1
ols . . . . .
0 200 400 600 800 1000
T(K)

différents valeurs de ¢ (Op = 394K)

(8) q=0.5

en fonction de la température pour
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Modéle de Debye

Argent Argent
T T T T - T T T T
5F 1 sf 1
.
al . 1 4
< —— q Exacte =0.01 < —— q Exacte=0.1
3 3
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T(K) T(K)
(e) 9=0.25 (f) q=0.3
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e
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3 f
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(8) q=0.5

Fig. 3.6 : Capacité thermique de I'Argent ( en cal/molk) en fonction de la température pour différents

valeurs de ¢ (Op = 215K))
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Modéle de Debye

cuivre cuivre
T T P—— ; T T P —
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H q=1 12 q=1 ]
g 8
3 — qNum=0.01 3 — qNum=0.1
. . . . .
800 1000 600 800 1000
T(K) T(K)
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Fig. 3.7 : Capacité thermique de la cuivre ( en cal/molk) en fonction de la température pour différents

valeurs de ¢ (Op = 315K)
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La conductivité thermique et électrique

Plomb Plomb
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Fig. 3.8 : Capacité thermique de le Plomb ( en cal/mol.k) en fonction de la température pour différents
valeurs de ¢ (Op = 88K))

3.3 La conductivité thermique et électrique

La conductivité thermique q-déformée suit I'expression [36,37]

1

kq:3

Cyqut, (3.48)
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La conductivité thermique et électrique

dont v est la vitesse des particules et [ le libre parcours moyen entre ces particules

by = kqu. (3.49)

Aussi, la conductivité électrique déformée est donnée par [44]

(3.50)

La relation entre la conductivité thermique et la conductivité électrique est indépendante de I'état
déformé. Alors la loi de Widmann-Franz est constante, quels que soient la température et le mécanisme
de diffusion. Elle est souvent tres satisfaisante avec I'expérience et le nombre de Lorenz correcte est
donné par
p=Ffa_ ks _k (3.51)
o

kqo
o Kq0
q k

La figure. (3.9) montre que les valeurs de la conductivité thermique et la conductivité électrique

s’écartent de I’état normal. En particulier aux valeurs de q égale 0.01 et 0.1.

1.0 7——7 1.0 7——7

osf — =001 | osf — =001 1

4=0.1 q=0.1
S| x 06F — q=0.3 18| © 061 — q=0.3 R

— g=0.5 — q=0.5
04 q=1 q 04 q=1 q
0.2 B 0.2 B
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

709 709
(a) La conductivité thermique (b) La conductivité électrique

Fig. 3.9 : (a) Le rapport entre la conductivité thermique déformée et non déformée ,(b) le rapport
entre la conductivité électrique déformée et non déformée, en fonction de la température
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CHAPITRE 4

LE MODELE DE DEBYE Q-DEFORME D’UN
SOLIDE CRISTALLIN : SOLUTIONS
APPROXIMATIVES

4.1 L’hamiltonien de l'oscillateur harmonique q-déformé

L’hamiltonien de l'oscillateur harmonique q-déformée est

g ="

1= ([IN]+ [N +1]). (4.1)

Soit ¢ = e dont

in(N +1 in NV
W q = VALY 2 VY (4.2)
sin~y siny
alors
H, == (43)

Fiw (sin]\W sin(N + 1)7)
q 2 + :

sin vy sin 7y
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La fonction de partition

Comme sinz = x — g—?, (4.3) devient

3
hw [ Nv — Jg—!svg +(N+1)y— —(N;;l) 3
S S (4.4)
2 g e
3l
Chw (N= 424 (N 41) - B2
- 2
2 1— g_'
h

=2 ((2N+1)—§—T(N3+(N+1)3)> (1—2,—?)1=

lorsque g =+ 1, v = 0.

On ne retient que les termes jusqu’a 2, ainsi

hw 2 2
Hy~ = ((2N+ 1) — % (N + (N + 1)3)) (1 + %) (4.5)
fiw 2 hiw
Cette fonction se met sous une autre forme par
A2
H,=H, - ﬁHl' (4.6)

L’Hamiltonien globale de l'oscillateur harmonique q-déformée contient deux parties; partie non défor-

mée, et partie déformée dépend du parametre de déformation + dont

Hy = hw (N + %) : (4.7)

H, = %‘" (N*+(N+1)°- (2N +1)). (4.8)

4.2 La fonction de partition

Notre objectif principal est d’obtenir cette fonction de partition pour les petites déformation;
dans ce cas la sommation apparaissant en Z peut étre facilement effectué ainsi que tous les potentiel

thermodynamique tells que I'énergie totale U, la capacité thermique et la conductivité thermique [34].
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La fonction de partition

Ainsi,
Z, =Trexp(—FH,) (4.9)
=Y (n|exp (—BH,)|n)
n=0
o0 72
:Z (n| e=PHo e3TAHL )
n=0
:Z (n| e=PHo (1 + —BHl) |n)
— 3!
oo 2 o0
=>_ (nl e ) + 383 (nl Hie™ ™ I
7’ - H
= ZO + yﬁ Z <7’L| Hle_ﬁ s |n> 5
n=0
enfin .
T8 X (n| Hie™#Mo n)
Zq=1Z |1+ —= . (4.10)

3 (nl e~ |n)

oo
L’évaluation du terme > (n| Hye M0 |n) se calcul comme suit :
n=0

S (n] Hye 80 jn) =" { (] (N +1)% M3 |n) 4+ 37 (n| N3~ M(¥+3) ln>}

2
n=0 n=0 n=0
(4.11)
_ ’%" S (1] @N + 1) (¥ +) 1)
n=0
_ F%'d Z (n + 1)3675f‘zw(n+§)+ Z n3675fiw(n+§)_ Z (271 + 1) eﬁhw(nJrQ)}
n=0 n=0 n=0
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La fonction de partition

Posons x = [hw, (4.1 1) devient

[el] FL = =
> (n| Hie P |n) = 7&) {62 (n+1)°%e70* ye75 Y e m}
n=0 = =0
hw _z = —zn -z - —zn
) e 2 Z ne +e 2 Z
n=0 n=0
hw . 0 : PG : 0
— ) _e3 (ntl) _ o—5 T+ 2er —
2{ e2a$3nz:06 625%3;0 +€28x
hw : 0P 1 O a +2e72 0
= — —e2 —e 2 e 2o
2 Ox3 \e* —1 Or® \e” —1 G
_ﬁ_w{_ o8 - 2% +@%(e$+1)(1+46$+62x)
5 e —1 (er— 1)2 (e® — 1)4
Enfin
> (n] Hye ¥ |n)
n=0
Ly = —=
> (n|e~PHon)
n=0
h h
— _%) _ eﬁ‘iww_ 7 + hw sinh <6Z ) f () ,
dont i
[ (Bhw) ez (e 4+1)(1+4eM + 2Hw)
w) = ’
(e —1)"
Finalement
2
Zq = Z, [1—§(U1)],
avec
0= e (2) 60
et
(), = —g &+ D)
2 (ewi+ 1)

avec r; = ﬁﬁwi pour chaque atome. Pour N atome, on trouve

Zq:1:[Z HZO[l—— Ul)].

(4.12)

b

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

@/fd///l( \4//[(/( — 49 —

-

[-]

L Al



L’énergie totale

4.3 L'énergie totale

La détermination de I’énergie thermique U,de l'oscillateur harmonique en q-déformé obtenue par

la fonction de partition Z, en utilisant la relation suivant :

= OlnZ
Uy = kpT? =T 4 (4.18)
a 2
_ k2 Z In Zy + In 1——(U)
= Fel 5n 0 gy U1
0 0 72
— 2 2
0 5 O Y2
—kBT 8_Tan0+kBT aTZ—g(Ul)Z,
enfin
2’Y
U, =U— ksT |ZaT U1); (4.19)
dont
oy hw 3! €* >
= e 1 4xe® “(z—1)}. 4.20
T kBTZQ(efE—l)‘l{ + z + 4dze” + ¥ (z — 1)} (4.20)
La forme finale de g-énergie totale est donc
Uy = Up + Zﬁwz g 4{1—1-362—1—4@6%4-621’( i—1)}. (4.21)

Donc a partir du 'approximation de Debye, I'énergie thermique pour un cristal est représentée par :

wp
U, = U + 3+ /%me—“ {1+z+4ze"+e* (z—1)} D (w) dw (4.22)
| 2 (e )
dont ) o -
Veaw Ve
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Discussion des résultats

Ainsi

D
U_q = U0+3’72 /

0

e < {1+z+4ze"+e* (z—1)}da 4.24
AT23BHS (e — 1) S

V2EA T4 o et
= U, + 32 B / 1+ z+4ze® +e* (z — 1)V dx
O/ 4A72c3h3 (el’i—l)4{ ( >}
0
Uy + 2Nk (ksT 3T/D e {1+ +4ze® + e (z—1)}d
= = s S T+ dxe® + e (z — x.
T2 W3 h (e —1)*

Enfin l'expression de 1’énergie totale de Debye en g-déformée pour les trés petites déformation en

fonction de la température a la forme suivante :

U, = U, +9Nk 2<£>3T7ﬂ{1+$+4$6x+621<$—1)}dﬂf (4.25)
qg — YO 2 BP}/ @D (61_1)4 . .

4.4 Discussion des résultats

4.4.1 La chaleur spécifique

Selon la figure (4.1), on remarque que les résultats sont identiques avec I'expérimentale.

sk
y=0
>
4
© —— =0.0002
3r — y=0.0005
2f — y=0.0008
"
| T P I AP P A A I A A P
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

T(k)

Fig. 4.1 : La chaleur spécifique de Debye (en cal/mol.K) en fonction de température pour différentes
valeurs de y

Le modele de Debye pour la capacité calorifique du réseau est modifié en conservant toutes les
hypothéses de base, sauf que chaque mode est ici traité comme un oscillateur harmonique déformé
q. Les deux faits expérimentaux de base sur la capacité calorifique des solides que toute théorie doit
expliquer sont (i) a température ambiante, la capacité calorifique de la plupart des solides est proche
de 3kp de sorte que pour les molécules composées de /N atomes, la capacité calorifique molaire est
proche de 3N R olt R est la constante universelle des gaz (loi de Dulong et Petit). Des mesures précises

indiquent une dépendance de la température de la capacité calorifique dans cette région. (ii) A basses
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Discussion des résultats

températures, les capacités calorifiques diminuent et disparaissent a 7' = 0. La diminution suit une loi

comme 7. Le modele de Debye a réussi a décrire les observations expérimentales 4 basses températures

dans de nombreux solides cristallins purs.

Dans les deux régions de températures, on peut récapituler les résultats suivants :

« A haute température : on a (voir figure. 4.2)

5.980 -

y=0
—— =0.0002
5975 -

— y=0.0005

— y=0.0008

Cv

5970 -

5.965

5.960

100 200 300 400 500
T(k)

Fig. 4.2 : La capacité thermique de Debye q-déformée (en cal/molK) a haute température pour
différents valeures de ~y

T\* T
Cvq=3kp |1+ 37 6(@—D) +25- |- (4.26)

« A basse température : on trouve (voir figure. 4.3)

y=0 ’
—— =0.0002 ]
—— =0.0005
— =0.0008

10 15 20

Fig. 4.3 : La capacité thermique de Debye g-déformée (en cal/molK) a basse température différents
valeures de y

T\’ T\°
Cyq = 233kp <@_D) + 532.95ky7? (@—D) : (4.27)

Cette expression présente une dépendance en T contrairement au cas ordinaire. La capacité calorifique

du réseau par g.atome est calculée selon I'expression ci-dessus pour les trois éléments Rubidium, Césium
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Discussion des résultats

césium

Plomb

y=0
—— y=0.0002
— y=0.0005
— y=0.0008

100
Tk

(a) Césium(Op

AE
200 0 100

(b) Plomb(€p

Rubidium

200 300
Tk

88)

y=0
—— y=0.0002
— y=0.0005
— y=0.0008

150 200

T(k)

(¢) Rubidium(@p = 55)

100

250

400

Fig. 4.4 : La comparaison entre Les valeurs expérimentales et les valeurs théoriques de la capacité

thermique

et Plomb pour lesquels les températures de Debye sont relativement faibles. v est assigné des valeurs

~ 107°. Les résultats sont tracés dans la figure. 4.4 pour la plage de température 100-300 K avec les

valeurs expérimentales [4,5]. On observe qu’il y a une tres bonne concordance pour des valeurs de 7'

pas trop élevées. A mesure que la température devient plus élevée, des écarts apparaissent, la capacité

calorifique augmente beaucoup plus rapidement que ce qui est prédit par la théorie. Les investigations

ci-dessus soutiennent 'idée que les phonons dans les cristaux peuvent étre des excitations q-quantifiées.

Les écarts observés a des températures plus élevées peuvent étre expliqués en prenant en compte des

interactions quartiques et d’ordre supérieur, éventuellement dans le cadre d'un modeéle d’oscillateur

q-anharmonique (voir aussi Tableau. 4.1) .
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Discussion des résultats

Tab. 4.1 : Les résultats théorique et expérimentales de la capacité thermique pour Césium, Rubidium
et le Plomb

rubidium Op =55 [46] césium Op = 38 [46] plomb Op = 88 [37]
T(K) Cyexp [46] Cy théo Cyexp [46] Cy théo T(K) | Cvexp [39] Cy théo
20 3.86 4.19 4.64 5.00978 23.0 2.95 3.15
25 4.45 4.73 5.04 5.32544 23.3 3.91 3.20
30 4.84 5.06 5.32 5.50894 36.8 4.38 4.55
35 5.11 5.28 5.50 5.62399 38.1 4.43 4.63
40 5.29 5.43 5.61 5.70052 85.5 5.57 5.65
45 5.43 5.53 5.69 5.75 90.2 5.62 5.68
50 5.53 5.61 5.74 5.79 200 591 5.90
55 5.61 5.67 5.78 5.82 273 5.97 5.93
60 5.67 5.71 5.82 5.84 290 5.98 5.934
65 5.72 5.75 5.86 5.86 332 6.00 5.941
70 5.76 5.78 5.90 5.87 409 6.07 5.948
75 5.80 5.80 5.93 5.88
80 5.83 5.82 5.95 5.89
85 5.85 5.83 5.97 5.90
90 5.87 5.85 5.98 5.908
95 5.89 5.86 5.99 5914
100 591 5.87 6.00 5918
110 5.94 5.88 6.01 5.92
120 5.96 5.89 6.04 5.931
130 5.99 5.90 6.08 5.936
140 6.02 591 6.13 5.940
150 6.04 5.921 6.16 5.942
160 6.07 5.926 6.17 5.945
170 6.09 5.93 6.18 5.947
180 6.11 5.934 6.20 5.949
190 6.13 5.934 6.22 5.950
200 6.14 5.936 6.26 5.952
210 6.17 5.939 6.30 5.953
220 6.19 5.941 6.33 5.954
230 6.22 5.943 6.35 5.955
240 6.26 5.945 6.38 5.956
250 6.30 5.946 6.46 5.957
260 6.35 5.948 6.55 5.9585
270 6.40 5.9503 6.61 5.9587
273.15 6.42 5.9506 6.64 5.9592
280 6.47 59513 6.71 5.9598
290 6.56 5.9522 6.84 5.9603
298.15 6.67 5.9528 6.97 5.9605
300 6.69 5.953 7.00 5.9610
310 6.85 5.9538 7.02 5.9612
312.64 6.89 5.954
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Discussion des résultats

4.4.2 La conductivité thermique

En appliquant les relations de la conductivité thermiques qui traité au chapitre 3 a cette étude, nous

pouvons tracer la courbe suivante :

1.012F
1.010F
1.008F
1 qo0sf
1.004F

1.002 -

1.000

I
200 400 600 800 1000
T(k)

Fig. 4.5 : Le rapport entre la conductivité thermique déformée et non déformée en fonction de la
température pour différents valeures de

La figure (4.5) montre que le g-déformé joue un role important dans I'influence sur les propriétés
thermiques des matériaux, car I'on constate que le comportement de ces grandeurs est différent de
I'état déformé a I'état normal (7 = 0) a des températures trés élevées, oll on observe une augmentation
des valeurs de la conductivité thermique avec une augmentation des valeurs de 7, ce qui indique que
la déformation modifie la structure cristalline ce qui permet de donner des nouvelles informations sur

cette élément, et ce dans le cas ou ces matériaux résistent a ces températures.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

La théorie des solides a été I'objet de nombreuses recherches ces derniéres années. La connais-
sance des parametres thermo-physiques de la matiére est essentielle dans les processus industriels et la
recherche académique, car de nombreux contemporains nécessitent des matériaux toujours plus inno-
vants. Dans notre mémoire, nous avons rappelé les deux modeéles d’Einstein et de Debye pour étudier
les propriétés thermodynamiques telles que ’énergie libre, I'énergie interne et la capacité thermique
d’un solide cristallin. Nous avons ensuite élargi cette étude pour y inclure notre intérét sur les systémes
physique avec q-déformée. A travers cette étude, nous avons clarifié la différence entre I’état normal
non déformé et I'état déformé. Nous avons vu que le facteur q-déformé n’est pas seulement un outil
mathématique, mais aussi un concept qui est lié a 'étude de la mécanique quantique des solides. Les
effets de la déformation via q peuvent étre utilisés pour décrire la dynamique de I'interaction du réseau
cristallin dans les solides. Cela est important pour comprendre les propriétés de transport thermique
des matériaux. Nous avons également observé que la q-déformation agit directement sur la température
de Debye, ce qui signifie que la fréquence de Debye est modifiée. Nos principaux résultats indiquent la
possibilité d’ajuster la déformation q pour obtenir des effets physiques souhaitables, tels que le change-
ment de la conductivité thermique d’'un certain élément, qui pourrait devenir équivalent & un matériau
plus facile a manipuler en insérant une impureté dans un échantillon de I’élément d’origine. Cependant,
nous avons besoin d’études et de preuves supplémentaires pour étayer une telle hypothése complexe.
Par exemple, nous cherchons a établir un lien entre cette théorie et les expériences par la croissance
de films minces, une question qui sera abordée ailleurs.

Voici une reformulation du texte :

Bien que l'intérét pour les groupes quantiques et la q-déformation ait commencé dés 1989, ils
restent des domaines de recherche trés actifs en mathématiques et en physique. Etant donné que deux
grandes théories du siécle dernier, a savoir la relativité et la mécanique quantique, impliquaient une

sorte de déformation, nous nous attendons a ce que cette nouvelle structure mathématique conduise
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également a une nouvelle physique. Les oscillateurs q-déformés trouvent des applications phénomé-
nologiques dans des domaines tels que la physique moléculaire, la physique de la matiére condensée
et la physique nucléaire [5, 9]. Enfin, I'étude de la mécanique quantique q-déformée améliorera notre

connaissance de la mécanique quantique standard.
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ANNEXE A

LE FORMALISME Q-DEFORME

A.1 g-Produit (g-product)

La définition du produit ¢ entre deux nombres est
1

x®qy=(x1_q+y1_q—1)?, (x>, y>0),

ou, de maniere équivalente,

Ing z+Ing y
q .

TR Y=e

Maintenant, énumérons certaines de ses principales propriétés :

« nous récupérons la somme standard en tant qu’instance particuliere(q = 1) , c’est-a-dire
p q p ;

TRy =Y.

« commutatif :

TReY =Y Qq.
+ additif sous le logarithme ¢ (désormais appelé extensif), c’est-a-dire

In, (z ®,y) =In,z +In, y.
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q-Somme (q-sum)

« associatif :

1

TRy (YRe2) = (T RqY) Q2 =2 QY Qy 2z = (:vl_q+y1_q+zl_q—2)ﬂ. (A.6)

+ le nombre un est I'élément neutre du produit q v ®, 1 = x.

« 11 a une propriété de dualité/inverse (2 — ¢), c’est-a-dire

o= () () “

+ Il admet zéro dans certaines conditions, plus précisément,

0 si(g>letx>0)ousi(g < let0<x<1),
5 ®,0 = |, Silgzletaz0)ousi(g <z<1) (A8)
(x177— 1) sig < letz > 1
« 1l satisfait
q
TRLyY = (x% R2—q y%) . (A.9)

+ En multipliant q fois n facteurs égaux, nous pouvons définir la n-iéme puissance ¢ comme suit :

1

x®3:x®qx®q...®qx:[nxlfq—(l—qnﬁ~ (A.lO)

A.2 g-Somme(q-sum)
De maniére analogue au produit de ¢, nous pouvons définir la somme de ¢ comme
r®y=x+y+(1—q) xy. (A.11)
Cette somme de q possede les propriétés principales suivantes :

« nous récupérons la somme standard en tant qu’instance particuliere (¢ = 1), c’est-a-dire que

rTDr1y=x+vy. (A.12)

+ Elle est multiplicatif sous q-exponentielle, c’est-a-dire que

Y = egel. (A.13)
o commutatif
TBy =y Dy (A.14)
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q-Somme (q-sum)

« associatif

T Dy (Y By 2) = (2D Y) Dy 2 = TDYD,2

—z+y+z+(1—¢q (zy+yz+az)+(1—q) zyz

(A.15)

« Elle satisfait la généralisation suivante de la propriété distributive de la somme et du produit

standard a(z + y) = ax + ay, c’est-a-dire de
a(r @ y) = (ax) Sgrar (ay).
« Lélément neutre de la somme ¢ est zéro,

T D0 =r.

(A.16)

(A17)

Nous pouvons définir I'opposé (ou l'inverse additif) de = (en I'appelant ©,7) comme I'élément qui,

lorsqu’il est sommé avec x, donne I’élément neutre :
z @, (64z) = 0.

Ainsi, nous avons
—x 1
e GRS
1+(1—q)x 7 1—gq

Dong, a partir de la derniere relation, nous pouvons obtenir que

SR

T Oy = 2Pq (Ogy) = ﬁ7 y # _1—iq-
La différence g obéit a :
* X O Y = OgYDgT,
c 26 (YSe2) =(264Y) Sy 2,

+ mais a (r S, Y) # ar Sy ay.

(A.18)

(A.19)

(A.20)

Des propriétés croisées intéressantes émergent des généralisations ¢ du produit et de la somme, par

exemple
In, (zy) =In;z ® Ingy,In, (z ®, y) = In,z + In, y.
et, de maniére cohérente

T+y @ Y DY _ LT LY
ey - =€, ® ey, € = €,€q-

(A21)

(A.22)
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q-dérivée et q-intégrale

Le g-sum et le g-product sont des structures mathématiquement intéressantes qui jouent des roles tres
différents dans la structure profonde de la théorie non extensive. Le g-product refléte une propriété
essentielle, a savoir l'extensivité de I'entropie en présence de corrélations globales spéciales. Le ¢g-sum
ne reflete que la maniere dont les entropies se composeraient si les sous-systemes étaient indépendants,
méme si nous savons que dans un tel cas, nous n’avons réellement besoin que de ¢ = 1. La physique
statistique non extensive propose un nouvel exponentiel et logarithme lié a la physique statistique non
extensive en utilisant le g-sum et le g-product qui satisfont la distributivité. L'entropie q définie par

'idée de la q-probabilité est montrée comme étant q-additive.

A.3 q-dérivée et q-intégrale
On a deux définitions pour la ¢-dérivée [ ,30, ]

+ h-dérivée (classique) : La dérivée / est donnée par :

Dpnf (z) = DS _ i (f(H h) - f(a:)) . (A.23)

B dpxr  z—h h

+ gq-dérivée (quantique) : La g-dérivée est définie par :

dof _ f(qx) — f(q"'x)

D,f (x) = = : A.24
q ( ) dqx <q o (]71) T ( )
La dérivée g, dans le cadre du formalisme g-calculus de Jackson , est définie comme [ ] g
C0f . ([ f(x)—f(y)
of
=11 1— —.
{1+ (1 -q)z} 5

Le développement de ce cadre de déformations ¢ a inspiré la définition d’expressions déformées pour
les fonctions logarithme et exponentielle, & savoir le logarithme ¢ et 'exponentielle ¢ (exponentielle

Tsallis [19]), d’abord proposées comme

R |

— x> 0,e,(@) = {1+(1—q) )7, (z,q) €R. (A.26)

In,z =

dont [A]y = max {A;0} (1 + (1 — ¢) x > 0). Les deux équations peuvent étre réécrites comme

(A.27)

2l g4 1,00 {1+(1-q2}™ g#1,(z,q) €R,
In,z = . eq (z) =
Inz qg=1, e(x) g=1,
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q-dérivée et q-intégrale

ou les deux équations sont restreintes a la condition suivante 1 + (1 — g)  # 0. De plus, nous avons

les relations bien connues suivantes :
In, (xy) =In;z +In,y + (1 — ¢)In; xIn, y,

eg(T)eg(y) =e(z+y+(1—q)wy) =eg(zDy),

avec

rdy=z+y+(1—q) ay.
La g-dérivée obéit

+ Regle de Leibniz

Dy{f () g(x)} = Dy {f ()} g (x) + f () Dy {g (2)},

+ la régle de la chaine

D, {f (g (@)} = Z—J;Dq {g}.

L'intégrale q correspondante est donnée par I’équation suivante

/qf(x) dqx:/%dx,

1
@ agr;ﬁ@qy 1—}—(1—q):15a7

avec

A.3.1 Propriétés de la q-dérivée

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A31)

(A32)

(A.33)

(A34)

La similitude entre la définition actuelle et celle des q-numbers D, f () est claire. En utilisant la

définition de la g-dérivée on peut facilement voir que [11, 18]

De la définition de la q-dérivée, on peut dériver la regle de somme

DI (f (x) +g(x)) = Dif () + Dig (z),

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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q-intégration

ainsi que la regle

Di, [axy £ bxo] " = £ [m] blaz; + be];nq :

ol a et b sont des constants et [ax; + bl’g];n est donné par I'expansion g-binomiale,

Donc

R &

On peut en déduire les deux formes suivantes de la régle de Leibnitz
Di(f () g (x)) = (Dif () g (¢ ') + f (qz) (Dig (x)).
D% (g () f (x)) = (Dig (v)) f (¢"'z) + g (qz) (DLf (2)).
En outre, on peut montrer la propriété
D3 f (qx) = qDLf () lo=ga;
et les regles

DI f (z) = ~Dif (1),

a
Dif (z") = [n], "' Din f ("),

ou a est une constante. Un autre résultat utile est

3
—

D f (x) = ﬁ DIf (¢ Va)
q 0

B
Il

A.4 g-intégration

Lintégration ¢ dans lintervalle [0, a] est définie par [11, 18]

n=0

/f(x)dqx:a(q_l —q) Zq2n+1f (q2n+1a)’
0

tandis que pour l'intervalle [0, c0] on a

n=—oo

/ f(@)dyz = (q_l _ q) Z LS <q2n+1a) ‘
0
L'intégrale q indéfinie est définie comme

/f () dyx = (q_1 — q) Z ¢ Haf (q2"+1:13) + Constant,

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A41)

(A42)

(A43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)
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Opération sur q-déformé algébre

oul <qg<l.

Pour des fonctions entiéres f(x) on peut facilement voir que cette g-intégrale approche l'intégrale

de Riemann comme ¢ — 1, et aussi que les opérateurs de g-différenciation et g-intégration sont inverses

les uns aux autres

D1 [ f@da=£ @)= [ D17 @ d

Donc

1
/ax"_ldqx = ——ax" + Constant,
[n],

q

1
/egrdqx = —e® 4 Constant.
a

A.5 Opération sur q-déformé algebre

Quelques exemples de g-numbers sont donnés ici (q-Jackson déformé ) :

2l,=a+q",

Bl,=¢+1+q¢7%

(A.49)

(A.50)

(A51)

(A.52)

(A.53)
(A.54)

(A.55)

Les identités entre les g-numbers existent. Elles sont cependant différentes des identités familieres entre

nombres habituels. Comme un exercice on peut montrer (en utilisant la définition de g-numbers) que

[al, [b+1], =[], la+ 1], = [a— 0],

Le g-factoriel d’'un entier n est défini comme

]! = [n], [0 — 1], [n — 2], - [2], [1],

Les coefficients gq-binomiaux sont définis comme suit :

tandis que I'expansion g-binomiale est donnée par

CEL —i HL} a™ " ()"

k=0

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)
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Les fonctions élémentaires q-déformées

Dans la limite (¢ — 1)nous avons évidemment
n n

[n],! = (n)!, (A61)

et

ou (n)! et ( ) sont respectivement les coefficients factoriels et binomiaux standard. Il convient de
n

noter que des nombres déformés a deux parametres ont également été introduits

ol = T2

v P (A.62)

Dans le cas particulier p = ¢ ils se réduisent aux g-numbers habituels.

A.6 Les fonctions élémentaires q-déformées

En plus des nombres et opérateurs g-déformés, des fonctions élémentaires g-déformées peuvent

étre introduites. La fonction g-exponentielle est définie comme [ , ]
axr - an n
€q :Z Wﬂf 5 (A63)
n=0 )
tandis que les fonctions g-trigonométriques sont définies comme [11]
. = (_1)” 2n+1
squ :Z ml’ 5 <A64>
n=0 q
et
. (_1)” 2n
coSy T :Z 2] !x . (A.65)
n=0 q
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ANNEXE B

QUELQUE DEFINITIONS UTILES

B.1 Algebre de Lie

Une algebre de Lie est une structure algébrique qui permet de décrire les propriétés des groupes de
Lie. Elle est munie d’'une application bilinéaire appelée crochet de Lie qui vérifie certaines propriétés.
Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Une algebre de Lie {g} sur K est
un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire (x,y) — [z,y] de g X g dans g qui vérifie les

propriétés suivantes :
«Vreg, [z,2] =0;
s Vryzeg oy 2] + [y [z 2]l + [z ] = 0.

Tout espace vectoriel V' peut étre muni d’une structure d’algebre de Lie, en posant Va,y € V, [z, y] = 0.

Une telle algebre de Lie, ot le crochet de Lie est identiquement nul, est appelée abélienne.

B.2 Groupes quantique

En mathématiques et en physique théorique, les groupes quantiques sont des algébres non-commutatives
qui sont apparues d’abord dans la théorie des systémes quantiques intégrables et qui ont été formali-
sées par Vladimir and Pressley . Il a été utilisé pour la premiere fois par Vladimir en référence a des
algebres de Hopf déformées suivant un parametre h ou ¢, et qui deviennent des algebres enveloppantes

d’algebres de Lie lorsque ¢ =1 ou h =0 [51].
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Algebre de Hopf

B.3 Algebre de Hopf

Une algebre de Hopf est une bialgebre (associative et coassociative) H sur un corps K munie d'une
application K-linéaire (appelée I'antipode) telle que le diagramme suivant soit commutatif : Dans ce
diagramme, A est la comultiplication de la bialgébre, V sa multiplication, 77 son unité et € sa counité.

Les algebres de Hopf ont été introduites a 'origine pour étudier la cohomologie des groupes de
Lie. Les algebres de Hopf interviennent également en topologie algébrique, en théorie des groupes et
dans bien d’autres domaines. Enfin, ce qu’on appelle les groupes quantiques sont souvent des algébres
de Hopf «déformées » et qui ne sont en général ni commutatives, ni cocommutatives. Ces objets sont
ainsi au cceur de la géométrie non commutative [ ]

Une algebre de Hopf (H,m, A, e, S) sur un corps K est une algebre associative avec une multipli-

cation m.

+ une comultiplication coassociative A : H — H ® H qui est un homomorphisme d’algebres

« une counité ¢ : H — K telle que Y h(1)ic(h(2)i) = > e(h(1)i)h(2)i , avec A(h) =
> h(1)i ® h(2)i.

« un antipode S : H — H qui est un antihomomorphisme tel que Y h(1)i - S(h(2)i) =

S S(R(1)i) - h(2)i = (h) - 1.

B.4 Algebre enveloppante

L'algébre enveloppante est une algébre associative unitaire qui permet de rendre compte de la
plupart des propriétés d’une algebre de Lie. Elle est contenue dans une algebre associative appelée
algebre enveloppante. L'algébre enveloppante est beaucoup plus grande que 'algébre de départ. Comme
exemple concret de la situation, on peut construire 'algébre enveloppante U d’une algébre de Lie g g§.

Il s’agit d’'une algébre associative unitaire qui permet de rendre compte de la plupart des propriétés de

taf-
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