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Résumé

La présente thése est consacrée a 1’étude des différents problémes des équations aux dérivées partielles
d’évolutions de type viscoélastique avec différentes conditions aux limites (conditions aux limites non linéaires,
conditions aux limites dynamiques, etc...). Nous nous intéressons a I'étude du comportement asymptotique de
la solution qui se manifeste par la stabilité et I’explosion en temps fini.

Nous commencons le premier chapitre de cette these en énoncant quelques notions préliminaires et outils
indispensables pour la réalisation de ce travail.

Le deuxieme chapitre est voué a I'étude de I'existence locale et globale de la solution, ainsi que le
comportement asymptotique de la solution d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff avec un terme de
retard et un terme source. Nous prouvons I'existence locale de la solution en utilisant la méthode de Faedo-
Galerkin, et aussi nous prouvons I'existence globale de la solution en utilisant la méthode de puits de potentiel.
En utilisant la méthode des fonctionnelles de Lyapunov, nous démontrons la stabilité de la solution, tandis que
I'explosion de la solution en temps fini est étudiée en utilisant la méthode de Georgiev-Todorova.

Le chapitre trois est destiné a la solvabilité de la solution et du comportement asymptotique d'une équation
viscoélastique de type Kirchhoff avec des conditions aux limites non linéaires.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions une équation viscoélastique de type p-Laplacien avec des conditions
aux limites dynamiques. Ou nous démontrons que la solution globale existe ainsi que 1’énergie associée au
probléme étudié décroit et que la solution s’explose en temps fini.

Le dernier chapitre, est réservé a I’étude d’une équation viscoélastique a des exposants variables, avec un terme
p(x)-Laplacien. Pour la démonstration de la stabilité nous utilisons les inégalités de Komornik, par contre pour
exprimer que la solution s’explose nous untilisons la méthode de Georgiev-Todorova.

Mots clés : Equation viscoélastique, conditions aux limites non-linéaires, conditions dynamiques, terme de
retard, exposants variables, existence, décroissance de 1’énergie, explosion.



Abriract

This thesis is dedicated to the study of various problems of viscoelastic evolution partial
differential equations with different boundary conditions (nonlinear boundary conditions, dynamic
boundary conditions, etc.). We focus to the study of the asymptotic behavior of the solution, which
is manifested by the stability and the blow-up of the solution at finite time.

We start the first chapter of this thesis by mention somes preliminary notions and the required
tools for the realization of this work.

The second chapter is caring to study the local and global existence of the solution as well as the
asymptotic behavior of a Kirchhoff-type viscoelastic equation with a delay term and a source term.
We show the local existence of the solution by using the Faedo-Galerkin method, also we prove the
global existence of the solution by employing the potential well method. Examining the Lyapunov
functionals method, we demonstrate the stability of the solution, while the blow-up of the solution
in finite time is studied by using the Georgiev-Todorova method.

Chapter three is intended for the solvability of the solution and the asymptotic behavior of a
viscoelastic Kirchhoff-type equation with nonlinear boundary conditions.

In the fourth chapter, we study a viscoelastic equation of the p-Laplacian type with dynamic
boundary conditions. Where, we demonstrate that the global solution exists as well as that the
energy associated to the studied problem decreases , and the solution blows-up in finite time.

The last chapter, is concerned to the study of a viscoelastic equation with variable exponents and
with a p(x)-Laplacian term. For the proof of the stability, we use the Komornik’s inequalities, while
to prove that the solution blows-up we use the Georgiev-Todorova method

Keywords : Viscoelastic equation, nonlinear boundary conditions, dynamic conditions, delay term,
variable exponents, existence, energy decay, blow-up.
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INTRODUCTION GENERALE

Omme nous le savons, le développement de la technologie est dii essentiellement aux
C mathématiques, plus précisément aux équations aux dérivées partielles qui sont la clé
qui nous permet de modéliser plusieurs phénomenes naturels et problemes modernes de
physique, mecanique, biologie et de technologie.

Cette théorie nous permet de relier les obstacles de la vie réelle aux sciences exactes et d’en
trouver les solutions adéquates et de les améliorer, plus encore, cette théorie nous permet de
faire des prévisions précises.

Vu le grand role joué par les EDPs dans les différentes sciences, l'intérét de cette théorie
est devenu important chez plusieurs auteurs qui l'ont enrechi; parmis ces auteurs, nous ci-
tons Euler, Navier et Stokes pour les équations de la mécanique des fluides, Fourier pour
I'équation de la chaleur, Maxwell pour les équations de 1'éléctromagnétisme, Schrodinger et
Heisenberg pour les équations de la mécanique quantique, et bien entendu Einstein pour les
EDPs de la théorie de la relativité. Par contre le calcul pseudodifférentiel ( L. Hormander
1970) et I’étude systématique des EDPs avec un bon arsenal mathématique n’ont vu le jour
qu’avec l'apparition de la théorie des distribution ( L.Schwartz 1950).

Parmis les problemes connus dans la démarche des différents systemes mécaniques sont les
vibrations engendrées par les sollicitations dynamiques des composants qui peuvent conduire
le systeme a la defaillance; dans ce cas, ce qui est interessant c’est 'augmentation de sa du-
rée de vie ou ce qu’on espere au moins, par diminution des vibrations et par évitement des
avaries causées par ces vibrations, ceci, peut se traduire par la dissipation de I"énergie méca-
nique des vibrations en chaleur. Le comportement des matériaux viscoélastiques représenté a
la fois par un comportement élastique qui conserve 1’énergie apres 1’enlevement de la source

de déformation et par un comportement visqueux qui dissipe I'énergie qui permet d’amortir
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les chocs et de filtrer les vibrations, c’est ce qui attire I'attention des scientifiques pour étudier
ce type de problemes.

Pour bien exprimer une équation viscoélastique, on établit I’équation suivante

h(ug)uy — k(Au) + /Otg(t —s)Au(s)ds + A1 (ur) = Ao f(u), (0.1)

ou g représente la fonction de relaxation ou ce qu’on appelle aussi le terme de mémaoire.

On peut considérer le comportement viscoélastique comme un lien entre les structures du
systeme, donc le développement d'un certain mécanisme est largement dii a la connaissance
de I'effet des liaisons viscoélastiques sur les caractéristiques dynamiques des composants de
ce mécanisme. Cela a permit aux scientifiques de définir plusieurs types d’équations visco-
élastiques.

Pour K(Au) = M(||Vul|3)Au, on parle d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff, le
physicien Gustav Kirchhoff [45] était le premier qui a introduit ce type d’équation en 1883
comme une généralisation de I'équation d’onde bien connue de d’Alembert, pour traiter les
vibrations et les déformations d"une corde élastique en dimmension 1. Cette équation est

donnée comme suit

Eh
phuy + Tur = {Po-l-ﬁHVuH%}Au + f, 0.2)

Les parametres de 1’équation ci dessus ont une signification physique donnée par : p dé-
signe la masse volumique de la section transversale h, pg représente la tension axiale ini-
tiale, E représente le module d’élasticité (module de Young) du matériel obtenu en divisant
la contrainte de traction § par la déformation € (6 = Ee) et L représente la longueur de la
chaine. Ce type de probléme a été traité par de nombreux auteurs au cours de ces derniéres
décennies et de nombreux résultats ont été obtenus, voir [57, 75, 86, 96].

Au cours du 18" siecle, le Laplacien (A(.)) est apparu dans I’étude des filtrations des fluides
a travers des milieux poreux dans des régimes laminaires, comme suit

3—1; + div(—k(u)V ($(u))) =0, (0.3)
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ot —k(u)V (¢(u)) représente la loi de Darki, u la teneur en humidité volumétrique, K(u) dé-
signe la conductivité hydraulique et ¢(u) le potentiel.

Par contre, au début des années 1870, la modélisation mathématique de cette étude dans des
régimes turbulents par le Laplacien est devenue insuffisante, cela a abouti a une contradic-
tion avec la réalité. Ce probléme a inspiré I'emergence du terme p-Laplacien en apportant des
modifications a la loi de Darki, pour plus de détails voir [10]. Partant de ces résultats les scien-
tifiques ont introduit I'équation viscoélastique (0.1) avec K(Au) = Apu = div(|Vu|P~?Vu)
pour étudier les vibrations longitudinales non linéaires, cette équation régit le modéle de
Kelvin-Voight (une barre pour n = 1, et une plaque pour n = 2).

On sait que les propriétés de nombreux corps sont afféctées lorsque un champ éléctrique
ou magnétique leur est appliqué de sorte qu’ils peuvent étre capables d’absorber des chocs
ou d’étre appliqués a des vannes et d’autres applications, contribuent a 1’amélioration du
fonctionnement des systémes. Parmi ces applications physiques on peut citer les modeles
d’écoulements des fluides électro-rhéologiques ou des fluides dont la viscosité dépend de la
température, les processus de filtration dans un milieu poreux, la viscoélasticité non linéaire
et le traitement d’image etc. Consulter [80]. Mathématiquement, ce type de phénomene a
été modélisé par des équations aux derivées partielles a exposants variables repprésenté par
I'équation suivante

I/ltt—A

t
p(x)i — Du+ / g(t — ) Au(s)ds + Aqug|u "2 = Agu|u|1¥) 2, (0.4)
0

L’étude de ce type de problemes a donné de nombreux résultats, voir [55, 99, 81].

Le but principale de la modélisation mathématique des différents phénomenes est de trouver
une solution et d’étudier son comportement. Dans chaque systeme étudié, il y a des termes
qui le conduisent a la stabilité et des termes qui le conduisent a 1’explosion. Le terme source
qui représente la force exterieur appliquée est un facteur d’explosion, par contre les termes
d’amortissements qu’ils soient faibles (1) ou qu’ils soient forts (Au;) stabilisent le systeme,
ceci est une intéraction des termes d’amortissements et de terme source, il est donc néces-

saire d’explorer le mécanisme du moment ot les termes d’amortissements dominent le terme
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source, ou bien le terme source domine la dissipation, cette intéraction est représentée par

I’équation suivante
t
uy — Au+ / g(t —s)Au(s)ds 4+ Aqus|us|P~2 = Agu|ul172, (0.5)
0

si g > p la solution s’explose, si p > ¢ alors la solution existe globalement.
Ainsi, parmi les termes résponsables de 1’explosion des solutions il y a le terme de retard, ce

dernier forme les problémes avec retard représentés par 1’équation suivante
t
Uy — A+ /0 g(t —s)Au(s)ds + Aqup + Aus(t — ) = Asf (u). (0.6)

C’est le cas ot1 le fonctionnement d"un certain systéme ne dépend pas uniquement de son état
présentiel mais aussi de son passé, c’est-a-dire qu’il est nécessaire de mémoriser une partie de
I'histoire de ce systeme pour connaitre son évolution. La plupart des phénomeénes phusiques,
chimiques et biologiques sont soumis a ce type de problemes.

Comme l'étude des équations d’évolution non-linéaires a attiré I’attention de plusieurs ma-
thématiciens, c’est pourquoi on s’interesse dans notre these a I’étude des différents problemes
viscoélastiques non-linéaires. Pour I'étude théorique de n’importe quel probleme, la premiere
question qu’il faut se poser est de savoir si la solution globale existe, ou au moins I’existence
de la solution locale.

Pour démontrer 1’existence de la solution globale on utilise la méthode de puits de potentiel,
cette méthode consiste a démontrer que la solution demeure dans le puits de potentiel définit

par
W={ueW":Ju)<d}uU{o},

ou | désigne 1'énergie potentielle et d la profondeur du puits, si 4 > 0 alors la solution glo-
bale existe. Pour l'existence de la solution locale on utilise la méthode de compacité o1 on
construit des solutions approchées en utilisant la méthode de Faedo Galerkin, puis on dé-
montre l’existence de ces solutions approchées en utlisant un théoréme d’existence de solu-

tion d'un systéme d’équations différentielles ordinaires, et finalement, on passe a la limite.
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Une fois l’existence est démontrée on s’interesse au comportement asymptotique des solu-
tions, pour étudier la stabilité on prouve que I'énergie des solutions décroit vers 0 lorsque le
temps t tend vers 1'infini et ceci en utilisant la fonctionnelle de Lyapunove. La décroissance

de I'énergie est décrite par la relation suivante
t
- [ e(s)as
E(t) < Ce “to .

Si &(t) = a, alors l’énergie décroit exponnentiellement, si &(t) = a(1 +¢)~!, a > 0 la décrois-
sance est polynomiale. Dans le cas des exposants variables, la construction de la fonctionnelle
de Lyapunov devient difficile, donc on utilise la méthode des inégalités de Komornik pour

obtenir les estimations suivantes

E(t) < CE(0)/(1+t)" si >0,
E(t) < CE(0)e " si r=0.
Pour I’étude de I’explosion en temps fini de la solution, on utilise la méthode de Georgiev

et Todorova [35], en introduisant une fonctionnelle qui a les propriétés d’explosion.
Cette these contient cing chapitres organisés comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux rappels des notions préliminaires, les consepts de base
et les outils mathématiques utilisés tout au long de cette these.
Le deuxiéme chapitre est voué a I'étudie de I'existence locale et de 1'existence globale de la
solution d"une équation viscoélastique non linéaire de type Kirchhoff avec un terme de retard
et un terme source, ensuite on étudie la stabilité de la solution ainsi que 1’explosion en temps
fini en posant E(0) < 0.
Le troisiéme chapitre est destiné a 1'étude d'une équation viscoélastique non-linéaire avec
des conditions au bord non-linéaires, ott on démontre I’existence de la solution globale, la
stabilité pou m > p et I’explosion en temps fini de la solution si p > m et p +-2 < p avec une
énergie initiale négative.
Dans le quatriéme chapitre on étudie 1'existence de la solution globale d"une équation vis-

coélastique avec un terme p — Laplacien et des conditons dynamiques, en outre, on étudie le
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comportement asymptotique de la solution.

Le dernier chapitre est sacrifié a 'étude d’un probléme viscoélastique a exposants variables
et un terme p(x) — Laplacien, on démontre que la solution globale existe en utilisant la mé-
thode de puits de potentiel, pour démontrer la stabilité on utilise les inégalités de Komornik
et ’explosion en temps fini en se servant de la méthode de Georgiev-Todorova.

On essaie de comprendre a travers ces études le role des termes d’amortissements dans la
stabilité des systemes, et de comprendre l'effet du terme source dans l'explosion, cette com-
prehension nous permet de faire un pas géant dans la stabilisation des différents systémes et
de les contrdler. Ce qui représente 1'objectif principal des mathématiques dans I’amélioration

et la recherche de diverses solutions. C’est ce qu’on vise a réaliser dans les jours a venir.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

"“Obuvious” is the most dangerous word in mathematics”,
"“Evident” est le mot le plus dangereux en mathématiques”,

Eric T., Bell .

Le présent chapitre contient des principaux rappels de mathématiques qui nous permettent

de poursuivre notre étude tout au long de cette thése.

1.1 Espaces fonctionnels
Dans cette section () désigne un ouvert de R"”,n > 1, et K désigne le corps R ou C.

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1. [30] Soit E un espace vectoriel sur le corps K, I'application ||.|| a valeurs réelles
définie sur E est dite une norme si pour tout u,v € E et tout A € K vérifie :

1/ [|u|| >0, ||u|| = 0 si et seulement si u = 0,

2/ (| Aull = Al

3/ |lu+oll < flull + o]

Remarque 1.1. Soit E un espace vectoriel muni de la norme ||.||, E est dit espace vectoriel
normé (ot normé) et on le note par (E, ||.|).

Proposition 1.1. [30] Si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé sur K, alors ’applicationd : E x
E — R définie par d(u,v) = ||u — v|| est une distance sur E, appelée distance canonique
associée a la norme.



8 Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2. (Equivalence des normes) [30] Soit E un espace vectoriel normé muni de deux
normes ||.||; et ||.||2, on dit que ces deux normes sont équivalentes s'il existe deux constantes
positives a1, ay telle que

VuekE, mluf < llull2 < azffufs.

Proposition 1.2. [30] Soient ||.||1 et ||.||2 deux normes équivalentes sur E, alors :
u, converge vers u pour la norme ||.||; <= u, converge vers u pour la norme ||.||>.

Définition 1.3. [30] Soit E un espace normé, et soit (1, )N une suite d’éléments de E. (1) eN
est une suite de Cauchy si

Ve>0;IN>0, Vnm>N: |u, —uy| <e

Définition 1.4. Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de
Cauchy (uy)nen de 'espace E converge vers un élément u de E.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.5. (Espace de Banach) [85] On appelle espace de Banach un espace vectoriel
normé complet pour la distance associée a la norme c’est-a-dire, dans lequel toute suite de
Cauchy est convergente.

Définition 1.6. [14] Soit E un espace vectoriel normé, on appelle espace dual E’ de E 'espace
des formes linéaires continues sur E.

Proposition 1.3. [14] E/ muni de la norme duale ||.|| g définie par

1fller = sup{lf(u)| : u € E et [[ul| <1},

est un espace de Banach puisque K est complet. Lorsque f € E’, la valeur de f en u € E
est généralement notée (f,u)g p au lieu de f(u). On dit que (.,.) le produit scalaire dans la
dualité (E’, E).

Remarque 1.2. [14] A partir de E’ on construit le bidual ou second dual E” = (E’)’, muni de
la norme

Il =sup{|<¢,f>|, FeE et |f] < 1}.

Définition 1.7. [85] Convergence uniforme dans un espace de Banach.
Soit (u,)neN, une suite de fonctions de E. On dit que (u,),eN converge uniformément vers
u € Elorsque limy, o ||ty — 1|0 = 0.
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Définition 1.8. [85] Convergence forte dans un espace de Banach.
Soit E un espace de Banach, et soit (1, ),eN une suite dans E. Alors (u#,),cN converge forte-
ment vers u dans E si et seulement si

lim ||u, —ul|g = 0.
n—oo

Définition 1.9. [85] Convergence faible dans un espace de Banach.
Soient (uy)peNn C E, u € E, on dit que (#,),eN converge faiblement vers u dans E lorsque
n — oo, si

pour tout f € E,  f(un) — f(u),

ol E’ est ’espace dual de E.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.10. [30] Un espace de Hilbert H, est un espace vectoriel réel ou complexe muni
du produit scalaire (u, v) et qui est complet pour la norme associée

2
[l = (u, u).
Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach.

Définition 1.11. (Systéme orthogonal) [30] Soit E un espace de Hilbert, la suite (e,),>1 C H
est appelée systeme orthogonal si

d n=m
571’111 :< en,em >: .
0 sinon.
Sid =1, on dit que le systeme (e, ),>1 est un systeme Orthonormé.

Définition 1.12. (Base Hilbertienne) [30] Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire
< .,.>.0On appelle base Hilbertienne de E une famille dénombrable (e, ),>1 d’éléments de E
orthonormée pour le produit scalaire et engendre un sous espace vectoriel dense dans E.

Définition 1.13. [102] On appelle E un espace séparable tout espace normé contient une partie
dénombrable dense.

Theorem 1.1. [102] Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Theorem 1.2. [30] Soit (uy),eN une suite bornée dans 'espace de Hilbert H, alors on peut extraire
une sous-suite faiblement convergente.

Theorem 1.3. [30] Dans I'espace de Hilbert , toute suite convergente est bornée.
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1.1.4 Introduction aux distributions

On définit le gradient et le laplacien de u, respectivement comme suit

ou ou ou\ " e
vu—(a—xl,a—xz,...,a> et|Vu| —I_Zl

ou |?

axi

4

0%u(x) ’u  d’u 0%u

n
Au = = e+ =— .
" ; ox? <8x% * 0x3 et 8x%> (x)

On note par C(Q)) I'espace des fonctions continues de () a valeurs dans R, pour k > 1
entier, C¥(Q)) est 'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre
k est continue sur ().

CK(Q) est I'espace des fonctions de C¥(Q)) dont le support est compact et contenu dans Q).
Pour tout multi-entier &« = (a1, ..., a,) € N", on pose |a| = a; + ... + a,, et on désigne par D*

la dérivée partielle
ol

D¢ =~
14 Ayt
dxy'...0xy"

Définition 1.14. On note par Cj°(Q2) 1'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
() a support compact, autrement dit

Cr(Q) = {u € C*(O); u(x) =0 Vx € O\K,ou K est un compact}.

Définition 1.15. [83] Une distribution T sur () est une forme linéaire continue sur C§°((2). Les
distributions forment un espace vectoriel noté D'(Q}).
Une distribution T est donc une application de C§°(Q2) dans C faisant correspondre a une
fonction test ¢ un nombre complexe noté (T, ¢), telle que
— Linéarité : V @1, ¢ € CF°(Q)),V A1, Ay eC:
(T, M1 + A292) = Mi(T, ¢1) + Aa(T, 92).
— Continuité : Si ¢y — ¢ dans C3°(Q)) alors (T, @) — (T, ¢) dans C.

ou (.,.) désigne le crochet de dualité.

Définition 1.16. [83] Soit (T;);cn une suite de distributions sur (). On dit que

T; — T dans D'(Q)),
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si
lim < T, ¢ >=<T,¢> Vo¢ecCQ).
]—00
Proposition 1.4. [83] Soit (T;)jen une suite d’éléments de LP(Q) et T € LP(Q2), 1 < p < oco.
Supposons que
T; — T dans LP(Q).
Alors,
T; — T dans D'(Q)).

1.1.5 Espaces LP(Q))

Définition 1.17. Soit p € R avec 1 < p < oo, on définit 'espace des classes des fonctions p'

sommable sur () par

LF(O) = {u : ) — R, u mesurable et / lu(x)|Pdx < oo},
0

o=l = ( f, |u(X)|’”dx>1/p.

Définition 1.18. Pour p = oo, on définit 'espace des fonctions essentiellement bornées par

muni de la norme

L=(Q) = {u : ) — R, u mesurable, 3 ¢ > 0, telleque |u(x)| < ¢ p.p sur Q}

muni de la norme sup-essentiel
| u [[ro= Supess, q|u(x)| = inf {c; |u(x)| < c p.psur Q}.
Remarque 1.3. L'espace L2 muni du produit scalaire

(u,v) :/ wodx, wov € L*(Q),
0

est un espace de Hilbert.

Theorem 1.4. [89] L? muni de sa norme || u ||, est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.
Theorem 1.5. [84] L? est un espace reflexif si et seulement si, 1 < p < oo, en outre il est séparable
pour tout 1 < p < oo,

Espaces L7 ([0, T], X)

Définition 1.19. Soit X un espace de Banach, 1 < p < oo et [0, T] un intervalle de R. On
appelle espace de Lebesgue a valeurs dans X et on note L” ([0, T], X) I'espace des fonctions
f: [0, T] — X mesurables qui vérifient
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1
T v
Lsil<p<oo: | fllrqmnx= (/0 I 1% dt) < .

2.sip=oco: || f Lo, x)=ess sup | f [lx< oo
te[0,T]

Proposition 1.5. LP([0, T], X) muni de la norme || f [|zr(jo,),x), 1 < p < oo est un espace de

Banach .

1.1.6 Espace de Sobolev
Espaces W"7(Q))

Soit () un ouvertde R"”, n > 1, m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < 400, on définit
W™P(Q)) comme suit [102] :

WP (Q) = {u € LP(Q); telle que D*u € LF(Q), Va, |a| < m},

otta € N”, |a| =aq + ...+ a, et D%u = 951 ...9%" estla dérivée faible de u € L” (Q).
1

loc

L'espace WP ((Q)) est muni de la norme
Fo lwme=l e fler + 5 1 D% [|1r -
0<|a|<m
On pose
H™(Q) = W2 (Q)).

Remarque 1.4. [102] Les espaces H™(Q)) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(w,0)pm = (w,0);2+ Y, (D"u,D"0);2, pouru,v e H"(Q).

0<|a|<m

Proposition 1.6. [102] On a
1. W™P(Q)) sont des espaces de Banach.
2. sim > m',H"(Q)) — H™ (Q) avec injection continue.
3. sim=0ona W% (Q) = LF(Q).

Espace W (Q))

Soit () un ouvert non vide quelconque de R",n > 1.
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Définition 1.20. [102] Pour tout 1 < p < oo, on défnit I'espace de Sobolev wlrp par

W (Q) = {u € LP(Q) ; telle que % €eLP(Q),V1<i< n},

Xi

L ou L. £ . . . el
ol o désigne la dérivée partielle de u dans la direction x; au sens des distributions.
Xi

L’espace W7 (Q) est muni de la norme

n g 1/p 1/p
_ p Up _ p p
lullwir ) = (HquJri:ZlH—axin) = <|Iqu+ HWH(LP)n) ,

pou p # oo, et

ax || D*ut| co,
wl<1

[l ) = m

pour p = co.
Définition 1.21. [102] Dans le cas o1 p = 2, on note

u

wl2(Q) = HY(Q) = {u c L*(Q); telle que e
i

cl*(Q),v1<i< n},

muni de la norme

1/2
[l (o) = <||u||§+ ||vu||%L2)”> :

Proposition 1.7. [36] L'espace W'¥(Q)) est un espace de Banach pou tout 1 < p < oo, aussi
l'espace H!(Q)) muni de sa norme, est un espace de Hilbert séparable.

Lemme 1.1. [50] Soient Q) € R",n > 1, et u,(x), u(x) deux fonctions réelles dans LP(Q)
(1 < p < +00) telle que u, converge fortement vers u dans LP(Q)). Ainsi, si1l < p < oo,
(un)nen admet une sous-suite qui converge presque partout vers u, et si p = +oo, alors
(un)neN converge presque partout vers u.

Lemme 1.2. [50] Supposons que () est un domaine borné de R", n > 1. Soit u,,(x) une suite
bornée dans LP(Q)), (1 < p < o) telle que u,, converge presque partout vers u. Alors, u est
dans L?(Q) et u,, converge faiblement vers u dans LP(Q)).

Theorem 1.6. (théoréme de Rellikh Kondrachov)[36] Soit (0 C R", n > 1, un ouvert borné régulier.
Alors toute partie bornée de H' (Q)) est relativement compacte dans L?(Q)).

Dés lors, comme toute suite faiblement convergente est bornée, le théoreme de Rellich implique que
toute suite faiblement convergente dans H'(Q)) possede une sous-suite qui converge fortement dans
L%(Q) (autrement dit, qui converge pour la topologie induite par la norme L? sur Q).
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1.2 Espaces de Lebesgue a exposants variables

1.2.1 Définitions et propriétés de base

Soit () un ouvert borné de R”, n > 1 avec une frontiére 0Q) Lipschitzienne-continue, puis,
P P

on introduit
Définition 1.22. [28] Soit () un sous ensemble mesurable de R” avec |Q}] > 0, on définit
l’espace des fonctions exposants p(.) par

Q) = {p : Q) — [1,00] telle que p(.) mesurable}.

On pose
p~ =ess inf p(x), pt =ess supp(x).
xeQ) xreQ
On définit dans I'espace des fonctions f : () — IR, la fonctionelle

= /Q|f(x)|p(x)dx < +oo0.

Définition 1.23. [28] On appelle un modulaire toute fonction ® qui vérifie les propriétés
suivantes :

O, (f) = 0, pour toute f.

O, (f) =0, si et seulement si f = 0.
Op()(f) = O, )(—f), pour toute f.
O, () (f) est convexe.

Proposition 1.8. [28] Le modulaire @, (f) possede les propriétés suivantes :

(1) Si|f(x)] > |g(x)] pour tout x € Qetsi O, )(f) < +oo,alors Op()(f) > Op((g), de plus
l'inégalité est stricte si | f(x)| # |g(x)].

(2) Si0 < ®,()(f) < +oo alors la fonction A — ®,,()(f/A) est continue et décroissante sur
l'intervalle [1, o0).

On définit alors 1'espace

Définition 1.24. [28] Soit p : ) — [1, 0] une fonction mesurable avec () un domaine de R".
On définit 1’espace de Lebesgue a exposant variable p(.) par

LrO(Q) = {u : Q) —> R mesurable sur () tel que 3 A >0:0,)(Au) < oo}.
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Remarque 1.5. [25] Si p(.) est borné, alors on a :
ue LW (Q) <= 0, (1) = /Q l1(x) PP dx < co.

Définition 1.25. [28] L'espace LP(*) (()) est muni de la norme de Luxemburg suivante

. u
) = znf{A ~0:0,, (X) < 1}.

Remarque 1.6. Si p(.) = constante, les espaces LP*) (Q0) et L (Q)) coincident.
Proposition 1.9. [28] L'espace L?(*) ((0) muni de sa norme est un espace de Banach.

Définition 1.26. [28] Soient p(.), p/(.) € I1(Q) tel que

=1, Vxe,

ol é := 0. Alors, on appelle p'(.) I'exposant conjugué de p(.), et LV'() I'espace conjugué de
1pC)

Définition 1.27. [28] Soit p : O — [1, o0] une fonction mesurable avec () un domaine de R”.
On définit 1’espace de Sobolev a exposant variable p(.) par

Wé’p(‘)(ﬂ) — {u c LP(-)(Q) : ]Vu|P(x) e LY(Q), u=0 sur BQ},

muni de la norme
||M||W3,p(.)(0) = |lullpc) + [Vullp)-

Lemme 1.3. (Inégalité d’injection de Sobolev [16]) Soit p(x) satisfait 5.8, alors, il existe une
constante c, telle que

[ullpy < el Vully) pourtout u € W&’p(')(Q). (1.1)

1.3 Quelques Formules et inégalités utiles

Lemme 1.4. (Formule de Green). Pour tout u € H*>(Q)) etv € H'(Q)) on a

—/ Auvdx=/ VuVudx—/ a—uvds,
Q o) 20 91
Ju

ol % est la dérivée normale de u sur 0Q).
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Lemme 1.5. (L'inégalité de Sobolev Poincarré ([2]) Soit la constante g avec 2 < g < oo pour

n=2o0u2<g< n——n2 pour n > 3, alors, il existe une constante ¢, = c.(Q2, ) telle que
lully < el Vull, Vu € Hy(Q).
Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u,v € L?(Q), on a

: :
/uvdx §/ luv|dx < (/ ]u\zdx) (/ |v\2dx) :
Q Q Q Q

ie.
[uollLa) < [[#llr2a)lollz(0)-
Inégalité de Cauchy
Pour tout (a,b) € R? on a
jab| < 2lal> + 3 |6l
Inégalité de Cauchy avec ¢

Pour toute > O et (a,b) € R?, ona
€ 1
bl < -la* + 5= |b]%
ab| < SJaP+ 5]

Inégalité de Young

Soient p, g deux nombres réels strictement positifs liés par la relation :

Liloa
p 4

Alors V (a,b) € R?, ona

P q
lab| < ﬂ—i—ﬂ.

p q
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Inégalité de Young avec ¢
Pour tout e > 0 et (a,b) € R?>,ona

|ab| < ela]” + C(e) b7,

1 1 1 -1
ol p et g sont strictement positifs liés par la relation — + = = 1 et C(e) = a(sp) v

Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.
Pour tout u € LP(Q), v € LI1(Q), |uv| € L}(Q), et pour tout 1 < p < oo, on note g le

conjugué de p, alors on a I'inégalité

% ;
‘/ uvdx §/ luv|dx < (/ |u|pdx) (/ |u|‘7dx) :
0 0 0 0

ie.

[ lwoldx < sy 1olsgon.

Inégalité de Minkowski

Pour1 < p <oo,0ona

[ +ollrq) < llullrq) + ol )-
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UNE
EQUATION VISCOELASTIQUE DE TYPE KIRCHHOFF
AVEC UN TERME DE RETARD ET UN TERME SOURCE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on considére 1'équation viscoélastique de type Kirchhoff non-linéaire

avec un terme de retard comme suit

(

st — M(|| V|2 divfa(x) V] + /Otg(t — )divla(x)Vu(s)]ds
+pqur + poug(t — T) = ulu|P—2 sur Q) x (0, +00),

y ulx,t)=0 sur 3 x (0, +o0), (2.1)
u(x,0) = ug(x), ur(x,0) = uy (x) sur Q,

| wlxt—1) = folx t—7) sur O x (0, 7),

ott ) est un domaine borné de R”, n > 1 avec une frontiere 0() assez réguliére. M(s) est une
fonction positive de classe Cl telle que M(s) = mg+mys7,y >0, my > 0,m; >0,5s >0, iy
est une constante positive, yp est un nombre réel, T > 0 represente le temps de retard, et g
une fonction positive définie sur [0, 4o0].

Pour le probleme (2.1) avec M une constante et y; = pup = 0, il existe plusieurs résultats
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concernant 1’existence et le comportement asymptotique de la solution, voir [18, 17, 31, 50,
53,58, 76, 79].

Si M est une fonction, p; = pup = 0 et a = 1 dans (2.1), on peut citer plusieurs travaux, voir
[40, 43, 49, 57, 75, 86, 96, 97]. Wu et Tsai [95] ont considéré 1’'équation intégro-différentielle

non linéaire suivante
t
g — M(||Vue||2) A + /0 h(t — s)Au(s)ds + h(ur) = f(u), 2.2)

ou ils ont démontrer I'existence globale de la solution avec la décroissance exponentielle de
I'énérgie. Wu ([90]) a prouvé que l'équation (2.2) admet une solution globale, de plus il a
obtenu de nouveaux résultats concernant la décroissance de l'énérgie et 1’explosion de la
solution. Yang et Gong [98] ont étudié 1'explosion de la solution de I’équation viscoélastique
suivante

t
utt—M(||Vu||%)Au+/ h(t —s")Au(s)ds 4+ au; = |u|P~2u,
0

avec une énérgie initiale positive.
Si a est une fonction, Zennir et al. [101] ont considéré une classe d’équation dégénérée d’onde

viscoélastique avec une densité
t
(%) (Jue|P~2us) s — M(||V xut|3)div[a(x) V u] +/O u(t —s)divja(x)Vyu(s)|ds = 0.

En utilisant les foncionnelles de Lyapunov, ils ont démontré que la solution décroit vers 0.

Boumaza et Gheraibia [12] ont considéré 1'équation suivante
t
u — M(||Vul|3) Au — div[a(x) Vu] + / g(t — s)div[a(x)Vu(s))ds + us = |u|P~2u.
0

Posant des hypotheses appropriées sur la fonction de relaxation g et la fonction M, ils ont
étudié 'existence globale de la solution, la stabilité et I’explosion en temps fini de la solution
avec une énérgie initiale négative.

Les effets du terme de retard apparaissent souvent dans de nombreux problémes réels, out
ils peuvent transformer le comportement stable d’un certain systéeme a un comportement

instable. Au cours de ces dernieres années, beaucoup de résultats sont publiés concernant les
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équations d’évolution d’onde avec un terme de retard, voir [23, 24, 44, 54, 74].

Nicaise et Pignotti [73] ont considéré 1’équation d’onde avec un terme de retard comme suit
U — A+ pqup + poue(t — 1) =0,

ou ils ont étudié la stabilité de la solution de cette équation dans le cas 0 < pup < pp. Ré-
cemment, Wu [91] a prouvé 1'explosion de la solution avec une énergie initiale positive et

non-positive de I’équation suivante
t
| |Puy — Au — Auy + /0 g(t — 8)Au(s)ds + pyus 4 pous (t — ) = blu|P~2u.

Pour I'équation viscoélastique de type Kirchhoff avec un retard. Daewook [22] a étudié le

probleme suivant
t
u — M(x, t, | Vul|3)Au + /0 h(t —s)divja(x)Vu(s)]|ds + |u|™u + pyu + pous(t — 7(t)) = 0.

Posant des conditions sur le terme de kirchhoff et la fonction de relaxation, I’auteur a obtenu

un résultat de décroissance uniforme de 1’énergie.

2.2 Notions préliminaires

Dans cette section, on décrit le cadre variationnel du probleme (2.1) ansi que quelques
lemmes préliminaires.

Soit a € C'(Q) une fonction positive telle que
a(x) > a3 >0, (2.3)

et

H, = {u e HY(0) /Qa(x)|Vu|2dx < tool,

un espace de Hilbert muni de la norme

|Vu|? = /Qa(x)|Vu]2dx. 2.4)
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De (2.3) et (2.4), on obtient
1
IVul3 < ;HVMH% (2.5)
1

Pour énoncer et prouver nos résultats, on a besoin des hypotheses suivantes :

(A1) La fonction de relaxation g est de classe C!, ansi pour tout s > 0, on a
g(s) >0, ¢'(s) <0, my —/ g(s)ds=1>0.
0
(A7) 1l existe une fonction positive, differenciable  telle que

§'(s) < —{(s)g(s), s>0, g(0) >0,

’ O .

(A3) La constante p satisfait
2
p>2y+2 sin=12 et 2’y+2§p§Z—1L2, sin>3.

De plus, on suppose que la fonction g satisfait

® mo(p —2)
/0 86)s < S A o) (2.6)

Lemme 2.1. [101] Pour u € C1([0, T); H{(Q))), on a

/Q /Otg(f — s)div[a(x)Vu(s)|dsu(t)dx

ST CRACICRINI Ors

Ly L g2
(g 0 Vu)(t) + 5| Vul

ou

(g0 V) (t) = [ gt =9)IVu(t) - Vuls)l3ds
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2.3 Position du probleme
Similaire a Nicaise et Pignotti [73], on introduit une nouvelle variable z définie par
z(x,0,t) = u(x, t —tp), x€Q, pe(0.1), t>0,

ce qui donne

1z¢(x,0,1) + zp(x,0,t) =0, sur QO x (0.1) x (0, +00).

Ce qui nous permet de réécrire le probléme (2.1) sous la forme suivante

(

uy — M(||Vu||2)div[a(x) V] + /Otg(t — s)div]a(x)Vu(s)]ds

+pqur + poz(1,t) = |ulP~2u sur Q x (0, +00),

Tz4 (%, 0,t) +2o(x,0,) =0 sur (0,1) x (0, +0),

2(0,t) = uy(t) sur (0, o), 2.7)
z(p,0) = fo(—p1) sur Q x (0,1),

u(x,t) =0 sur 9Q x (0, +0),

u(x,0) = uo(x), ur(x,0) = up(x) sur Q.

\

Soit ¢ une constante positive vérifie

Tpa| <& < T(2p1 — |pal). (2.8)

Alors, I'énergie associée au probleme (2.1) est donnée par

. ]. 2 1 t 2 ml 2r)/+2 ].
() = il + 5 (mo— [ s ) IVal+ 5 Va4 (g Vi)
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& [ leto, ) Bdp — L 29)
2 Jo ro/N2 p P

Lemme 2.2. Soit 1 une solution du probleme (2.1), alors

E'(t) < 5(g'o Vu)(t) — %g(t)llwllﬁ = co(fluellz + [12(1, 1)][3)- (2.10)

NIH

Démonstration. En multipliant la premiére équation de (2.7) par u; et en I'integrant sur (), on
obtient

d 1 ! 2 2942
& |3lm I+ 2(m0 [ (s ) 19ulR -+ 3 vl

+3to v+ 5 [ 1o, 0ldp — 1 ul] @)

1
— 38OVl = 35" Va (1) — sl — 2 [ 2(1, .

En utilisant I'inégalité de Young, on estime le dernier terme de (2.11) comme suit

“Vz/ﬂz(l,t)utdx < |;;—2||]Z(1,t)\|§+ |V2|” tHz (2.12)

De méme, en multipliant la deuxiéme équation de (2.7) par ¢z et en l'integrant sur Q) x (0.1),

Tdt// 1z(p, t)|?dpdx = // —|z(p, t)|*dpdx

¢
= 5= (el = 12(1,B13).
En combinant (2.11), (2.12) et (2.13), on obtient

on trouve

(2.13)

E(1) < (g’ o Vi) (1) — 58(0 | Vull — collrl + =1, D]3),

oll cp = min { Uy — % - |]/;—2|, 2%_ — @ }, une constante positive d’apres (2.8). [

Ensuite, on définit la fonctionnelle

1) = 1(0(6) = (o= [ g(6)ds ) IFul} + 25 [Vul2T*2 4 (go Vi)

42 [ llelp, 1) B — Nl
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et 'energie potentielle

J(t) = %(mo - /Otg(s)ds> IVullz + 2fy+2

i
+5 [t 0B~ 3l

224 (g0 V(1)

De ce qui précede, on obtient
1
E(t) = 5lluell3+J(1). (2.14)

Lemme 2.3. Supposons que les conditions (A1)—(A3) soient vérifiées. Alors, pour tout (1o, u1) €
H,(Q) x L?(Q) telle que

-2
cl 2p T
I1(0) >0, et p=—(-—+——=E(0 <1, 2.15
©>0 et p= (15, 5E0) 215)
on a
I(t) >0, pour tout t > 0. (2.16)

Démonstration. Comme I(0) > 0, alors grace a la continuité de u(t), il existe un temps T* < T
tel que

I(t) >0, Vte|0,T").
Soit t( vérifie

{I(to) =0 et I(t) >0, pour tout 0 <ty < T*}. (2.17)
Alors, pour toutt € [0,T*), on a

0= P22 = [ g(6)a) [Vl + (g0 Vu)(t) + w77

+ [ laloo ) 1dp] + 1100

. t (2.18)
> P22 o= [ g(o)ds) IVl + (g0 V) (0)+ -2

27+2

1
+¢ [ (o, 01

Utilisant A1, (2.10), (2.14) et (2.18), on obtient

t 2
HVulld < (mo— [ s()as)|Vuly < 250
(2.19)

2p 2p %
< —— < .
p_zE(t) o (0),V t € [0,T*)
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En exploitant le lemme (1.5), les relations (2.5),(2.15) et (2.19), on trouve

-2

p A =N
u(t)|lb < Pl vu(t pgc—*Vut ”gc—*( P EO) 1| Vu(te)l|?
(w1} < ITuto)l} < GIvulE < o (g E@) T 1Tute)

= Bl Futo)|3 < (mo — [ g(s)ds) |Valto) 2

Par conséquent, on peut obtenir
I (i’o) > 0,

ce qui est en contradiction avec (2.17). Ainsi, I(t) > 0 sur [0, T*).

Lemme 2.4. [58] Supposons que
n—1
n—2'

alors, il existe une constante positive C > 1 dépendant seulement de () telle que

p<2

lully, < CUIVulz + ullp),

pour tout u € H}(Q), 2 <s < p.

Lemme 2.5. [52] Soit Q un ouvert borné de R} x R}, g, et ¢ des fonctions de L(Q), 1 < g <

oo, telles que
Igulleao) <C gu —> & p.p. dans Q.

Alors
gu — 8§ faible dans L1(Q).

2.4 Solvabilité de la solution

2.4.1 Existence locale

Theorem 2.1. Soient 1 > |uz|, uo € Ha(Q), ug € L2(Q), fo € L2(Q x (0,1)) et T > 0, alors il

existe une unique solution faible u de (2.1) telle que :
u € C([0, T]; H*(Q) N Ha(QQ)),
ur € C([0, T]; L*(Q)).

Démonstration. Etape 01 : Construction des solutions approchées

Soient w1, ..., Wy, ... une base hilbertienne de V. = H,(Q) N LP(Q)), et V,, le sous-espace de V
engendré par les m premiers éléments de la base, et soient ¢y, ..., ¢y, ... une base hilbertienne
de W = L2(Q x (0,1)), et Wy, le sous-espace de W engendré par les m premiers éléments de
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la base. L'approximation de Faedo Galerkin consiste a trouver pour tout entier m > 1

ts t(x, t) Zg,m

t = zm(x,0,t) Zh,m Yoi(x, 0).
Vérifiant les formulations variationnelles suivantes

Un(t) € Vi, VE€[0,T]

(e (£)) et ) + M| Vul2) Ak(t) = | g(t =) Ax(s)ds + pr ((um(t))r, i) (2:20)

+un(z(., 1), w) — (Jum|P2um, wi) =0, Vk=1,m,
et

(2.21)

zZm(t) € Wy, V€0, T]
{ (T(zm(8))e + (zm(t))ps 1) = 0, Vk=1,m,
avec les conditions initiales
um(0) = tom, Uom = Lijtq XimW; — Uo,
(um)e(0) = Urp, Uim = Yitq Bimwi — U1, (2.22)

Zm(O) = Z0m, Z0m = 21”1:1 YimPi — fO/

™ (o ()it 05) = ((zz-’ilgima)wi(x))ﬁ,wk)
= (xS ) ) o
— I ww0) S5 1),

et

S
N
—~

—
N—

/Q a(x) Vi, Vwidx

:/Qa( (Zglm )Vwkdx

:Zﬁlgim(t)/Qﬂ(x)Vw,-(x)Vwkdx,
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t
e [stt=s)as)ts = ["g(t-5) [ atx)Tun(o)Vandx
= Otg(t_s / (Zgwn )Vwkdx
=10 [ 8= 9)gns) [ o) Vi) Vi,
et
() =g (2 gimu)wz-(x))t, )
= (( i1 dgidn;(t)wi(x))wk)
=1 iy dglm< )(wi(x)rwk)
et

e = o (S (D) ) e
= p2 Y1 (i, wi) i ().

Ainsi, on obtient un systéme d’équations différentielles non linéaires du second ordre.

(

aZ, m o) m
1 (w0s, 0) SEE ) 4 g1 Y (w03, 00) S (1) + MO Vul2) Y- Ad()gie(
i=1 i=1

t m
i1 /0 e(t—5)Ai(s)gim(s) + m2 Z((Pi' wi)hi(t) — (|um|p—2um1wk) _0, (2.23)

i=1

| 8ik(0) = i, (8ik)+(0) = Bir-

Et
oh

T (9190 i (1) + i«mp,mhik(w

(2.24)
hix(0) = ik.

Grace au théoréme de Caratheodory des équations différentielles ordinaires, on peut conclure

qu’il existe un t,, qui dépend uniquement de |&;y,|, |Bim| €t |vim| tel que dans [0, t,,], le pro-

bléme (2.23)-(2.24) admet une solution locale unique (g (t), i (t)) € (C2[0, t])>.

Etape 02 : Estimation a priori

En multipliant I"équation (2.20) par (gx, )(t), en sommant pour k = 1,2, ..., m, et en intégrant
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la relation résultante sur (0, ), on obtient :

§[||<um>tu%+ (1m0 - /Otg<s>ds)nwm||§+ A (gowmxt)]

il [ N+ [ 20 (s + 5 [ (61 Vi

5 | & o Vum)t)

(2.25)

1
=5 [moHVu()Hi +

2942 1
uolla" ™+ HM1H§] —EHuoHﬁ-

De méme, soit ¢ > 0. On multiplie I’équation (2.21) par (¢/7) (hgy, ), puis on effectue la somme
pour k = 1,2,...,m, et en intégrant la relation obtenue sur (0, ) x (0,1), on obtient

g/g/ol(zm)zdpdeF%/Ot/g/ol(z’”)PZmdpdxds

: (2.26)
= EHZMOHLZ(QX(OJ))'
Notons qu’on peut réécrire le dernier terme a gauche de 1’équation (2.26) comme suit
C / / / Zm pzmdpdxds = 27/ / / (zm) dedxt:ls
(2.27)

— 9 2 _ 5
B 2T/o /Q(Zm(xf 1,8) — z5,(x,0,5))dxds.

En sommant (2.25) et (2.26) en tenant compte de (2.27), on obtient :

En(t) + / | (1) ||2ds+;t2/ / Zm (., 1) () edxds
2/ ds||Vum||a——/ (§' o Vuy)(t / / s)dxds
= Em )

Supposons que yp < i et choisissons ¢ de sorte que (2.8) soit satisfaite. En utilisant I'inégalité
de Young, on trouve qu’il existe deux constantes positives cy4 et c5 telle que :

t t
0 +co [ il cs [ Nz D13+ [ 806 Vunlids

[ o um@yas @229

< Eu(0),
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avec : c
S B2 & 2
“TMT T ST
En utilisant (A1)-(A3), et (2.22), on peut déduire qu’il existe une constante positive C indé-
pendante de m telle que
En(t) <C.

Alors la solution (g (t), hy(t)) peut étre étendue sur l'intervalle [0, T].

En outre, on a
1 1
C > En(t) = EH(um)t”%“‘]m(t) > ;HumHﬁ/

par conséquent, lorsque m — +oco dans (2.28), on constate que

( u,;, demeure dans un ensemble borné de L*(0, T; H,(Q)) N LP(Q))).

uy, demeure dans un ensemble borné de L?(0, T; H,(Q))).
(2.29)
(4m); demeure dans un ensemble borné de L°(0, T; L2(Q))).

| zm demeure dans un ensemble borné de L=(0, T; L?(Q) x (0,1))).

Etape 03 : Convergence et résultat d’existence
De maniére similaire a [52], on déduit qu’on peut extraire des sous-suites convergentes (1, )k, (Zm, )k
et ((tm,)t)x de (Um), (zm) et (1) respectivement, et

Um, — u faible* dans L= (0, T; H,(Q)) N LF(QY)),

(thm, )¢ — uy faible* dans L(0,T; 12(Q)),
2w, — 2 faible” dans L(0, T; (0 x (0,1)).

En outre, il découle de (2.29) que u,,, reste dans un ensemble borné de L2(0, T; Hy(Q2)) et
(tm, )¢ reste dans un ensemble borné de L2(0, T; L?(Q2)), par conséquent (i), est bornée
dans H'(Q). De plus, on sait qu’en vertu du théoréme de Rellich-Kondrachov, I'injection de
H'(Q) dans L?(Q) est compacte. Et en tant quun résultat du théoréme de Rellich, toute suite
faiblement convergente dans H'(Q) a une sous-suite qui converge fortement dans L?(Q).
Ainsi,
U, — u dans L*(Q). (2.30)
D’autre part, en utilisant le lemme (1.1), on trouve qu’il existe une sous-suite de (1, ) encore
notée (uy,, ), telle que
Uy, — u presque partout dans Q. (2.31)

P

De plus, comme |uy;, |P~2u,,, reste dans un domaine borné de L®(0, T; L7-1(Q)), on a
P k k

p

|ty |P 2ty — w faible* dans L®(0,T; L7 1(Q)). (2.32)
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Maintenant, en suivant la méme méthode que celle utilisée dans [52], on peut démontrer que
w = |u|P~%u comme suit.
A partir de (2.31), on obtient :

|ty |V 2ty — |u|P"2u p.p dans Q, (2.33)

et d’apres le lemme (2.5), on a

|t |P 21, — |u|P~2u faible dans L%(Q). (2.34)

Grace a l'unicité de la limite et la relation (2.34), cela nous permet de trouver que w = |u|?~2u.
D’apres (2.30), on a
U, (0) — u(0) dans L*(Q).

De l'unicité de la limite et (2.22), on déduit que uy = u(0). De la méme maniere on obtient
Uy = I/lt(O).

Ainsi, on peut prendre la limite dans (2.20) et (2.21), et en utilisant la propriété de la densité
des espaces V,,; et Wy, on en déduit que (2.1) a une solution locale. O

2.4.2 Existence Globale

Cette section est consacrée a la preuve de 'existence globale de la solution du probléme
(2.1), et ceci en utilisant la méthode de puits de potentiel, qui est basée sur le lemme (2.3). En

utilisant le fait que

-2
cl 2p =
im | oy <
tl—lg}* laf (l(p — 2)E(u(t)’ut(t))) > ,B <1,

N

on peut étendre T* a T, et obtenir le résultat suivant

Theorem 2.2. Supposons que les conditions du lemme (2.3) soient vérifiées, alors la solution (2.1) est
globale et bornée.

Démonstration. Pour arriver a notre résultat, on doit démontrer que
2 2
luellz + [ Vullz

est bornée indépendemment du temps ¢.
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En utilisant (2.9), (2.10), (2.14) et (2.19), on obtient

E(0) 2 E() = J()+ 5 ]lmlB

-2 1
> P2 (0)9u)2) + 53

) -2 1
> min {lpz—pli} (HVL!H‘Z' + IIutH%),

IVullz + [luell3 < CE(0).

2.5 Stabilité de la solution

Dans cette section, on étudie la décroissance générale de 1énergie pour le probleme (2.1).

On définit la fonctionnelle F(t) comme suit
F(t) := E(t) +e1(t) +ep(t), (2.35)

ol &1 et &7 sont deux constantes positives qui seront spécifiées ultérieurement, et

¢(t) :/Quutdx. (2.36)

Y(t) = — /Q " /0 o(t— ) (u(t) — u(s))dsdx. (2.37)

Le lemme suivant exprime la relation d’équivalence entre les deux fonctionnelles F(t) et E(t).

Lemme 2.6. Il existe deux constantes positives B; et B, telle que

BiE(f) < E(f) < BoE(t). (2.38)

Démonstration. On a

[F(t) —E(@)] =

e1p(t) ezwm\

ggl/nyu\|ut|dx+82/0|ut| /Otg(t—s)(u(t)—u(s))ds dx,
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en utilisant les inégalités de Holder, de Young et de Poincarré, on obtient

€1+¢ € ex(mg—1) [t
) —E0] <2 2||uf||%+—1||u||%+¥ [ 8= 9)lut) ~ uts) s

€1+ &

€1C
<
=7 [[utl|2 +

=D e vy

< c(eq,€2)E(1).

(2.39)
2 2 —1
ol c(e1,€2) = max{ £1 ;LSZ, €21C*’ szc*(mzo ) }, et dongc, de (2.39) on peut obtenir (2.38) en
a7 a7
choisissant ¢; et €, suffisamment petites. [

Lemme 2.7. La fonctionnelle ¢(t) définie dans (2.36) vérifie

mo

I
¢/ (1) < (14 &) a3 — cell Vaell7 — ma| Va7 + =3 — (g 0 V) () + €| 2(L, )15 + [[u} -

Démonstration. En dérivant (2.36) par rapport a t et en se servant de I’équation (2.1), on obtient
2y+2
(1) = lluwell3 — mol|Vul| — mal Va2 + Jull

—ptl/ uutdx—],tz/ uz(1,t) dx+/ x)Vu(t )/Otg(t—s)Vu(s)dsdx

2942

= lluell3 — mol|Vullz — my || Vulla”" + lfullp + I + 2 + .

En adaptant les inégalités de Holder, de Young et de Sobolev-Poincaré, et la relation (2.5), on
estime Iy, I, et I3 comme suit

2 Cil‘% 2
h < el + S5 vul?, (2.40)
1
2 C%P‘% 2
b < ellz(L )3+ B2 vl @.41)

1
et

13_/ w/ (t — 8)a(x)(Vu(s) — Vu(t))dsdx + (/Otg(s)ds)HVuHﬁ

< (e+ (mo — 1)) Vul + u(gowx)

En combinant les inégalités (2.40),(2.41) et (2.42), on trouve

(2.42)

—1
¢/ (1) < (L&) l[urll3 — cel Vaell7 = ma | Va2 + =—(g 0 Vu) () +ellz(1, £) |3 + ||
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ou

(47 + u3) > 0.

Lemme 2.8. La fonctionnelle ¢ (t) définie dans (2.37) vérifie :
t 2 2 2
w10 < —{ [ g(e)ds =20 [l -+ 6{mo + 20m0 — 17 + e} Tl

0)c2
som [Tl 412101+ ex(g o Va)(t) - L0 (¢ o v 1)
1

Démonstration. On dérive la fonctionnelle 1(¢) définie dans (2.37) par rapport a f en utilisant
I’équation (2.1), on obtient

WO = — [ [ 5= 9)t) — us))dsdx
= o [ =) te) — uis s — ([ go)s) ]
= M(Vul) [ a()Vu [ gt~ $)(Vu(t) - Vu(s))dsdx
[ [ st = )at)Vu(e)ds [ gt~ )(Tu() - Vals)dsdx
b [ [ (6= 5)(a(t) — u(s))dsd .49)
b2 [ 200 [ gl = 5)(ut) ~ uls))dsd
= [l [ (e = ) w(e) — u(s)dsdx
= o [ =9 te) — udsx — ([ g(s)ds ) sl
:h+b+m+g—(4}@%wwﬁ.

Dans ce qui suit, on va estimer tous les termes de I'équation (2.43).
Commengant par le premier terme, en utilisant les inégalités de Holder et de Young, la condi-
tion (A1) et la relation (2.5), on obtient :
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L = (m0+m1||Vu||3ry) /Qa(x)Vu/Otg(t—s)Vu(t) — Vu(s)dsdx

< (ot m Va2 ) |09l + "t (g0 V) (1)

45a

(mo L <(2P E(O))W)(mo—l)] (8o Vu)(t)

4602 4603 \I(p —2)

< Smo||Vul2 + 6mq || Vu |37 +

= Omo | Vu|[2 + omy | Vul|372 + ¢y (g 0 Vu)(8),
(2.44)

L sa/ﬁ(/otgu—s) ()} (IVu(s) - u<t>|+|w<t>|>ds)2dx

%/ﬂ(/otgu—s) ()} (Vu(t) - w<s>>ds)2dx

< (24 55) [ ([ stt= 9 wuin - Vu<s>>ds)2dx+za(mo—l)zuwuz

1
< (204 35 ) Omo = 1) (g o V) 1)+ 20(m0 — 1|V,
(2.45)
mo — 1) uzc?
B < ol + 0 oo v ) (2.46)
1
mo — 1) uc?
1y < o121, 03+ "D (g 0 1), @a7)
1

Pour estimer I5, on utilise les inégalités de Holder et de Young, la condition (A1) et les deux
relations (2.5) et (2.19). L'estimation est donnée comme suit

_ |/Q|u|’”_2u/0tg(t—s)(u(t)—u(s))dsdx

C2P 2 v Zp 2 ( O_Z)Cz
el Vul

<9
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2p—2 p—2
Cx Zp 2 (mo_l) *
<o S (15 g E®)  JIvuiE+ P e v
1 (2.48)
—1)cs
= eVt + 0 g )
De méme, pour Ig, on trouve
0)c2
lo < ol — 8105 ¢ 0 vy 1) 2.49)
a7
En combinant les estimations (2.44)-(2.49), I'inegalité (2.43) devient
! 2 2 2
#(0) < —{ [ g(eds =20 [l -+ 6o+ 20m0 — 17 + e} Tl
0)c2
o [Tl 4 82(1, )3 + es(z 0 Tu) (1) — B0 (7 0 W) 1),
1
o (8 +18)(mo D (my— 1)
1 lu1+1u2 mo —L)C mo_lc*}
= 20+ — —1 :
C3 {C7+< +4(5)(m0 )+ 150 Ry
[

Lemme 2.9. Assumons que les hypotheses (A1)-(As) sont satisfaites. Soit (ug, u1) € Ha(Q)) X
L%(Q)) donné et satisfait les conditions du lemme (2.3). Alors, pour tout f, la fonctionnelle
F(t) vérifie :

F'(t) < —61E(t) + d2(g o Vu)(t), (2.50)

ou 07 et J sont des constantes positives.

Démonstration. Tout d’abord, comme la fonction g est continue et positive avec g(0) >0,
alors pour tout tp > 0,

t to
| s)s = [ g()ds = .
En utilisant les lemmes (2.7) et (2.8), on obtient
F(t) < —{oo+ea(go—26) —er(1+) Hwl3 — {eo — (20 +e26) 121, )|

—{slcg —e26{mg + 2(mg — 1)> + ca}} 1 Vu|?2 — mq{er — 82(5}||Vu||§7+2

+€1||u||§ + {W +52C3}(go Vu)(t) + {% — 82%}@’ o Vu)(t).
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Maintenant, on doit choisir ¢ suffisamment petit tel que :

{my+2(my — )% +c,} . &
e

So
—26 > et
80 - 2 ¢ Ce

Une fois le ¢ est fixé, on choisit ¢; et e de sorte que
8o Soé2
== = 2.51
4e, S0 3 (251)

et

Cq4 = 82(g0 —25) — 81(1 —|—€) >0,
c5 =co — (€20 +e1€) > 0,
ce = €1Cc — £20(mg +2(mg — 1)> 4+ ¢;) > 0,

cy =¢€1—¢€0 > 0.

De plus, prenant ¢; et e, suffisamment petits pour que (2.38) et (2.51) restent valides et que :

1 g(0)c
g==—2¢ > 0.
T2 42
Par conséquent, pour tout t > t(, on obtient le résultat voulu. O

Theorem 2.3. Supposons que les conditions (Ay) - (As) soient vérifiées. Si (ug,u1) € H{(Q) x
L2(Q), alors I'énergie E(t) vérifie :

t
E(t) S Keik fto <:(S)dsl t Z tO/

ot K et k sont deux constantes positives.

Démonstration. Multipliant (2.50) par {(t), on a

C(OF'(t) < =01Z(HE(t) + 628 (t) (g 0 Vu)(t),

de (Ay) et en appliquant le lemme (2.2), on obtient :

CF(t) < —al(t)E(t) — 028" o Vu)(t)
< —01G(HE(t) —26,E'(t), Vig <t

C(OF'(t) +20:E'(t) < —010(H)E(). (2.52)
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On introduit la fonctionnelle de Lyapunove L(t) définie par
L(t) = {(t)F(t) + CE(t), (2.53)
et on la dérive par rapport a t, on obtient
L'(t) = ' (t)F(t) + (t)F'(t) + CE'(t), (2.54)
En utilisant (Ajy) et (2.52), on trouve
L'(t) < =83 ()E(t), Vi <, (2.55)

ouc > 26;.
D’autre part, on peut constater que les deux fonctionnelles, L(t) et E(t), sont équivalentes
grage a I’équivalence établie entre F(t) et E(t) dans le lemme (2.6). De plus, a partir de I’équa-
tion (2.53), on peut obtenir

(XlE(t) < L(t) < DézE(t), (2.56)

L'utilisation de (2.56), nous permet d’obtenir

L'(t) < —0sG(t)L(t), Vo < t, (2.57)

0
ol dy = 04_3' Une simple intégration de (2.57) conduit a
2

t
L(t) < L(tg)e ™ J0®%, ve>

2.6 Explosion en temps fini de la solution

Theorem 2.4. Si les hypothéses (A1)-(As), (2.6) et E(0) < 0 sont satisfaites, alors la solution du
probleme (2.1) connaitra une explosion en temps fini

* < 1_—0_
~ ko¥1-7(0)
Démonstration. Soit
H(t) = —E(t), (2.58)

de (2.10), on trouve que

H'(t) = —E'(t) > co(fJu]| + |2(1, 1) 3) > 0,
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d’ot1 la croissance de la fonction H(t). De (2.9) et (2.58), on obtient
0< H(0) < H(t) < %HuHP, te[0,T). (2.59)
On définit la fonction suivante
Y(t) = HVI(t) + s/ﬂ uudx, (2.60)

ou £ > ( est une petite constante qui sera choisie ultérieurement, et

O<U§min{p—_2,p—_2}. (2.61)
2p " p

On dérive la fonction (2.60) en utilisant (2.1), on obtient
¥/(5) = (1—o)H () H' (1) +g/ \ut\deg/ kgl
o}
= (1= o) H () H(t) + e|jus]|3 — emo||Vul2 — emy | Vul[d7 7 +elullh  (2.62)

—i—e/ Vu/ (t—s)a (s)dsdx—syl/ uutdx—s],tz/ uz(1,t)dx.
0 0

Pour estimer le 6% le 7/ et le 8“™¢ terme dans (2.62), on utilise les inégalités de Holder et
de Young, pour 7, > 0, on trouve

/Q Vu /Otg(t —s)a(x)Vu(s)dsdx > (1 — %) (/Otg(s)ds) V|2 —5(goVu)(t), (2.63)

1 2
yl/ﬂuutdx §5y%||u||%+5||”t||2

(2.64)
< ddllulB+ 5 H'()
et
o [zt < 5lul + =003
(2.65)

1
< o3 ||ull3 + RH/( ),
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En combinant les estimations (2.63)-(2.65) dans (2.62), on obtient :

(0 2 {0 H ) = 55 W + el - om | w7 el
~e{mi— (1= ) [ s pIvul —en(go vyt (2:60)
—es(3 + 1) |l

En utilisant (2.9) et (2.58), on obtient

¥ > {(1 —0)H () — %C()}H’(t) +ef 5+ 1} |l +8m1{27712 - 1}||W||§”Y+2
1 t
+8{m0 (g - ) — <g -1+ E) </ g(s)ds) }HVMH% + epH(t)
we oyl g Tu o) +eLE [ (o, o — eo(s + 13 ul
(2.67)

Grace a (A1) et (2.6), on a

v 2 {a-H( - zfco}H% >+S{§“}Hutuéwmlbluwuiw

2.68
s Vul} + ebs(go Vi) (6) + <2 [ a(p, )34 (269

—ed (33 + 13) [ull3 + peH (D),

b — P _E__E_l/t _P_
01.1171—2’)/_’_2 1>0,b2—m0(2 > (2 1+417>( g(S)dS>>0,b3—2 1’]>0.

Par conséquent, en prenant 6 = HY(t)/2cok, out k > 0 sera spécifié ultérieurement, on obtient

V() 2 {10~ ekbH W0+ e B+ 1 ul-+ embyl| 272 4 ebal| Vu
+
chs(g0 V(1) + 22 [ [zp,)fdp — !SI ”2H0'<>Huu%+psH(t>,

(2.69)
exploitant (2.59), on trouve

[

2
+2
H"(t)||u||z<p—HuIIpPHuH% P uflgr . (2.70)

=
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En substituant (2.70) dans (2.69), on obtient

¥(t) > {(1—0) —ekHH () H'(1) +€{§ # 1l + | 972

bVl + eba(g 0 Va(0) +eb [, ) B — 5 ull? 2+ peb (),
@2.71)
ot ¢ = c5 (i + p3)/2cop”.
De (2.5), (2.61) et le lemme (2.4), il résulte

2 C
Jull?** < ¢ (IVul + el ) < SIVal + Clul, )
1
En combinant (2.72) avec (2.71), on obtient
() 2 {(1-0) = (r()+e{§+ 1}Hut||% + emyby | V772

—|—£{b2 — WC}HVL{HZ—I—ebg(go Vu)( p(f/ (o, t)||5dp (2.73)

c
—sEC||u||g + peH(t).

En soustrayant et en ajoutant e0H(f) du coté droit de (2.74) et en utilisant (2.9) et (2.58), on
déduit que

0 2y+2
1l -+ em (b - -0 b ol

{2—m—09— CHIvalE + efba— F b g V()

+e BB et — e 2 - £l + (o - 010100,

On choisit 0 telle que

N D

Y (t) >{(1—0)—ek}H7(t)H'(t) +s{

N

(2.74)

0<9<mm{n@7+ah,h2%}

Puis, on prend k suffisamment grand telle que

@@———c>0et9——c>o

b, —
2 kad Pk

Apres avoir fixer k, on choisit € assez petit pour que

(1—0)—ek>0, et ¥(0)=H'"7(0) +€/Quou1dx.
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D’ou, de (??) on obtient

1
(02 Kl + 190l + [Vl 4 ull + g0 V)0 + [ (o) o+ HOD)),

(2.75)
ou K est une constante positive.
On passe maintenant a 1’estimation du terme Yo (t).
On a d’apres I'inégalité de Holder
] <l < el el
ce qui implique
re 1 1
] < el
I'inégalité de Young nous donne
1
I-o B 0
] < (e ), 2.76)
1 1 , I o .
ol " + g = 1. Or l'application du lemme (2.4) necéssite de prendre 6 = 2(1 — 0), ce qui
K 2 ) .
= <nv. .
donne T - 1_25 =PV Par conséquent, (2.76) devient
1%
x| < ¢l + 3, @.77)
ous = 2
C1-207

Encore une fois, grage au lemme (2.4) et a (2.5), on obtient

1
-0
[umdx| < c(nuuz IVl + ||ut||%)
(2.78)
C
< a—%(nuuz T+ Vul? + ||ut||%).
En combinant (2.78) et (2.60), on trouve
=
Yo (t) = {Hl—a(t)+g/ uutdx]
Q (2.79)

< N(HutH% VU2 4 ullh + H(t)).
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De (2.75) et (2.79) on arrive a la relation suivante
Y (t) > K‘I’ﬁ(t), pout tout t >0, (2.80)

ou x est une constante positive.
En effectuant une integration simple de (2.80) sur (0, f), on obtient
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CHAPITRE 3

LES PROPRIETES DYNAMIQUES D'UNE EQUATION
VISCOELASTIQUE DE TYPE KIRCHHOFF AVEC UN
TERME D’ AMORTISSEMENT NON LINEAIRE AUX
BORDS ET UN TERME SOURCE

3.1 Introduction

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d"une équation viscoélatique de type Kirchhoff

avec une densité non constante et des conditions aux bords non-linéaires, donnée par

( t
uslPuy — (a -+ b Vul|2) Au +/O 2(t — 8)Au(s)ds — ahuy = 0 Q % (0, +00),
u=20 Iy x (0,—|—00),
o\ O oy t ou P p—2
(a+bl|Vul3) 5 +a St —/O gt —s)5ds + ] "2y = |ul’2u Ty x (0, +c0),
\ u(0) = ug(x), ut(0) = uq(x) Q,
3.1)

o1 Q) est un domaine borné de R"(n > 1), avec une frontiere I' = Ty U I'; assez réguliére telle
quelpyNI = @.

p, a, b et « > 0 sont des constantes positives. On désigne par v la normale sortante de T’, et
ou

par By

décroissante.

la dérivée normale de u en un point de I', m > 2, ¢ fonction de relaxation positive et

Pour une fonction de densité non constante, Cavalcanti et al. [16], ont considéré le probleme
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suivant

t
\u|Puy — Au — Auy + /0 g(t—s)Au(s)ds —yAuy =0 Q x (0,+00),

u=0 T x (0, +00), (3.2)
u(0) = u%(x), u(0) = ul(x) Q.

Dans leur article, les auteurs ont d’abord prouvé 1'existence globale de la solution faible pour
v = 1, ensuite, ils ont établi le taux de décroissance de 1'énergie pour v > 0. Messaoudi et
Tatar [65] ont également étudié (3.2), en prenant v = 0 et un terme source non linéaire. En
introduisant une nouvelle fonctionnelle et en utilisant la méthode de puits de potentiel, ils
ont montré que le terme viscoélastique est suffisant pour assurer 1’existence globale et la dé-
croissance uniforme des solutions, pourvu que les conditions initiales soient dans le méme
ensemble stable. Plus tard, Wu [92] a étudié (3.2) avec v = 0, un terme source non linéaire
et un terme d’amortissement faible. Il a debattu la décroissance uniforme de 1'énergie de la
solution sous des conditions appropriées sur la fonction de relaxation g et les conditions ini-
tiales.

Pour une équation d’onde avec une intéraction d'un terme d’amortissement et un terme
source, Vitillaro [88] a étudié le probleme aux limites suivant

/

Uy — Au =0 O x (O/ +00)/

u(x,t) =0 Iy x (0, +00),

851 ) ( ) (3.3)
% + |Z/lt’m72ut = |u\’9’2u Fl X (O, +oo),

u(0) = uo(x),u:(0) = up(x) Q,

\
ot il a démontré que si m > p, le terme d’amortissement superlinéaire |u|"?u implique
I'existence globale de la solution pour des conditions initiales arbitraires. En revanche, si
m < p, la solution du probleme (3.3) n’existe plus.

Cependant, en présence du terme viscoélastique, Liu et al. [53] ont étudié la décroissance de
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I"énergie ainsi que 1'explosion de la solution du probleme suivant :

( t
Uy — Au + / g(t—s)Au(s)ds =0 O x (0, +00),
0
u=0 o x (0, +00),
du _ /t (t—s)a—uds—l— lug| ™ 2up = |u|P~2u Ty x (0, +00) o4
9 0 g 90 t t = 1 , ’
u(0) = up(x), ur(0) = up(x) Q.

\
Wu [93] a traité le probléme (3.4) dans un cadre plus général. En adaptant la méthode de
Faedo-Galerkin, il a prouvé 1'existence de la solution faible et a travaillé sur sa stabilité. De
plus, il a démontré que la solution peut exploser en temps fini pour certaines données initiales
dans un ensemble instable.

Di et al. [27] ont pris une fonction de densité non constante et ont étudié le probleme d’onde

viscoélastique avec un terme source non linéaire aux bords suivant :

;

ufflutt —Au+ /Otg(t —5s)Au(s)ds =0 Q x (0,4o0),
1) =0 T 0, +00),
gix ) t ou o7 (0ree) (3.5)
" _/0 gt —s)5ds = f(u) Iy x (0, +e9),
u(0) = uo(x), ut(0) = uq(x) Q.

L
IIs ont démontré I'existence globale d’une solution faible sous certaines hypotheses sur g et
f, en supposant que I(uy) > 0 et que E(0) = d. Or, pour I(ug) < 0 et E(0) < BJ, I'explo-
sion en temps fini a été établie. Plus tard, Di et Shang [26] ont étudié (3.5) avec f(u) = 0,
un terme d’amortissement non linéaire aux bords et un terme source. Tout d’abord, ils ont
prouvé l'existence globale des solutions faibles en combinant la méthode d’approximation
de Galerkin, la méthode de puits de potentiel et la méthode de monotonie. IIs ont également
établi un résultat de décroissance de 1’énergie et ont montré 'explosion de la solution en
temps fini sous certaines hypotheses sur g et les données initiales.

Pour I'équation d’onde viscoélastique de type Kirchhoff avec un terme Balakrishnan-Taylor
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et un terme d’amortissement non linéaire aux bords, Wu [94] a considéré le probleme suivant

( uy — M(t)Au + /Otg(t —s)Au(s)ds = [ulP"lu  Q x (0, +00),
u=0 I'g x (0, +00),
(3.6)
M((t)g—z - /Otg(t — S)Z—st +h(u) = [u|*"Tu Ty x (0, +c0),
u(0) = up(x), ur(0) = up(x) Q,

\
ot M(t) = a+b||Vul|3 + o [ Vu.Vudx. Ce modele a été proposé par Balakrishnan et Tay-
lor [7] pour étudier I'amortissement dans les structures flottantes. Dans ce contexte, Shun a
examiné les taux de décroissance uniformes en faisant des hypothéses raisonnables sur la
fonction de relaxation, le terme d’amortissement et le terme source. Zarai et ses collabora-
teurs [100] ont été intéressés par 1’étude de (5.46) sans le terme source (|u|P~1u) avec h = auy.
IIs ont démontré 1'existence globale des solutions et ont obtenu un résultat de décroissance

d’énergie et ceci en employant la technique de multiplicateur.

3.2 Préliminaires

Dans cette section on introduit les notions, les outils mathématiques et les concepts de base
nécessaires pour atteindre 1’objectif de ce chapitre. Les normes usuelles des espaces L?(Q)) et
LP(T1) sont notées ||ul|, et ||u||,r, respectivement. La norme de I'espace de Sobolev H} ()
est représentée par la notation standard.

On détinit I'espace de Hilbert
Hf, = {u € HY(Q) : u|ro = 0},

muni de la structure de Hilbert introduite par 'espace H!(Q}).
Pour affirmer nos résultats, on énonce les hypothéses suivantes :
(A1) : La fonction de relaxation g est une fonction décroissante de classe C! qui satisfait pour

tout s > 0 les propriétés suivantes :

—+o00
¢(s) >0,¢'(s) <0,a— / g(s)ds=12>0.
0
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(Az) : Il existe une fonction différentiable positive ¢ telle que

¢'(s) < —&(s)g(s) pour tout s >0,

avec
+o0
&) <0, et [ c(t)dt =
0

(A3) : La constante p satisfait la condition suivante :

4<p<oo, si n=1,2, et 4<p<% si n>3.
On outre, on suppose que
Fo0 a(¢/2—1)
. 7
/0 8()ds < & T 1 2 (37)

On définit I'énergie associée au probléme (3.1) par

B = 5 lalf 3+ 50— [ g(6ds)[Vulld+ JIVuld+ 3 (g0 V) ()

3 +2 (3.8)

—IIWtII,z——||u||pr1

Maintenant, on rappelle les lemmes suivants :

2
Lemme 3.1. (Inégalité de Sobolev-Poincaré [2]) Soit2 < g < cosin =1,2,0u2 < g < nTn

sin > 3, alors, il existe une constante positive c. = c.(Q), q) telle que
ullq < cil|Vullz pour u € Hj(Q), (3.9)

et
[ullgr; < Bsl|[Vull2, (3.10)

ou B, est la constante optimale de 1'injection de trace.

-1
Lemme 3.2. [58] Supposons que p < ZZ 5 alors, il existe une constante positive C > 1 qui

dépend seulement de I'; tel que

lullyr, < C(IVuld+ ullr, ).

pour tout u € H%l(Q) et pour tout entier 2 < s < p.
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Lemme 3.3. Soit u la solution du probleme (3.1), alors on a

E'(t) < —llullyr, — ; (O Vull3 + 5 (g o Vu)(t). (3.11)

Démonstration. Multipliant la premiere équation dans (3.1) par u; et 'intégrant ensuite sur ),
on obtient

d t
H t||p+2+ (”_/0 g(s )d5> ||Vu||z+—||V 13+ = (gOVu)()
ﬂuw Bl (6.12)
2 Hi2 = p.I1
= —[luellyr, — ( ) Vull5 + 5 (8 o Vu)(t).
Dot (3.11). .

Maintenant, on définit les fonctionnelles suivantes :

1) = 1(t) = (a— [ (s)as) IVul} + 3Vl + (g0 Va ()~ Jullyr,.  (313)
et

10 = () = 5 (s [ 56)as) IVl + GIVuls + 550 Tu)) = Il (319

out J(u(t)) représente 'énergie potentielle de (3.1).

A partir de (3.13) et (3.14), on peut réécrire I'énergie E(t) comme suit

E(t) =

1 +2 4
oaltlpea + 3l Vudl + 100, (3.15)
On énonge ci-apres le théoreme concernant ’existence locale, dont la preuve se trouve dans
[32].

Theorem 3.1. Supposons que les conditions A1 - Az soient satisfaites. Alors, pour tout (i, u1) €
H%O (Q) x H%O (Q)) N L™(T'), il existe une solution unique du probleme (3.1) telle que :

we L([0, T HE (), e 12([0,T); B, (Q) N L™(T)),

pour T > 0.
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3.3 Existence Globale

Dans cette section, on démontre que la solution du probleme (3.1) est globale.

Lemme 3.4. Supposons que les conditions A1-Aj3 soient satisfaites, et que pour tout (1, u1) €
H%O(Q) x L2(Q),ona:

B/ 2p ry?
10)>0, 0= T<l(p 4 2)E(o)> <1 (3.16)
Alors,
I(t) > 0, Pour tout t > 0. (3.17)

Démonstration. Comme I1(0) > 0, alor par continuité de u(t), il existe un temps T, < T tel
que
I(t) > 0,9t € [0,T.). (3.18)

Soit tg vérifiant :

{I(to) =0cet I(t) >0, pour tout 0 <ty < T*}. (3.19)

Cela implique que, pour tout t € [0, T«), on a

_p—2 _ [ 2, b 4 o 1
) =F3=|(a [ s)ds) IVulf + 51Vl + (g0 Vu)®)| + 10)
) - (3.20)
-2 f b
= |0 | s()ds) [Vul + 51 Vul} + (s vu)(r)|
En utilisant (A1), (3.11), (3.15) et (3.20), on arrive a
t
1Vl < (a— [ g(s)ds)[Vull
< %I (u(t))
2 (3.21)
< mE(t)
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En exploitant maintenant (3.10), (3.16) et (3.21), on trouve

Bp 2 r=2
p p p * p 2 p
Jutto)llr, < BVl < 5 (75,257 EO) "IVl

= 01[|Vu(to)[l (3.22)

t
< (a—/o 8(s)ds) [Vulto)|3 ¥ 0<t<T.
Ce qui nous conduit au résultat suivant
I(t) >0, Vte|0Ty),

ceci contredit I'équation (3.19), d’out I(t) > 0. En répétant cette procédure et en utilisant le

fait que
p—2

. Cff 2p 2
tlin%* T (l(p—_z)E(u(t),ut(t))) <9<,

T,estétenduaT. ]

Theorem 3.2. Supposons que les conditions du lemme (3.4) soient satisfaites. Alors, en vertu de ce
lemme, la solution du probléme (3.1) est globale et bornée.

Démonstration. 1l suffit de démontrer que

+2
luael[§25 + IV ull3 + IV ue]l2 < CE(0).

Ona ,
_ pt2 | & 2
EO) 2 E() = 5wl + IVl + )
) , (3.23)
P— 2 p+2 | & 2
> W(ZHV”Hz) + m””tnﬁz + §||V”t||2-
alors, on obtient
+2
el 35 + 1V ull3 + [ Vue |3 < CE(0), (3.24)
1
ouC = 5 l

 I(p— :
min{ (pzp ),ﬁ,%}

3.4 Décroissance de ’énergie

Cette section est consacrée a 1’étude de la stabilité de la solution du probleme (3.1). Afin

de prouver notre résultat principal, on définit les fonctionnelles suivantes :

1
¢(1) :/Q1+p|utlputudx+/0szutVudx. (3.25)
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P(t) = —/Q1ip\ut\f’ut/0tg(t_s)(u(t)—u(s))dsdx

t (3.26)
— /Q aViy / g(t—s)(Vu(t) — Vu(s))dsdx.
0
Ensuite, on définit la fonctionnelle L par :
L(t) = NE(t) + e¢p(t) + p(t). (3.27)
On a alors les lemmes suivants :
Lemme 3.5. Pour € assez petit et en choisissant N assez grand, la relation
BIE() < L(t) < BoE(), (3.28)

est vérifiée pour deux constantes positives 1, Ba.

Démonstration. En se servant des inégalités de Holder, de Young, de Poincaré et 1'inégalité
(3.9), on trouve

e+1 2 e+1
|L(t) — NE(t)] S 5 llu fI0T +660||W||§+0¢T||Vut||%+cl(gOVu)(t)

o2 (3.29)
< c(e)E(t),
ou
L2
2p P2
0= p-|—2<l(p 2) (0)> ty
et
_ (a— 1)e+1c0t? 2p p/2  a—1
AT <l(p 2)E(0)) Tt
Si on prend e suffisamment petit, alors (3.28) découle de (3.29). O
Lemme 3.6. La fonctionnelle ¢ définie dans (3.25) satisfait
2
¢'(t) < 7l wlloy — (= +1- —77 "IVullz = bl Va3 +af Vue |3
(3.30)
+“—‘l< o Vi) () + (14 —n™) Jully , + ==~/ e,

Démonstration. En dérivant I'équation (3.25) par rapport a t et en utilisant 1’équation (3.1), on
trouve

1
0 s |
('b() Q|ut| Upudx + QP+1

|ut|P+2dx—|—/ ocVuttVudx+/ | Vs |*dx
0 0
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:/ij_1|ut|p+2dx—/0(a+b||Vu||%)|Vu|2dx+/Qo¢|vut|2dx -

t
Vi [ g(t—s)Vu(s)dsdx — [ " Puudl + [ |updx.
+/Q uf Q(t —s)Vu(s)dsdx . | |™ “upudl + . \u|Pdx

En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on estime le quatrieme et le cinquiéme terme
de (3.31) comme suit

t _
QVu (t —s)Vu(s)dsdx(t) §(17+a—l)||Vu||%+a4—17l(goVu)(t), (3.32)
0
et
m—2 1 —m/m—1
bRt <l + T
(3.33)
c m—1 _m
< " (IVall3 + llullyr,) + ——n """ e,
Une substitution de (3.32)-(3.33) dans (3.31) donne (3.30). O]

Lemme 3.7. La fonctionnelle i définie dans (3.26) satisfait

, —(p+2/p+1) 0 )
W) < =f g [ s = T bl o{a-+ ea 20— 12} Va3

+6b]|Vullf + afo — [ g(s)ds } | Vur 3 +ci(g 0 Vur) (1)

m—1

e+ 805 (g7 o Wy 6) 4 57N a -1

2 ||ut||Z’11,r1'

(3.34)

Démonstration. En dérivant I’équation (3.26) par rapport a t et en utilisant 1’équation (3.1), on
trouve

_/Q|ut|9uﬁ/0tg(t—s)(u(t) ())dsdx—ﬁ%(/t (5)ds) [ lal? 2
%/thwut/otg’(t—s)(u(t)—u(s))dsdx
_/Q,Xvut</0tg(t—s)Vudt)ds)dx

[ vy /Otg’(t—s)(Vu(t)—Vu(s))dsdx
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_/Q“vutt(/otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds)dx
= /Q(a —b||Vul|3)Vu /Otg(t —5)(Vu(t) — Vu(s))dsdx
— /Q (/Otg(t - s)Vu(s)ds) (/Otg(t —s)(Vu(t) — Vu(s))ds)dx

_/ (xVut</tg(t—s)Vut(t)ds>dx— {%(/Otg(s)dg/ﬂyutwﬂdx

|ut|f’ut/ ¢ (t —s)(u(t) —u(s))dsdx

(3.35)
o+ 1

_/Q“V”*/o & (t—5)(Vu(t) — Vu(s))dsdx
ol 2 g0 =) (u(0) — () dsr
_/rl |up—2u/0 g(t—s) (u(t) — u(s))dsdr.

Dans ce qui suit, on va estimer tous les termes de (3.35). Pour ceci, on utilise 1'inégalité de
Young et I'inégalité de Holder. Plus précisément, pour tout § > 0, nous pouvons établir les
estimations suivantes

‘/Q(aerHVuH%)Vu /Otg(t_s)(vu(t) — Vu(s))dsdx

< (a+bHVuH%)/QVu/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))dsdx

(3.36)
< (a+b][Vulp) [5||w||% + 2 5o w><t>]
< a6 Vul§ + bo|[Vulld + cs(g 0 Vi) (1),
cs = (a + (E(O)/lb)z) ”4—_51.
et
[ ([ ste=9)vuts)as) ([ st —)(Tu(t) - Vuts))ds )ax .

< 26(a 17| Vul} + (26 + 45) (0~ ) (g o V) 1),
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et

‘/r|ut|m2ut/0 g(t —s)(u(t) — u(s))dsdl

(3.38)
m—1

_ _ om 2 m—2/2
<o = ) g, + B (7P E(0)) T (g0 Va) (1),

I(p—2)

‘ /r ul”u /Otg(t —5)(u(t) — u(s))dsdr

p—2( 2p p—2 ,  (a—1)B?
< 5B’ (Z(p_Z)E(O)) IVl + =5

a— 2
= DB (g o wuy o).

(g0 Vu)(b) (339)

= dcp|Vull3 +

t
Puisque 0 < —/0 ¢'(s)ds < ¢(0) et E(t) < E(0), on trouve

' A o Tl /;g’(f — 5)(u(t) — u(s))dsdx

5~ (p+2)/p+1 (3.40)

+2
< pTHutHﬁH —cp(§' o Vu)(t)

avec

25042
_ g (0) e o 2p p/2
0= p+2 <p—2E(O)) ’

@ Vuy ; ¢ (t—s)(Vu(t) — Vu(s))dsdx

(3.41)

2

0
< a6l Va3~ B (g7 o vy 1
Une substitution de (3.36)-(3.41) dans (3.35) donne

5 p+2/p+1 5
R Ll

+5bHWH§+a{5— IN g(S)ds}HVutH%+Cz(goVu)(t) (3.42)

m—1

2
—{Cp+g(0) *}(glovu)(t)—l—&im/mil(a—l)

- o,
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ou

m—2/2
_ LN 9w 2p (a —1)B3

]

Lemme 3.8. Supposons que les conditions A1-Aj3 soient satisfaites. Soient ug € (H%0 NLP(T1))
etu; € (H%O N Lm(Fl)) donnés et satisfaisant (3.16). Alors pour tout typ > 0, la fonctionnelle
L(t) vérifie

L'(t) < —a1E(t) + ap(g o Vu)(t). (3.43)

Poura; > 0,(i =1,2).

Démonstration. D’apres les lemmes (3.6) et (3.7), on a

L'(t) = NE'(t) +e¢'(t) +¢'(t)

S_{%H* 012 }””t”ﬁiz—{ecz—6{a+c3+2<a—z>2}}uw||§

~b{e— 8} Vu} - a(go —5- ) Va3 + (e + 6(2; ”)(go Vu)(t)

N g(o)cgk / ¢ m p
+<7—cp— 55 >(g OVu)(t)+€<1+a77 )”””p,rl

—1 —1
_ <N —gm/m=1(y — l)mm — emm 17””/’”*1) 14t n,r,

(3.44)
t
ol gy = / ' g(s)ds, on choisit 0 < € < g et ¢ satisfait
0
. €Co
0 < mzn{a s+ 2(a— l)zzgo e}.
De plus, on choisit N suffisamment grand pour que
N > max{ 6~m/m=1(q — )= L +elt 117_’”/’”_1 go(é) +2c
m m R e
Ce qui donne pour a; > 0,i = 1,2
L'(t) < —a1E(t) + ap(g o Vu)(t). (3.45)
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Theorem 3.3. Supposons que les conditions du lemme (3.8) soient satisfaites. Alors, il existe deux
constantes positives ki, ko, tel que pour tout ty > 0, I'énergie de la solution du probléme (3.1) satisfait

E(t) < kiE(to)exp(— o / £(s)ds). (3.46)

t
to
Démonstration. Multipliant (3.45) par {(t), on obtient

C(HL(t) < —aal(t)E(t) — az(8' o Vu)(t)

(3.47)
< —a1J(t)E(t) — 2aE' (1),

ce qui implique
L(OL/(1) +2mE (1) < —ag(DE(®). (3.48)

Maintenant, on définit la fonctionnelle de Lyapunov comme suit
F(t) = ¢(t)L(t) +202E(t)

Grage a ’équivalence entre les deux fonctionnelles E(t) et L(t), il est facile de démontrer que
F est équivalent a E(t), c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives f1, B telles que

BrE(t) < F(t) < BaE(1),
en utilisant le fait que ’(¢) < 0, on obtient

F(t) < —%

Ensuite, en effectuant une simple intégration de 1'équation (3.49) sur (o, t) on obtient

(DE(t). (3.49)

F(t) < F(to)exp( —k/t:g(s)ds>.

Par conséquent, (3.46) est obtenue. [

3.5 Explosion en temps fini

Dans cette section, on étudie 'explosion en temps fini de la solution du probleme (3.1).

Notre résultat est donné par le théoréme suivant

Theorem 3.4. Supposons que les conditions A1 — As, la condition (3.7), p+2 < p et que E(0) < 0
soient satisfaites, et soit ug € Hy (Q) N LP(Ty) et uy € HE (Q) N L™(Ty). Alors la solution du
probleme (3.1) explose en temps fini.

Démonstration. Soit
H(t) = —E(t). (3.50)
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De (3.11) et (3.50), on obtient

H' (1) = il + 58IVl — 5(8 0 Va)(t)

> [utllpr,
(3.51)
> 0.
Donc H est une fonction croissante et pour tout f > 0, on a
H(O) < H(1) <y, 652)
Maintenant, on définit la fonctionelle G comme suit
1
G(t) = H 7Ot —|—e/ us|Pu udx—i—e/ aVuVudx, 3.53
()= H"*) Fe [ —glulundr e [ aVuVu 6:53)
ol € est une constante positive assez petite qui sera choisie ultérieurement, et
— 1 1
O<5§min{ p—m_ ——}. (3.54)
pm—1)"p+2 p

On dérive (3.53), et on utilise I'équation (3.1), on trouve

_ € +2
G(t) =(1—6)H ‘5(t)H’(t)-I—e/Q|ut|Puttu+p+1||ut||g+2dx+e/00c|Vut|2dx

+e/ aVuVuudx
Q

+
e |52 — eal| Va3 — eb| Vul;

— (1—&)HI()H' (1) + ; i :

t
+e/Q|Vu|/O g(t—S)Vu(s)alsdx+<—:0¢||Vut||%+<—:||u||§lrl _e/r 14| 21udT
1

(3.55)
En utilisant la relation

t b
eH() = S lule, = 55wl =5 (a— [ s(e)ds) 1Vl - Ivuls

(g0 Vu)() - 7”‘||wt||%,
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on obtient
_ 1 2
G'1) = (L= OH W) +e( g+ E)lullf 3 +e e[ (a [ sts)as) —a] I wul}
g g _ m—2 _ §
+eb(y — 1)||Vul3 +ea(1+ )HVutHz € u|"™ " “upudl + e(1 p)llullprl
1
z t
+e§(goVu)(t)+e/()|Vu|/ g(t —s)Vu(s)dsdx.
0
(3.56)

En appliquant I'inégalité de Young, pour # > 0,0 > 0, on estime

/Q |Vu| /Otg(t —5)Vu(s)dsdx > (1 — %) (/Otg(s)ds> |Vul|3 —5(goVu)(t), (3.57)

-1
|ut| ™ 2uudl n
Iy

< —||u||mr1 o

(3.58)

o™m m—1
—m/m—11y/
< WHuHmFl t— 0 MTEH(8).

En combinant ces estimations en (3.56), on obtient

G'(t) > ((1 —8)H(t) — e(mm— 1)0_—m/m—1)H/(t) te ({%+m>” t||54+é

o(§-0)- Gre ) ([ )

veb(S 1) IVl +ew(1+ 5) IVul3 — T fuly, +e(1 -

FeEH(H) + e(% —)(ge Vu)(1).

+e IVu|3

(3.59)
&)

Jull},

¢

En utilisant (3.59), on trouve que pour certains 0 < 1 < 5

0 z((l—a)H5(t)_#U—mm_l)mt”e(ﬁ+$>Hut”zﬁ

+epH(t) +eg1]|Vul|5 + ega(g o Vu)(t) + eb(g —1)||Vull3 (3.60)

¢
+e(1 =2 ully, +ea (14 5) IVl - =2 s,
ou

4<C<p,

+eCH(t)
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et

|
—

mk iy Som N ey ’ P P
En prenant o = mH (1) , ol k est une constante positive qu’on précisera ulté-

rieurement, on obtient
2
G'(t) > ((1—08)—ek)H(t)H'(t) + egalue |15 + €GH()
teca ||Vl +eca(g o Viu) (1) + ecal| Viulls + ecs | Viusl3 361)

Hm,l“ll

te(1— %)Huugrl e HEO ) (1 [

avec
63 = (;% piZ)
G4 = b(% -1),
oma+5).
et

ce = (m/m—1)1"">0.
En utilisant le fait que m < p et que
H(t) < —||u||

on trouve

G'(t) > ((1—06) = ek)H 2 (t)H'(t) + ega|uelf 5 + eGH(t)

+ec1||Vull3 + ega(g o Vu)(t) + €€4HV“H§ + ec5(| Vue||3 (3.62)
1- m~+op(m— 1
+€ (1——)||u||pr1 ek’ "ge T iyl r,
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De (3.54) et du lemme (3.2), on peut déduire que pour s = m+ ép(m —1) < p,ona

+ép(m—1)
luall s r= <C<|IVM||2+||qur1> (3.63)

Combinant (3.63) dans (3.62), on obtient
G'(t) > ((1—8) — ek)H*(t)H'(¢) + ealufl| |5 + eZH(t)

C

re(er K Mgy )va|2+egz<gow><t>+eg4uwué

(3.64)

4
e Tl +e(1- 5 K ey )l

C
Tout d’abord, on choisit k > 0 suffisamment grand pour que ¢; — kl_mg6m > 0 et

1-— g — klimg65—_ > 0.
p

Ensuite, on choisit € suffisamment petit de sorte que (1 — ) — ek > 0,
et

G(0) = Hl—‘5(0) -|-e/Q {Hl_1|u1|9u1u0dx+e/QaVu0Vu1dx.

Ainsi, on obtient

2
G'(5) = Alluellhis + IV ull3 + (g 0 V) (8) + | Vull3 + | Vaeel|5 + H(E) + [ullbr),  (3.65)

ou A est une constante positive.
D’autre part, on a

G ')/(H()—i—(e/()pil

En utilisant 1'inégalité de Holder, on trouve

<|/ |t |Pupudx

Ensuite, on se sert de 1'inégalité de Young pour obtenir

<‘ / |t |Pupudx
Q

1 1
]ut]Putudx> Ty (e / Wuwtdx) ”). (3.66)
Q

-3 p+1
< callul; leellp -

1

1-0 e 0(p+1)
1-0 1-0
<o lJullp™ + lluell i )
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pour 1 + L 1, on prend 6 = (1=9)lp+ 2), alors
o0 p+1
_(1=0)(p+2)
1-6(p+2) "’
on adapte le lemme (3.1), on obtient
a1
1-6 5
_|_
(‘ /Q e Purudx ) < C(Hu\lﬁ + Va3 + !|ut\|§+z)
+2
<c3 (HWHE +[IVul3 + HMtH§+z>
(3.67)
+2
<o (nwrr% - Hufn;;z).
On obtient I'estimation suivante en appliquant a nouveau l'inégalité de Young
1
1-6 e 9
/QVuVutdx < C<||Vu||§“5 + ||Vuf||21“5>,
101 2(1-9) ) .
ol —+ - =1.Onprend y = ,0 =2(1— ). Par conséquent, on obtient
u 0 1-26
1
1-6 2
/Q VuVudx < C<||Vu||é‘2‘S + ||Vut||%> (3.68)
De (3.67) et (3.68), on obtient
T +2 2
G <1 (H(t) el + lullp + 1V ull3 + Vil + [ Vull; ”) : (3.69)
D’ou,
1
Gt < xy (H(t) el 4 fall + )3+ ||wt||%). (3.70)
Combinant (3.65) et (3.70), on trouve que
G/(t) > 0GT3 (1), (3.71)
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ou 6 est une constante positive.
En effectuant une simple integration de 'inégalité (3.71) sur (0, t), on obtient

1

G5 (1) > (3.72)

5 oot -
G 15(0) — ——
(0) =175
Ainsi, on a démontré que G(t) ne peut pas rester bornée pour tout f > 0, donc elle s’explose
en temps fini T*
1-9¢

T 05GTSH(0)

A\

T (3.73)

]
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CHAPITRE 4

EXISTENCE GLOBALE, DECROISSANCE ENERGETIQUE
ET EXPLOSION DE SOLUTIONS POUR UNE EQUATION
D’ONDE DE TYPE P-LAPLACIEN AVEC UN TERME DE
MEMOIRE ET DES CONDITIONS DYNAMIQUES AUX
BORDS

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probleme suivant :

/

t
upy — Au— Apu + / g(t —s)Au(s)ds — Apuy =0 Q x (0,400),
0
u=20 1—‘0 X (0/ -I'Oo)/
ou t ou ou

— —5)—ds — p—22" 4.1
Ut Bv; A q(t s)avds |Vul o (4.1)
Vil P725S g+ Juf Iy x (0, +00),
u(0) = up(x), us(0) = up(x) Q,

ou () est un domaine borné de R” (n > 1), avec une frontiere assez réguliere I' = I'o U I}
telle que 'y NI'1 = @ et mes(I'p) > 0. On note par g—z la dérivée de la normale extérieure
unitaire de I'. p,k > 2, la fonction de relaxation g est une fonction positive non-croissante
qui satisfait certaines conditions qu’on spécifiera plus tard, u, 1; sont des fonctions appar-
tenant a des espaces appropriés, et I'opérateur A, est le p-Laplacien classique donné par

Apu = div (|Vu|7"_2Vu) .

Dans les cinquantes dernieres années, de nombreux auteurs ont été intéressés par 1'étude de
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I’équation p-laplacienne lorsque p # 2. De nombreux résultats ont été obtenu concernant
I'existence globale de solutions pour 'équation d’onde de type p-Laplacien. Nous pouvons
notamment citer ceux de Nako et Nambu [72] et de Biazutti [11], ainsi que celui de M. Green-
berg [38] en présence d'un terme d’amortissement fort. Voir [77, 81, 99] pour en savoir plus
sur le role important joué par ce terme dans l'existence et la stabilité de la solution.

Abbes Benaissa et al. [9] ont étudié le comportement asymptotique de 1’équation d’onde p-

Laplacienne avec une faible dissipation de type m-Laplacien, donnée par
us — dio(|Vu|P~2Vu) — o (t)div(| Vi |"2Vuy) = 0. (4.2)

Mokeddem et Mansour [69] ont ajouté un terme source et ont considéré le probleme aux

limites suivant :
uy — div(|VulP~2Vu) — adiv(|Vu " 2Vuy) = blu| "?u. (4.3)

IIs ont établi un résultat d’existence globale et de décroissance de 1’énergie. Messaoudi et
al. [62] ont étudié I'équation (4.3) avec un terme d’amortissement non linéaire et ont éta-
bli le résultat d’explosion de solutions avec une énergie initiale négative. Récemment, Per-
eira et al.[78] ont considéré une équation d’onde avec un terme d’amortissement de type
p-Laplacien

up — Aput — Apuy = \u|r_1u.

IIs ont prouvé l'existence globale et 1'unicité de la solution en utilisant la méthode de Faedo
Galerkin, ainsi que le comportement asymptotique en utilisant la méthode de Nakao [71].
Pour les équations viscoélastiques avec un terme p-Laplacien, Carlos et al. [82] ont considéré

I’équation suivante :
Uy — Au — div <|Vut|p2Vut> +gxAu=0, (4.4)

ils ont prouvé 1'existence de la solution en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, et ont
également obtenu des résultats sur la décroissance de I'énergie en utilisant le résultat de P.

Martinez [56].
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Du point de vue mathématique, lorsque on ne néglige pas les termes d’accélération aux bords,
on utilise les conditions dynamiques aux limites, qui représentent la loi de Newton pour la
masse attachée. Pour plus d’informations sur la pertinence physique de ces conditions aux
limites, nous conseillons aux lecteurs les articles [3, 15, 8, 21]. Ce type de probléme a été traité

par S. Gerbi et al. [37] ot ils ont considéré le probléeme semi-linéaire suivant :

4

up — Au— aAuy = |ulP=2u Q x (0, +00),
u=0 Ty X (0, +00),
0 0 (4.5)
Uy = —4a _Ll + wds + 7’|1/lt|m_21/lt F1 X (O, +OO),
ov ov
u(0) = up(x), ur(0) = uy(x) Q.

\
IIs ont prouvé 'existence globale de la solution ainsi que la décroissance exponentielle de
I'énergie lorsque les données initiales sont a 'intérieur d’un ensemble stable, et ont montré
I'explosion de la solution pour des conditions initiales dans un ensemble instable. Gerbi et

Said-Houari [36] ont étudié le probleme suivant

/

Uy — Au — aAuy + fot g(t —s)Au(s)ds = |u|P~2u Q x (0,+00),
u=20 I—‘0 X (O/ —|—OO),
_|ou t ou adu; (4.6)
Uy = — [8_1/ - /0 Q(t— s)g(s)ds + st + h(ug)| Tqx(0,+00),
u(0) = ugp(x), ur(0) = ug(x). Q.

\
IIs ont étudié 1'unicité et 1'existence locale de la solution en utilisant la méthode de Faedo-
Galerkin et le théoréeme du point fixe. Apres avoir imposé certaines restrictions sur les condi-
tions initiales, ils ont obtenu l’existence globale de la solution et ils ont également montré que
si « > 0, la solution croit de maniere exponentielle, sinon, la solution explose en un temps
fini.

A partir de 1a, nous allons aborder pour la premiére fois I’équation d’onde avec un terme
p-Laplacien et des conditions dynamiques aux limites. Dans ce chapitre, notre objectif est
d’étudier 1'équation d’onde avec un terme d’amortissement de type p-Laplacien pour p > 2

et de prouver l'existence globale de solutions ainsi que leur comportement asymptotique.
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4.2 Notions préliminaires

Dans cette section, on mets en place des notations, des hypothéses et des lemmes qui
seront utilisés tout au long de ce chapitre. On note ||u||, et |u||,r, les normes des espaces

L,(Q)) et L, (T'1) respectivement. Pour les normes des espaces de Sobolev, on utilise la notation
lellgy = 1Vullz, Nl e = [Vullp.

Soit
H} = {u e HY(Q) /ulr, = 0},

et

Wi = {u e WYP(Q) /ulr, = o}.

I1 est nécessaire d’énoncer les hypotheses suivantes afin de prouver nos résultats :
(A1) La fonction de relaxation ¢ est de classe C!, décroissante et satisfait pour s > 0 les

conditions suivantes :

—+o0
g(s) >0, ¢'(s)<0, 1 —/ g(s)ds=12>0.
0

(Az) 1l existe une fonction différentiable positive ¢ telle que
¢'(s) < —&(s)g(s) pour tout s >0,

ou C(t) satisfait
( 0 .

2(n—1)

(A3)k>2,sin=1,2,et2 <k < > ,sin > 3.

En outre, on suppose que g satisfait

+oo m—2+2B%¢
/0 86)ds < S ) (4.7)
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Lemme 4.1. (Inégalité d’injection de Sobolev [2]) Soit2 < g < copourn = 1,2,0u2 < g <

- _n 5 pour n > 3. Alors, il existe une constante c. (€, q) telle que
|ullg < cil|Vulla pour u e H%O(Q), (4.8)
Selon I'hypothese A3z, on rappelle I'inclusion suivante des espaces de Sobolev :
Ht (Q) < L¥(Q).
De plus, on a l'injection de trace suivante :

[llgr, < Bel|Vull2, (4.9)

ou B, la constante optimale de I'injection de trace.

-1
Lemme 4.2. [58] Supposons que p < 2 . > soit vérifiée. Alors il existe une constante positive

C(Q)) > 1 telle que

n
lully < C(IIvul+ ully),
pour tout u € H}(Q),2 <s < p.

Lemme 4.3. [58] Supposons que p < 2

n—1 . .. o e
p— soit vérifié. Alors il existe une constante positive
(T1) > 1 telle que

lullsr, < (19013 + lullsy, ),
pour tout u € Hf, (Q0),2 <5 < p.

Maintenant, on peut définir 1’énergie associée au probleme (4.1) comme suit

1 1 1 £ 1
E(t) = 53+ 5 luel3r, + 5 (1 = [ g(6)ds) Vull3 + 5 (g0 Vu) ()

1 1 (4.10)
k
+EHV“H;€ - E”“Hk,rl-
Lemme 4.4. Soit u une solution du probleme (4.1). Alors
1
E'(t) < —lluell3r, — I Vurllp + 5(8" 0 Vi) (1). (4.11)
Démonstration. En multipliant ’équation (4.1) par u; et 'intégrant sur (), on obtient :
d|1l 1 t 1 1 1
5l +5(1- / 8(s)ds) | Vull3 + 5 (g 0 Vu) (£) + [ Vullp — £ l[ulkr,
dt |2 2 0 2 p k (412)

1 1
= w3y, = IVuellp - Eg(f)IIVuH% +5(8" o Vu)(t).
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D'ott (4.11). u

Maintenat, on définit la fonctionnelle

16 = 1(6) = (1= [ g()ds) IVull+ S 1Vulf + (g0 V)~ lally,,  (@13)

et ’énergie potentielle

1 f 1 1 1
J0) = Ju(t)) = 5 (1= [[ st)ds) Iulp+ IVull + (g0 Vu)(6) — plullr, @19
Il s’ensuit que

1 1
E(t) = yllul3 + 5 llml3r, + (). (4.15)

Concernant I'étude de I’existence locale on énoncera simplement le théoréme suivant, dont

la preuve est similaire a celle présentée dans [37, 82] :

Theorem 4.1. (Existence Locale). Supposons que (A1) — (Ap) soient vérifiées. Alors, pour tout
(ug,up) € W%(’JP(Q) X W%(’)p (Q) donné, il existe une unique solution locale u du probleme (4.1) telle
que

ue c([o, T];wgg’(a)), up € c([o, T],-w;g’(n)),
pour T > 0.

4.3 Existence Globale

Dans cette section, on va prouver que la solution établie dans le probleme (4.1) est globale.

Lemme 4.5. Supposons que (Aj)-(Ay) soient vérifieés, et pour tout (ug,u1) € Wll(’)p(()) X
W%(’)p (Q), tel que
BE [ 2k 7
I = *|-—~+——=E 1 4.1
>0 o= (2 E0) " <1 .16
ou B, est la constante d’injection de Sobolev. Alors,
I(t) >0, pourtout t > 0. (4.17)

Démonstration. Comme I(0) > 0, alors par continuité de u(f), il existe un temps Ti > 0 tel
que
I(t) >0,V t €0, Ty). (4.18)
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Choisissons fy tel que
{I(to) =0,et, I(t) > 0,pour tout, 0 < ty < T*}. (4.19)

On obtient alors

) =21 (1 [ gteras) 9ul+ 21vall + (go vurn)| + 1y
- 2k 0 8 2 p p 8 k
- - (4.20)
k-2 t 2 2 p
> e [(1= [ s@s)1vuld+ J1vully + (g0 Vu) (o)
En utilisant (A1), (4.15) et le lemme (4.1), on obtient :
2 ! 2
< —
Nvul3 < (1= [ g(s)ds) | ul3
2k
S m](“(t))
o (4.21)
< —
2k
< — -
< k_zE(O),VO <t<T
En exploitant (4.9), (4.16) et (4.21), on trouve
B/ 2k 5
k k k * P
u)lr, < BEIVutto)lf < (75 —5E®) " I Vutio)l}
= 01| Vu(to)|l5 (4.22)

t
<(1 —/0 g(5)ds) [ Vu(to) 3, ¥ 0 < t < T..
Par conséquent, on obtient
I(t) >0,
ce qui contredit (4.19), donc I(¢) > 0 pour tout t € (0, T). En répétant la méme procédure,

T, estétenduaT. ]

Le résultat de I'existence globale est donné par le théoreme suivant :

Theorem 4.2. Supposons que les conditions du lemme (4.5) soient satisfaites. Alors, pour toute solu-
tion u du probleme (4.1) avec des données initiales (1, 11) € W%(’)p (Q) x W%(’)p (Q), la solution reste
bornée pour tout temps t > 0.
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Démonstration. pour avoir réussi a démontrer la bornitude de la solution, il suffit de démon-

trer que
13+ lwel 2, + [1Vaell3 + [ Vullf < CE(0),

donc, en utilisant le lemme (4.4), (4.15) et (4.20), on obtient

E(0)

v

1
E() = g lluell3 + luell3r, +7(2)
k—2 2 1 1
> o (Il + 2 19l + 5l + B,
Par conséquent,
luaell3 + lluee[5.r, + V23 + [V ullp < CE(0),

ou C est une constante positive qui dépend seulement de k, [ et p, donnée par

1

- 1(k—2)
min{ == ) 2pr

C=

.

NI—

4.4 Stabilité

(4.23)

(4.24)

Ladite section est consacrée a 1’étude de la stabilité de la solution du probléme (4.1). Afin

de prouver nos principaux résultats, on définit la fonctionnelle suivante :

F(t) :== E(t) + (1),
ol ¢ est une constante positive a spécifier ultérieurement, avec

t) = d dx.
$(t) /Qutu X+ rlutux

Ensuite, on présente les lemmes suivants

Lemme 4.6. Pour ¢ assez petit, on a
PrE(t) < E(t) < B2E(1),

ol B et B, sont deux constantes positives.

Démonstration.

[E(t) —E()] = [ep(t)]

ge/ \utHu]der/ ] .
o) I

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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En utilisant les inégalités de Holder, de Young et de Sobolev-Poincaré, on obtient
€ €
B = E®] < 5 (luel + luel3r, ) + 5 (el + lul3r,)
e e(ct + BY) 4.29
< 5 (lhuell3 + Nl ) + === 11Vull3 (429
< ceE(t).
Si on choisit € suffisamment petit, alors (4.27) résulte de (4.29). O
Lemme 4.7. La fonctionnelle ¢ définie dans (4.26) vérifie
1 p
@) < llurl3 = =n(+ BVl + (1 + ) uelr, — (1= L) 1Vull)
4 p
. - (4.30)
+p777’”/’”1|\WtH5 gy 8o V(b + el
Démonstration. En dérivant (4.26) par rapport a t et en utilisant 1’équation (4.1), on obtient
o8 = llulZ+ llulZr, = 1Vl = [IVullp + lullir,
t
+/ Vu/ g(t—s)Vu(s)dsdx — / \Vus P2V uy Vudx
a Jo Q (4.31)
+ / upudll
r
= [luell3 + luli3r, = IVul3 = [Vullp + lullir, + 1+ 2+ Is.
En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on estime I3,I, et I3 comme suit :
t
L = / Vu/ Q(t—s)Vu(s)dsdx(t)
Q 0
(4.32)
1-1
< (n+ @ =D)[IVulz+ ?(80 Vu)(t),
et
L = ‘ / |Vu|P~2Vu; Vudx
Q
(4.33)

1 -1 .,
< ;npnwu%”Tn PP V||,
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et
13 = / utudI“
r
1 2 2
< E”“i”z,n +nllullzr,
1
< Ellutllir1 +yBZ [ Vul3. (4.34)

Une substitution de (4.32)-(4.34) dans (4.31) donne (4.30). O

Lemme 4.8. Supposons que (A;)—(Ay) soient vérifiées. Soit (ug,u1) € W%(’)p (Q) x W%ép (Q)
donnés et satisfaisant (4.16). Alors, pour tout f, la fonctionnelle F(t) vérifie

Pl(t) < —51E(t) + 52(g o Vu)(t), (4.35)

pour certains 6; > 0, (i = 1,2).

Démonstration. Comme la fonction g est positive et continue, avec <(0) >0, pour tout tyg > 0,
ona

[ sy [ g1 =0

Grace aux lemmes (4.4) et (4.7), on a

F'(t) =E'(t) +eg'(t)
< elluelld — (1 —e(L+n)uell3r, — el —n(1+ B2))[[Vull3

_ P p/p—1 p (11" p k (4.36)
(1€;7ﬂ JIVallp = e(1 =LY I vullp+ ellulr,

+3(8' o Va)(t) —|—€1477l(go V) ().

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Sobolev-Poincaré et I'injection de Sobolev, on trouve
el < 2l Va3 < yeX | Vel
Donc, I'inégalité (4.36) peut étre réécrite comme suit :
Fi(t) <= —e(+n)lullzr, — el —n(1+BE)IIVul3

_(1 (’yc +pp PP 1>|IW I — (1_’7?f)||w||,’§ (4.37)

relulfy, + 3(8' 0 V(D) +e-p (g0 Tu)(1),



4.4. Stabilité 73

Maintenant, on choisit 7 suffisamment petite, de sorte que
2 n’
I—n(1+Bs) >0, 1—? > 0.
Lorsque 7 est fixée, on choisit € suffisamment petit pour que
-1
1—e(1+9) >0, 1—e(yc+ anP/Pl) > 0.

Dong, pour tout t > 0, I'inégalité (4.35) est satisfaite. O

Theorem 4.3. Supposons que (A1)—(Az) soient vérifiées. Si (ug, u1) € W%(’)p (Q) x WI}(’)p(Q). Alors,
il existe deux constantes positives ki et ky telle que I'énergie de (4.1) vérifie

v
E(t) < ke 2O g >
Démonstration. En multipliant (4.35) par ¢(f), on trouve

C(OF(£) < =18 (H)E(t) — 028 (1) (g 0 V) (). (4.38)

De I'hypothese (A1) et en utilisant le lemme (4.4), on peut obtenir

CHF(t) < —018(t)E(t) — b2(g" o Vu)(t) 4.39)
< —5E()E() — 26,E/ (1), Vo < t, '
cela nous donne
E(F (1) +26,E (1) < —6iE(DE(E), ¥ o <t (4.40)
On définit maintenant la fonctionnelle de Lyapunove comme suit
L(t) = &(t)F(t) + CE(t). (4.41)

Grace a I’équivalence entre les deux fonctionnelles E et F exprimée dans la relation (4.27), on
peut voir clairement que la fonctionnelle de Lyapunove l'est aussi.
Dérivant (4.41), on obtient

L'(t) = Z'(H)F(t) + E(H)F'(t) + CE'(1), (4.42)
vu la condition (A;), on peut dire

L'(t) < E(t)F'(t) + CE'(t),Vty < t, (4.43)

L'(t) < —6:E(HE(t) (4.44)
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o bn — max{1,C}é
37 max{1,26,}
Une simple intégration de (4.44), conduit a

_% ot
L(t) < L(to)e R 10 0® vy <, (4.45)
ce qui nous permet de déduire I'inégalité

t
E(t) < kre 20O 1 <.

4.5 Explosion

Dans cette section, on énonce et on prouve le résultat de 1’explosion de la solution du

probleme (4.1). Notre résultat est donné par le théoréme suivant :

Theorem 4.4. Supposons que les conditions (A1)—(As3) et (4.7) soient satisfaites, en outre, on suppose
que E(0) < 0. Alors, la solution du probleme (4.1) s’explose en un temps fini T*, et

1-6

T < ——r. (4.46)
G123 (0)ad
Démonstration. Soit
H(t) = —E(t), (4.47)
de (4.11), on trouve
H'(t) =—FE'(t)

, , (4.48)
> |luellzr, + [[Vuel[p = 0.

Cela nous permet d’en déduire que la fonction H(t) est croissante. De plus, de (4.10) et (4.47),
on obtient, pour tout t > 0,

1
H(0) < H(t) < gHuH'zi,rl- (4.49)
Puis, on définit une nouvelle fonctionnelle G comme suit
G(t) = H'°(t) + e/ urudx + e/ uudl’, (4.50)
Q I

ol € est une constante positive assez petite dont on choisira plus tard, et

. (p—2p—2(1-5s)
< . .
0< 5_mln{ 2 , 2 } (4.51)
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En dérivant (4.50), et en utilisant (4.1), on obtient
G'(t) =1 —0)HH'(t) + ellu|l3 + elluel 3y, — ellVull3 — el Vulll +ellullfy,
t (4.52)
+€/ Vu/ g(t—s)Vu(s)dsdx—e/ ]Vut\pZVutVudx—e/utudI’.
Q 0 0 r
En appliquant les inégalités de Holder et de Young, pour 77,0 > 0, on obtient
6/ Vu /tg(t—s)Vu(S)dsdx > e(l — i) (/tg(t)ds) IVull3 —en(goVu)(t), (453)
Q 0 - 4n 0
/ Vil 2V Vude < SoP|Vull+ ef " Lor/p 1 vy
P P ) (4.54)
< Sob||Vulh + el =g p/r 11 (1),
p p
et c
e [ uwudr < [ fuily, + B2 Vul3
! (4.55)
€
< H'(1) + B VulB.
En combinant les estimations (4.53)-(4.55) et (4.52), on trouve
G'(1) = ((1-o)H — L )H W) +elmlBy,
t
e{ (1 - —> (/0 g(s)ds) + Bia}”VuH%
(4.56)
e(1+ S I9ulh +elulr,
—el oV — en(g 0 V@)
En utilisant la relation
t
—mH(t) = Hut\|z+ HutHzr1 > (1—/ g(s)ds) | Vul3 + = 2 (govu)(t)
0 (4.57)

p
L Nvuly = el

on peut obtenir

! _ 5 _ €\ m 2 m 2
G'(t) > ((1 5)H 40)H(t)+e(2 +1)luel3 +e (5 +1) lurl3r,
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+e{ (% — 1) — (% —1+ %) (/Otg(s)ds> — Bﬁa} | Vull3

+e (% —1-— %0*’) ||Vu||§ — eijla_P/p”HVutHg + e(l — %) ||u||’,§/rl (4.58)
FemH(t) + e(% —11)(go Vu)(t).
En utilisant (4.7), on trouve qu’on a pour certains 7 avec 0 < n < m/2
G'(t) = ((1=H = JH(B) +e(7 +1) [wlB+e(F +1)uldr,
Leby|[Vu|3 + eba||Vull + ebs(g 0 Var) () — ePlea—P/v—lnwtnz (4.59)

m k
e (1= ) lullfr, +emH(),

ou
= { (5 -1) - (3 vo ) (f stoe) 4520} =0
b, = (E—l—lar’> >0,
p p
et -
b3=§—1’]>0

Donc, en prenant o = H° /4k, o1 k > 0 seront spécifié plus tard, on obtient
/ > s\ Sy m 2 m 2
G'(t) = ((1=08) —ek)HH'(t) +e (5 +1) el +e (5 +1) lucldr,

p—1 —ép/p-1
+€b1||Vu||%+€b2||Vu||§+€b3(gOVu)(t) —€WH prp H/(t) (460)

m
+e<1 - E> ||u||£lr1 +emH(t).

En substituant (4.60) dans (4.59), on trouve

G'(t) > ((1-0)—e(k+ MZ)—_JM))H_‘SH’U) e +1)luel3+e(5 +1) lurl3r,

m
by |[Vul + eba[Vullh + ebs(g 0 Vu) () + (1= ) lullfr, +emH().
(4.61)
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on prend k > 0 assez grand et on sélectionne € > 0 assez petit pour que
) _r=1
(1-9) e<k+ p(4k)_P/F’_1) >0,
et

G(0) = H'(0) +€/ uluodx—l—e/ uquodr.
Q v

Par conséquent, de (4.61) on obtient

G'(t) > K(||ut||% + ||u

3, + IVl + [ Vullp + ullfr, + (g0 Vi) () + H(B)).  @462)

ou K est une constante positive.
Maintenant, on doit estimer G()!/179. Par les inégalités de Holder et Young, on a

1
i)

a 0
‘/ wudx| < c<||u||;5 + ||ut||21‘5>, (4.63)
Q
pour — + 0= 1. Pour pouvoir utiliser le lemme (4.2), on prend 6 = 2(1 — §) ce qui donne
1 ﬁ 5= 12 < p. Par conséquent, (4.63) devient

% B
< C(IIMHW + IIut||§>

/ upudx
Q

(4.64)
<C (HW\\% +{IVully + Hm\l%) :
D’une fagon similaire a (4.64), en appliquant le lemme (4.3) on obtient
1 1
-5 1-4
'Auwﬂ sOmzmwmj
1 (4.65)

e 8 w1
< { el ully 19l ).

Comme .
[Vu| 2 < 4209,
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on trouve

2(1-s)

1
1-6
< c(uutuarl [l )

/ uudl
Iy

(4.66)
< ¢, + g + 173
De (4.64) et (4.66), on obtient
1
G5 (6) < € Julf + ol + Il + [Vl + (1) ). 467)
En combinant (4.62) et (4.67), on trouve
G/(t) > aGT3 (t),Vt > 0, (4.68)
ou « une constante positive.
Une simple intégration de (4.68) sur (0, t) nous donne
5 1
GTo(t) > —— : (4.69)
G 13(0) — aty;
Par conséquent, la solution du probléme (4.1) s’explose en temps fini T* donné par
1 —
T < 5—‘5. (4.70)
G153 (0)ad



79

CHAPITRE 5

SUR UNE EQUATION VISCOELASTIQUE A DES
EXPOSANTS VARIABLES AVEC UN TERME
P(X)-LAPLACIEN

5.1 Introduction

Soit O C R" (n > 2), un domaine Lipschitzien borné et 0 < T < oo. On considere le

probleme suivant

(

lug|Pup — Aoy u — div[a(x) Vil

p(x)
t
* /o g(t — s)div[a(x)Vu]ds + pyis(x, £) ") 72 (x, )

Hpgur (x, £ — 1) g2 (x, t — ) = pgu(x, £)[u]1)2 sur Qr,

(5.1)
u(x,t) =0 sur Sr,
u(0) = ugp(x), ut(0) = ug(x) sur Q,
ur(x,t —1) = fo(x,t — 1) sur Q x (0,7),

3
ou Qr = QO x RT et St = 9Q) x [0, 00) désigne la frontiere latérale du cylindre Q7. Supposons
que p,u1 et u3 sont des constantes positives fixées, et yp un nombre réel, T > 0 représente
le temps de retard, g la fonction de relaxation positive décroissante. L'opérateur A, est le
p-Laplacien classique donné par A, ) = div (|Vu|P)=2Vu), les exposants variables m(.),
g(.) et p(.) sont des fonctions mesurables sur Q).

L’étude de 'existence, de 'unicité et du comportement asymptotique des solutions pour les
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problémes a exposant variable a attiré 1’attention de nombreux auteurs ces dernieres années
en raison de son importance et de son role dans plusieurs domaines tels que les écoulements
des fluides électrorhéologiques ou des fluides a viscosité dépendante de la température, la
viscoélasticité non linéaire, les processus de filtration a travers un support poreux et le trai-
tement d’image, comme en témoignent les références [1, 20, 51] et d’autres. Antonsev [4], a

considéré I’équation non linéaire suivante
urt — dio(a(x, £)| Va5 2Vu) — anu; = bx, £) ul) 2,

ol « est une constante positive, a et b sont deux fonctions données, et p et ¢ sont des exposants
non linéaires. Dans ce travail, Antonsev a étudié I’explosion des solutions en temps fini pour
une énergie initiale négative sous certaines hypotheses sur les données initiales. Ensuite, dans
[5], il a prouvé 'existence des solutions faibles locales et globales en utilisant la méthode de
Faedo-Galerkin. Il a également donné le résultat d’explosion sur l'intervalle fini (0, ¢4y ) pour
les solutions avec une énergie initiale strictement négative. Messaoudi et Talahmeh [66] ont

étudié I'équation suivante :
s — div(|Vu|" 072V u) + puy = |u|P 20, (5.2)

IIs ont établi un résultat d’explosion pour certaines solutions avec une énergie initiale posi-
tive arbitraire. Leur résultat généralise celui de Korpusov [48], qui a été établi pour (5.2) avec
m et p des constantes. Ensuite, dans [61], ils ont considéré une équation r-Laplacienne avec un
terme d’amortissement faible non linéaire, et ont établi un résultat de décroissance générale
en utilisant la méthode de Komornik sous des conditions appropriées sur r, m et les données
initiales. En outre, ils ont donné un exemple numérique pour illustrer leur théorie.

En présence du terme viscoélastique, Y. Gao et W. Gao [34] ont considéré 1'équation a expo-

sants variables suivante :
t
Uy — A — Auy + / g(t — s)Au(s)ds + |u ") 720y = |u|P) =2y,
0

Sous des hypotheses appropriées sur g, m et p, ils ont étudié 1’existence d"une solution faible

en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.
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Pour un terme de retard non linéaire, Kafini et Messaoudi [63] ont étudié I'équation sui-

vante
uy — Au+ ylut|ut|m(")*2 + poue(x, t — T)|up(x, t — 7) |02 = pyg|u| )2,

Dans cette étude, les auteurs ont établi un résultat de décroissance de 1'énergie dans le cas ou
b = 0, tandis que pour b # 0, ils ont prouvé que la solution explose en temps fini. Ferreira et

al. [33] ont considéré 1’équation de rayonnement de type Kirchhoff suivante
it + Nu — M| VulP) A+ a2 4 pou (x, £ — ) fug (x, ¢ — 7)) 72 = 0.

IIs ont démontré la stabilité exponentielle et polynomiale en utilisant les inégalités de Ko-
mornik. Antonsev et al. [6], ont étudié I"équation p-Laplacienne avec un terme de retard de

la forme donnée ci-dessus. :
U — Ap(x)u + ]/l1ut|ut|m(x)—2 + }lzut(X,t _ T)|ut(x,t _ T)|m(x)—2 _ bu|M’q(x)_2’

ot ils ont prouvé que la solution s’explose en temps fini pour E(0) < 0. Puis, en utilisant la
méthode de Komornik, ils ont obtenu un résultat de décroissance générale.
Inspirés par les recherches précédentes, notre but principal dans le présent chapitre est d’étu-

dier I'existence et le comportement asymptotique des solutions du probléme (5.1).

5.2 Notions Préliminaires
Comme dans [101], on définit 1’espace de Hilbert
H, = {u € H{(Q) : / a(x)|Vul?dx < +00},
0

muni de la norme

Va2 = /Qa<x>|w|2dx, (53)

ot a(x) € C'(Q) est une fonction positive qui satisfait

a(x) > a3 > 0. (5.4)
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Donc en utilisant (5.3) et (5.4), on peut obtenir
2 1 2
IVullz < 5 lIVulz (5.5)
1

Soit p : (3 — [1, ), on définit I'espace de Lebesgue a exposant variable par
LPH(Q) = {u : Q) — R; measurable sur Q) : / u|POdx < oo},
0
muni de la norme de Luxemburg

Hummzhﬁ{A>0iL

L’espace LP() muni de cette norme est un espace de Banach (voir [28]), et immédiatement on

p(x)

% dxfgl}. (5.6)

a

) - + - +
min g Wl b < [ P < max{ 57)

De plus, on définit 'espace de Sobolev a exposant variable W?()(Q) par
wirl) = {u e LPY(Q) : Vu existe et |Vu| € Lp(')(Q)},

muni de la norme
[ull1,p) = llullpy + 1Vull,0)-

()

1, . L
L'espace W, P/ muni de la norme équivalente

[ull1,p) = [IVullp),

est défini comme la fermeture de C(Q)) dans W) (Q), si p(x) vérifie la condition de conti-
nuité log-Holder suivante

o

P() —pW)l < - VxyeQetfx—y[ <o
08—yl

[x=y]
aveca > 0et0 <4 <1,
On doit maintenant énoncer les hypotheses suivantes afin de prouver nos résultats :

(A1) La fonction de relaxation g est une fonction de classe C! décroissante et satisfait pour
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s>0
“+o00
¢(s) >0,¢'(s) <0, 1— / g(s)ds=12>0.
0
(Az) 1l existe une fonction différentiable positive ¢ telle que
¢'(s) < —&(s)g(s) pourtout s >0,
avec
—+00
(1) <0, et / E(H)dt = +oo.
0
(As) Les exposants q(x), m(x) et p(x) vérifient
2<q” <q(x) <q7 <¢q7,
p+2<m <m(x) <m" <m*, (5.8)
2<p  <plx)<pT<p,
ou
g~ = infessyeq 4(x), g7 = supessyeq g(x),
m~ = infessyeq m(x), mt = supessycq m(x),
p~ =infessyeq p(x), pt =supessycq p(x),
et
si n>3,
n J—
m* < (5.9)
+oo  si n <3,
et ) ,
(n”__ ) sinzs,
q" = (5.10)
400 si n <3,
et
essinfxeﬂnn_p—% si pt <,
b < P (5.11)

+00 si Tt >n.
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En outre, on suppose que g satisfait

° (1—a)qg -2
/0 86)s < T g 1 (5.12)

Pour a et 7 deux constantes positives a spécifier ultérieurement.

Maintenant, similaire a Nicaise et Pignotti [73], on introduit une nouvelle variable z pour

traiter le terme de retard comme suit

z(x,p0,t) =u(x,t—10), x€Q, pe(0.1) et t >0, (5.13)
ce qui nous donne

1z(X,0,t) + 2p(x,0,t) = 0, sur QO x (0,1) x (0, +o0). (5.14)

Alors, le probléme (5.1) peut étre réécrit de la maniére suivante

;

|ut|Pue — Apyu — divja(x) Vu]
+ /otg(t — s)div[a(x)Vulds + uyus(x, t) |ut|m(x)_2(x, t)
oz, L Dl2(x 102 = pau(x, U102 sur Qr,
Tz (%, 0,t) +2p(x,0,t) =0 sur QA x (0,1) x (0,00),
(5.15)
u(x,t) =0, sur St,
u(0) = ugp(x), ur(0) = ug(x), sur Q,
z(x,0,t) = us(x, t) sur Q) x (0,00),
| z(x,0,0) = fo(x, —7p) sur Q3 x (0,1).

Posons ¢ une fonction continue positive telle que

ua|(m(x) =1) < &(x) < T(pam(x) — |pal), (5.16)
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On définit I'énergie associée au probléme (5.1) par

_ 1 p+2 [Vulp®) 1 _/t 2 1
E(f)—m””t||p+z+ a p®) t5 1 Og(s)ds ||V“||a+2(govu)(t)

Ju]7) LE(x))z|m™)
—u3 /Q St /Q /0 T e (5.17)

Lemme 5.1. Soit u la solution du probleme (5.1). Alors,

E'(t) < %(g o Vu)(t) — %g(t)HVqu—co(/Q|ut|m(X)dx+/Q|z(x,1,t)|m(9c)dx). (5.18)

Démonstration. En multipliant la premiere équation de (5.15) par u; et 'intégrant ensuite sur

Q), puis en multipliant la deuxiéme équation de (5.15) par @Mm(’c)_zz et I'intégrant sur

Q) x (0,1), on obtient

d pr2 [ [Vupp® 1/t 2, 1
g [l [ 5 (1 [ s ) IVal+ (g0 v

9 1 ()l
o 7(3) et | f m(x) dpdx}

:%(g/ovu)(t)—%g(t)HVuHﬁ_/ (41 — ¢(x) ) e ") dx

Tm(x)

(5.19)

—yg/Qz(x,l,t)|z(x,1,t)|m udx——/ 4 x))|z x,1, )"

En utilisant I'inégalité de Young avec g = et p = m(x), on estime le troisieme terme

_mx)
m(x)—1
de (5.19) comme suit

—yz/ z(x,1,8)|z(x, 1, £) ") =2y, dx
0

(5.20)
1 m(x) m(x> —1 m(x)
< ol || gl e+ hal [ s,
Alors, on obtient
d_E 1 / _1 2 _ _ C(X) _ |“l/12| m(x)
i < 3@ oV = geOIVal - [ (= S5 L i .

_/Q (T (x) . |‘u2|(m(x)_1))|Z(X,1,t)|m(x)dx.

m(x) m(x)
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De la relation (5.16), on obtient

PRSP {2 N Y

tm(x) m(x)

et
) = L0 el =1

~ m(x) m(x)

Comme m(x) et {(x) sont bornées, on peut dire que fi(x) et fo(x) le sont également. On
définit alors

co(x) = min { f1(x), fa(x)}, pour tout x € Q,

en prenant ¢y = inf _ co(x), on obtient

dE 1 1
T <560 Va0 — g ITulE = ol [ "+ [ fz 1,07 ).

]

Lemme 5.2. [66] Supposons que la condition (Aj3) est vérifiée. Alors il existe une constante
positive ¢ > 1 qui dépend seulement de (), telle que

/1 (u) < c(||w||;’9 +®(u)).

Alors
wmwawwmﬂﬂwwm@)

et

_ m(x)
/7 (u) < c(IHO) + Junlf 3+ ©u) + [ [ EIESLAOIE )

()

pour tout u € W&’p etp” <s<gq .

Corollaire 5.1. [66] Soit I'ypothese (A3) verifiée. Alors

_ 1 m(x)
lull < (1 + Tl 3+ 1y + [ [ SENEREDE g,

Pour tout u € W&’p(') etp” <s<gqg .

Ensuite, on définit les fonctionelles suivantes

ey — g [ 19 f .
I(t) = I(u(t)) =2 0 p@) dx + <1—/0 g(s)ds)HVuHZ-i-(g Vu)(t)

x)|z(x m(x) u|a(x)
4—2/0/01 ¢(x) ;Eg;m dpdx—pgq(x)/ﬁ |6]|(ZC) dx,

(5.22)
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et 'energie potentielle

B | Vulp®) 1 _/t 2 1
I = J(e) = [ S 5 (1= [Cg)as ) IVuli+ 50 Vu)

® ) (5.23)

Po()lz(x, 0, 1) / ]

dpdx —

Y e e 6

Cela nous permet de réécrire 1’énergie comme suit
E(t) = —|ull535+ T (b). (5.24)

p—|—2

5.3 Existence Globale

Dans cette section, on va prouver que la solution du probleme (5.1) est globale.

Lemme 5.3. Supposons que les conditions (A1)-(Az) soient vérifiées, et pour tout (ug, u1) €
H}(Q) x L2(Q)), telle que

i Cq+ 2qf qt-2
100) >0, ©= 13 E(O)) * <1, (5.25)
) q- ‘11 1<l(q+— 2) ()>
on a
I(t) > 0, pour tout t > 0. (5.26)

Démonstration. Puisque I(0) > 0, alors par continuité de u(t), il existe un temps T, < T tel
que
I(t) > 0,Vt € [0, Ty). (5.27)

Soit ty vérifie

{I(to) =0,et I(t) >0,V0 <ty < T*}. (5.28)

Alors, pour tout t € [0, T*),

g -2[ Vulr )
Ju(t) = [(1— ) ) ) IVull+2 [ RIS+ (g0 Vi)
' g(@)lz(xp, "
+2/Q/O () dodx

) — t u|P(x)
5 1() 2[(1_/0 g(s)ds)HVu||§+2/Q|vp(|;) + (g0 Vu)(t)

1
+ q—xl(t)
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ezt p, 1))
+2 /Q/O m(x) dpdx]

-_» t |Vu|P()
> qzq [(1—/0 g(S)dS)HWHﬁH/Q oy T eV (5.29)
)|z, 0, 1))
—{—2/0/0 () dpdx].

En utilisant (A1), (5.24) et (5.29), on obtient

t
NVulz < (1 [ g(s)ds)[|VullZ
0

(5.30)

<

E(0),V0 <t < T*.
En utilisant 1'inégalité de Poincarré, (5.5), (5.25) et (5.30), on trouve

[u(to)|1) | _paq” :
poa(x) [ o <E | fu(io)

+ +
<Eutto) I,

+c1 N
s%nwm)u%

+CZ+ i (531)
<BI | Vu(to) |
q 4

gt—2

<”3”7+CT( 20 E(O))Zznwao)nz
= q—a[17+l l(q+ _2) a

81| Vu)|F < (1= [ g(s)ds) |Vulto)

Par conséquent, on obtient
I (to) > 0.

Ce qui contredit (5.28). Ainsi, I(t) > 0 sur [0, Ty). Répétant cette procédure, T est étendu a
T. [
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Theorem 5.1. Supposons que les conditions du lemme (5.3) soient satisfaites. Alors la solution du
probleme (5.1) est globale et bornée.

Démonstration. 1l suffit de démontrer que

p+2 2 |[Vu[p)

u + (| Vull; + / dx < CE(0),
el 3+ 191+ [0S )
alors, en utilisant (5.18), (5.24) et (5.29), on obtient

E(0) = E(t) =

+2
pHH 85+ T(0)

qg -2 2 /IWV’(’C) 1 p+2

>1 = N

Z o (l||Vu||a+ o P00 dx +p+2||ut||p_|_2 (5.32)
i =2 g -2 1 2, [ [VuP® p+2

>

_mm{ 2w o ai2 ||V”||a+/0 (%) dx + [Jue ][5

|V |P¥)
(

+2
el 5+ 1 Vull2+ |

1
ouC = . La preuve est donc complete. O

_(llg=2) g -2 1
mm{ 29 " g Tp+2

dx < CE(0), (5.33)

5.4 Décroissance de 1’énergie

Lemme 5.4. Sous les hypothéses (5.8), il existe une constante positive C telle que la solution
globale u de (5.1) véritie

/ u(H)]1Wdx < CE(t).
Q
Démonstration.

- +
/ () 1dx < max{ ], Il }
{c IVul ! uwuz}

+
CZ * gt
axq —||Vulli , == ||V la

aj

q+
{C SVl Z}IHWHZ<CE()
al 1 ”1
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Lemme 5.5. Sous les hypotheses (5.8), il existe une constante positive C telle que la solution
u du probleme (5.1) vérifie

/ u(t)|"®dx < CE(t), pour tout t > 0.
0

Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme précédent. O

Lemme 5.6. (Komornik, [46]) Soit E : RT — R™ une fonction décroissante, supposons qu’il
existe des constantes r et w telles que

—+o0
[ e < ﬁEV(O)E(s) _ CE(s),¥s > 0,
S

alors, on a
E(t) <cE(0)/(1+H)Y" si r>0,

E(t) < cE(0)e~ ¢! si r=0.

Lemme 5.7. [63] La fonctionnelle

1

t) = T/ / e PTE(x)|z(x, p, t)|m(x)dxdp,

0 Jo

satisfait le long de la solution de (5.15) I'inégalité suivante
¢ < [ 2"y e / | &)zt p, )"
Maintenant, on suppose que

pt2<q <q(x)<q" <m <m(x)<m" <m",

. nm
infessyeq
n J—

si m~— < mn,
+o0 si m~ > n.

Theorem 5.2. Soient (ug,u1) € Wl’p(') Q) x L2(Q) et m(-), v(-) et q(-) appartenant a C(Q)).
0 p q pp

Alors 'énergie E(t) satisfait

B < { ce si m(x) =p+2,

cE(0)/(1+ )M =0+ 5 mt > p 42,

Pour c et a deux constantes positives.
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Démonstration. Soient T > S > 0 et r > 0. En multipliant la premiere équation de (5.15) par
u(t)E’(t), puis I'intégrant sur Q) x (S, T), on obtient

T t
/S E"(t) /Q [|ut|puttu — Ay (yuu — div[a(x) Vulu + /0 g(t —s)div[a(x)Vu|dsu
Fpqup (2, £) [0 =2 (x, ) 4 oz (x, 1, 1) |z(x, 1, )" 20 — pgu(x, £)|u|1) 2y | dxdt = 0,
ceci implique que
r d
/ E’(t)/ — (JuelPusut) — P+ 4+ | VulP®) + a(x)|Vul?
S QO dt
t
- /0 g(t — 8)a(x)Vu(s)dsVu(t) + pyus(x, £)|us| "0 72(x, t)u (5.34)
oz (x, 1, ) |z(x, 1, ) ") =2y — ,u3|u]‘7(x)] dxdt = 0.

En utilisant la définition de E(t) et la relation

d -1
—t<E’/Q|ut|Putudx> = rE’ (t)E’(t)/Q|ut|putudx+Er/Q (uelPusu) dx.

on obtient

Z/TEert < —/T£<Er/ |ut|pufudx)dt+r/T Er_l(t)E’(t)/ |ut |Pupudxdt
s o s dt Q s Q
+(i) E||u Hf’”dt+ Er 2= p ]Vu]”(")dxdt

p+2 Ut o+2

T t
+/ Ef/ 2(t — 8)[|Vu(s) — Vu(t)|dsdxdt
S 0

+ /ST £ /Q /Otg(t —s)a(x)Vu(t) [Vu(s) — Vu(t)]dsdxdt

T T 1 m(x)
- r m(x)—2 r cf,(x)|z(x,p, t)‘
yl/s E /Qut(x,t)|ut| (x,t)udxdt+2/s E /o /Q () dxdpdt

T T
—]/12/5 Er/Qz(x,l,t)]z(x,l,t)|m(x)zudxdt—i—yg/s Er/Q (1—(1(2—x)>|u| Jdxdt.

(5.35)




Chapitre 5. Sur une équation viscoélastique a des exposants variables avec un terme

92 p(x)-Laplacien

Maintenant, on estime chaque terme de (5.35)

T d
Estimation du terme : —/ Er/ |ut|Putudx)d
S

T g, .
1Y
'—/S T (E / |14 utudx)dt

— [E’(s) /Q (s (x, ) [P udx — ET(s) /Q ]ut(x,T)\pHudx]

, _
< _— FT 1 / , p+2d / , p+2d
S o2 (s)[(p+1) Q|ut(x s)| X+ Q|u(x s)| X .
Z 5.36
5 E (D) (1) [ e TP [ It T>|P+2dx]
1 [ 7012 ,
_~ FET * /2
S o2t (s)|(0+1)E(s) + la’1’+2(E(0)) E(S)]
1 ' 212 /2
——E(T 1)E(T *__(E(0))/E(T)|.
o2 (T) | (o +1)E( )+la§+2( (0))P"“E( )]
Comme E(t) est décroissante, on en déduit que
T
‘—/ i(E’/ |ut|putudx)dt < cErH(s) < cE"(0)E(s) = c1E(s). (5.37)
s dt Q
T
Estimation du termer/ Erl(t)E’(t)/Q\ut\putudxdt
S
r/ ErY( / |t |Pupudxdt
S
< —r/ Er1( / lus [P udxdt
26012 (5.38)
< — * p/2
<) )|(p+DEW®) + 7 EO) E(1)]

< —0 /ST E'(t)E'(t)dt

< —E™(s) < 3E(s).
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) p+2
On pose ) = {x €O, |uy| < 1}, et Oy = {x €Q,|u| > 1}

3 T
(532) [[¥ s
S Q

3 T T
2 Er/ p+2d / p+2d dt
sra) [ | [ e [l
3

+2

3

T
Estimation du terme <pi)/ Er||ut||p+2dt
S

I A ey N (I A I
Q4

S _

Efk—E%ww+”m*+<—E%oV+”m}dt

=

< (m) o /Q(|ut|m<x>)9+2/”1*dx+/Q(|ut|m<’f>)9+2/mdx dt
=
=

et e e () (5F) [
EM /T Pdt —E'(t))dt
— o) (5 ) | CE®)

+<pi2) (ril) /ST BB + (p—?—Z) (r-ll—l) /ST(_EI(f))(pH)(rH)/W(t)dt.

_ . - L, mT —m
Pour m~ > p+2,le choixder = 25 —1donnerarm™/m~ —2—p =r+1+4+ —
p+2 m

7

—2—p
par conséquent, on considere 2 cas, pour m~ > p+2ona

3 T
(32) [ ¥ [
S Q)

mt—m~

<cy /T Er+1(t)dt + c5(E(0))m 2 /T ETJrl(t)dt + c6E(s) (5.39)

<C( T r+1
< p)/s E1(8)dt + c6E(s).

Pourm™ =p+2,0ona

3 T
(—)/ Er/ |up|P T2 dxdt

P+2 s Q

(i> /TE’ [ e+ [l
p+2)Js Q- Q,

IN
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T
)/ E’ / (‘ut‘m+)p+2/m+dx+/ ’ut’m(x)dx] At
S Q_ Q+

3

+2

3 /TE’ /(|u |m<x>)P+2/m*dx+/ e[ dxc | dit
p+2)Js ol ol

(
( |
(
(

r(—E’(t))p+2/m+dt + (pj_z) (r _11_ 1)Er+1(s) (5.40)

+
3 v ( 3 )( 1 ) LB o) et g
+2)<r 1)/ e+ (5 ) (755 | -Ew) q

e
[6V)
N
N——
N
b\]
M

— 1, on obtient

( iz)/ Ef/ (1P 2dxdt
( i )<r+1>/ Er+1dt+<piz> (ri1>/sT(—E’(t))dt
(e

< <p+2>< )/ E™1dt + cp(1+ E7(0))E(s).

T
Estimation du terme —yl/ Er/ e (x, £) [ (x, 1)) )2 udxdt

on prend r =

(5.41)

En utilisant 1'inégalité de ch)ung et le lemme (5.5), on obtient

T
'—yl/ E’/ e (x, 1) g (x, £)]" ) " 2udxdt
s Q

T
< ,’141/ Er/ g (x, £) )"0 L udxdt
s Q

T r m(x)_l m(x
<) EIW/Q'W' ”

(")dx] dt
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< c,1E"(0)E(s) +c,p2 /T EH_l(t)dt. (5.42)

T t
Estimation du terme/ Er/ g(t —s)||Vu(s) — Vu(t)||>dsdxdt
s 0
T t
/ Er/ g(t —s)||Vu(s) — Vu(t)||>dsdxdt
s 0
T r t 1 2
_—/s E /0 Fe @t~ 9 IVals) = Vu(t) st

1 T r /
< _@/5 E'(E'(t))dt
< GoE™(s) < GoE"(0)E(s) = cE(s).

(5.43)

Estimation du terme /T E /Q /Otg(t —s)a(x)Vu(t) [Vu(s) - Vu(t)} dsdxdt

S
En utilisant 1'inégalité de Cauchy, on obtient

tg(t —s)a(x)Vu(t) [Vu(s) — Vu(t)] dsdxdt

T t T t
g/ E%(/ g(t—s)ds)y|W|y§dt+/ E%/ gt — )| Vu(s) — Vu(t)|2dsdt,
S 0 s 0

gt(t)

et en utilisant le fait que ¢(f) < —<-, on obtient

¢(t)

T
EV

! E’ tg(t —s)a(x)Vu(t) [Vu(s) — Vu(t)] dsdxdt

(5.44)
< c—/ E"1dt + cE(s).

T 1 m(x)
Estimation du termeZ/ E’/ / S(x)lz(xp,t)] dxdpdt
0 Jo m(x)
En utilisant le lemme (5.7), on obtient

T 1 m(x)
, / [ [ S,
/ Er/ / x)|z(x, p, t)|" X dxdpdt
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m- r/ Er/ x) || dxdt—ii (t)i /1/ e""é(x)\z(x,p,t)]’”(")dxdp)dt

< —— [Er / / “PTE(x) |z(x, p, 1)) + o= T/ Er/ x) e | ") dxdt.

Comme ¢&(x) est bornée, on obtient

Tt E)]z(x,p, ) M)
2 /S E /O /Q s dxdpdt

2e’ 2€T§0
< _E}’+1 _E1’+1 < E .
< 2 s) 4 2 E0ET(s) < c(m)E(s)

IN

t=s

(5.45)

T
Estimation du terme —],12/ E’/ z(x,1,8)|z(x, 1, £) ") 2 udxdt
s Q

T
'—yz/ Er/ z(x,1,8)|z(x, 1, ) ") 2 ydxdt
s Q

T r m(X)—l m( r m(x)
§pt2/s R A dxdt+y2/ E/ iy e Ot

< MM—W/TEr(t)( ())dt+ VZC/ Er+1(t)dt

m— s

<120 =D gy E(s) + Zj—c/ (1)t

m—

(5.46)

2

T
Estimation du terme / E" / (1—
0 S S TS

En utilisant le lemme (5.4), on obtient

y3/ Ef/ (1 )\ w1 dxdt

T
/ E’ / |15 dxdt (5.47)
s Q

)]u\ﬂx)dxdt

En combinant (5.37)-(5.47), on arrive a

JTEHY(D)dt < cpm [T ETTH()dE+ cE(s). (5.48)
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On choisit ¢y, < 1, assez petit pour que

T
/ E1(1)dt < cE(s). (5.49)
S
En prenant T — 4-00, on obtient
400
/ E1(#)dt < cE(s). (5.50)
S
Ainsi, le lemme de Komornik implique le résultat souhaité. O

5.5 Explosion de la solution

Dans cette section, on énonge et on démontre le résultat de ’explosion de la solution en
temps fini pour le probleme (5.1).
On suppose que

p+2<max{m",pT} <g <g(x) <qg" <p". (5.51)

On a alors

Lemme 5.8. [66] Soit 'hypothese (5.51) est vérifiée, et soit (1) une solution de (5.1). Alors

O(w) = Clull)

[ < (@ (1) + 0" ().

Theorem 5.3. Supposons que les conditions (A1)—(Az) et E(0) < 0 sont vérifiées. Alors, la solution
du probleme (5.1) explose en temps fini T*, et
-0

Tx < 1—
GT3(0)xo

(5.52)

Démonstration. Soit

H(t) = —E(t), (5.53)
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de (5.18), on trouve

H'(t) = —E'(t)
(5.54)
> Co(/Q |Ltt|m(’“)cls+/Q |z(x,1,t)|’"(x)dx) > 0.

Donc H(t) est une fonction croissante. A partir de I'énergie et de (5.53), on obtient pour tout
t > 0 que

(x)
H(0) < H() <pis | ‘:'éc) < 5—3®(u), (5.55)

u):/Q\uW(x)dx

ou

Ensuite, on définit I’équation

G(t) = Hl_‘s(t) + 6/0 5 41_ 7 \ut|Pupudx, (5.56)

ot1 € > 0 une petite constante que 1’on choisira plus tard, et

min ] =M q —(p+2)
o< <min{ A TS | 57

En dérivant (5.56), et en utilisant (5.1), on obtient

+2
Sl

G'(t) =(1—8)HH(¢) +e/0 (P tges +

Juclfy 3 —e [ 19 —el|Vul}

_ B €
= (1-6)H H(t)+p+1 o

(5.58)
t

_ _ m(x)=2
+€/0Vu(t)/0g(t s)a(x)Vu(s)dsdx €P‘1/()’”t’ usudx

—eyz/ z(x,1,)|z(x, 1, )| 2udx + eus /Q J1]10%)
Q
En appliquant les inégalités de Holder et de Young, pour 1,0 > 0, on arrive a
t 1 t
e/Q Vu/o g(t—s)a(x)Vu(s)dsdx > e(l - E) </0 g(t)ds) | Vul? —en(goVu)(t) (5.59)

et

m +
/y1|ut|m gy < P /cf’”(’c)|u|m(")dx+mmJr 1/(2(7_ m()/mx) =1, "X gy, (5.60)
0
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et
3
/ po|z(x, 1, 8) " Tydx < 2—/ o) 3y | gy
a m+ a (5.61)
m—1 —m(x)/m(x)—1 m(x)
+5 /Qa 2(x, 1, £)|"dx.
Comme dans [67], on prend ¢ pour que
U.—m(x)/m(x)—l _ kH_é(t),
ou k > 1 est spécifié plus tard, on obtient alors
/ U—m(x)/m(x)—1|ut|m(x)dx — ka(S(t) / |ut|m(x)dx
O a (5.62)
< kH=°(t)H'(t)
[ 2,1, Wdx = kH () [ 2(x1, 0] dx
0 0 (5.63)
< kH°(t)H'(t)
et
/ O_m(x) |u|m(x)dx _ / kl—m(x)H(S(m(x)—l) |u|m(x)dx
o o (5.64)
<K HE () [z
Q
En utilisant le lemme (5.8), on obtient
kl—m*H(S(nH——l)(t) / |M|m(x)dx
Q
(5.65)
< kl-m e <@m‘+q_(5(m+1)/q_ + @m++q_6(m+l)/q_)
et en utilisant le lemme (5.2) en prenant
s=m +q o(mt—-1)<qg ,et s=m+q 5(mt—-1)<q,
on obtient
HO(m+=1) (1) /Q "X dx < c(||Vu||§ + @(u)) (5.66)
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En combinant (5.59)-(5.66), on obtient

G'(t) > [(1—(5)—€Mk}H‘s(t)H’(t)+e( 1 (0=a)q )H 18

m+ p+1 p+2
(1—a) S (1—a)q”
—H—:{ o —1}/Q|Vu|p(x)dx+e(T—17 (goVu)(t)
(1—a) (1—a)g~ 1 t ”
—|—e{ ( 1) ( 1+ 417> /0 g(s)ds b || Vul?
‘: Z X, 0, m(x)
+€{y3a ani km]/lzl }@( u)+e(l—a)g H(t) / / ©)J2( ‘0 ) dxdp.
(5.67)
Tout d’abord, on fixe a tel que
0<a< min{q __pi,qi __217}
q q
Ensuite, on prend k > 0 assez grand pour que
(I—a)g” "+ G
p+ mkm 1 —1>0, et y3a—Cw>0
Une fois k est fixé, on sélectionne € > 0 assez petit pour que
+_
(1-9)— 62(m - 1)k >0, et G(0)=H'(0) +e/0 . \uq |Puquodx.
Ainsi, on obtient
6/(t) = Kl 3+ 191, + 19313 + (g Tu) (1) + @)
(5.68)

LE(x)|z(x, p, 1) M)
+/Q/O e dxdp+H(t)>,

ou K une constante positive.

1
On estime maintenant G(t)17-5. D’apres l'inégalité de Holder, on a

('/ |t |Pupudx
0

p+1

s
) < Cllull,- = el 52
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L'inégalité de Young nous donne

1
=3 i& 9(p+§1)
[ x| < el + ),

pour % + % =1,onprend 0 = %, alors
B = (1-9)(p+2)
—d(p+2)

Ainsi, du corollaire (5.1) on obtient

1
1-5 1 F m(x)
(‘/Q|ut|Putudx> §C{||ut||gig+®(u)+/0/o (x)|z(x, p,t)] dxdp + H(t)|.

m(x)
(5.69)
En combinant (5.56) et (5.69), il est possible de conclure que
1 "
GTs = [Hl_‘s +¢€ Jq |ut|Putudx} N
i (5.70)
< Ml 3+ o) + [ [ EELECLDI M@+Hm)
Finalement, de (5.68) et (5.70), on trouve
G/(t) > kG153, (5.71)

ol k est une constante positive.
Une simple intégration de (5.71) sur (0, t) nous donne

GTs(t) >

= Kot
G »(0)—1_5

Par conséquent, la solution du probléme (5.1) s’explose en temps fini T*. O
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CONCLUSION GENERALE

"We can only see a short distance ahead,
but we can see plenty there that needs to be done.”
[ “Nous ne pouvons voir qu’'une courte distance devant nous,

mais nous pouvons y voir beaucoup de travail a accomplir.”]

Alan M., Turing turing

Dans cette these nous nous sommes intéressés a I’étude du comportement asymptotiques
des solutions pour des équations d’onde viscoélastiques avec des conditions aux limites de
différents types. Ot1, nous avons pu obtenir les résultats suivants :

1- Solvabilité et comportement asymptotique de la solution d"une équation viscoélastique de
type Kirchhoff avec un terme de retard et un terme source.

2- Existence globale, la stabilité et 1’explosion de la solution d"une équation viscoélastique de
type Kirchhoff avec des conditions aux limites non-linéaire.

3- Etude de l'existence globale de la solution ainsi que son comportement asymptotique pour
une équation viscoélastique avec un terme p-Laplacien et avec des conditions aux limites dy-
namiques.

4- Enfin, on a généralisé 1’étude du chapitre précédent en introduisant un terme p(x)-Laplacien
et des exposants variables.

I1 est nécessaire de noter qu’il n’existe pas encore une méthode générale pour la construction
des fonctionnelles de Lyapunove, olt on a remarqué qu’il est parfois difficile de construire
une fonctionnelle de Lyapunove compatible avec le probleme étudié, c’est ce que nous avons
bien remarqué lors de notre étude du dernier chapitre, oti nous n’avons pas pu arriver a la

construire.
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Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour 1’analyse numérique, et la stabilisation

qui pourraient permettre de poursuivre les problémes aborder dans cette these.
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