République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministétére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche 1
dbeied . o
FSESNY Scientifique dm
%j Université Larbi Tébessi -Tébessa- - ﬁ

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de i i
il gl gl il el ki ;;.‘Fﬂ?f"?l
{1 v

~~~~~ B CES SEELERS KXASTRR la l e
£ LS SEmnres OE LA AT BF OE L vE

Département : Sciences de la Matiere

These

Présentée en vue de I'obtention du diplome de
Doctorat 3éme cycle LMD
Option : Physique Théorique

Théme

Les oscillateurs harmoniques relativistes dans un
espace courbé

par :

Rouabhia Tarek Imed

Devant le jury

Pr. CHEMAM FAYCAL Président Universite Larbi-Tebessi, Tebessa
Pr. ABDELMALEK BouMALl ~ Rapporteur  Université Larbi-Tebessi, Tebessa
PR. ABDELHAFID BOUNAMES Examinateur Université de Jijel

PR. MAAMACHE MUSTAFA Examinateur UFA. Sétif |

DR. HOUCINE AOUANALLAH Examinateur Université Larbi-Tebessi, Tebessa

Cate de @%/{/mmmﬂ N05) / /77 / L0258



CYr> Y p
© . /K;ﬁ(}u((’/ %’«wm au

) Yo% e Ty <
%&éﬂ/{(lloﬂe e @}/Jyyy/«/ ngz/)lf( wee el /&t%f‘l«’éyllﬁ
7

sl Anale
| University of Tebessa

Laboratoire de Physique Appliquée et Théorique



Les oscillateurs harmoniques relativistes dans un
espace de Rindler

SR =
«(/20//{0/[1’(1 «,%}(fé <f)ﬂ(‘[/ 1

1. it.rouabhia@univ-tebessa.dz



91-3'4:9 L.:B aﬁ)’.““:d\ &)J)ﬁ C};)K) iSLg'J CJ‘YJL!.A L'«ﬂ).) CLJJL\Y\ o..:\b L.:B
ods e pldl b e 58 I e (Bsaym K5 D1ps) S¥slad
b (3 % grdl) B g lb) OIAN B Lilys mowss L 3,1 4 (atlad
A patladl Ol ¢ ey 285 e Jypadl ¢ @l ) Jo
ottt ods e Ll by (O5250 6 D103 sl Sl
1 b sl By ey s J) s 3 b5 (e b el 4,1 A

YR T . a 4
@0(/{(5/1{5(0 {%/)’(’/‘ :ﬁmf(/ -1- sle 6L azly,



Abstract

In this thesis, we studied the relativistic Dirac and Klein Gordon oscillators in Rindler spacetime.
The obtained solutions are exact and allowed us to study the thermal properties of the equations
(Dirac and Klein Gordon) by focusing on the effect of acceleration on these thermal properties. Also,
we extended our study to relativistic harmonic oscillators in Rindler spacetime. The obtained solutions
are exact. Finally, the thermal properties of relativistic oscillators (Dirac and Klein Gordon) were
calculated as well as the effect of acceleration on these thermal properties using two theoretical methods

based on the zeta function and Euler-Maclaurin formula.
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Résumé

Dans cette thése, nous avons étudié les oscillateurs relativistes de Dirac et Klein Gordon dans
I'espace-temps de Rindler. Les solutions obtenues sont exactes et ont permis d’étudier les propriétés
thermiques des équations (Dirac et Klein Gordon) en se concentrant sur I'effet de I'accélération sur ces
propriétés thermiques. Aussi, nous avons étendu notre étude aux oscillateurs harmoniques relativistes
dans l'espace-temps de Rindler. Les solutions obtenues sont exactes. Enfin, les propriétés thermiques
des oscillateurs relativistes (Dirac et Klein Gordon) ont été calculées ainsi que I'effet de I'accélération
sur ces propriétés thermiques en utilisant deux méthodes théoriques basées sur la fonction zéta et la

formule d’Euler-Maclaurin.
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INTRODUCTION

Le modele standard de la physique des particules est la théorie la plus réussie pour rendre compte
des trois forces fondamentales de la nature et des particules élémentaires.Il s’appuie sur la théorie
quantique des champs et le principe de symétrie de jauge locale. Il ne prend pas en compte la quatriéme
force fondamentale, la gravitation, qui est décrite par la relativité générale d’Einstein dans le cadre de
la physique classique. Les deux théories ont des formalismes tres différents. Une description quantique
de la gravitation, ou gravité quantique, est recherchée par de nombreux physiciens. Les deux approches
les plus connues sont la théorie des cordes et la gravitation quantique en boucle. Elles sont difficiles
a tester expérimentalement car les effets quantiques de la gravitation ne se manifestent qua 'échelle
de Planck, qui est bien au-dela des capacités des accélérateurs actuels. En I'absence d’une théorie de la
gravité quantique, on peut étudier comment la gravitation influence les champs quantiques. La théorie
quantique des champs et la relativité générale sont les deux cadres mathématiques qui rendent compte
de toutes les interactions connues dans la nature. La théorie quantique des champs décrit les interactions
au niveau subatomique, tandis que la relativité générale s’applique a la gravité, qui devient importante
a des échelles plus grandes. Mais il n’existe pas de théorie mathématique qui unifie ces deux cadres.
Une premiére étape vers cette unification pourrait étre d’étudier comment les champs quantiques se
comportent dans des espaces-temps courbes. La théorie quantique des champs est la meilleure théorie
pour la physique des particules et ses interactions. Par ailleurs, Einstein a développé sa théorie générale
de la relativité il y a environ cinquante ans, ou il a expliqué la gravité par la géométrie de 'espace-temps.
Dans cette théorie, 'espace et le temps forment une « entité unifiée », qui differe de la notion classique
d’un temps absolu [1-4].

L'oscillateur harmonique relativiste est un sujet fondamental en physique. Il a été beaucoup étudié
dans le passé, mais il présente encore des aspects intéressants qui méritent d’étre examinés de prés, aussi
bien en mécanique classique qu'en mécanique quantique. L'oscillateur harmonique est un outil essentiel

pour le développement de la physique théorique, comme I'a montré la naissance de la mécanique
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quantique [5,6].

Loscillateur de Dirac est un systéme physique qui a été introduit par Ito [7] en remplacant la
quantité de mouvement p par p — imSwr dans 'équation de Dirac, ou 7 est le vecteur de position, m
la masse de la particule et w la fréquence de l'oscillateur. Ce systéme a été nommé ainsi par Moshinsky
et Szczepaniak [6, 8] car il se réduit & un oscillateur harmonique avec un fort couplage spin-orbite
dans la limite non relativiste. On peut aussi interpréter ce systéme comme l'interaction du moment
magnétique anormal avec un champ électrique linéaire [9, 10] . L'oscillateur de Dirac a attiré beaucoup
d’attention car il permet de résoudre exactement I'’équation de Dirac et il a de nombreuses applications
physiques. Il a été étudié sous différents aspects, tels que : (i) la covariance de I'équation de Dirac avec
I'interaction de 'oscillateur de Dirac, (ii) le spectre d’énergie et les fonctions d’onde associées, (iii) les
propriétés algébriques du groupe de Lie, (iv) la supersymétrie, (v) et d’autres aspects présents dans
la littérature [11-55].

Un référentiel hyperboliquement accéléré est un systeme de coordonnées utile et important en
physique relativiste, qui représente une partie de I'espace-temps plat de Minkowski [56,57]. En rela-
tivité restreinte, une particule qui accélére uniformément suit un mouvement hyperbolique, et on peut
choisir un référentiel uniformément accéléré ou elle est immobile comme son référentiel propre. On
peut comparer les phénomeénes dans ce référentiel hyperboliquement accéléré aux effets d'un champ
gravitationnel uniforme. Le mouvement hyperbolique dans l'espace-temps de Minkowski [58] est le
mouvement d'une particule relativiste qui a une accélération propre constante. Il est important pour
comprendre le mouvement en présence d’horizons et les phénomeénes comme le rayonnement de Haw-
king dans les trous noirs et la température associée [59]. L'espace de Rindler est la partie de I'espace
de Minkowski avec laquelle un observateur qui accélére constamment peut interagir. C’est peut-étre
l'espace-temps le plus simple avec un horizon. . [60-62]. L'espace-temps de Rindler a une structure
géométrique semblable au trou noir de Schwarzschild. Le rayonnement de Hawking dans le trou noir
de Schwarzschild est 1ié a 'effet Unruh [ , ] dans I'espace-temps de Rindler. En 1975, Davies [ ]
a montré qu'un observateur qui accélére uniformément verrait des particules avec une distribution

thermique a la température 7' = , ou a est 'accélération. Il a été le premier a donner des argu-

_a_
2rkp
ments théoriques quantiques du champ pour dire qu'un observateur qui accélére uniformément dans
un espace-temps plat verrait un rayonnement thermique [ : ]

L’équation de Dirac unidimensionnelle avec une interaction d’oscillateur de Dirac a des propriétés
thermiques qui ont été étudiées par Pacheco [19]. Les auteurs ont utilisé la formule d’Euler-MacLaurin
pour calculer toutes les quantités thermiques de l'oscillateur. Cette méthode permet d’obtenir toutes
les propriétés thermiques du systeme, mais elle peut étre limitée aux températures plus élevées. En

outre, a T=0K, la fonction de partition présente une divergence totale [35]. Une autre méthode basée

sur la fonction Zeta [68,69] a été proposée par plusieurs auteurs dans la littérature [15,70-74]. Cette

R T a 4
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méthode a 'avantage d’éviter les divergences qui apparaissent dans la fonction de partition obtenue par
I'approche d’Euler-Maclaurin. Les auteurs ont utilisé la transformation de Cahin-Mellin de la fonction
exponentielle. Frassino [75] ont généralisé cette méthode en considérant tous les poles négatifs de la
fonction I' [15].

Cette these est composée de quatre chapitres :

le premier chapitre présente un rappel du formalisme de I'espace courbe et des équations relativistes
comme I’équation de Klein-Gordon et I'’équation de Dirac dans un espace-temps courbé.

Le deuxieéme chapitre introduit la définition de I'espace de Rindler.

Le troisiéme chapitre étudie les solutions de 1'équation de Klein-Gordon libre et l'oscillateur de
Klein-Gordon a 1D dans I'espace de Rindler ainsi que leurs propriétés thermiques.

Le quatriéme chapitre analyse les solutions de I'équation de Dirac libre et l'oscillateur de Dirac a
1D dans l'espace de Rindler ainsi que leurs propriétés thermiques.

Enfin, nous concluons notre étude par une synthése générale.

R T a 4
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CHAPITRE 1

LES EQUATIONS RELATIVISTES DANS UN
ESPACE-TEMPS COURBE

1.1 Préambule

Ce chapitre présente les outils mathématiques qui permettent de caractériser un espace-temps
courbe. Ces outils vont nous aider a comprendre la structure de I'espace et du temps. Nous partons de
la théorie de la relativité restreinte et nous nommons espace-temps I’ensemble formé par I'espace et le
temps. Du point de vue des mathématiques, I'espace-temps de notre univers est une sorte d’espace a
quatre dimensions appelé variété. C’est un espace topologique (qui vérifie la propriété de Hausdorff)
qui ressemble localement a un espace euclidien. En fait, notre espace-temps est localement semblable
a l'espace de Minkowski. Ces variétés sont aussi appelées pseudo-Riemanniennes ou Lorentziennes

(pour plus de détails sur I'espace-temps courbe, voir [76,77] ).

1.2 Espace tangent

Dans une variété ), on définit en chaque point p un espace tangent 7}, qui est I'espace vectoriel

constitué des vecteurs tangents a toutes les courbes passant par le point p sur M [ 5 ]



Espace tangent

Fig. 1.1: L'espace tangent 7, au point p sur une variété )

Nous appellerons V' un vecteur dans 7, et noterons les composantes de V' par V#. Ce sont les

composantes de V' par rapport a une base ¢(,,) telles que
V =Vte,. (L.1)

En revanche, il existe une base naturelle qui peut étre définie dans I'espace tangent. C’est la base de la
direction dérivée des fonctions de coordonnées x* en point p . Nous appellerons cette base la base des

coordonnées. Elle est constituée des dérivées partielles :

ey = Oy, (1.2)
Faisons un changement tels que
ot — zh (1.3)
alors, la nouvelle base de coordonnées sera :
ozt
8#/ = Waﬂ. (1.4)

Pour une transformation coordonnée, nous disposons donc :

’ 1]
u@a:

V'uau/:V W

Op. (1.5)
Ainsi, la transformation des composants est donnée par :

’ 81;/—’/
b =V*H¢ . 1.6
v =y (1.6)

Pour chaque espace tangent 7}, on définit un espace cotangent 7,7 constitué de vecteurs dual. Consi-

%{IMM %@é ﬂl@éﬂl -6 - Jl.f‘ é)w 2\:4.‘_5)



Champs de tenseurs

dérons un vecteur dual w tel que

w = w,0". (1.7)

pour une certaine base 0. Cette base est construite de telle sorte que

6" (¢,) = 0. (1.8)

I

Lorsque nous agissons a partir d'un vecteur V' par w, nous obtenons
w (V) =w,b" (V'e,) = w, V70" (e,) = w,V*. (1.9)

Notons ici que le gradient d'une fonction f est un vecteur dual, et est noté df.
Si nous calculons le gradient des fonctions de coordonnées, dx*, elles forment la base de I'espace

cotangent qui correspond a la base coordonnée de l'espace tangent. Cela vient de la relation suivante

dz*
dz" (8,) = = oM. 1.10
W (0,) = T = (1.10)
La base de coordonnées dual se transforme en :
/ d.fCM/
v w
dzt = dxudx . (1.11)

Sous les transformations de coordonnées, un vecteur dual devient

dxt
w .

1.3 Champs de tenseurs

Le notions de vecteurs et de vecteurs dual peuvent étre généralisées a des tenseurs de n’importe
quel rang.

Un tenseur 7" de rang (k,[) est une application multilinéaire de k vecteurs duals et [ vecteurs vers
les nombres réels. Ainsi, dans la base de coordonnées, nous avons

T=TW "0z, ®  ®0r, 0" ® - Q0z". (1.13)

v

Dans une transformation de coordonnées, les nouveaux composantes d’un tenseur de rang (k, l ) s’écrit

par :

! I
’ ’ Hq 1235 141 1<
TH _ Ozt Oz Oz 02 1.14
1 oxH1 OxHe Joavi or"t

Cette équation exprime la condition de tensorialité.

/3 e . .
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La métrique

1.4 La métrique

La métrique est un tenseur de rang-(0,2) noté g,,. Il est symétrique en ses deux indices et aura
I'inverse g"” tel que
9" gur = 05. (1.15)
Elle a la forme suivante

ds® = g, dxtda”, (1.16)

La notation ds? rappelle la notion d’élément de ligne dans la géométrie classique. C’est pourquoi nous
nommons souvent ds> 'élément de ligne de l'espace-temps que nous étudions.

Ainsi, pour chaque vecteur V'#, on définit le vecteur dual correspondant V), de la maniere suivante

V, = gV’ (1.17)

De méme, on obtient un vecteur a partir d'un vecteur dual en agissant sur le vecteur dual par le tenseur
métrique inverse : alors

VW= V,W* = g, VAW, 1.18
3 I

Nous voyons maintenant que nous avons défini une structure qui nous permet de parler de la longueur
des vecteurs et d’autres quantités liées a la notion formel de produit scalaire. Dans un espace temps

plat, I'élément de ligne est donné par

ds® = dt* — dz? — dy? — d2* = n,, dxtdz”, (1.19)
dont
1 0 0 O
0 -1 0 0
v = 1.20
. 0 0 -1 0 (120)
0 0 0 -1

est le tenseur métrique fondamental de Minkowski.

1.5 Connexions

1.5.1 Dérivées covariantes et symbole de Christoffel

Quoique nous considérerons I'espace-temps comme une variété équipée d’'une métrique, alors la

) . O R PN . . . " 3 )
courbure n’est pas attribuée a la métrique, mais a un objet appelé connexion affine ['*), qui n’est pas
un tenseur. Lorsque la variété est équipée d’'une métrique, il existe une connexion affine unique connue
sous le nom de symbole de Christoffel et nous utiliserons la méme notation pour cette connexion

qu’avec une connexion affine générale.

3 = c gy -
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La connexion est intimement liée a la notion de dérivée covariante, dans un espace-temps M la
dérivée partielle d’un tenseur, par exemple 0, V'* a la méme forme dans tout systeme de coordonnées lie
par une transformation de Lorentz. La dérivée covariante est construite de telle maniére qu’en agissant
sur un tenseur général, le résultat sera toujours un tenseur.

On note la dérivée covariante par V. En exigeant que cet opérateur soit linéaire, il peut étre écrit
comme une dérivée partielle plus une transformation linéaire. Donc, pour la dérivée covariante d’un

vecteur, nous avons

V Vi =9, VHE+T7,, VA, (1.21)

dont I'¥ est un ensemble de transformations linéaires ou matrices, appelé connexion.
Al
Les propriétés de transformation de la connexion sont telles ue C L ¥ devient un tenseur. En
s

imposant que la dérivée covariante du delta de Kronecker s’annule et que :
Vup = 0u¢. (1.22)
alors, pour un champ scalaire ¢, on obtient
Vuwy = 0uw, — I 3w, (1.23)
On supposera que la liaison est sans torsion, c’est-a-dire qu’elle est symétrique aux indices inférieurs :
Iy, =T, (1.24)

nous supposons que la connexion est compatible avec la métrique, c’est-a-dire que la dérivée covariante

de la métrique s’annule :

Vugor =0, (1.25)

il existe alors une expression unique de la connexion : elle s’écrit par
v 1 Ao
r X — 59 (augua + augo,u - aoguu) . (1-26)

Celui-ci est nommé le symbole de Christoffel.

1.5.2 Le formalisme de tétrade

nous avons travaillé avec le choix naturel de la base de coordonnées sur la variété d’espace-temps.
Dans la base de coordonnées, les vecteurs de base sont donnés par e, = J, et les vecteurs de base dual
par 6% = dx* [ , ]

Tous les objets et structures concernés existent indépendamment d’un systéme de coordonnées par-

ticulier. Par conséquent, adoptons une approche un peu différente pour établir une base. Commengons

3 = c gy -
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d’abord par les deux bases. Etablissons une base & chaque point de I'espace-temps, un espace-temps qui
sera courbé, et que la base soit Minkowskienne. Cela signifie que le tenseur métrique sera Minkowskien
une fois écrit conformément a cette base. Nous désignerons ces vecteurs de base par e, et les vecteurs

de base duale par #°. Ainsi, au voisinage de chaque point de l'espace-temps, nous avons

Gab = Jap?"0" = Nap, (1.27)

Cela peut étre vu comme le produit interne des deux vecteurs, et en ce sens, ils constituent un ensemble
orthonormé par rapport a la métrique de Minkowski. Une telle orthonormale est appelé tétrade ou
"vierbein", et cette procédure de mise en place d’'un cadre orthonormé a chaque point d’'une variété

s’appelle le formalisme tétrade. Nous avons ainsi

0% () = oy, (1.28)
La transformation entre la base de coordonnées et la base d’inertie locale est donnée par :

ey = €,”€q. (1.29)
Ceci est similaire pour la dual base : ainsi

O" = et 0P, (1.30)

Ici e, et e/, sont les matrices de transformation. Ce sont les matrices que nous appellerons respecti-
vement la Vierbein et I'inverse Vierbein. Le fait qu’ils soient inversés découle des exigences des deux
équations (1.28) et (1.8), alors

e, ety = 0y, (1.31)

e, e’y =0, (1.32)
Le résultat est la métrique écrite en coordonnées locales

Jab = Gue’a0@e 100 =14, (1.33)

comme dans I'équation (1.27).

En supprimant les vecteurs de base dual, nous obtenons

Nan = eﬂaeybg/uu (134)

ou

uv = euaeubnan' (135)
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Pour un vecteur global V', ses composantes dans la base locale sont
Ve =e, V¥, (1.36)
Pour un tenseur général, nous avons

e a v @
T ‘ukyl...b...yl =€, € bTm # ukyl...,,b...,,l. (1.37)

1.5.3 Transport parallele et géodésiques

L'idée est de prendre le vecteur en 'un des deux points et de le transporter le long de la variété,
tout en le maintenant constant, de maniére a ce que les deux vecteurs coincident. Alors les deux
vecteurs feront partie du méme espace tangent et seront donc comparables. Dans un espace-temps
plat, la condition pour qu'un vecteur soit transporté parallelement le long d’une courbe x*(\),est que

sa dérivée le long de la courbe s’annule. Sur une variété générale, cette exigence devient

dVH dz¥
_— 'U': _— 'LL:
™ V ™ V.,V 0, (1.38)

. 7’ . . . . v
En termes imagés : “le gradient V, V# est perpendiculaire au vecteur vitesse ”%\”. Un vecteur V# sera

transporté parallelement le long de C' si sa dérivée covariante est “perpendiculaire” au vecteur vitesse.
Cela se généralise facilement aux tenseurs de n’importe quel rang. Il est & noter que le résultat du

parallele le transport dépend du chemin de transport. Ceci peut étre illustré comme suit [77]

< .

Fig. 1.2: Transport paralléle d’'un vecteur sur une 2-sphéres

: En utilisant I'expression de la dérivée covariante d’un vecteur (1.21), nous obtenons I'équation
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du transport parallele d’'un vecteur :

avr  dx¥
= ay (Vo TV =0 (1.39)
Soit ‘ i
av' e p  dr
- +utT VI =0, u = (1.40)

il s’agit décrit comment un vecteur V* est transporté parallelement le long d’un chemin z¥(\) sur une

variété. Elle sera indépendante de la paramétrisation . Sous forme infinitésimale, il s’écrit
Vi (z = x+dz) = V¥ () — V'TH,, (z) dz™. (1.41)

Ici, nous avons écrit explicitement les coordonnées pour savoir ou se trouve chaque objet.
La notion de géodésique est étroitement associée a celle de transport paralléle : une courbe GG est

une géodésique si son vecteur vitesse est transporté parallelement a lui-méme le long de G, soit
u'Vu!' = u' (aiuj —u F{m) =0, (1.42)

ce qui donne I'équation des géodésiques

Pa? dat dak
——e— () 1.43
a@ g ar (143)
ou nous avons utilisé '
d dz'
— =9 1.44
= a? (1:44)

Deux remarques sur les géodésiques.

+ Seule la partie symétrique dans les deux indices inférieurs de la connexion [ intervient dans

I'équation des géodésiques ; en d’autres termes, cette équation ne dépend pas de la torsion.

« Une géodésique z°(t) est déterminée de facon unique par la donnée d’une position initiale
2" (t = 0) et d’'une vitesse initiale u’ (¢ = 0). En effet (1.44) est un systéme d’équations dif-

férentielles du second ordre.

1.5.4 La connexion de Spin

Avec le formalisme tétrade, nous avons mis en place un repére inertiel local en chaque point de la
variété courbe. Nous voulons savoir comment un vecteur situé en un point avec des composantes dans
la base locale a ce point, se transporte parallelement vers un autre point de la variété avec une nouvelle
base locale. On l'appelle la connexion de spin : elle définira une dérivée covariante des tenseurs locaux.

Le nom de connexion de spin dérive la dérivée covariante du spineur.
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L’équation pour le transport paralléle des vecteurs locaux devrait étre de la méme forme que le cas

du vecteur global : ainsi
VE(z =z +dz) =V —w,”, (z) V° (z) dz, (1.45)

Ici w,, (x) est la connexion de spin. I transporte les informations pour transporter le vecteur lui-
méme en utilisant les symboles de Christoffel en ajustant les coordonnées locales au départ le point
avec les coordonnées locales au point final via les vierbeins.

Pour trouver I'expression explicite de w,”, (x), rappelons que
Vi (x)=ely () VT (x). (1.46)

Transporté ce vecteur du point = au point x + dx est donné par :
Vi(x —z+dr) =€y (x = 2+ de) V (z — x + dx). (1.47)

Développer e*, (x + dx) au premier ordre de dz donne

Vi(x > x+dx) =€y (2) VO (r - x4+ dx) + 0,e"y (2) VO (x — x + dz) da”. (1.48)

En insérant I'expression 1.47 pour V*(x — = + dx), on obtient (en ne gardant que les termes du

premier ordre dans dx )

VH(z — 2+ dx) =etq (1) VO (2) — [eMq () wr% (7) — Ore™y (2)] VP (z) da”, (1.49)
=VH(z) — [e"a (1) wr% (2) — Oxe™sy ()] €6 () VO (z) da?,

A partir de 'équation de transport paralléle pour les vecteurs globaux (Eq. (1.41)), nous reconnaissons
TH o5 = [efawn® — Oxely) eo’. (1.50)
En résolvant cela pour la connexion de spin, nous trouvons que
A N R R e (1.51)

ou:

S o B e S Y e (G Ly (1.52)

Ici I'V,,, est le symbole de Christoffel. Comme la connexion est compatible avec la métrique, donc

Wyab = —Wyba- (153)
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Ainsi, wy,qp est antisymétrique pour les deux derniers indices.

1.5.5 Tenseur de courbure

La notion exacte de la courbure en chaque point pour une variété est quantifiée par le tenseur de

la courbure de Riemann. Ce dernier est défini par [79]
Ry = 0P o — 0,175 + TP 5T, — TP 0T, (1.54)

C’est un tenseur de rang (1, 3), antisymétrique pour les deux derniers indices inférieurs. On voit que
ce tenseur ne dépend qu’avec le symbole de Christoffel I',,,. Dans le méme sens, on définit le tenseur
de Ricci par

R =R (1.55)

Ce tenseur est symétrique. A partir de ce tenseur, on forme ce qu'on appelle le scalaire de Ricci comme
suit :

R=g"R,,. (1.56)

1.6 Les équations relativistes dans un espace courbé

1.6.1 L'équation de Klein-Gordon dans un espace-temps courbé

Soit la densité lagrangienne du champ de Klein-Gordon dans un espace de Minkowski :

1 1
L= 50" (0up) (Oup) — 5m*0" (1.57)

Pour un espace-temps courbé, la métrique de Minkowski sera remplacée par un tenseur métrique
général. Puisque ¢ est un scalaire, sa dérivée covariante se réduira a la dérivée partielle J,,, Nous
connaissons exactement une telle quantité scalaire, a savoir le scalaire de courbure de Ricci R. Cela
ajoutera un terme ti 1a Rp? i conduit a la densité 1 i h lai

j proportionnel a R¢~, ce qui conduit a la densité lagrangienne pour un champ scalaire

dans l'espace-temps courbé sous la forme :

1

1 1
L= 50" (Oup) (Oup) — 5m*¢" — SERY’, (1.58)

ou ¢ est le couplage gravitationnel du champ scalaire. Ce couplage pourrait théoriquement étre déter-
miné par des expériences, mais l'effet de la gravité est si faible que cette expérience serait pratiquement
impossible.

Soit maintenant I'action S du champ de Klein-Gordon dont :

S = /d4x\/—_g£, (1.59)
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A partir du principe de moindre action 45 = 0, en utilisant les équations d’Euler-Lagrange dans un

espace-temps courbé
9 o/ —gL B O—gL 0
"o (8u90) Op ’

alors, 'équation du champ de Klein-Gordon dans un espace-temps courbé suit la formule suivante :

(1.60)

(0* +ER+m?) o =0, (1.61)

ot opérateur 07 , représentant le Dalembertien dans un espace courbé, est définit par
02 = Li
\/—g Oz*

Ici, g = || et R le scalaire de Ricci. Dans ce qui suit, nous mettons { = 0. Ainsi, I'équation covariante

, 0
vV _gg,u w (162)

de Klein-Gordon dans un espace-temps courbé est [80,81] :

1
=8, (vV=dd"d,) +m2| © = 0. 1.63
= . (V=99"0,) @ (1.63)

1.6.2 L'équation de Dirac dans un espace-temps courbé

1.6.2.1 L‘équation de Dirac libre dans un espace-temps plat

L’équation de Dirac est décrit par

("8 —m) ¥ =0, (1.64)

0 1 0 ; 0 o
= == 5 3 1.
7 (0 -1 )7 o 0 (1.65)

sont les matrices 4 x 4 de v* = (7%, 71,72, 93) et

0'1:((1)(1)),(72:(2Bi>,03:((1)_()1>. (1.66)

sont les matrices de Pauli.

dont

La condition d’herméticité donne les expressions suivantes
()" =200 =" (1.67)

()" ="y (1.68)

Le champ de Dirac ¢/ est un objet a quatre composants appelé spineur :

W = (o, Yr¢a, ¥3)" . (1.69)
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Soit ) son complexe conjugué, alors 'opérateur adjoint de Dirac 7 est donné par :

P = A0, (1.70)

Nous pouvons construire une base pour toutes les matrices 4 X 4 a partir des matrices *. La base sera

donnée par I'ensemble suivant 1,~v*, o*, v#v° 5, ol la cinquiéme matrice de 7 est défini par
v =0y (1.71)
dont .
!
ot = [v*, v"]. 1.72
5 7] (1.72)
A partir de I'ensemble de base présenté ci-dessus, nous pouvons former 16 différents formes bilinéaires

de Dirac. Chacune de ces bilinéaires se transformera différemment en raison des transformations de

Lorentz suivante

ot9h — Tenseur antisymétrique. 1.76

) — Scalaire, (1,73)
1y°1) — Pseudoscalaire, (1.74)
Yy — Vecteur, (1.75)
(1.76)

Le vecteur et le scalaire bilinéaire de Dirac seront employés plus tard pour le développement de la

dérivée covariante du spineur.

1.6.2.2 L'équation de Dirac libre dans un espace-temps courbé

Pour écrire I’équation de Dirac libre dans un espace-temps courbé, il faut en premier lieu calculer

la dérivée covariante du champ de spineur :

Vit (2) = [0 + Ty ()] (2), (1.77)

ou I', () est le coefficient de connexion pour le champ spineur. En respectant le transport paralléle,

le spineur doit suivre la regle suivante :
Y(x—x+de) =19 (x) T, (x)¢ (x)d*. (1.78)

Pour trouver la connexion de spineur, nous examinons les propriétés de transport parallele de certains

bilinéaires de Dirac [82]. Nous avons la quantité scalaire S (z) = ¢ (z) (), qui devrait rester
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inchangé dans le cadre du transport paralléle :

S(x—x+dr) = (xr = z+dz)y (z — z+dx),
=[y" (2)7° = ¢* (@) T} (2)7°da*] [¥ (2) = T, () ¥ (2) dz”],  (1.79)
=5 (z) — ¥ (2) [T () +7°T; (2)7°] ¥ (2) da™.

avec (7°)? = 1. De plus, le terme proportionnel a dz*dz” a été négligé puisque dx* est infinitésimal.
Y p prop glige puisq

Pour que (1.79) soit valable, il faut que
YTy’ = —T,. (1.80)

Ensuite, nous regardons le vecteur local j¢ (1) = 1 (1) v%¢ (x) qui devrait étre transporter de la méme

maniere que tout autre vecteur local : ainsi

j*(z =z +dz) =" Yt (x

)T} (@) d#] 79" [ (2) = Ty (@) § (@) da], (1.81)
=w<> w<> e

) (VT (z) = Ty (2) 7] ¥ (2) dac*.

oll nous avons pris en compte la premiére condition sur I',. Par I'exigence que ceci doit obéir a (1.45),

nous obtenons une deuxiéme condition sur la connexion du spineur :
a a b
v, Tu) = wuyy- (1.82)

A partir de (1.82), nous concluons que I';, devrait étre une combinaison de la connexion de spin avec

un produit de matrice 7y satisfaisant le commutateur. Rappelons que
[,Ya’ ch] — 9 (,chba _ ,ybnca> ’ (1.83)
en faisant ressortir les indices directement dans (1.83). Soit I'ansatz suivant
I',= C’w#bcabc, (1.84)

ou C est une constante complexe.

Insérons(1.84) dans (1.83), (1.83) devient
[v*, Ty] = 2iCwpe (’ycnba — ’ybnm) = 4iCw,* " (1.85)

Ici, nous avons utilisé la propriété d’antisymétrie de la connexion de spin dans la deuxiéme égalité. A
partir de 13, la constante C' = 4%.

+ . . .
En se souvenant que (obc) = 7940 | on voit qu’avec la constante C' la connexion de spin
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satisfait a la relation (1.80). Alors, on a

1. 1
Ly = = iwmeo” = cwue [1',7°] (1.86)

Pour rendre I'équation de Dirac valide dans 'espace-temps courbé, nous devons également considérer
les matrices 7y sous la forme Minkowski de I'équation. (1.64). Ces matrices sont écrites en termes de

coordonnées locales comme suit :
Y = et v?, (1.87)

Finalement, I'équation générale de Dirac dans un espace-temps courbé est alors écrite par [82]

[ie" " (0, +T,) —m]y =0. (1.88)

Reuabtia Tarch - Imed - 18 - sle o,k axly,



CHAPITRE 2

APERCU SUR LA STRUCTURE DE
L'ESPACE-TEMPS DE RINDLER

2.1 Préambule

L'espace-temps de Rindler est un systéme de coordonnées qui réalise un feuilletage de I'espace-
temps de Minkowski par les lignes d'univers accélérée, hyperboles de type temps, a coordonnées spatiale
constante, et par la distance entre ces lignes, de type espace a cordonnée temporelle constante.

2.2 Coordonnées hyperboliques

Soit un observateur accélérant uniformément le long de la direction x avec une accélération propre

constante « [83]. La métrique de Minkowski est donnée par
ds? = —dt* + da?, (2.1)

dont x# = (t, ). Pour trouver la vitesse propre correspondante, nous évaluons la dérivée temporelle

propre de la position, ol la connexion entre le temps propre 7 et le temps coordonné ¢ est donnée par
vdT = dt, (2.2)

ou

st (2.3)
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Coordonnées hyperboliques

est le facteur de Lorentz.

En utilisant que z# = (¢, ), alors le quadrivecteur vitesse est donné par :

B dz* dz*

W= — =y— =7~(1 . 2.4
w="T =0T =y (1,0) (24)

Ainsi, P'accélération sera

gpo _ dwt(dy d(y)
i a at’dt )’

Supposons que 'accélération propre est constante et égale a «, alors

a'a, =5 ((2—2)2 - (d(g’)Y) = —a?, (2.6)

Ceci peut étre réécrit pour obtenir 'équation différentielle suivante

d(yv)
— (2.7)

o =

Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre simple a résoudre en utilisant la condition initiale

v(t = 0) = 0. La solution est donc

ot
v(t) = —. (2.8)
1+ (at)”
En utilisant que v (t) = ‘é—f, on trouve une autre équation différentielle du premier ordre par rapport
au variable z(t) avec z (0) = L: ainsi
1+ (at)?
z(t) = ——. 2.9
0=Y" (29)

Soit

T:/dt\/l—v2:

/L — l arcsin (at) . (2.10)

Apres certains réarrangements, on trouve le temps ¢ varié avec le temps propre 7 comme suit :

t(r)= ésinh (at), (2.11)

Injectons. (2.1 1) dans (2.8), on trouve

, (2.12)

1 1
x(T) -, cos (at), avecx (0) -

A partir de la trajectoire z (7) et ¢ (7) données par (2.10) et (2.11), on obtient 'équation suivante

22 (1)~ £ (r) = —

o (2.13)
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C’est I'’équation d’une hyperbole avec des asymptotes aux chemins nuls x = —t dans le passé et z = ¢
dans le futur. L'observateur passe de 'infini nul passé a l'infini nul futur, au lieu de 'infini temporel

qui serait atteint par les observateurs géodésiques.

2.2.1 Meétrique de 'espace-temps de Rindler

Soit maintenant les nouvelles coordonnées (7, £) qui sont adaptées au mouvement uniformément
accéléré. Elles sont définies dans 'espace de Minkowski a deux dimensions : £ et 7) sont les coordonnées

spatiales et temporelles respectivement [84]. Ces coordonnées sont données par les relations suivantes :

1
t = —sinh 2.14
~ sinh (ar), (2.14)
= L cosh (an),z > |f 215
—acos n), , ( )

ou a est une constante positive. Pour £ fixe, on obtient I’équation hyperbolique suivante

22— = ie%g 2.16
(2.16)

Fig. 2.1: Espace-temps de Rindler

L'espace de Rindler est 'espace ot z > |t[: les frontiéres © = ¢ et x = —t sont représentées par
des lignes pointillées [83]. Cet espace se trouve entre les deux frontiéres. x = ¢ et * = —{ , représenté
par des lignes pointillées. Ce qui ressort de £(7) et 77(T) est que le temps propre T est proportionnel

a la coordonnée 7, tandis que la coordonnée spatiale £ est indépendante de 7.
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La métrique dans les nouvelles coordonnées peut étre trouvée en utilisant les expressions suivantes

. et —e " et +e "
sinh () = — cosh (z) = — (2.17)
.12 1 2 L.
sinh” () = 3 [coth (2x) — 1], cosh” (z) = 3 [sinh (22) + 1]. (2.18)
Ainsi, on a :
ds® = € (dn* — d¢?) (2.19)

qui est conformément équivalent a celle de I'espace de Minkowski. Cette métrique s’appelle la métrique
de Rindler. Notons ici que ces coordonnées ne couvrent pas 'ensemble de I'espace-temps de Minkowski,
mais seulement le coin

x> |t]. (2.20)

Clest le quadrant illustré dans la figure. (2.2), et nous pouvons également le paramétrer par
u<0,v>0. (2.21)

Les coordonnées du cone de lumiére dans I'espace de Rindler sont

up=n—&vg=n+E. (2.22)
Depuis

1 1
t —x = —e®(sinhan — coshan) = ——e~*(n — 2.23
T=—e (sinh an — cosh an) e (n—9), (2:23)

1 a& . 1 a

t + 2 = —e*(sinhan + coshan) = —e*(n + &), (2.24)

a a

nous avons le changement de coordonnées

U = —le_a“R v = 1e‘“’R (2 25)
a ’ a ’ ’

Si nous comparons les deux équations (2.23) et (2.19) a (2.14), nous voyons que les lignes de
constante § dans la métrique (2.19) décrivent un observateur uniformément accéléré avec une accé-
lération

a=ae %, (2.26)

pour £ fixé et 1) proportionnel au temps propre de I'observateur.
Par conséquent, I'espace de Rindler peut étre considéré comme la description de ’espace de Min-
kowski par une série d’observateurs uniformément accélérés. Prés de I’horizon ot & — —o0, on a

a — oo et les observateurs ressentent une accélération propre infinie.
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On peut également couvrir le coin L de 'espace de Minkowski, défini par
z < |t (2.27)
avec les coordonnées &, 1) maintenant liées a ¢, x par

t = —16“5 sinh an, (2.28)
a

= —16“5 cosh an. (2.29)
a

Notons ici que les événements qui se produisent dans le coin L sont causalement déconnectés des lignes
d’univers d’'un observateur de Rindler. La ligne u = 0 se comporte comme un horizon des événements
d’un trou noir [84].

Dans la figure. (2.2)

Fig. 2.2: Coordonnées de Rindler dans I'espace de Minkowski

les lignes R et L avec t constant sont des lignes droites passant par l'origine, tandis que les lignes
avec x = const sont des hyperboles représentant des observateurs uniformément accélérés avec des
asymptotes nulles v = 0, v = 0.

Les coordonnées de Rindler sont non analytiques pour u = 0 et v = 0 : les quatre régions R,
L doivent étre couvertes par des patchs de coordonnées séparés. Ainsi, les droites de grand £ positif,
c’est-a-dire éloignées de x = 7 = (), représentent des observateurs faiblement accélérés, tandis que les
hyperboles qui s’approchent de = 7 = 0 portent une forte accélération propre.

Il faut remarquer que toutes les hyperboles sont asymptotiquement nulles, c’est-a-dire se rap-
prochent des rayons nuls (appelons-les u = 0, v = 0) du cone de lumiére de I'espace de Minkowski :

les observateurs accélérés se rapprochent de la vitesse de la lumiere lorsque n — Fo00.
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Les observateurs de Rindler s’approchent, mais ne croisent pas les rayons nuls u = 0, v = 0 : ceux-
ci agissent alors comme horizons des événements, et les deux régions M R et M L sont causalement
disjointes. Aucun événement de la région de I'espace-temps de Minkowski au-dela des rayons nuls
ne peut étre observé par les observateurs de Rindler, et aucun ne peut influencer causalement leur.
Ainsi, par exemple, le rayon nul supérieur agit comme un horizon futur, et les événements dans la
partie marquée F' ne peuvent pas influencer causalement la région R en forme de losange. De plus,
on remarque quune hypersurface tridimensionnelle avec ¢ = const décrit des événements qui sont
simultanées du point de vue des observateurs accélérés. Cette surface est un hyperplan de rapport
constant 7/x. Tous ces hyperplans se croisent 3 7 = = = 0, et il est donc évident que la distance
appropriée entre les lignes du monde des observateurs de Rindler est indépendante du temps, et donc
le cadre de Rindler est rigide. Enfin, on remarque que, pour que le repeére soit rigide, deux trajectoires
de la famille avec des valeurs de x différentes doivent avoir des accélérations différentes a un instant

donné 7; cela signifie que plus la valeur de x est grande, plus I'accélération est petite.

2.3 Quelques notions

2.3.1 Les trous noirs

Un trou noir est un objet céleste si compact que l'intensité de son champ gravitationnel empéche
toute forme de matiére ou de rayonnement de s’en échapper. De tels objets ne peuvent ni émettre,
ni diffuser la lumiére et sont donc noirs, ce qui en astronomie revient a dire qu’ils sont optiquement

invisibles.

2.3.2 L’horizon

L’horizon d’'un trou noir est la frontiére d'un trou noir a partir de laquelle la vitesse de libération
atteint celle de la lumiére. Selon le type de trou noir concerné, la taille et la forme de ’horizon seraient
variables.

A partir des équations :

L) = ésinh o (2.30)

z(&,n) = écosh (an), (2.31)

dot les coordonnées (7, ) varient dans les intervalles —oo < 7 < +o0 et —% < & < 4o00. En

particulier, pour ¢ < —% on trouverait 0t/0n < 0, clest-a-dire que la direction du temps ¢ serait
opposée a celle de 7. On peut vérifier qu'un observateur accéléré ne peut pas mesurer des distances

supérieures a i dans le sens opposé a 'accélération, par exemple, les distances aux événements P et ()

sur la figure. (2.3) [85].
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A partir de la figure. (2.3)

Fig. 2.3: La ligne d’univers d’'un observateur uniformément accéléré (accélération propre a = |a[) dans
I'espace-temps de Minkowski.

, les lignes pointillées montrent le cone de lumiére. L'observateur ne peut recevoir aucun signal
des événements P et () et ne peut pas envoyer de signaux a R. Une mesure de la distance a un
point nécessite de placer une horloge a ce point et de synchroniser cette horloge avec 'horloge de
I'observateur. Cependant, I'observateur ne peut pas synchroniser les horloges avec les événements P

et () car aucun signal ne peut jamais recu de ces événements. On dit que I'observateur accéléré percoit
1

un horizon a la bonne distance .
Le systeme de coordonnées (2.28) et (2.29) est incomplet et ne couvre quun « quart » de I'espace-
temps de Minkowski, constitué du sous-domaine x > [¢| (voir figure 2.4) [85]. Les hyperboles solides

de la figure. (2.4)
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Fig. 2.4: Le systéeme de coordonnées approprié d'un observateur uniformément accéléré dans I'espace-
temps de Minkowski.

sont les lignes de constante distance propre & ; Uhyperbole avec des fleches est la ligne d’univers

2 — t2 = a2 Les lignes de constante 7 sont en pointillés. Les lignes

de T'observateur, & = 0 ou x
pointillées montrent le cone de lumiére qui correspond a & = —%. Les événements P, (), R ne sont
N , .y ) a y
pas couverts par le systéme de coordonnées approprié. Cest le sous-domaine de I'espace-temps de
Minkowski accessible & un observateur uniformément accéléré. Par exemple, les événements P, (), R
ne peuvent pas étre décrits par des valeurs (réelles) de 7 et . Le cone de lumiere passé v = —¢
correspond aux coordonnées propres 7 = —0o0 et £ = —i. L'observateur peut voir des signaux de
1

I'événement R, cependant, ces signaux semblent provenir non pas de R mais de I'horizon { = —=

dans le passé infini 7 = —oo. Une autre facon de voir que la droite { = —% est un horizon est de
considérer une droite de longueur propre constante £ = & > —a ™.

Aussi, il découle des Egs. (2.28) et (2.29) que la droite £ = &, est une trajectoire de la forme
2? — t? = const avec une accélération propre. Par conséquent, la ligne d’univers £ = —% devrait
représenter une accélération propre infinie, ce qui nécessiterait une force infiniment grande et est donc

impossible. Il s’ensuit qu'un observateur accéléré ne peut pas tenir un baton de mesure rigide plus

1 S i S P &l v g
longtemps que - dans la direction opposée a I'accélération.
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2.3.3 Effet Unruh

Leffet Unruh est une prédiction cinématique de la théorie des champs quantiques qu’'un observateur
qui accélére uniformément observera un bain thermique, comme le rayonnement du corps noir, alors
qu’un observateur inertiel n'observerait rien. Il porte le nom de William Unruh qui l'avait prédit en
1976. Le principe d’équivalence d’Einstein indique que les effets (locaux) d’un champ gravitationnel
sont similaires aux effets d'une accélération uniforme. En d’autres termes, l'arriére-plan semble chaud a
partir d'un cadre de référence accélérateur; en termes simples, un thermometre accélérateur détectera
une température plus élevée qu'un thermometre fixe. Aussi, 'effet Unruh est un rayonnement de corps
noir qui apparait pour un observateur accéléré du fait des lois de la théorie quantique des champs et de
I'existence & ce moment-1a d’'un vide quantique. Il constitue un analogue cinématique au rayonnement
des trous noirs, prédit par Stephen Hawking.

Les travaux suivants de Unruh ont montré que ces effets thermiques ne sont pas limités a 'espace-
temps courbe. Il a découvert qu'un observateur uniformément accéléré dans l'espace de Minkowski

percoit le vide de Minkowski habituel comme un bain thermique a la température
T=— (2‘32)

ou a est 'accélération propre de 'observateur. Cet effet est largement connu sous le nom d’effet Unruh.
Il est I'un des phénomeénes les plus intrigants se produisant dans le champ quantique théorie dans
l'espace de Minkowski : On peut le voir comme suit (i) une prédiction selon laquelle une personne se
déplacant dans I'espace-temps de Minkowski avec une accélération linéaire constante éprouve I'espace-
temps comme un bain thermique avec la température d’'Unruh. (ii) un observateur accéléré dans
I'espace vide de Minkowski détectera un bain de particules a la température ol a est I'accélération
(constante) de l'observateur [86-88]. Ce rayonnement d’accélération, qui résulte de processus dans
lesquels I'atome saute de I'état fondamental a un état excité [89], peut laisser des empreintes dans une
variété de contextes phénoménologiques [88,90].

Lorsqu'on applique le théoréme a des situations physiques, on est souvent amené a considérer
une famille d’observateurs de Rindler au repos les uns par rapport aux autres. Le terme « au repos
» fait bien entendu référence au référentiel propre des observateurs, a savoir le référentiel défini par
les coordonnées de Rindler. Chaque membre de la famille suit une ligne d’'univers avec la valeur de
la coordonnée de Rindler £ maintenue constante, qui est différente de celles des autres. L'observateur
en & considérera le vide de Minkowski comme un bain thermique de température. Supposons que
notre espace-temps soit 'espace de Minkowski, a I'état de vide .Un observateur sur une ligne d’univers
de x fixe n'observera aucune excitation. Ainsi, si 'observateur porte un thermomeétre, le thermometre

indiquera T" = 0 pour toujours. Plus généralement, si 'observateur transporte un appareil avec des
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niveaux d’énergies internes qui peuvent étre excités en interagissant avec n'importe quel champ de
matiere existant dans la théorie (un détecteur Unruh), alors cet appareil restera a jamais dans son
état fondamental. Cependant, considérons maintenant un observateur a accélération uniforme avec

une accélération a .Nous montrerons que dans le méme état quantique — le vide de Minkowski — cet

ol

observateur ressent un bain de chaleur a la température 7" = -

2.3.4 Les radiations de Hawking

La relativité générale classique décrit les trous noirs comme des objets massifs avec un champ
gravitationnel si fort que méme la lumiére ne peut pas s’échapper de leur surface (I'horizon du trou
noir) [85]. Cependant, la théorie quantique prédit que les trous noirs émettent des particules s’éloignant
de I'horizon. Les particules sont produites a partir des fluctuations du vide des champs quantiques
présents autour du trou noir. En effet, un trou noir n’est pas complétement noir mais émet une faible
lumiére comme s’il s’agissait d'un objet de température basse mais non nulle.La prédiction théorique
du rayonnement par les trous noirs a été une surprise totale.

On pensait que les particules ne pouvaient étre produites que par des champs gravitationnels
dépendant du temps. Le premier calcul rigoureux du taux de création de particules par un trou noir
en rotation a été effectué en 1974 par S. Hawking. Une image intuitive du rayonnement de Hawking
implique une paire virtuelle particule-antiparticule a ’horizon du trou noir. Il peut arriver que la
premiére particule de la paire soit a l'intérieur de ’horizon du trou noir alors que la seconde particule
est a I'extérieur. La premiére particule virtuelle tombe toujours au centre du trou noir, mais la deuxiéme
particule a une probabilité non nulle de s’éloigner de I'horizon et de devenir une véritable particule
rayonnée. La masse du trou noir est diminuée dans le processus de rayonnement car ’énergie de la
particule virtuelle entrante par rapport aux observateurs lointains est formellement négative.

Le rayonnement de Hawking est un rayonnement que doit émettre tout trou noir du fait des
lois de la mécanique quantique et qui provoque son évaporation par perte de masse, de moment
cinétique si le trou noir était en rotation et de charge électrique, s’il était chargé. Il décrit les particules
hypothétiques formées par la frontiére d’un trou noir. Ce rayonnement implique que les trous noirs
ont des températures qui sont inversement proportionnelles a leur masse. Autrement dit, plus un trou

noir est petit, plus il doit briller chaudement.
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CHAPITRE 3

L'OSCILLATEUR DE KLEIN-GORDON DANS
UN ESPACE-TEMPS DE RINDLER

3.1 L'équation de Klein-Gordon libre

La métrique de I'espace-temps de Rindler, dans les coordonnées (7, £), est donnée par [56,91,92]

ds® = € (dn® — d€?), (3.1)

dont a est l'accélération et la courbure est partout nulle. Elle difféere uniquement de I'espace-temps de
Minkowski par le facteur e2e¢ [92]. La relation existante entre les coordonnées du laboratoire et les

coordonnées conformes est [ ]:

ag

t(n,€) = % sinh ar, (32)
e

x(n,§) = — cosh an, (3.3)

ou —00 < 1 < 400, et—o0 < £ < +00.

L'équation générale de Klein-Gordon en présence d’un champ gravitationnel est définie par [79-
1
v—9

Dans notre cas, le scalaire de Ricci R = 0, o la constante de couplage en enfin /—¢g = €2%.

O (V=99 8,p) + (m* + oR) ¢ = 0. (3.4)

A partir de (3.1), la forme détaillée de I'équation libre de Klein-Gordon dans les coordonnées
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(1,6) est: o
(0—772 — 8_62 + m2€2a£> ¢ (na S) = 0. (3'5)

Afin de résoudre cette équation, on suppose I'ansatz suivant :

¢(1,6) =9 (). (3.6)

L'insertion de I’équation (3.5) dans (3.6) conduit a I'équation différentielle suivante :

(-5 + ) o1 = 200, (37)

dont la condition aux limites sont :
¢ (0) = ¢ (o0) = 0. (38)

L'équation (3.7) peut étre reformuler comme suit
(pf +m’e™ — E?) ¢ (¢) = 0. (3.9)

En introduisant la nouvelle variable

z = —e, (3.10)
(3.7) devient

d? d E
2 2 _ 2 _ _
{z dz2+zdz_(z —V)}¢(Z)—O,ouu—2a. (3.11)

L'équation (3.11) est une forme modifiée de I'équation de Bessel avec un indice complexe v . Elle a
deux solutions linéairement indépendantes qui sont les fonctions Bessel modifiées de premiere et de

deuxieme espece, I, (2) et K, (z). Dong, la solution générale de 3.11 est [94,95] :
¢ (2) =al, (z) +bK, (2), (3.12)

dont les conditions aux limites sont :

<b(z—>+oo):¢(z:%)20, (3.13)

Deux remarques peuvent étre faites a ce stade : (i) la limite a I'infini impose de mettre le coefficient de

1, égale a zéro, puisque cette fonction diverge dans cette limite. Rappelons ici que la fonction K, est

par définition, la solution a décroissance exponentielle, tandis que I, croit d'une facon exponentielle.
. o . L e

(ii) La condition en { = ( exige simplement que K, ( . ) = 0.

En termes d’énergies, on obtient
m

K (&) =0, (3.14)

a
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C’est la condition de quantification pour le probléme considéré. Dans ce cas, K, (z) est réel pour z

réel et v purement imaginaire : comme pour tous les zéros de Bessel, il n’y a aucune possibilité qu’ils
. P .

aient une formule exacte pour le spectre d’énergie.

Concernant la fonction d’onde, on a :

b (€) = (21/ sinh v

~ )%KW (me®) . (3.15)

™

Ces fonctions d’ondes obéissent a la relation de normalisation suivante :

+o0o
G () by (§)dE =0 (p—v). (3.16)
Enfin, la fonction d’onde propre de 'équation Klein-Gordon est :
_ 2 sinh 7\ 2 “
b (1,6) = e <T) Ky, (me®). (3.17)

Passons maintenant a I'approximation de petites valeurs d’accélération a. Ainsi, la variable z = %6“5

peut étre développée, au premier ordre, comme suit :
m
223(14—&5—1—---). (3.18)

En substituant (3.18) dans (3.7), on obtient I'équation différentielle suivante :

{5 e +choe -0 (319)

avec les conditions aux limites suivantes :
(0) = 0, 6 (c0) — 0. (3.20)

Dans ce cas, (3.19) prend la forme suivante :

¢ (§) — (a€ =) ¢ (§) =0. (3.21)

Soit les changements de variables suivants :

1

_ 2 _ -
a = 2am 75

(3.22)

(=E*—m?=2 (3.23)
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— (3:24)

1
(2am2)31§
L'équation. (3.19) décrit le mouvement d’'une particule dans des champs gravitationnels homo-

Ici, [ = est une longueur caractéristique.
geénes confinés sur la surface d’un potentiel de type exponentiel €%, Ce dernier est supposé réfléchir
élastiquement (probléme de la chute libre d’un corps dans un champ gravitationnel [91]) ).

alors, I'équation (3.19) se transforma en :

D?¢
— — 09 =0, 3.25
G o0 (325)
dont les conditions aux limites deviennent (3.18) :
¢ (=) =0,¢(c0) = 0. (3.26)
L'intervalle de mouvement classiquement autorisé se situe entre les deux points d’inflexion a { = —\

et ( = 0, c’est-a-dire entiérement aux valeurs négatives de la fonction (. Généralement, les solutions
de I’équation différentielle sont les fonctions de Bessel d’ordre % La fonction Airy est la solution qui
satisfait la condition aux limites ¢ (00) = 0 [96-100].

Ainsi

¢ (&) = NoormAi (0) - (3.27)

Dans cette étape, deux cas sont a considérer [ ] )

+ Pour les valeurs positives de ( , la fonction Airy est exprimée par :

: 1 Jo 2 3
Ai(o) = g §K% (g@?) ,pour ¢ > 0 (3‘28)
ou la fonctionK 1 (%Q%> est la fonction de Hankel modifiée [96-100] .

+ Pour les valeurs négatives, la fonction Airy est représentée par des fonctions de Bessel comme

Ai(—p) = %\/E{Jé (ggg) + Ja1 (§9§> } . (3.29)

Dans ce cas, la solution de Iéquation (3.25) prend la forme suivante :

suit :

Nnorm 2 3 2 3
¢(0)=—3 \/E{Jé (g@?) +J= (g@?) } ,pour ¢ > 0. (3.30)

Selon la condition aux limites, cette fonction doit s’annuler en ¢ = —A\. Alors, les valeurs propres
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Table 3.1: Quelques valeurs d’énergie avec l'état Ai(\) = 0; ici m = 1

’ n \ An E, H n \ An E,

1 2.338107410 | £1.01838850 1 2.338107410 | £1.03788376
2 | 4.087949444 | £1.03193612 2 | 4.087949444 | £1.06535493
3 | 5.520559828 | £1.04289665 3 | 5.520559828 | +1.08732924
4 | 6.786708090 | £1.05248863 4 | 6.786708090 | £1.10638701
5 | 7944133589 | £1.06118104 5 | 7.944133589 | £1.12352543
6 | 9.022650854 | £1.06921730 6 | 9.022650854 | £1.13926351
7 10.04017434 | £1.07674428 7 10.04017434 | £1.15391512
8 11.00852430 | +£1.08385841 8 11.00852430 | £1.16768688
9 11.93601556 | £1.09062926 9 11.93601556 | +£1.18072776
10 | 12.82877675 | £1.09710734 10 | 12.82877675 | £1.19314611

(a) @ = 0,001 (b) @ = 0.003

| n | An E, | [ n | An E,

1 | 2.338107410 | £1.06574659 1 | 2.338107410 | £1.07730593
2 |1 4.087949444 | £1.11241191 2 14087949444 | £1.13171201
3 | 5.520559828 | £1.14920734 3 | 5.520559828 | +£1.17437976
4 | 6.786708090 | £1.18077324 4 | 6.786708090 | £1.21083881
5 | 7.944133589 | £1.20890756 5 | 7.944133589 | +£1.24323189
6 | 9.022650854 | £1.23454704 6 | 9.022650854 | £1.27267488
7 |1 10.04017434 | £1.25825820 7 |1 10.04017434 | £1.29984214
8 | 11.00852430 | £1.28041406 8 | 11.00852430 | £1.32517742
9 11.93601556 | £1.30128270 9 11.93601556 | £1.34899909
10 | 12.82877675 | £1.32105924 10 | 12.82877675 | £1.37153877

(c) @ = 0.007 (d) a = 0.009
suivent la condition [ , ]:
Ai(=)\) =0.

Les dix premiers zéros sont donnés dans le tableau. (3.1) . Les niveaux d’énergie correspondantes sont

tracés sur la figure. (3.1)
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. Cette figure nous permet de remarquer ce qui suit [ ] :

+ Les spectres numériques d’énergie sont déterminés a partir des zéros de la fonction d’Airy (I'équa-

tion. (3.29)).

+ Ces énergies, liées a '’équation 1D de Klein-Gordon libre dans I'espace de Rindler, sont discrétes
et dépendent de l'accélération du référentiel a. C’est une caractéristique intéressante du systéme

car 'effet non inertiel ressemble a un potentiel externe dans I'équation de Klein-Gordon [92].

+ Nous pouvons constater que 'ensemble discret des énergies est symétrique par rapport a F,, = 0,

cela signifie que les particules et les antiparticules ont la méme énergie.
+ Enfin, quand 'accélération a devient trés petite, les courbes du spectre se confondent.

Maintenant, pour les niveaux supérieurs, A > 1, en utilisant les formes asymptotiques suivantes

5y (2) = \/%cos (x - %) , (3.32)
Joi (z) = \/gcos (x - %) , (3.33)

§(6) = /e cos <2£3 - E) : (3.34)

alors

(3.35)

e {2 (s D 530

Dans le méme contexte, en utilisant (3.21), la forme du spectre d’énergie est :

Wl Do
>~
Njw S
Il
7 N
[N}
3
+
N | —
N————
2ol

ou:

3.37)

&
Do
|
3
no
T~
—N
w
1§
VR
[\
3
+
NN
N———
%,—/
ol
—~

ou

1 (3 NE
E:im\/l—I—l—Q{zﬂ <2n+§)} .pour n > 1 (3.38)

Dans la figure. (3.2)
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Fig. 3.2: Valeurs exactes et numériques du spectre d’énergie F par rapport au nombre quantique n .

, nous avons comparé les deux formes théoriques du spectre énergétique avec la forme numérique
(les zéros de la fonction Airy) : en observant cette figure, on voit que la forme théorique du spectre
énergétique correspond bien aux valeurs numériques méme dans la région du petit nombre quantique
n. Donc, nous pouvons prendre I'équation. (3.36) comme une bonne approximation du spectre éner-
gétique dans toutes les régions numériques quantiques n. Cette forme a servi a calculer les propriétés
thermiques de I’équation libre de Klein-Gordon dans I'espace-temps de Rindler et a analyser leffet de

'accélération sur ces grandeurs thermiques.

3.1.1 Les propriétés thermiques

Partons de la forme suivante du spectre d’énergie de I'équation de Klein-Gordon dans 'espace-

temps de Rindler

2
1 (37 1173
La fonction de partition est donnée par
7 = Z ¢ B(En—Eo) (3.40)
n=0

Dans notre cas, elle devient

DT )

, (3.41)

1

ou J = —= avec kp est la constante de Boltzmann, F I"énergie correspondant de I’état fondamental
kpT

n = 0 et T' la température absolue.
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Pour calculer la fonction de partition, nous employons la formule d’Euler Maclaurin suivante [26,

,97]

Zf / fn)ydn—>" (BQ];’ e (0) - /OOo —Bn(;p_! 2p>f(2”)oln. (3.42)

En se limitant a l'ordre p = 2, la fonction de partition Z prend la forme suivante :

Z = ie—mEn—E@ = / fn)ydn =" (BQI)’ &0 (0), (3.43)
n=0 =1

ou
7 = ie_ﬂ(E"_EO) = lf (0) + /OO e~ B(E—Eo) g, _ By f( ) (0) + % ®3) (0) (3.44)
e 2 0 2! 4! ’

dont By, sont les nombres de Bernoulli et f (2p=D]a dérivée dordre (2p — 1). Jusqu'a p = 2, avec

Bo=1/6, By = —1/30, et f(n) = e #Fn=F0) 1a fonction de partition numérique Z peut étre écrite
par
Z—l N (ﬁa)%ﬁ 1 Sw(aﬂ)%BQ N 64 (2ar)? B N 832(a7r)%ﬁ
2 720 : : 2 3
37ra (3ma)3 3 57ra wa)3 2,2
63/6/ Ll +1 ( 272 +1> 35 93 )3 +1 <(32§/)§3 +1) 33
(3.45)
2 2 3 2 0
dn’a B B B +/ ¢=BE—E0) g,
0

+ +
720 (3ma) : (37ra)3 1 ’ (37ra)?2§ g
(o) () ()
L'intégrale qui apparait dans le dernier terme est calculée numériquement. En mécanique statistique,
le facteur de Boltzmann e~#¥ est un outil fondamental utilisé pour déterminer des grandeurs thermo-

dynamiques comme la fonction de partition Z (), I'énergie libre F'((3), I'énergie totale U([3), entropie
S(p) et enfin la chaleur spécifique C',(3) [35]. Ces quantités sont définies de la facon suivante :

InZ olnZz
F___ﬁ ’U_-—aﬁ , (3.46)
olnZz 0?InZ

S=InZ - pf—— 95 Cy = 32 o

Selon I'équation (3.45), toutes les propriétés thermiques décrites par les équations. (3.46) et (3.47)

(3.47)

s’en déduisent facilement.
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Dans ce qui suit, nous consacrerons notre étude aux propriétés thermiques de I'équation libre de
Klein-Gordon a 1D ainsi que I'influence de I'accélération sur ces quantités. Tout d’abord, nous devons

rappeler que les deux graphiques de la figure. 3.3

a=0.001 — a=0.008 — a=0.007 — a=0.009 a=0.001 a=0.003 — a=0.007 — a=0.009

(a) S en fonction de 3 (b) C'v en fonction de 3

Fig. 3.3: Propriétés thermiques d’une particule libre de spin-0 dans un espace-temps de Rindler

1

sont créés en utilisant les deux équations 3.46 et 3.47 ou 3 = T

Nous allons maintenant analyser nos résultats numériques sur les deux fonctions .S et C,,. A partir de
cette figure, nous pouvons faire les observations suivantes : (i) L'effet de I'accélération du référentiel a
est évident sur ces figures. (ii) Les courbes de la chaleur spécifique sont toutes négatives et divergentes.
Pour savoir si ces divergences dans les courbes de la chaleur spécifique peuvent étre un indicateur de
lexistence d’une phase de transition, nous utilisons les courbes de la fonction d’entropie. En effet, la

chaleur spécifique en fonction de I'entropie est :
Co=T—==-F—. (3.48)

La chaleur spécifique mesure la variation d’une grandeur extensive (comme l'entropie) en fonction
d’une grandeur intensive (comme la température). Comme /3 est toujours positif, le signe de la chaleur
spécifique dépend de la variation d’entropie par rapport a la variation de l'inverse de la température
B. Sur cette figure, on observe que les courbes d’entropie s’écartent autour d’'une valeur critique [..
Les points singuliers sur les courbes d’entropie entrainent, selon I'équation (3.48), des anomalies sur
les courbes de chaleur spécifique aussi. De plus, ces courbes indiquent l'existence de deux niveaux
distincts de part et d’autre d’une valeur fixe 3, c’est-a-dire l'existence de deux phases différentes. Ces
divergences sont le signe d’une transition de phase du premier ordre.

Nous allons maintenant examiner les résultats concernant I'existence d’une chaleur spécifique né-

gative :

+ On sait que la trajectoire d’un observateur qui accélére dans I'espace-temps de Minkowski (c’est-

a-dire un observateur non inertiel dans I'espace-temps de Rindler) sera exprimée en fonction
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du temps propre. En fait, 'espace-temps de Rindler n’est qu'une partie de I'espace-temps de

Minkowski décrit dans un systéme de coordonnées différent (accéléré) [88,89].

+ La mécanique statistique avec des interactions gravitationnelles a plusieurs propriétés spécifiques

: parmi elles, il y a I'existence d’une chaleur spécifique négative [103-105].

Ainsi, nous avons démontré que l'effet non inertiel du référentiel accéléré est reproduit par un potentiel
externe dans 'équation libre de Klein-Gordon et, en plus, permet la création des états liés. Cela implique
que 'équation du mouvement obtenue, pour des valeurs faibles de 'accélération a, correspond au
mouvement d’une particule dans des champs gravitationnels uniformes. Ces champs gravitationnels
peuvent étre vus comme la cause de l'existence d’une chaleur spécifique négative pour les particules
bosoniques.

Nous allons maintenant étudier le cas de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D dans un espace-temps

de Rindler.

3.2 Loscillateur de Klein-Gordon a 1D

La forme détaillée de I'équation libre de Klein-Gordon dans les coordonnées (7, §) est [27,54]:
a& _
(_8772 ~ e +m’e ) v (n,€) =0. (3.49)

o (n,6) =0 (6). (3.50)

(0) = ¢ (o0) =0, (3.51)
I'équation (3.49) devient
82
(-35 +me) 0 (© = B0 (©) (352)
ou
(pE +m?e™ — E?) 0 (§) =0, (3.53)

En présence de l'oscillateur de Dirac, pe devient pe — imw§ et I'équation (1.57) se transforme a [34] :

((pe — imw€) (pe + imwé) + m*e** — E) ¢ () = 0. (3.54)
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Apres un calcul algébrique, nous obtenons
{pg + m2w?€? + imw [¢, pe] + m?e®* — E?} o (€) =0, avec[€, pe] = i. (3.55)
Ainsi (3.55) se transforme &
{pg + m2w?? — mw + m2e?% — E*}p(€)=0. (3.56)
Quand l'accélération a est trés petite, (3.56) se simplifie comme suit :
{p} + M*w’€ — mw + 2am® — (E*> —m?)} ¢ (£) = 0. (3.57)

La forme finale de I'équation (3.57) est donné par

2
py 1 2 2 I
(22 + 3mes?) o) = Be (), (3:58)
dont
a
y:§+ﬁ, (3.59)
_ 1 m E?  a®*m
g_l,_m £  am 3.60
5% "9 Ton T o (3-60)

L'équation (3.60) est une équation standard d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. Par un

calcul direct, la forme du spectre d’énergie est :

a2

2
En,a::l:m\/ﬂ+1—k‘2, avec k = —
m w

(3.61)

Dans la limite ot @ = 0, nous récupérons le spectre d’énergie bien connu de l'oscillateur de Klein-
Gordon a 1D dans un espace plat [15]. La Figure.3.4 illustre le spectre d’énergie en fonction du
nombre quantique n pour différentes valeurs de a. Leffet des valeurs faibles du paramétre a sur le

spectre énergétique est bien visible : Cet effet n’est important que pour les niveaux tres bas.

Fig. 3.4: Energie E,, en fonction de n
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3.2.1 Propriétés thermiques

La fonction de partition est définie par :

Z = Ze_ﬁE" = Ze‘ﬁﬂmv gﬂl, (3.62)

dont B = 1—k? avec k = 2 etr = * est le parametre qui controle la limite non relativiste. Avec les
substitutions suivantes :
B 1
=V2ro=—717= — 3.63
7 2r fm’ (3-63)

I'équation (3.62) peut étre réécrit comme suit :

Z =Y eV, (3.64)
[ci T = ﬂLm désigne la température réduite [26]. Pour calculer la fonction de partition ci-dessus, nous
utilisons la formule de la transformation de Mellin [ ,69, - ] D’apres cette formule, la fonction

exponentielle se présente comme une intégrale :

B 1 c+ioco B
et = dsz~°T'(s), (3.65)

c—100
ot ¢ > 0 est réel. La somme qui figure dans (3.65) est convertie en intégrale de cette facon : est

convertie en intégrale de cette fagon :

1 c+io00 -
67% a+n :_/ d8(1>*52(a+n)71—‘(3)7
c T

~ 210 Jolino ~
1 c+ioo v . S

otz = Iy/a+n, ['(s) et (u (%, a) sont respectivement les fonctions de gamma et zéta de Hurwitz

Rt p s UTE

Comme on le sait, la fonction Gamma a des poles simples aux entiers négatifs ou nuls pour tout

s = —n,n € N. Leurs résidus aux pdles négatifs sont [ , , ]
(-n"
Re{l',—n} = i (3.67)
Par ailleurs, la fonction zéta de Hurwitz ( H(s/, a)=>", ﬁ, [68,69, ]. Clest une série qui
n4a)?®

converge seulement si R(s/) > let R(a) > 0. Elle peut étre prolongée par une continuation analytique
a une fonction méromorphe définie pour tout nombre complexe s avec s # 1. En s = 1, elle a un
pole simple de résidu égal a 1. De plus, la condition sur la convergence de la série est s = s /2>1

implique ¢ > 2. Finalement, I'intégration dans (3.66) ne peut étre fermée que dans les parties négatives
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du plan complexe ou les poles s = 0,2, Z".

Ainsi, en utilisant le théoréme des résidus sur (3.66) pour un contour défini par la figure. 3.5

Jm(z) Jm(s)

= Rel(x) - NRe(s)

[~ |

Fig. 3.5: (gauche) contour de I" et {;(n, s) fonctions. (droite) Contour de la transformation Mellin
de notre problémes.

[ ], on obtient

2 2 e 2 n
S e tvarm - T 1 1 & S (2 1-&7) (=1) (1)" 368
ne v2+2 2r+2r+n:1CH 2’ + 2r n! T/ )

Rappelons ici que les valeurs de la fonction zéta de Hurwitz pour les entiers négatifs sont connues et

sont reliées aux polynomes de Bernoulli (B, ),cn par la formule suivante [106]

Bn+1

Gal=ny0) = = 722, (369)

Ici

C (0, ) = % - (3.70)

Finalement, la fonction de partition Z est exprimée en fonction de la fonction zéta de Hurwitz en

utilisant le théoréme des résidus pour les poles s = 0,2, Z~ par [106]

2 d? & —n 1—a®\ (=1)" ry\»
Z(ra) =2+~ 21 (—) . 3.71
(1,a) 72—1—2%—”2::1(1{(2 + 5 ) ] = ( )

Pour chercher la simplicité, nous avons posé 7 =1 et w =m = 1.
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3.2.2 Résultats et discussion

Les grandeurs thermiques les plus importantes telles que I'énergie libre F', 'énergie moyenne U,

I'entropie S' et la chaleur spécifique ', sont obtenues a I'aide des expressions suivantes [ 15,35, 112] :
OlnZ
F=—1InZ,U =12 , 3.72
7In 5 (3.72)
JlnZ 0lnZ ,0*InZ
S=InZ+ TW, C, =2 5, + 7 577 (3.73)

Toutes les quantités sont rapportées en fonction de la température réduite 7. Le comportement de
toutes les grandeurs thermodynamiques pour les particules de spin-0 est illustré dans la figure. 3.6 .
Cette figure présente toutes les propriétés thermiques de l'oscillateur de Klein-Gordon unidimen-
sionnel pour différentes valeurs de I'accélération a. Nous pouvons vérifier que le paramétre a a un
impact significatif sur ses propriétés, et que son effet sur ses propriétés thermodynamiques est tres

important. En particulier, on peut remarquer ce qui suit :

+ les courbes de la chaleur spécifique, pour différentes valeurs de a, se rapprochent de la limite

asymptotique en2k .

+ Par ailleurs, les courbes de la chaleur spécifique C,, convergent tres vite vers la limite des 2kp.
Elles ont aussi une courbure autour d’une température spécifique 7¢: les courbes de la fonction
d’entropie numérique S ne montrent aucun changement brusque autour de cette température :
dong, la courbure des courbes de (', ne signale pas ou n'implique pas I'existence d’une transition

de phase autour d’une température 7. Ces courbures diminuent quand I'accélération a augmente.

+ Enfin, contrairement au cas de l'oscillateur de Klein-Gordon ou les courbes de la chaleur spé-
cifique avaient un comportement normal [ ], ces courbes ont une chaleur spécifique négative

pour le cas de I'équation de Klein-Gordon libre.

Enfin, signalons ici que nous avons déterminé les fonctions thermodynamiques des oscillateurs en nous
limitant aux états stationnaires d’énergie positive. La raison est que 'oscillateur de Klein-Gordon a une
transformation exacte de Foldy-Wouthuysen [113]: cela signifie que les solutions d’énergie positive et
négative ne se mélangent jamais. Ainsi, on suppose seulement que seules les particules avec un spectre
d’énergie positive sont disponibles pour calculer les propriétés thermodynamiques de notre oscillateur.
Tous les états négatifs sont considérés occupés. Notre cas est tres semblable au cas de la théorie de

bande dans la physique de I’état solide [114] (voir figure. 3.7).
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Fig. 3.6: Propriétés thermiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1 D dans un espace-temps de Rindler
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Figure 3.7: Schéma du spectre énergétique
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CHAPITRE 4

L’OSCILLATEUR DE DIRAC DANS UN
ESPACE-TEMPS DE RINDLERER

4.1 Léquation libre de Dirac

La métrique de l'espace-temps de Rindler, dans les coordonnées (7, ), s’écrit par [27,55,56,91,

SN -

ds® = € (dn® — d€?), (4.1)

ou a est 'accélération. L'équation de Dirac libre dans un espace-temps courbé est donnée par la formule

suivante [ ] g

[iv"(0p — T'y) —m]¥p =0, (4.2)

avec m la masse des particules et I, () les connexions. Les matrices de Dirac généralisées y* satisfont

aux relations d’anti-commutation suivante :
{v*, 7'} = 29" (43)

Les matrices * (x) locales sont reliées aux matricesy" de I'espace-temps plat, via un ensemble de

tétrades e/ (), comme suit [77] :
(@) = el (2) 7" (4-4)

Ici, on a la relation

= gNV7 (45)

44



L’équation libre de Dirac

qui connecte les deux tenseurs fondamentales g,, et 7),,, dont les deux indices (u, ) = (0, 1, 2, 3) sont
des indices tensoriels, (a, b) = (0, 1, 2, 3) sont des indices de tétrades, et enfin 1/’ = diag(+1, -1, —1,
est le tenseur de Minkowski [77].

La forme de €, et leur inverse €} sont suggérées par la forme diagonale suivante [116] :

u o 10
euze(§)<0 1), (4.6)

o[ 10
65:6@(0 1), (4.7)

Les symboles de christoffel 'y, sont donnés par :

14 1 14
Fcru - Eg ﬁ[aogﬁu + 8,&960 - aﬁgo,u]v (48>
Partons de : [ , ]:
01 1 0
0 _ (R
7_(1 0>’7_Z<o—1)’ (49)
alors :
20(€) = 067 (4.10)
7€) =7'e®, (4.11)

Ainsi, ’équation de Dirac libre dans I'espace-temps de Rindler se transforme en [118] :

[iv°80 + i7" (O + i : 8(;_(5)) — mez?®¥ ), =0, (4.12)

PN s

L'équation (4.12) peut étre convertie en 'équation aux valeurs propres suivante :

avec

sont les matrices de Pauli.

Hpyp = Evp, (4.14)
dont - X
Hp = 1 90(€) 1(6) SR 2 , (4.15)
85 + i (9_5 + me2 0
désigne ’hamiltonien de Dirac. En faisant la transformation unitaire suivante [ , ] g
_ e (10
U(g) = et ( 0 > , (4.16)
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I'équation (4.14) devient

Hpp (€) = etp (€) (4.17)
T _ Lo V1) _ ¢1>
do(© =vwE =ero ()= (1), (419)
ou alors

¥p (§) = ( Z:; ) = 27® ( Z; ) : (4.19)

le nouveau hamiltonien H dont

Hp=UHpU ™, (4.20)
est donné par
~ 0 —85 + me%"@)
Hy — ) , 421
P ( O + me27®) 0 (421)

En utilisant Iéquation (4.20), on obtient les deux systémes d’équations suivants :
<—8§ + meéa(£)> thy = By, (4.22)

(af + me%"@)) U1 = Es. (4.23)
L'équation (4.22) donne :
(a5 + me%a@)
E

L'injections de (4.23) dans (4.21) conduit a une équation différentielle par rapport a la composante

Uy =

¥, (4.24)

11 comme suit :

{—852 —ma— E* + er”(g)} U &) =0, (4.25)
Considérons que
a(€) = 2a€, (4.26)
et soit la nouvelle variable
m
= Eeag, (4.27)

alors I'équation (4.25) se transforme a
2 &4 2oy )=0 4.28
Zd22+2dz_(z _V) 1 (2) =0, ( )

. 2_ P3N , . 7 . Oz . 5
dont v = 74/ % La derniére équation est 'équation de Bessel modifiée avec I'indice complexe v.
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La solution générale de I'équation (4.25) est [91,119] :
1 (2) = al, (2) + bK, (2). (4.29)

Les conditions aux limites suivantes :

Y1 (z = 00) =4 (z = %) =0, (4.30)

nous oblige d’annuler le terme [,,, puisque cette fonction augmente d’une facon exponentielle et diverge
toujours. Par contre, la fonction K, est une solution décroissante de facon exponentielle,
Pour résoudre I'équation (4.24), on restreint notre étude pour les faibles valeurs d’accélération

a [ , ] Ainsi, le développement au premier ordre de la variable z conduit a :
m
Z:Z(l—i-aﬁ%—---). (4.31)

La substitution de (4.30) dans (4.24) donne l'expression suivante :

{02 + 2am*¢ — (} 1 (€) =0, (4.32)
avec
¢ = FE*4+ma—m? (4.33)
Soit les substitutions suivantes
1
_ 2 _
a=2am” = i (4.34)
(=E’+ma—m?= A 4.35
= ma —m" = o, (4.35)
§
S 436
0=7 (4.36)
dont [ = B 1 3 est la longueur caractéristique, et ¢ est la nouvelle variable, alors (4.3 1) se déforme
am=)3
a: 07
01y ~
— =0. 4.37
8@2 Qd)l ( )

Ici, les nouvelles conditions aux limites sur 1), sont :

1 (=A) = 0,41 (00) =0, (4.38)
La fonction d’Airy est la solution qui satisfait la condition limite 151(00) =0 [ ,91, ] : donc
D1 (€) = NyormAi (€) (4.39)

La longueur caractéristique [ peut étre calculée pour n'importe quelle masse. Pour un électron, nous
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obtenons [ = (), 088cm et elle est plus petit pour I'énergie des masses plus grandes [119] .

Pour des niveaux plus élevés, A > 1, nous avons trouvé que ( pour plus de détails, voir les

réf. [27,92,119])
An—{?% (271—1—%)} . (4.40)

Mettons (4.29) dans (4.34), alors la forme finale du spectre d’énergie est :

2
a 1 3T 1\]°3®
En::l:m\/l—E—i-m?)l2 {Z <2n—|—§)} .pour n > 1 (4.41)

L’équation (4.40) est une expression compacte du spectre d’énergie associé a une référence accélé-

win

rée. Elle montre que 'effet non inertiel du référentiel accéléré se comporte comme l'existence d'un
vrai potentiel externe dans I’équation de Dirac. Comme conséquance, ce dernier permet également la
formation d’états liés [ , ]

La figure. (4.1) montre la forme des niveaux d’énergie du Dirac libre a 1D dans I'espace-temps de
Rindler par rapport au nombre quantique n pour différentes situations. D’apreés cette figure, on observe
que (i) l'effet du parametre [ n’est considérable que pour les valeurs faibles de a. Par contre, tous les
niveaux coincident pour les valeurs élevées de [. Cette remarque permet de comprendre la figure b)
qui représente la variation du spectre d’énergie E' en fonction du nombre quantique n pour différentes
valeurs de l'accélération a. D’apres cette figure, on voit que les courbes s’écartent dans les niveaux treés

faibles.

— =1

0 3 o
5

—1=2

Energy, I,

Quantum number, n Quantum number, 2

(a) Ey, versus n pour a = 0.1 (b) En versus n pour [ = 3

Fig. 4.1: Spectre d’énergie des particules de fermions libres dans I'espace-temps de Rindler

4.2 Propriétés thermiques de I'équation libre de Dirac

La théorie quantique des champs dans un espace courbe n’a pas de notion universelle de parti-

cule, mais celle-ci dépend du choix des coordonnées de I'observateur. La relation d’incertitude rend
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Propriétés thermiques de I'équation libre de Dirac

le concept de particule sensible a la forme globale de I'espace ou se déplace I'observateur. Soffel et
al [92]ont étudié le cas d’un observateur qui s’accélere uniformément dans I'espace plat de Minkowski.
IIs ont trouvé que cet observateur voit des particules de Dirac apparaitre dans le vide de Minkowski
habituel. De méme, un observateur accéléré dans le vide de Minkowski ressent une chaleur due aux

particules a la température d’'Unruh.

4.2.1 Fonction de partition

D’apres les travaux de Santos [92], la forme du spectre d’énergie de I'équation de Dirac unidimen-

sionnelle de masse m = 1 dans I'espace-temps de Rindler est :

(4.42)

+1), s=+1,
— a(n+1), s
a(n), s=—1.

On voit dans I'équation (4.42) que le spectre d’énergie de 'équation de Dirac dans I'espace de Rindler
est discret et qu’il dépend de l'accélération a du référentiel. Pour étudier les propriétés thermiques
du fermion libre dans cet espace-temps et voir comment elles sont affectées par I'effet non inertiel
du référentiel accéléré, on va suivre la méme méthode que pour 'équation de Klein-Gordon libre. On
commence par calculer la fonction de partition Z des fermions dans 'espace-temps de Rindler. Il y a

deux cas possibles selon I'équation (4.42).

4.2.1.1 Pourlecass—=1

la fonction de partition Z a température finie 7" est :
Z = Ze AlEn—Eo) — e’ﬂfz “AVemt) pour s = +1 (4.43)
n=0 n=0

Pour calculer cette fonction I'équation (4.43), nous utiliserons a nouveau l'approche de la formule
d’Euler-Maclaurin.

Ainsi, nous avons :

o 0VE  9eBVa
S eavam T T ey (B2§ FE),  (444)
p=1

et 2 af

avec f (n) = e PVaer 1) i nous avons utilisé Vintégrale suivant [91, K

2¢—Bva
a/BQ

/OO e BVt — (1 + ﬁx/l?) : (4.45)
0
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Propriétés thermiques de I'équation libre de Dirac

Jusqu’a l'ordre p = 2, la fonction de partition finale est :

1 20+8va) Bva_ 1 (1.4 3 3

4.2.1.2 Pour le cas s = —1

Maintenant, ot § = —1, on peut remarquer que l'existence d’une expression indéterminée de fonc-
tion de partition parce que la dérivée de la fonction f(n) = e~V an = 0, diverge, et par conséquent
I'approche de la formule d’Euler-Maclaurin n’est pas valide pour ce cas. Surpasser ce probléme, nous
utiliserons une autre approche basée sur la fonction Zeta : en commencant par la fonction de partition

suivante : -
Z' =Y e Pvem (4.47)
n=0

En utilisant la transformation de Mellin suivante [ ] e

T 1 —S
& =5 dsx™°T (s), (4.48)

la somme apparaissant dans I'équation (4.48) est transformée en :

o0

1 1 _ s
*5\/(171 _ s
avec x = [y/an . Ici'(s) et ¢ 2 sont respectivement les fonctions d’Euler et Zeta [ ,16,72-74, ]

En appliquant le théoréme des résidus, pour les deux poles s = 0 et s = 2, on obtient :

o0

> e (55‘) +¢(0), (4.50)

Ainsi, la fonction de partition finale désirée Z'(3,a) est donnée par :

1 1
!/
Z' = a® 2 (4.51)
A partir de (4.46) et(4.51), toutes les propriétés thermodynamiques de I'équation libre de Dirac pour
les deux s = 1 peuvent étre obtenues facilement. Figues. 4.2 et 4.3, pour les deux s = £1, montrent

le méme comportement que dans le cas de I’équation de Klein-Gordon libre :
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Propriétés thermiques de I'équation libre de Dirac

— a=0.001 a=0.003 a=0.007 — a=0.009 . a=0.001 2=0.003 4=0.007 — 2=0.009

| R

-6000

L L 1 L
0 100 200 300 400 500 600 400 600 800

ra

i

(2) S en fonction de 3 (b) Cv en fonction de 3

Fig. 4.2: Propriétés thermiques de I’équation de Dirac unidimensionnelle dans 'espace-temps de Rindler
pour s = +1.

— a=0.001 a=0.003 a=0.007 — a=0.009 — a=0.001 a=0.003 a=0.007 — a=0.009

T w r
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@ |
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(2) S en fonction de (b) Cv en fonction de /3

Fig. 4.3: Propriétés thermiques de I'équation de Dirac unidimensionnelle dans I'espace-temps de Rindler
pour s = —1.

Ces courbes montrent que les chaleurs spécifiques peuvent étre négatives. Les chaleurs spécifiques
présentent des pics qui indiquent des transitions de phase du premier ordre. La figure. 4.4 montre les
différentes températures de transition pour les bosons et les fermions. D’apres cette figure, la tempé-
rature inverse de la transition (3. est proportionnelle a I'inverse de I'accélération du référentiel a (voir

aussi le tableau. 4.1).
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Loscillateur de Dirac a 1D

600 1 —— Klein-Gordon equation
—e— Dirac equation: s=1
500 1 —e— Dirac equation: s=-1
o
L 400
=
o
[+ 1]
(=1
£ 300 -
@
]
i
3 200 -
E
100 -
.__“—-'—___.
- — 2
0 o

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Accelerator.a

Fig. 4.4: LU'inverse de la température de la transition (3, en fonction de l'accélération du référentiel a.

Table 4.1: The inverse temperature (3. vs the accelerator of the reference frame a

a 0.001 | 0.002 | 0.003 | 0.005 | 0.007 | 0.008 | 0.009
s=+11] 600 422 345 265 230 212 195
s=-1]| 45 32 25 20 17 15 14

Equation de Dirac libre a 1D

4.3 Loscillateur de Dirac a 1D

Pour tenir compte de l'oscillateur de Dirac, nous faisons le changement suivant dans la composante

du moment J; — O0¢ + mw/3¢ [ ,34,82, , ] Ainsi, 'équation (4.12) devient :
[iox (85 + mwpB€ + g) +F— vomeag] Yp =0, (4.52)

On choisit la forme suivante pour la fonction d’onde afin de résoudre I'équation (4.15) :

e (49

Dans ce cas, on obtient le systéme d’équations suivant :

(0 = mwt + 5 4+2(6)) 1 (€) = 2¥2.(6), (4.54)

(=6 + muwt = S +2(6)) B2 () =4 (9), (455)
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Loscillateur de Dirac a 1D

avec 2 (£) = me®. Ainsi, les équations (4.17) et (4.18) peuvent sécrire sous la forme de I'équation

aux valeurs propres suivante :

HD\DD :8\IJD, (456)
avec
HD:( 0 . —35+mw§—§+z(§))_ (4.57)
8§—mw§+§+Z(f) 0
En utilisant la méme procédure utilisée ci-dessus [ , ], la nouvelle équation de Dirac devient
comme suit :
}jD\I;D (f) :5\IJ~D (5)7 (4'58)

dont le nouvel hamiltonien s’écrit comme suit :

S 0 —0¢ + mwé + z (§)
o= gy 1+ (6 0 ) (439)
Enfin, nous trouvons
{—852 —mw + mPw?E — B¢z (§) —e* + 22 (&) } —0. (4.60)

En utilisant 'approximation des petites accélérations, dont

2 (&) = me® ~ m(1 + af), (4.61)
I'équation (4.60) devient
a2 1, ., a\?2) - e-m’+m(at+w) -
- - 4z = = 4.62
{ omdez 2" <£+w> }wl om YL (462)
ou ) )
a e—m"+m(a+w
y=&+—e= atw) (4.63)
w 2m

Enfin, (4.62) se transforme a une équation différentielle d'un oscillateur harmonique & 1D comme suit
L & 1 5, - ~
- _|_ —mw = € . 464
{ st 3y [ = el (4.64)
Les solutions et les niveaux d’énergie de I’équation (4.64) sont bien connus, car c’est une équation

classique d’un oscillateur harmonique a une dimension. Ainsi, on a

e2—m?+m(a+w) 1
= = w (n + Q) , (4.65)
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ou

e=dmy| 2 - L (4.66)

: r
0 10 20 30
n n

- =09 [ a1 — a=03 —— a=05 a=0.7

a=09]

[—==01 a=0 3 a=05 a=07

() pour les faibles valeurs de n (b) pour tous les valeurs de n

Fig. 4.5: Les valeurs propres d’énergie de l'oscillateur de Dirac 1D dans 'espace-temps de Rindler

Le spectre d’énergie de l'oscillateur de Dirac & 1D dans 'espace-temps de Rindler est représenté sur
la figure. 4.5. Cette figure montre que 1'accélération du référentiel a n’affecte que les niveaux inférieurs
pour les petites valeurs de ce dernier. Pour les valeurs trés faibles de a, cette influence peut étre ignorée

et l'effet de ce parametre est absent.

4.4 Propriétés thermodynamiques

4.4.1 Méthodes

On calcule d’abord la fonction de partition Z pour déduire toutes les quantités thermodynamiques

de loscillateur de Dirac a unr dimension. Cette fonction est donnée par

Z = Ze’ﬁE" = Ze’ﬁﬁv‘””, o= L ; et % =1 (4.67)

L’application de la transformation de Mellin a la fonction exponentielle, dont

—x 1 —s
e =g dsx°T'(s), (4.68)
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nous conduit a la forme suivante

D = o [ VB8 Y@+ m)TT (o),

n

— 5 [ 4s(V38) (5. 1 (5), (469)

avec, I' (s) et (g (5, ) sont respectivement la fonction gamma et la fonction de Hurwitz. La fonction
Gamma a des poles simples en s = —n,n € IV, pour tout entier négatif ou nul. Le résidu de la fonction
Gamma en ces poles est ﬂ [ ,16,75, ]

n:

En appliquant le théoréme des résidus sur I'équation. (4.69), on trouve :

e T 0‘*”:2ﬁ2+CH 0,a +ZCH( )<_n—1|)n<\/§ﬁ)n (4.70)

n

Enfin, on exprime la fonction de partition Z en fonction de la fonction zéta de Hurwitz en appliquant

le théoréme des résidus aux poles s = 0,2, Z~ par

z(r,a) = 252+CH <0 1—) ZCH( n - 5 )(_nll)n <\/§ﬁ>n (4.71)

Ainsi, toutes les quantités thermiques de notre oscillateur se déduisent de cette définition.

4.4.2 Résultats et discussion

Les expressions suivantes permettent de calculer les grandeurs thermiques les plus importantes,

comme |’énergie libre F', I'énergie moyenne U, U'entropie S et la chaleur spécifique C,. Elles sont

obtenues a partir des deux définitions de la fonction de partition. [15,26] :
InZ OlnZ
F=——TU=- , 4.72
3 a5 D)
S 8 In Z Cy 82 ln Z
— =In(Z) - = Bg2— 473

Nous sommes maintenant préts a présenter et a discuter nos résultats concernant les grandeurs ther-
miques de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel dans I'espace-temps de Rindler. Toutes les quantités
sont rapportées en fonction de la température réduite 7 = % pour le cas relativiste avec r = 1. Le com-
portement de toutes les grandeurs thermodynamiques pour les particules de spin-1/2 est représenté
sur la figure. (4.6).

Voici une autre facon possible de rephraser le texte que vous avez sélectionné :

La courbe de chaleur spécifique C, montre une différence : elle a une courbure autour d’'une

température spécifique 7y quand les solutions se rapprochent tres vite de la limite 2K 5. La courbe de
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Propriétés thermodynamiques

la fonction d’entropie numérique S ne révéle aucun changement brusque autour de cette température
pour différentes valeurs d’accélération a. La courbure de la courbe de chaleur spécifique C), ne signale
ni n'implique I'existence d’une transition de phase autour d’une température 7y pour différentes valeurs

d’accélération a.

o

=10 =
N
157
N
-204, . ; , , , , ; . o
el 3 - T T T T T T
i 3 3 i { 6 ] & v 1 T T y 1
up B
a=0.1 5=0.3 at$ a=07 +09 a=0.1 =03 =05 =07 =00
(2) F en fonction de % (b) Uen fonction de %
i .
5
N —
4
154
v 1H
&}
N
2_
i 0.5
0 ? i ¢ 8 10
i} T T T T
N B 0 6 8 10
=0.1 =03 =0.5 =0.7 =0.9 1B
. L = = L a=0.1 —— a=0.3 a=0.5 a=0.7 a=0.9
(c) s en fonction de % (d) Cy en fonction de %

Fig. 4.6: Propriétés thermiques de l'oscillateur de Dirac a1D dans un espace-temps de Rindler
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

L’analyse des solutions exactes des équations de Dirac et Klein-Grodon pour les particules en espace
temps courbé est importante pour construire une théorie qui unifie la physique quantique et la gravité.
C’est pourquoi le comportement des particules relativistes dans ce contexte est trés intéressant.

Cette these avait pour but de résoudre les équations relativistes de Klein-Grodon et Dirac pour les
particules de spin-0 et spin —%, avec l'oscillateur de Dirac, dans un espace-temps de Rindler. Nous avons
aussi étudié les cas des oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac unidimensionnels dans U'espace-temps
de Rindler. Enfin, nous avons calculé les propriétés thermodynamiques de ces deux équations relativistes
et des oscillateurs, en utilisant deux méthodes théoriques basées sur la fonction Zeta et la formule
d’Euler-Maclaurin. Nous pouvons résumer les résultats obtenus comme suit : (i) Nous avons trouvé
une formule quasi-exacte pour le spectre d’énergie de I’équation de Klein-Gordon unidimensionnelle
dans I'espace-temps de Rindler. (ii) Les solutions sont valables pour la limite a << 1, c’est-a-dire une
accélération tres faible. Enfin, (iii) le spectre d’énergie est discret et dépend de I'accélération a dans
cet espace-temps. Ensuite, nous avons utilisé la forme du spectre d’énergie pour calculer les propriétés
thermiques des bosons dans I'espace-temps de Rindler. Comme résultats, nous avons trouvés (i) une
chaleur spécifique négative et (ii) la présence d’'une phase de transition du premier ordre.

Nous avons aussi étudié le cas des fermions dans cet espace-temps. Nous avons obtenu comme
résultats : (i) Le comportement thermodynamique de ces particules est identique & celui des bosons.
(ii) Notre probléeme peut étre vu comme un modele qui prédit I'existence de chaleurs spécifiques
négatives.

Nous avons poursuivi notre étude avec le cas des oscillateurs relativistes. Le calcul des propriétés
thermiques des deux oscillateurs dans 'espace-temps de Rindler a été bien traité. Les résultats pour les

deux oscillateurs peuvent se résumer ainsi :

« Pour l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D,
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Nous avons trouvé les solutions propres et la fonction de partition de notre probléme.

Les résultats sont en accord avec ceux de la littérature.

Nous avons étudié I'influence des petites valeurs de 1'accélération a sur ces propriétés.

Nous avons employé les méthodes de Mellin et de la fonction zéta pour calculer les quan-
tités statistiques : L'énergie libre, 'énergie totale, 'entropie et la chaleur spécifique varient

beaucoup avec le parametre a.

 Pour le cas de l'oscillateur de Dirac a 1D,

Nous avons obtenu les solutions propres et calculé la fonction de partition de notre pro-

bleme.

Les résultats sont cohérents avec ceux de la littérature.

Nous avons analysé l'effet des petites valeurs de 'accélération a sur ces propriétés.

Nous avons utilisé les méthodes de Mellin et de la fonction zéta pour étudier les quantités
statistiques : L'énergie libre, énergie totale, 'entropie et la chaleur spécifique dépendent

fortement du parametre a .
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ANNEXE A

LA FONCTION D’AIRY

A.1 La fonction d’Airy

Les deux fonctions Ai et Bi, qu'on appelle fonction d’Airy de seconde espeéce, sont des solutions
de I’équation différentielle linéaire d’ordre deux connue sous le nom d’équation d’Airy. Cette équation
s'écrit. [122-124]:

d*y
La fonction d’Airy Ai est définie en tout x réel par la formule suivante :

Ai(z) = = /O ey (g - xt) dt. (A2)

™

Cette formule forme une intégrale semi-convergente, c’est-a-dire qu’elle converge méme si I'intégrande
ne tend pas vers zéro quand t — oo. Il existe aussi d’autres expressions équivalentes de la fonction
d’Airy en termes de séries ou de produits infinis.

La fonction d’Airy de seconde espéce Bi est une autre solution de I’équation d’Airy. Elle a la méme
amplitude d’oscillation que la fonction d’Airy Az pour x négatif, mais avec un déphasage de [I/2. Elle

est définie par la formule suivante :

Bi(z) = %/OOO [exp <—§ + xt) + sin (g + xt)} dt. (A3)

Elle a aussi des expressions équivalentes en termes de fonctions de Bessel modifiées pour x positif et

de fonctions de Bessel ordinaires pour = négatif. Elle croit exponentiellement vers I'infini pour z positif
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La fonction d’Airy

1.50

Airy functions.

Figure A.1: Les deux fonctions d’Airy Ai et Bi
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Figure A.2: Les deux fonctions d’Airy Ai et Bi et leurs comportements asymptotiques
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Les zéros de la fonction Ai

et oscille autour de zéro pour = négatif (voir les figures suivantes). Ces deux fonctions apparaissent en
physique dans des problémes d’optique, de mécanique quantique, de croissance aléatoire et de théorie

des matrices aléatoires.

A.2 Les zéros de la fonction Ai

Un zéro de la fonction Ai est une valeur de = pour laquelle Ai(x) = 0. Autrement dit, c’est un
point d’intersection de la courbe de la fonction Ai avec I'axe des abscisses. La fonction Ai a une infinité
de zéros négatifs qui sont notés an, ou n est un entier positif. Le premier zéro est al ~ —2.33. Les
zéros de la fonction Ai peuvent étre calculés numériquement a l'aide de méthodes d’approximation,
comme la méthode de Newton ou la méthode de la sécante. La figure suivante montre un exemple sur

les zéros de la fonction d’Airy

[Ailx), Bi(x)}

Figure A.3: Les zéros de la fonction Airy

Le tableau de dix valeurs des zéros de Ai et B [102, 123]

Ai(=X\,) =0 Bi(—=X\,) =0

n An n An

1 2.338 1 1.173
2 4.088 2 3.271
3 5521 3 4.830
4 6.787 4 6.169
5 7.944 5 7.376
6 9.023 6 8.491
7 10.040 7 9.538
8 11.009 8 10.529
9 11.936 9 11.476
10 12.829 10 12.386

Tab. A.1: Les dix valeurs des zéros de Ai(—\,) =0 et Bi(—\,) =0
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ANNEXE B

L’EQUATION DE DIRAC DANS UN
ESPACE-TEMPS DE RINDLER

B.1 Fermions dans 'espace Rindler

L'équation de Dirac dans un espace courbé est donnée par la formule suivante [92, , IE
[iv"(0p —T'y) —m]¥p =0. (B.1)

La métrique de Rindler représente un référentiel accéléré dans I'espace-temps de Minkowski ou I’é1é-

ment de ligne peut étre écrit sous la forme
ds® = € (dn* — d€?) (B.2)

dont les coordonnées conformes 7 ,£ varient dans l'intervalle —oo < 1 < 00, et —o0 < £ < 00,

c’est-a-dire une extension de la métrique de 'espace-temps et g,,,, est donné par :

a “ 1 0
Guv = € Mebunab = 62 ¢ ( 0 —1 ) . (B3)
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Calcul de la connexion affine

B.2 Calcul de la connexion affine

Nous commencons par effectuer des calculs sur le symbole de Christoftel et les connexions de spin

de la maniére suivante. Les tétrades e, sont définies par

1, 10 a 1, 10
6a0—€2(§)<0 1),61—62@)(0 1). (B.4)

Les symboles de Christoffel I') | peuvent étre obtenus de la facon suivante :

12 1 vV,
Fau = ig g [aagﬂu + augﬁa - 3590—“] . (B5)
Soit :
100(€) , 100(&) ,
Iy, = 58 e”® 19 = 58—56 © 9 =19 =1l =T, =0, (B.6)

Tl _180(5) o(&) Tl _130(5)60(5)_

= e = B.7
N A R W T: (B.7)
Nous nous servons de ces éléments pour calculer le tenseur de Ricci R,
—To 18 a 1B
R:U'V —_— FOCBFHV - PBMF(XV’ (B.S)

qui mesure la courbure de 'espace-temps. Nous pouvons nous contenter de faire trois calculs distincts,
car la symétrie des symboles de Christoffel implique que R, = R,,,.
Nous obtenons donc uniquement la combinaison ¢t = v = 0 en appliquant le calcul des symboles
de Christoffel. Ainsi,
do (§) _ 9o (§)
_ 1o 178 a b _ —

Nous faisons le méme calcul pour les autres valeurs de p et v et nous obtenons

Rogp = Ro1 = Ryjg = Ri1 = 0. (B.10)
Enfin, le scalaire de Ricci est donnée comme suit :
R=R,¢" =0. (B.l 1)

Pour toute valeur de £ et 1), le scalaire de Ricci est égal a zéro. Le scalaire de Ricci quantifie la courbure
de l’espace, et comme il est nul en tout point, on peut penser que l'espace de Rindler est une variété
sans courbure.

Nous passons ensuite au calcul des connexions de spin w,q, de la maniére suivante :

Wah = €T, By + ea,0,EL, (B.12)
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Les solutions

ou l'on trouve que :

Woo1 — —%aaa—(é_g)dj(g), (B13)
Wo10 = %a(;—(;)e”(g). (B.14)

Les matrices de Dirac y*(£) dans I'espace-temps courbe sont exprimées a partir de celles de I'espace

de Minkowski par la relation suivante :
7€) = B, (B.15)

alors que v* sont les matrices de Dirac s’écrivant en fonction des matrices de Pauli o par :
01 1 0
0 1_
= = . B.16

() = A% 370, (B.17)

Ainsi, pour £ =0 on a

alors que pour p = 1, on obtient

N|—=

YHE) = Alem370), (B.18)

La dérivée covariante dans I’équation de Dirac est définit par :

Vy=0,-T,. (B.19)
La connexion affine I, est donnée par
1 a b
FM = gwuab[/y 7Y ] (BZO)
On trouve alors que
100(¢) ,
I'y=—- I'n=0. B.21

B.3 Les solutions

L'equation de Dirac dans un l'espace de Rindler s’écrit par

[i’yodi; + iyt (dilf + i . 8(;—(;)) — meé"(@] Uy =0. (B.22)
Soit la fonction d’onde : B
¥p (n,€) = e ( %8 ) : (B.23)
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Apres un calcul simple, on obtient

EH i e|a@=ci©, (8.24)
e ROl HORE 08 (8.25)
z(§) = mez7©. (B.26)
Soit la transformation suivante
et (0 -
dont
= ((9E) N _ (9§
s=vs=(%5)=(%a ) (B28)
on obtient les deux équations suivantes
&+ 0|00 =cr®. (8.29)
-2+ 0] 1O =0, (8.30)

Pour analyser les solutions du systéeme d’équations, nous supposerons que I'on peut séparer les équations
(B.29) et (B.30). La fonction f peut étre extraite de I'éq. (B.29) puis, en remplacant les g par leur

expression issue de (B.29), on obtient

2f d
@@ A er=o (B31)

de la méme maniére, nous dérivons I’équation pour g:

% + 2—29 —2%g+e’g =0, )
qui peut se résumer sous la forme suivante :
% + s;l—zF — 2’F + °F =0, (B.33)
ou
F:{F:f i (B.34)
F=g s=-1

Pour des valeurs faibles de I'accélération a, nous pouvons simplifier (B.33) en éliminant les termes de
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degré supérieur, et alors z(§) peut étre exprimé comme

z(g):m(1+%+---). (B.35)

Dong, en remplacant cette équation dans (B.33) on obtient I'équation suivante

d*F 2a% (2 ?
iy P (5 + g) F+e’F =0. (B.36)

Pour analyser les solutions de (B.36), nous utilisons le changement de variable

y = ? <€ + %) : (B.37)

et par conséquent, I’équation prendra la forme

d*F

d_y2 + (Oé - ‘/ef) F = 0, (B38>

donta:%etvef:gf—ks.

Le spectre d’énergie suivant résulte des solutions de I'équation de Dirac dans 1Tespace-temps de

Rindler :
1+s
Sl . B.39
€ \/am (n + 5 ) ( )

L’équation de Dirac dans 'espace de Rindler a des solutions qui donnent le spectre d’énergie suivant :

Le spectre d’énergie est discret et dépend de 'accélération du référentiel, a. Cela montre que le systéeme
a une caractéristique intéressante : I'effet non inertiel joue le role d’un potentiel externe dans I’équation
de Dirac. La figure suivante nous montre que les énergies discretes sont symétriques par rapport a

€ = 0, ce qui implique que la particule et I'antiparticule ont la méme énergie (voir figure. B.1).
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Fig. B.1: Spectre d’énergie pour a = 0,01, a = 0,02 et a = 0, 03. L'énergie est symétrique par rapport
ae=0
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form. As a result, we will see that the behavior of the thermal quantities of the fermion particles is
similar to the case of boson particles.
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1. Introduction

The analysis of gravitational interactions with a quantum me-
chanical system has recently attracted attention in particle physics
and has been an active field of research. The general way to un-
derstand the interaction between relativistic quantum mechanical
particles and gravity is to solve the general relativistic form of
their wave equations. These solutions are valuable tools for ex-
amining and improving models ans numerical methods for solving
complicated physical problems. To describe the physics governing
the dynamics of scalar and spinor particles the Klein-Gordon and
Dirac equations must be solved. What is of some interest, how-
ever, is how such a problem can be solved in the context of a
space-time in general relativity, where the gravitational interac-
tion is defined by the metric of space-time. Also, a fundamental
question in physics is how quantum systems are affected by the
structure of the spacetime, and if exists some significant effect.

In relativistic physics, the coordinates of a hyperbolically accel-
erated reference frame constitute an important and useful coor-
dinate chart representing part of flat Minkowski spacetime [1,2].
In special relativity, a uniformly accelerating particle undergoes
hyperbolic motion, for which a uniformly accelerating frame of

* Corresponding author.
E-mail addresses: abdelmalek.boumali@univ-tebessa.dz,
boumali.abdelmalek@gmail.com (A. Boumali), ti.rouabhia@univ-tebessa.dz,
tarekalger12@gmail.com (T.I. Rouabhia).

https://doi.org/10.1016/j.physleta.2020.126985
0375-9601/© 2020 Elsevier B.V. All rights reserved.

reference in which it is at rest can be chosen as its proper ref-
erence frame. The phenomena in this hyperbolically accelerated
frame can be compared to effects arising in a homogeneous gravi-
tational field.

Hyperbolic motion in Minkowski spacetime [3], that is, classical
motion of a relativistic particle with constant proper acceleration,
plays an important role in the understanding of motion in the
presence of horizons and, most important, in the understanding
of relevant phenomena such as Hawking radiation in black holes
and the corresponding temperature [4]. It was precisely investi-
gations on this subject, that led Unruh [5] to discover a thermal
effect in the vacuum of a quantum field in Minkowski space when
this vacuum is observed from a uniformly accelerated frame which,
in terms of the adapted Rindler coordinates [1], has a fixed value
for the spatial coordinate and an evolving temporal coordinate.
In 1975 Davies [6] argued that a uniformly accelerated observer
would see a thermal distribution of particles for the temperature
T = ﬁ, where a is the magnitude of acceleration. He was the
first to put forth quantum field theoretic arguments to conclude
that a uniformly accelerated observer in flat spacetime would see
thermal radiation.

The Rindler space time is one part of the Minkowski space
time whose constant spatial coordinates describe accelerated ob-
servers with constant accelerations [7-9]. The interest in Rindler
space time lies in its similar geometrical structure with the
Schwarzschild black-hole. Actually, the Hawking radiation in the
Schwarzschild black-hole is closely connected with the Unruh ef-
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fect in the Rindler space time. Apart from similar in geometrical
properties with the Schwarzschild black-hole, the Rindler space
time is mathematically simple to study physical problems, and has
closed form for them.

In this paper, a single particle solution of the Klein-Gordon
equation in an accelerated reference frame is discussed. The mo-
tivation for this work besides the ones pointed out above is the
understanding of the physical consequences of the Klein-Gordon
equation in non-inertial systems of reference that undergo trans-
lational acceleration. In addition, we want to extract the thermal
properties of the boson particles where they are subject to the
accelerate frame. As a matter of fact, the one-dimensional rela-
tivistic Klein-Gordon equation has been largely used to treat phys-
ical problems where relativistic effects could play an important
role. In spite of the great number of papers that has been re-
cently published concerning the solution and properties of the
Klein-Gordon equation in Rindler spacetime, as far as we know
no one has reported on its thermodynamics properties. In order to
overcome this lack of information, we study the one-dimensional
Klein-Gordon equation in a thermal bath for the accelerated refer-
ence frame.

Recently, Santos and Barros [10] have treated the case of the
one-dimensional Dirac equation in Rindler spacetime. Their study
have lead to an exact form of the spectrum of energy. Several
results have been found and well discussed by the authors. Unfor-
tunately, the authors did not treat the influence of the accelerate
frame a on the thermal properties of their problem in question.
Thus, the same procedure that will be used to the determination
of the thermodynamics quantities of the boson particles, will be
extended to the case of the fermion particles. We thus close the
paper by to study of the thermal properties of the Dirac equation
in Rindler spacetime.

The paper is organized as follows: in section 2 we will present
the solutions of one-dimensional Klein-Gordon in the Rindler
spacetime. Section 3 is devoted to discuss the thermal properties
of the boson particles and their behavior in the same accelerate
frame. Finally, section 4 presents our conclusions. In this work, we
use natural units, h=c=1.

2. Solutions of 1D free Klein-Gordon equation in Rindler
spacetime

In this section, we solve the one-dimensional free Klein-Gordon
equation in Rindler spacetime. The Minkowski metric in the proper
coordinates (n,£) is

ds? = dt? — dx* = e* (dn? — dg?) (1)

where a is the acceleration. The curvature of the Rindler space-
time is everywhere zero since it differs from Minkowski spacetime
merely by a change of coordinates. The relation between the labo-
ratory coordinates and the conformal coordinates is [9]

e’

t(n,é&) = TSWh (an), (2)
%

x(n,§) = Tcosh (an). (3)

The conformal coordinates 7, £ vary in the interval —oco < 1 < oo,
and —oo < £ < oo, that means an extension of the spacetime met-
ric. From Eq. (1) we can see that the metric is conformally flat
because the conformal factor 2% is multiplied by the Minkowski
line element [10].

The governing equation of a massive scalar boson with an arbi-
trary coupling o to the gravitational field takes the form [11-13]
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1
—— 0 (V=8&" 00) + (m* + oR) 9 =0, (4)
\/_—g M( )
where R = 0 is the Ricci scalar, o a coupling constant, ./—g = e2%,
and m is the mass of the scalar boson.

Starting with Eq. (4), the detail form of free KG equation in the
(n, &) coordinates is

- Y v (1.6)=0 (5)

anz 852 ’77 - .
In order to solve this equation, we put that
v (0,8 =e"g ). (6)
Injecting (6) in (5), we found, under the boundary condition
¢ (0) =¢ (c00) =0, (7)
the following differential equation

9 2 ,2a¢ 2

—— +m?e*” =E . 8

( . )¢><s> 6@ (8)

To solve it, we introduce the new variable z = %e”s . After a simple
calculation, we obtain

d? d
2 2.2
{z i +zdz (z v )}¢(z)_o, (9)

with v = i%. The last equation is Bessel's equation in modified
form with the complex index v. This is exactly the same as Bessel’s
equation for more normal situations. Two linearly independent so-
lutions are the modified Bessel functions of the first and second
kind, I,(z) and K, (z). So the general solution of (9) looks like
[14,15]

¢(2)=al, (2) +bK, (2), (10)

under the boundary conditions that

¢(z—>oo):¢(z:%):0 (11)

In this stage, two remarks seem us to mention: (i) the condition

at infinity requires that we set the coefficient of I,, to zero, since

the First Kind function always explodes. We could have done this

from the start: K, is, by definition, the exponentially decaying so-

lution, while I,, grows exponentially. (ii) The condition at £ =0
m

then simply requires that K, (E) =0. In terms of energies, then

m
Kie (7) =0. (12)
a\a
This is our quantization condition for the problem in question. As
it happens, K, (z) is real for real z and purely imaginary v: as with
all Bessel zeros there is no chance of an elementary formula for
them, but they can be found quite easily using numerical methods.
Finally, the wavefunction is

2vsinh7 v\ 2 p
v (§) = (T) Ky (me™). (13)
They have been normalized to obey
+o0
[ @0 @ =50 -v). (14)

Consequently, the eigenfunction of the KG equation are
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Table 1

Some values of energy with the condition Ai(—1) =0; here m=1.
(a) a=0.001 (b) a =0.003
n An En n An En
1 2.338107410 +1.01838852 1 2.338107410 +1.03788376
2 4.087949444 +1.03193612 2 4.087949444 +1.06535493
3 5.520559828 +1.04289665 3 5.520559828 +1.08732924
4 6.786708090 +1.05248863 4 6.786708090 +1.10638701
5 7.944133589 +1.06118104 5 7.944133589 +1.12352543
6 9.022650854, +1.0692173 6 9.022650854, +1.13926351
7 10.04017434 +1.07674428 7 10.04017434 +1.15391512
8 11.00852430 +1.08385841 8 11.00852430 +1.16768688
9 11.93601556 +1.09062926 9 11.93601556 +1.18072776
10 12.82877675 +1.09710734 10 12.82877675 +1.19314611
(c) a =0.007 (d) a=0.009
n An En n An En
1 2.338107410 +1.06574659 1 2.338107410 +1.07730593
2 4.087949444 +1.11241191 2 4.087949444 +1.13171201
3 5.520559828 +1.14920734 3 5.520559828 +1.17437976
4 6.786708090 +1.18077324 4 6.786708090 +1.21083881
5 7.944133589 +1.20890756 5 7.944133589 +1.24323189
6 9.022650854, +1.23454704 6 9.022650854, +1.27267488
7 10.04017434 +1.2582582 7 10.04017434 +1.29984214
8 11.00852430 +1.28041406 8 11.00852430 +1.32517742
9 11.93601556 +1.3012827 9 11.93601556 +1.34899909
10 12.82877675 +1.32105924 10 12.82877675 +1.37153877

1 2

; 2vsinhzv 2 d“¢
Yo (n.§) =e 1 <T> Kiy (me). (15) gz ~4¢=0 (23)

Now, in order to have an analytic form of our spectrum of en-
ergy, we consider small values of the acceleration a: we may solve
Eq. (9) neglecting terms in higher orders, then z = %e“f can be
expanded as

m
z:z(l—i-aé—i----). (16)

Substituting this equation into Eq. (8) we obtain the following ex-
pression

92 > B
{—@+2ams+g}¢(s)_o, (17)

or, with the following boundary conditions

¢ (0)=0:¢(c0) >0, (18)

in the following form as

¢ &) — (@€ —5)p() =0. (19)

Eq. (19) corresponds to the movement of a particle in the homoge-
neous gravitational fields over the surface of the potential of type
e2% where the latter being assumed to elastically reflect (prob-
lem of a free fall a body in the gravitational fields: see Eq. (40.1)
in [16]).

Using the abbreviation

o =2am?* = 113 (20)
c=E’—m?= %2 (21)
and the variable

= % — A, (22)
where | = —1 is a characteristic length, Eq. (19) is transformed

T
(2am?)3
into

and the boundary conditions (18) become

¢ (—1) = 0; ¢ (00) —0. (24)

The interval of classically permitted motion lies between the two
turning points at { = —X and ¢ =0, i.e. entirely at negative values
of ¢. Generally, the differential equation is solved by Bessel func-
tion of the order % The solution satisfying the boundary-condition
¢(c0) =0 is the Airy function [16]

¢ (;) = NnormAi (f) . (25)

In this stage, two cases should be considered [16]
e For positive values of ¢, the Airy function may be expressed
as

oo 1 ¢ 2.3
Ai(¢) = ;\/;K% <§¢z> ,forc >0, (26)

where the function K ! (%C%) is the modified Hankel function.

e For negative values of its argument, the Airy function is rep-
resented by Bessel functions,

1 2 3 2 3
Ai(—C)ng/E{J% (§§7>+]%1 (557)} (27)

In this case, (25) is modified and becomes

s ="em el (3e1) + 15 (GeF) | fore 0. @m

According to the boundary condition, this function must vanish at
L=—A
Thus, the eigenvalue follow the condition that

Ai(=x) =0. (29)

The first ten zeros are given in Table 1, and the corresponding en-
ergy levels are plotted in Fig. 1.

From this figure, we can made the following remarks: (i) the
numerical spectrum of energy are obtained from the zeros of Airy
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energy,E
o
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Fig. 1. The spectrum of energy E versus quantum number n for a = 0.001, a = 0.003,
a=0.007, a=0.009, a=0.01 and m = 1. (For interpretation of the colors in the
figure(s), the reader is referred to the web version of this article.)

—e— numerical data
41— a=o0001
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Fig. 2. Both exact and numerical values of the spectrum of energy E versus quantum
number n for a =0.001, a =0.003, a =0.007 and a = 0.009.

function (Eq. (29)), (ii) these energies, associated with the 1D free
Klein-Gordon equation in the Rindler space are discrete and de-
pends on the acceleration of the reference frame a. This is an inter-
esting feature of the system because the non-inertial effect mimics
an external potential in the Klein-Gordon equation: the same thing
can be found in the case of Dirac equation (see Ref. [10]). (iii) We
can see that the discrete set of energies are symmetrical about
E, =0, that means the particles and antiparticles have the same
energy. (iv) Finally, when the acceleration a becomes very small
the curves of the spectrum coincide.

Now, for higher levels, A >> 1, with the following relations about
the asymptotic forms

] x) =/ — cos(x——) (30)
(x)—>‘/ cos x—— (31)

we found that

()= norm\/_cos< 3 z). (32)

4

Thus, for large values of ¢, for the eigenvalue condition, one has
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(33)
(34)
Now, using Eq. (21), the form of the spectrum of energy is
2
1 (37 1\]3
EP=m’+ 1= (2n+- )¢ , 35
+12[ 5 < +2>} (35)
or
2
E=4m |14+ — ! 37 2n—|—1 ’ forn 1 (36)
- = , >> 1.
Pm2 | 4 2

In Fig. 2, we plot both theoretical forms of the spectrum of energy
and the numerical one (the zeros of the Airy function) in order
to make a comparison between them: following this Figure, we
can see that the theoretical form of the spectrum of energy coin-
cides well with the numerical values even in the region of the low
quantum number. Consequently, we can consider that Eq. (36) as
a good approximation to the exact form of the spectrum of energy
in all regions of quantum number n. This form can help us to cal-
culate the thermal properties of the free Klein-Gordon equation in
Rindler spacetime and to discuss the influence of the acceleration
of the reference frame a on these quantities. This will be done in
the following.

3. Thermal properties of 1D Klein-Gordon equation in Rindler
spacetime

3.1. Partition function via the Euler-Maclaurin formula

The partition function is given by [5]:
o
7= Ze—ﬂ(fn—50)7 (37)

where 8 = k,%T with kg is the Boltzmann constant, Eg is the energy
of the ground state corresponding to n =0 and T is the absolute
temperature.

In order to evaluate the partition function, we use the Euler-
Maclaurin formula [17]

oo

[e.¢] 1 &2
> rm=3f O+ [ fadn- > T UNCD
n=0 0

where By, are the Bernoulli numbers, and f@P~1 is the deriva-
tive of order (2p — 1). Up to p =2, with B2 =1/6, B4 = —1/30,
and f (n) = e AEn—E0) the numerical partition function Z can be
written, according to the parameter 8 by

1 ma)?/3
BRIl .
(37ra)2/3
676 55 +1
1 842 (wa)*/3 p2 64(2ma)?/p
720 | 22/3 (Gra??
22 (S92 41) 93 Crefl 4 g

82 (am)*? B
2/3 ( Bra)?
3 ( 232 +1)

3/2
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47T2(12 ,33 N ﬂZ
720 3 ((37ra)2/3 1)3/2 ((3710)2/3 o 1)2
232 232
B
5/2
(5 )
oo
+/e—ﬂ<5n—50>dn. (39)
0

The integral appears in the last term is evaluated numerically.

In statistical mechanics, the Boltzmann factor e~#F is an es-
sential tool used to determine thermodynamic quantities such as
the partition function Z(B), free energy F(B), total energy U(f),
entropy S(8) and specific heat Cv(g), for a given system. These
quantities are defined as

1 dlnz
F=——InZ, U=—"2% (40)
B B
S dlnZ Cv  ,3%nZ
Z =lnZ-p——, — = ) (41)
kg B kg 3p?

Through Eq. (39), all thermal properties described by Eqgs. (40) and
(41) can be deduced easily.

In what follows, we will focus our study to the thermal proper-
ties of the one-dimensional Klein-Gordon equation and the influ-
ence of the acceleration of the reference frame a on these quanti-
ties. As the extension of this study, the case of the one-dimensional
free Dirac equation in the same space-time will be addressed in
the next section.

3.2. Results and discussions

Before commenting our results, we note that the notion of
an observer, accelerating with respect to the Minkowski vacuum,
observing a thermal spectrum of particles is known as the Un-
ruh effect: the Unruh effect is one of the most intriguing phe-
nomena occurring within quantum field theory in Minkowski
space. Essentially, it is (i) a prediction that one moving in the
Minkowski spacetime with a linear constant acceleration experi-
ence the spacetime as a thermal-bath with the Unruh temperature
T= ﬁ, and (ii) an accelerated observer in the empty Minkowski
space will detect a thermal bath of particles at the temperature
where a is the (constant) acceleration of the observer [18-20]. This
acceleration radiation, which arises from processes in which the
atom jumps from the ground state to an excited state [21], can
leave imprints in a variety of phenomenological context (for more
detail see Ref. [20,22]).

Now, we briefly discuss our numerical results on the calculation
of both entropy and specific heat. First of all, we should mention
that both plots in Fig. 3 are created by using Eq. (41) where 8
is the inverse temperature. From this Figure, we can make some
remarks: (i) the influence of the acceleration of the reference frame
a is clear in these figures. (ii) the curves of specific heat are all
negative and diverge. (iii) in order to know if these divergences in
the curves of specific heat can be a signature of the existence of
a transition phase, we use the curves of the entropy function. In
fact, the specific heat written as

aS aS
r=—ho,
aT ap
is a generalized susceptibility or thermodynamic derivative that
quantifies the amount of the change of an extensive quantity (like

C,=T (42)
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entropy) under the influence of an intensive quantity (like tem-
perature). Since 8 is positive definite, the sign of the specific heat
is determined by the change of the entropy due to the change in
the inverse temperature 8. From Fig. 3, as we can see, the curves
of entropy diverge around a critical value .. The singularities ap-
pear in the curves of the entropy lead, according to (42), to the
appearance of anomalies in the curves of specific heat as well. In
addition, these curves show the existence of two different levels
on either side of a fixed value B, i.e., the existence of two differ-
ent phases. These divergences are the signature of the existence of
the first-order phase transition.

After this remark, we are ready to discuss the strange results
concerning the existence of a negative specific heat: generally, neg-
ative specific heats would mean that when a system loses energy,
its temperature increases. Thirring [23] in his paper “Systems with
Negative Specific Heat” claimed that some systems for which the
binding energy increases more rapidly than linearly with the num-
ber of particles, are shown to exhibit negative specific heat Cv for
some energies. In thermal contact with larger systems, Cv < 0 cre-
ates an instability, and in the canonical ensemble one sees only a
phase transition. Also, he showed that the difficulty was removed
once a clear distinction was made between canonical and micro-
canonical ensembles. In this context, he proposed [24] of a model
which has a negative specific heat for a range of energy values
in the micro-canonical ensemble, and a phase transition in the
corresponding canonical ensemble. Beckenstein [25] and Hawk-
ing [26,27] have shown that the thermodynamics of black holes
has negative specific heats. Finally, Lyndell-Bell et al. [28] in their
paper “on the negative specific heat paradox” mentioned that neg-
ative specific heats are well-know to astronomers. They showed
that the bounded self-gravitating gas spheres in thermodynamic
equilibrium could show negative specific heats.

Now, in order to argue well the existence of negative specific
heat in our case, we can mention the following: It has been well-
known that (i) the trajectory of an observer accelerating through
Minkowski spacetime (i.e. an inertial observer in Rindler space-
time) will be parameterized in terms of the accelerated observer’s
proper time. More precisely, Rindler spacetime is simply (a patch
of) Minkowski spacetime written in a different (accelerated) co-
ordinate frame. Hence, Rindler spacetime is flat. It is then due
to Einstein’s equivalence principle that the accelerated frame ex-
hibits traits similar to as if it was positioned in a gravitational
field [20,21]. (ii) The statistical mechanics in the presence of grav-
itational interactions exhibits several peculiar features, deriving
mostly from the fact that gravity couples to everything, and op-
erates unshielded with an infinite range. One of these peculiari-
ties is the existence of a negative specific heat [29-31]. Thus, we
have shown that the non-inertial effect of the accelerated refer-
ence frame mimics an external potential in the free Klein-Gordon
equation and, moreover, allows the formation of bound states. This
means that the equation of motion found, for small values of the
acceleration a, corresponds the movement of a particle in the ho-
mogeneous gravitational fields. Hence, these gravitational fields
can be considered as the origin of the existence of a negative spe-
cific heat in the boson particles as described just above.

4. Thermal properties of 1D free Dirac particles in Rindler
spacetime

It has been known for several years that the particle interpre-
tation of quantum field theory in a general Riemannian manifold
is not unique, but depends on the observer’s coordinate frame.
The particle concept, endowed with a non-local nature by the un-
certainty relation, depends on the global topological structure of
that sub-manifold which is naturally connected with the observer’s
state of motion. Soffel et al. [32] showed that a uniformly accel-
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Fig. 3. Thermal properties of the one-dimensional Klein-Gordon equation in Rindler spacetime.

erated observer in Minkowski space experiences a flux of Dirac
particles in the ordinary Minkowski vacuum. In addition, an ac-
celerated observer in the empty Minkowski space will detect a
thermal bath of particles at the Unruh temperature.

Recently, Santos and Barros [10] study the Dirac equation in
the Rindler spacetime. They derive a compact expression for the
energy spectrum associated with the Dirac equation in an acceler-
ated reference. In addition, they show that the non-inertial effect
of the accelerated reference frame mimics an external potential in
the Dirac equation, and allows the formation of bound states. Fol-
lowing their results, the form of the energy spectrum of a free
one-dimensional Dirac equation with unit mass (i.e. m = 1) in
Rindler spacetime is

_)E=Vam+1) s=+1
6"_{1\/5 s=—1. 43)

Eq. (43) showed that the energy spectrum associated with the
Dirac equation in the Rindler space is discrete and depends on the
acceleration of the reference frame a.

Now, in order (i) to determine the thermal properties of the
free fermion in Rindler spacetime, and (ii) to test the non-inertial
effect of the accelerated reference frame a on these properties, the
same treatment as in the case of a free Klein-Gordon equation will
be followed. For this, we, at first, calculate the partition function Z
of fermion particles in the Rindler space time.

According to the Eq. (43) two cases can be distinguished

e For the case s =1, the partition function Z at finite tempera-
ture T is

o0 [e.¢]
7= e Pl = oPVAN o= AVARED fors= 1. (44)

n=0 n=0

To calculate this function, we will use again the approach of the
Euler-Maclaurin formula. Thus, we have

&2 —Bva  9e—Bva
Sepiamm 2 1
n=0 ’3

x

2 jern ),

@p)! @)

“ew

with f (n) =e~#va@+D Here, we have used the following integral
[33,34]

oo

—_8vb
/e VaATD gy /,32 (1+,sf) (46)
0
Up to p =2, the final partition function is

_1,2(VeB+1)  Vap

2 ap? 24

_ (130
=0 <8 B+ aﬁ i fﬁ) (47)

withd =b=a.

o Now, where s = —1, we can remark that the existence of an
indeterminate expression of

partition function because the derivative of the function f (n) =
e~ AV gt n =0, diverge and consequently the approach of the
Euler-Maclaurin formula is not valid for this case. To overcome
this problem, we will use another approach base on Zeta function:
starting with the following partition function

[o¢]
7'=Y e hVam (48)
n=0
By using the following Mellin transformation [35]
1
= —,/dsx’sr‘(s), (49)
2mi
c
the sum appears in (48) is transformed into
ﬂx/_\/_ d *jl“
S / s(pva) T LT
C
S
ds (—)r 5), 50
= [as(eva) e (5)re (50
C

with x = /a/n. Here I'(s) and ¢ (5) are respectively the Euler
and Zeta function [36]. Applying the residues theorem, for the two
poles s =0 and s = 2, we obtain 35

Y e Ve S +¢(0). (51)
(8va)
Thus, the final desired partition function Z’ (8, a) is given by
1 1
= — — =, (52)
ap? 2
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From Eqgs. (47) and (52), all thermodynamic properties of the free
Dirac equation for both s = +1 can be obtained easily. Figs. 4 and
5, for both s = +1, show the same behavior as in the case of free
Klein-Gordon equation: The behavior appears in these curves leads
to the existence of negative specific heats. The peaks observed in
the curves of specific heat are a signature of the existence of the
first-order phase transitions.

Finally, the different temperatures of the transition of both bo-
son and fermion particles are plotted in Fig. 6: following this

figure, the inverse temperature of transition 8. depends inversely
with the acceleration of the reference frame a (see also Table 2).

5. Conclusion

In this work, we have found an almost exact formula con-
cerning the spectrum of the energy of the one-dimensional Klein-
Gordon equation in Rindler spacetime. The solution is obtained by
adopting the limit a << 1, that means not so fast acceleration. We
also have shown that the energy spectrum associated in this kind
of spacetime is discrete, and depends on the acceleration a. Af-
ter this, and by using the form of the spectrum of energy, thermal
properties of boson particles in Rindler spacetime have been ob-
tained. As a result, we found (i) negative specific heats, and (ii)
the existence of a signature of the first-order transition phase. The
extension to the case of fermions in this kind of spacetime has
been also treated. Also, the thermodynamics behavior of these par-
ticles is the same as in boson particles. Finally, we can consider our
problem as a model which predict the existence of negative spe-
cific heats.
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Table 2
The inverse temperature B. vs the accelerator of the reference frame a.
a 0.001 0.002 0.003 0.005 0.007 0.008 0.009
Free 1D Klein-Gordon equation 362 227 173 124 98 90 81
Free 1D Dirac equation s=+1 600 422 345 265 230 212 195
s=-1 45 32 25 20 17 15 14
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Abstract—In this paper, we study the relativistic spin-zero bosons influenced by the Klein—Gordon oscillator
in Rindler space-time. The obtained form of the energy level of the oscillator is used to find the thermody-
namic properties through the partition function. This partition function is terminated by using the method
based on the zeta function via the Cahin—Mellin transformation. Through this function, all thermodynamics
properties, such as the free energy, the total energy, the entropy, and the specific heat, have been determined
and the influence of the acceleration of our spacetime has been treated.
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1. INTRODUCTION

Recently, there have been growing interest in parti-
cle physics, the study of gravitational interactions with
a quantum mechanical system has recently gotten a lot
of attention and is a big topic. Solving the general rel-
ativistic form of their wave equations is a good way to
understand how relativistic quantum mechanical par-
ticles interact with gravity [1, 2]. These equations may
seem insignificant at the atomic level, where gravita-
tional effects are minor, but the physics that governs
these particles is crucial in astrophysics and cosmol-
ogy, where gravitational effects are dominant. Fur-
thermore, studying single-particle states is critical for
the development of a unified theory of gravitation and
quantum mechanics [3—5].

The Dirac oscillator was for the first time studied
by Itd et al. [6]. They used a Dirac equation in which
the momentum p is replaced by p — imrw in r, where
r is the position vector, m is the particle’s mass, and
 is the oscillator’s frequency. Moshinsky and Szcze-
paniak [7] revived interest in the problem by naming it
the Dirac oscillator (DO) because it becomes a har-
monic oscillator with a very strong spin-orbit coupling
term in the non relativistic limit. In addition, the DO
interaction can be shown to be a physical system that
can be interpreted as the interaction of an anomalous
magnetic moment with a linear electric field [8, 9].
Benetez et al. [10] discovered the electromagnetic

potential associated with the DO. Nowadays, The DO
has been studied from a variety of perspectives as a rel-
ativistic quantum mechanics problem. It has piqued
interest due to its numerous physical applications as
well as the fact that it is one of the few examples of
Dirac’s equation exact solvability [5, 11—33].

The thermal properties of the one-dimensional
Dirac equation in a Dirac oscillator interaction was at
first considered by Pacheco et al. [19]. Using the
Euler—MacLaurin formula, the authors calculated all
of the oscillator’s thermal quantities. Although this
method can be used to obtain all of the system’s ther-
mal properties, the expansion of the partition function
using it may only be valid for higher temperature
regimes. In addition, at 7 = 0K, the partition func-
tion reveals a total divergence [11]. In the same sense,
another method based on the Zeta function [34—36]
has been proposed by many authors in [12, 37—39]. An
advantage of using this method is to avoid the diver-
gences that appear in the partition function calculated
via the Euler—Maclaurin approach [11]. The authors,
in their studies, used the Cahin—Mellin transforma-
tion of the exponential function. Recently, Frassino et
al. [18] generalized the method proposed in [12] by
taking all the negative poles of I" function (see also the
following [17]). In this sense, we want to obtain the
thermal properties of the one-dimensional Klein—
Gordon oscillator in Rindler spacetime. The influ-
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ence of geometrical parameter of this space will also be
the objective of this study.

Hyperbolic motion in Minkowski spacetime [40],
namely the, classical motion of a relativistic particle
with constant proper acceleration, is crucial for under-
standing motion in the presence of horizons and,
more importantly, for understanding relevant phe-
nomena like Hawking radiation in black holes and the
temperature associated with it [41, 42]. The investiga-
tions on this subject led Unruh [43] to discover a ther-
mal effect in the vacuum of a quantum field in Min-
kowski space when this vacuum is observed from a
uniformly accelerated frame which, in terms of the
adapted Rindler coordinates [44], has a fixed value for
the spatial coordinate and an evolving temporal coor-
dinate. Also, the Rindler space time is one part of the
Minkowski space time that describes accelerated
observers with constant accelerations [44, 45]. Rindler
space time is intriguing because of its geometrical
resemblance to the Schwarzschild black hole. In fact,
the Unruh effect in the Rindler space time is inti-
mately linked to the Hawking radiation in the
Schwarzschild black hole. Apart from having geomet-
rical properties that are similar to those of the
Schwarzschild black hole, the Rindler space time is
mathematically simple to study and has a closed form
for physical problems (see [14] and references
therein).

The principal aims of this paper can be recapitu-
lated as follows: (i) obtains the eigensolutions of the
1D Klein-Gordon oscillator (KGO). (ii) Via these
solutions, the thermal properties of the Klein—Gor-
don oscillator in one dimension are extracted. To do
this, we evaluate at first the partition function Z which
encodes the definition of the thermal quantities such
as the free energy, the total energy, the entropy, and
the specific heat. This function is obtained by using
the Zeta method. (iii) Finally, we focus on the study of
the influence of geometrical parameter of this space
such as the acceleration of the frame of the space into
consideration on both the eigen-solutions and the
thermal properties of the 1D KGO. These aims can be
realized by doing the following:

* At first, we obtain the eigen-solutions of the one-
dimensional Klein—Gordon oscillator in Rindler
spacetime.

* Then, the thermal properties of the system in
question will be calculated and analyzed by using the
method based on the zeta function via the Cahin—
Mellin transformation. To our best knowledge, the
determination of these properties is not treated in the
literature. Hence, the obtained results in this work
may be considered as a contribution to the field.

Finally, we note that although the topics of our
paper and [22] are similar in the form, the content of
both papers is very different. The principal difference
can be resumed in the following: Firstly, in [22], the
authors have investigated the quantum fractional of
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the one-dimensional Klein—Gordon oscillator (KGO)
as well as its statistical properties. The obtained differ-
ential equation in [22] has a fractional order o rather in
our case which the order of the derivation is an integer.
Secondly, both space-time are not the same: in [22],
the space-time is not curved contrary to the case
which is a hyperbolic space-time called Rindler space-
time controlled by parameter of the acceleration a.

The paper is organized as follows: Sections 2 and 3
are devoted the presenting the solutions of the Klein-
Gordon equation for the free case and in the presence
of the Dirac oscillator interaction [7] in the Rindler
spacetime respectively. In Section 4, the thermal
properties of the one-dimensional Klein-Gordon
oscillator are determined. Finally, Section 5 will be a
conclusion.

2. FREE KLEIN GORDON EQUATION
IN RINDLER SPACE-TIME

In this section, we solve the one-dimensional free
Klein—Gordon equation in Rindler spacetime.

The Minkowski metric in the proper coordinates
(M, &) is [14, 44, 46, 47]:

ds* = & (dn’ - d&’), (1)

where a is the acceleration. Because Rindler space-
time differs from Minkowski spacetime only by a
change of coordinates, then its curvature is zero every-
where. The laboratory coordinates and conformal
coordinates have a relationship is [44, 45]

e .

1M, = ~—sinh (an), 2
e

x(M,§) = 7cosh(an). 3)

The conformal coordinates (1,&) vary in the inter-
val —oo <M < 400, and —oo < § < +eo, that means an
extension of the spacetime metric [47].

In general, the governing equation of a massive sca-
lar field with an arbitrary coupling to the gravitational
field takes the form [1—4. 15, 45, 48]:

\/%ga“ (V-8g"9,0) + (m* +oR)p=0, (4

where R = 0 is the Ricci scalar, ¢ a coupling constant,

N—g = e , and m is the mass of the scalar boson.
Starting with (4), the detail form of the free KG
equation in the (1,&) coordinates is [ 14]:

9° 9 2 M;j
—-—-—=tme ,6) = 0. 4)
[81]2 85,2 o(n,€)
In order to solve this equation, we put that :
e(M.&) = Mo (§). (6)

No.2 2023
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Under the following boundary condition

¢(0) = ¢() =0, (7)

we found the following differential equation [14]:

2
(—a—z + mzez"éjcp(&) = E'9(%), ()
g
or
(92 +m'e™ ~ E*)(&) = 0. 9)
To find the solution, we use a new variable
_m a
z=—e".
a

After a simple calculation, we obtain

{z“i—22+ zi—(z2 —vz)}q)(z) = 0.

(10)
dz dz

withv = E. The last equation is Bessel’s equation in

a
modified form with the complex index v. The general
solution of (10) looks like [49]

¢(Z) =al, (Z)+bKv (Z)’ (11)
under the boundary conditions that
bz > =) = 0(z=2) =0. (12)
a

The condition at infinity requires that we set the
coefficient of /, to zero, since the First Kind function
always explodes. The K, function is the exponentially
decaying solution, while /, grows exponentially.

Now, in the approximation of small values of the

g

acceleration a, the variable z = m % can be expended

in the first order as follows:

z=%(1+a§+...).

(13)

Substituting (13) into (8), we obtain the following
expression

2
— 9 2am® + ¢ o(E) = 0. (14)
g
Equation (14) described the movement of a particle
in homogeneous gravitational fields over the surface of

the potential of type eZaE_,’ where the latter is assumed to
elastically reflect [14, 49]. With the following bound-
ary conditions:

¢(0) =0, ¢() >0, (15)
Equation (14) transformed into
0 (&)~ (&~ )0 (§) = 0. (16)

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

TAREK IMED ROUABHIA et al.

Using the abbreviation:

OL:2am2—l—3, (17)
CEEz—m2=%2, (18)
and the variable
c=5-1, (19)
where / = I ; is the characteristic length, Eq. (14)
(2am2)5
becomes:

POy
8&2 o =0.

In addition, the new boundary conditions on ¢ are:
O(-2) =0, ¢(0) = 0 (21)

The Airy function [14, 49] is the solution that
meets the boundary-condition ¢ (o) = 0.

0 (&) = NuomAi (§). (22)

For higher levels, A > 1, with the following asymp-
totic form relations:

(20)

Ji(x)= \/Zcos (x - 575), (23)
3 X 2
_ |2
J i (x)= \/:cos (x - —), (24)
El X
the wave function ¢ is given by
3
N =
0(8) = ~rom [Eeos| 282 - T |. (25)
3 3 4
As a result, for large values of {, one has:
2
A, = {3—"(2;1 + l)}3 . (26)
4 2

Using Eq. (16), the form of the energy spectrum is:

£ =+ L3 on s L, @7)
Pla\ ™7
or
E-= J_rm\/l +l2{3—"(2n +l)l for n>1.  (28)
*la 2/l

Figure 1 shows the form of the energy levels of 1D
free Klein—Gordon in Rindler spacetime for different
situations. Following this figure, we observe that
(i) the influence of the parameter / for five levels is
clear only for the low parameters. All levels coincide
with the high values of /. This remark allows us to
understand the Fig. 1b which represents the variation
Vol. 20
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Fig. 1. Spectrum of energy of one-dimensional freeon Klein—Gordon particle in Rindler spacetime.

of the energy spectrum FE versus the quantum number
n for different values of /. As the characteristic length /
increases, all the energy levels coincide.

3. ONE-DIMENSIONAL KLEIN-GORDON
OSCILLATOR IN RINDLER SPACE-TIME

We start with the 1D free Klein—Gordon equation
in Rindler spacetime

22
e _

E*)o(8) =0.

In the presence of a Dirac oscillator interaction, p.

becomes pé—immﬁ, and (29) is transformed into
[26, 27, 30, 50]

{(pi —imo&) ( p; +imw)+ m*e™™ —E2} (&) =0. (30)

After a simple algebraic calculation, we have
{pg +mw’E’ +imo[E, pel+ m*e** — E2} ¢(&)=0.(31)

With [&, p:] = i, (31) becomes

(pé +m 29)

{pé + m’E — mw+ m'e™™ — EZ} 0(§)=0. (32)

In the small values of the acceleration a approxi-
mation, we obtain

{pg2 +m 0’ —mw+2am’ —(E2 —m2)} 0(§) =0. (33)

With some algebraic steps, the final form of
Eq. (33) is given by

2
[ﬂ+lmm2y2]<p(y) = Eo(»), (34)
2m 2
where
y=8+%, (35)
()

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

Vol. 20

(36)

Equation (34) is the standard equation of one-
dimensional Harmonic oscillator [49].

By simple calculation, the form of the spectrum of
energy is given by:

=tm szm+1—K2.
m

2
with k¥ = a_z‘ In the limit where a = 0 we recover the

0]
well known spectrum of energy of 1D Klein—Gordon
oscillator in flat space [12] (see Fig. 2).

In Fig. 2, we study the effect of the small values of
parameter a on the spectrum of energy. In this con-
text, the spectrum of energy as a function of the quan-
tum number # for different values of a is depicted in
Fig. 2. This figure reveals that the effect deformation
parameter a on the energy spectrum is significant only
in the lower levels.

E

n,a

(37)

4. THERMODYNAMIC PROPERTIES
OF THE ONE-DIMENSIONAL
KLEIN—GORDON OSCILLATOR
IN RINDLER SPACE-TIME

4.1. Methods

We first focus on calculating the partition function
Z in order to obtain all thermodynamic quantities of
the relativistic oscillator in question. The partition
function is defined by

(38)

b

7= Ze_BE” = Zemm@
" "
where B=1-«* with k =2 and r = L is the param-
eter which controls the non(?relativisti? limit.
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Fig. 2. Spectrum of energy of one-dimensional KGO versus quantum number # for a = 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1.

With the following substitutions

'y:@, a=£’ T:L (39)
2r Bm
Equation (38) can be rewritten as
> Yorn
Z=>e" . (40)
n=0

Here t = 1 denotes the reduce temperature [51].
m

In order to evaluate (40), we use the formula of the
Mellin transformation [12, 52]. With this formula, the
exponential function is written as an integral

CHico
e J. dsx T (s),
21 Y.

C—loo

(41)

where ¢ > 0 is real. So, the sum appears in (40) is
transformed into integral as follows

Y ,7(X+n 1 Cc+ioo

Zn:e_T 2_751;[ ds(%)_szn:((x+n)_7sl“(s)
et (42)

2}u I ds(r) C”(E Ha)r( )

Cc—joo

with x = Y«/ + n, I'(s) and CH(

the Euler and Hurwitz zeta function [34—36].
As we know, the Gamma Function has simple

poles at the negative integers for all s =—n, ne N,
and their residues at these poles are

G

oc) are respectively

Re{T,—n} = (43)

On the other hand, the function defined by

fj (44)

n=0 n+0€

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

is the Hurwitz zeta function [34—36]. It is a series that
converges only when R (s') > 1 and R (o) > 0. It can
be extended by analytic continuation to a meromor-
phic function defined for all complex numbers s' with
s' # 1. At s' = 1it has a simple pole with residue 1. The
condition on the convergence of the series is
s'= s/2 > 1 implies ¢ = 2. The integration in (42) can
be closed only in the negative parts of the complex
plane where the poles s = {O, 2, Z_}. Thus, applying
the residues theorem on Eq. (42) gives (see Fig. 3)

N

Yotn ‘52 1
N =Tyl 1K
Y 2 2 2r

n

+ZCH(“ 1+ 1_r jﬂ(%)n

n!

(435)

Recall here that the values of the Hurwitz zeta
function are known for negative integers and are

related to the Bernoulli’s polynomials (B,), _, by the
following formulae [35]
B
-n,0) = — 2L 46
G (o) = -2t (46)
Finally, by using that
Ci(0.0)=3 ~c. @)

for the ground state n = 0, the desired partition func-
tion Z is written down in terms of the Hurwitz zeta
function using the residues theorem for the the poles

s ={0,2,Z7} by [35]

(48)

Here, the ground state n = 0 was isolated [17, 18].
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Jn(x)

= Ne(x)
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Jm(s)

|
8
+ 4
~

* : > Ne(s)

S~ |

Fig. 3. (left) Contour of both T and & (n, s) functions. (right) Contour of the Mellin transformation of the problems in question.

(Figure inspired from [18]).

Now, we are ready to present and discuss our
results concerning the thermal quantities of the one-
dimensional Klein—Gordon oscillator in Rindler
spacetime. In what follows, seeking simplicity, we
have putthat r = w=m =1.

4.2. Results and Discussion

The most important thermal quantities, the free
energy F, the mean energy U, the entropy .S, and the
specific heat C, can be obtained using the following
expressions, which are derived from both definitions
of the partition function:

F=—tin(z), U =2 20E) (49)
ot
S:hﬂ@+rmg&{
dl 8;51 0
C=2t n(z)+1:2 n(z).
ot ot

From these above equations, all quantities are
reported as a function of the reduced temperature 1.
We note here that in order to determine these quanti-
ties, we have restricted ourselves to stationary states of
positive energy. This is because the Klein—Gordon
oscillator possesses an exact Foldy—Wouthuysen
transformation (FWT) [53, 54] which means that the
positive- and negative-energy solutions never mix. In
this sense, we assume that only the particles with pos-
itive energy are available to determine the thermody-
namic properties of our oscillator in question.

The behavior of all thermodynamics quantities for
the spin-0 particles, for solutions, is shown in Fig. 4.
Following this figure, we show all thermal properties
of the one-dimensional KGO for different values of

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS
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acceleration a. According to this figure, we can con-
firm that parameter a plays a significant role in these
properties, and the effect of this parameter on these
properties is very important. In particular, the curves
of the specific heat showed an important remark: for
different values of a, all the curves coincide and tend to
the asymptotic limit at 2 as in the flat spacetime [12].
In addition, we observe the following: when the solu-
tions approach to the asymptotic limit 2 very quickly,
they show a curvature around a specific temperature

T,- These curvatures decrease when the acceleration a
increases and no abrupt change around this tempera-
ture has been identified in the curve of the numerical
entropy function S. Consequently, the curvature

observed in the specific heat C, curve does not exhibit
or indicate the existence of a phase transition around a

T, temperature.

Finally, we note the existence of a recent study on
the investigation of the thermal properties of the free
Klein—Gordon equation in the Rindler spacetime in
one dimension [14]. The authors obtained at first the
eigen-solutions of the problem in an accelerated refer-
ence frame. Then, they showed that the non-inertial
effect of the accelerated reference frame mimics an
external potential and allows the formation of bound
states. After that, they inspected the effect of the accel-
erated reference frame parameter ¢ on the thermal
properties of the problem in question by using a
method based on the Euler—Maclaurin method [55].
Contrary to the KGO when the curves of the specific
heat showed a normal behavior as in flat spacetime
case [12], they found the existence of a negative spe-
cific heat in their system.
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Fig. 4. Thermal properties of the 1D Klein—Gordon oscillator in Rindler spacetime.

5. CONCLUSIONS

In this paper, we have calculated the one-dimen-
sional thermal properties of the Klein—Gordon oscil-
lator in Rindler space-time. First of all, the eigensolu-
tions have been obtained and used to evaluate the par-
tition function of our problem. Then, we have studied
the influence of the small values of the acceleration a
on these properties. The statistical quantities were
investigated by employing the Mellin and the zeta
function methods. All these properties such as the free
energy, the total energy, the entropy, and the specific
heat, show the important effect of parameter a on the
thermodynamics properties of the KGO in one
dimension.
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STATISTICAL PROPERTIES OF THE ONE-DIMENSIONAL DIRAC
OSCILLATOR IN RINDLER SPACE-TIME

T. I. Rouabhia* and A. Boumali*

We study the spin-1/2 relativistic fermions influenced by the Dirac oscillator in Rindler’s space—time. The
energy eigenvalues of this oscillator enable us to calculate the thermodynamic properties of this oscillator
by using the Hurwitz zeta function via the Mellin transformation. The effect of the geometry of space—time
on these properties is studied.
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1. Introduction

In recent years, interest in the study of quantum mechanical relativistic particles and gravity has focused
on solving the general relativistic form of their wave equations. These equations may appear insignificant
at the atomic level, where gravitational effects are minimal. The physics that governs these particles is
crucial to astrophysics and cosmology, where gravitational effects predominate. Moreover, the study of
single-particle states is essential for developing a unified theory of gravity and quantum mechanics [1], [2].

The Dirac relativistic oscillator has a significant theoretical and practical potential. It was first inves-
tigated in [3]; a Dirac equation was considered there with the momentum 7 replaced by p — impBwr, where
7 is the radius vector of the particle, m is its mass, and w is the oscillator frequency. The authors of [4],
[5] rekindled interest in the problem by naming it the Dirac oscillator (DO) because it becomes a harmonic
oscillator with a very strong spin—orbit coupling term in the nonrelativistic limit. The DO interaction can
be shown to describe a physical system interpreted as the interaction of an anomalous magnetic moment
with a linear electric field [6], [7].

The coordinates of a hyperbolically accelerated reference frame are an important and useful coordinate
chart representing a part of the flat Minkowski space—time in relativistic physics [8], [9]. A uniformly
accelerating particle in special relativity experiences hyperbolic motion, for which a uniformly accelerating
frame of reference in which it is at rest can be selected as its proper reference frame. The effects arising
in a homogeneous gravitational field can be compared to the phenomena in this hyperbolically accelerated
frame. The uniformly accelerated observers in Minkowski space—time [10], also known as the Rindler space—
time, are another type of noninertial system that could be investigated for this purpose. Parallel to this,
gravitational effects on quantum mechanical systems have been extensively studied over the last several
years [11].
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The question of how quantum systems are affected by the structure of space-time, and whether there
is any significant effect, is fundamental in physics. Systematic studies are being conducted to investigate
these gravitational effects [12].

The thermal properties of DO oscillator were first considered in [13], where the Euler-MacLaurin
formula was used to calculate all of the thermal quantities of the oscillator. Although this method can
be used to obtain all thermal properties of the system, the expansion of the partition function using it is
only valid in high-temperature regimes. The partition function diverges at the temperature 7' = 0 K. Here,
we are interested in i) improving the calculations of the thermodynamic properties of relativistic harmonic
oscillators in all temperature ranges, and ii) removing the divergence that appears in the partition function
of the DO at T' = 0 K. Both objectives can be met by employing a zeta function-based method [14]-[16].
The zeta function has been successfully applied in a variety of fields in physics, ranging from ordinary
quantum and statistical mechanics to quantum field theory [17].

In this paper, a single-particle solution of the DO equation in an accelerated reference frame is discussed.
The paper is organized as follows. In Sec. 2, we present a DO equation for spin-1/2 fermions in the Rindler
space—time. In Sec. 3, we present the thermal properties of spin-1/2 fermion particles and their behavior in
the same accelerate frame. We conclude in Sec. 4. Throughout this paper, we use natural units & =c = 1.

2. One-dimensional Dirac oscillator in Rindler space—time

2.1. Free fermionic particles in Rindler space—time. The Minkowski metric in Rindler’s coor-
dinates (1, ¢) is [8], [18]-]20]
ds? = 7 (dn? — de?). (1)

Because the Rindler space—time differs from the Minkowski space—time only by a change of coordinates, its

curvature is everywhere zero. The laboratory and conformal coordinates are related as [8], [21]

e

e
u sinh(an), x(n, &) =

tn,€) , cosh(an), )

where a is the acceleration and the coordinates (7, £) range the intervals —oco < 7 < 400 and —oo < £ < +0o0.
The Dirac equation in arbitrarily curved space—time has the form [18]

[Z,y#(aﬂ - PH) - m]/l/)D = 03 H= 05 ]-7 27 37 (3)

with m is the particle mass, T')(z) are the spinor affine connection, and v are the generalized Dirac
matrices. They satisfy the anticommutation relations

{v*,7"} = 29" (4)
The local v*(x) are connected with the standard flat space—time Dirac matrices v* via a set of tetrad fields

el(x) as [22]
() = ef(x)y". ()

These matrices obey the relation
rab __

g, (6)

where (u,v) = (0,1,2,3) are tensor indices, (a,b) = (0,1,2,3) are tetrad indices, and 7'?® = diag(+1, —1,
—1,-1) is the Minkowski tensor [22]. The form of e, and their inverse e} are suggested by the diagonal

1 0 1 0
a _ o(& u _ _—o(&
e#—e()<0 1), el =e U(O 1). (7)

e (@)ey (z)n

form of the line element [23]:
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The Christoffel symbols I'y,, are given by

v 1 v
o= 29 B[aogﬁu + Ougpo — 98 9opl- (8)

With the v matrices represented as [24], [25]

)

7€) =170, 7€) =" (10)

we have

With all the parameters in Eq. (3) determined, the free Dirac equation in Rindler’s space-time takes
the form [24]

[woao + iyt <a€ + id(;(;)) - me”(g)/ﬂ ¥y = 0. (11)

It can be reformulated as the eigenvalue equation
Hyy, = By, (12)

where
0 —0: —

1do(¢)
4 de¢

(€) | ooty
+ me°(&)/2 0

Hy =
O +

is Dirac’s Hamiltonian.
After the unitary transformation [24], [26]

_eoteal 0
U(E) = (0 1) , (14)
Dirac equation (12) becomes
ﬁD'l/;D(‘f) = 57;D(§)a &D(f) = (&1#&2)? (15)

The new wave function v, (€) is related to ¥p = (11,%2)T by a unitary transformation U as

QZJD(f) = U@DD(g)' (16)
Thus, ~
(§)-(2)
The new Hamiltonian is
~ . 0 —0¢ + me®(8)/2
o = UHU = (ag +meo(©)/2 0 : (18)
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As a result, we obtain the systems of equations

(=0 + me”©/2)ihy = Eipy, (19)
(65 + meg(f)p)ﬂl = E’l/?z <20>

It follows from Eq. (20) that

~ a +mea(§)/2 ~
do="" B 1. (21)

Substituting (21) in (19) leads to a differential equation for the v); component,
{-0% — ma — E* + m*e”©}¢1(€) = 0. (22)

We consider the particular case where o(§) = 2a§ [24], [26]. To find solutions of (22), we use a new
variable z = Te“g. After some simple calculations, we obtain

{22 @ + ij —(* - VQ)}IZH(Z) =0, v= Z'\/EQ _2ma' (23)

dz2 a

This is Bessel’s equation in modified form with a complex index v. The general solution of (22) is given by
[27], [28]
1(2) = al, (2) + bK,(2), (24)

under the boundary conditions

P1(00) = P1(m/a) = 0. (25)

The physical reason to impose these conditions at the boundaries is to have regular solutions at oo by
setting the wave function in this limit equal to zero. The condition infinity therefore requires setting the
coefficient at I, to zero, because K, is an exponentially decaying solution and I, exponentially increases.

Now, to solve Eq. (22), we use the approximation of low values of the acceleration a, as in [26]. In this
case, the variable z = Zle“‘s becomes

z:?(1+a£+~~~). (26)
Substituting this equation in (22) yields
{—852+2am2§—§}1;1(§) =0, ¢ = E?+ma—m?. (27)
We set . 5
a:2am2=l3, CEE2+ma—m2=2ml2, (28)

where [ = 1/(2am?)'/3 is the characteristic length, which can be computed for any mass. For an electron,
1 =0.088 cm for a = g and this length decreases as mass increases [28]. With the new variable o = /I — A,
Eq. (27) becomes
Oy -
_ =0 29
892 le ’ ( )

The new boundary conditions are

P1(=2) =0,  ti(c0) = 0. (30)
The solution of Eq. (29) with t;(c0) = 0 is given by the Airy function [20], [27], [28]

1/;1 (5) = Nnorm Al(&) (31)
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For higher levels, A > 1, we find (see [20], [26], [28] for more details)

An = (3;7 (2n + ;))2/3. (32)

Substituting (32) in ¢ defined in (28) leads to the final form of the energy spectrum:

En=tmyf1—= %+ L (3 (on4} oy >1 (33)
n = +m m Tz g n+, or n .

This equation is a compact expression for the energy spectrum associated with an accelerated reference.
It shows that the noninertial effect of the accelerated frame of reference mimics an external potential in the
Dirac equation and also allows the formation of bound states [20], [26].

Figure 1 shows the energy spectrum of 1D free DO in Rindler’s space—time vs. the quantum number n
for different values of other parameters. We see from Fig. la that the effect of the parameter [ is significant
only for its low values. For large [, the energy levels coincide. This remark allows us to understand Fig. 1b,
showing the variation of the energy spectrum FE vs. the quantum number n for various acceleration values
of a. According to this figure, the curves become more distinct for lower levels.

E.t -
b e T - 1=1

Fig. 1. Energy spectrum of free fermion particles within Rindler’s space—time in one dimension: F,

versus n for different values of { for a = 0.1 (a) and E, versus n for different values of a for [ = 3 (b).
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2.2. Fermionic particles in the presence of the Dirac oscillator in one dimension. Now,
to incorporate the interaction that describes the DO, we proceed with the following substitution in the
momentum component: d¢ — ¢ + mwBE [29]-[31]. Equations (11) is them transformed into

{i'yo <8§ + mwpBE + g) +FE - yomeag} U, =0. (34)
To solve (34), we adopt the ansatz
_ —ien (1 (5))
U, =¢ <¢2(€) . (35)
This gives the system of equations
(ag 4 4 z(&))%(&) = ts(6),
(36)
(= + g = % +2(9)Jua(©) = 1)
with z(€) = me®. Explicitly, Eq. (36) can be written as
HyWUy, = ey,
0 — B¢ + mw — a&/2 + z(€) (37)
Hy, = .
B — rmut — a€/2 + =(¢) 0

Using the same procedure as above (also see [24], [26]), we obtain a new Dirac equation with a new
Hamiltonian,

HDEJD(g) = E@D(g)v

. 0 0 4+ mesk — 2(€) (38)
P\ 9 + mwé + 2(8) 0 ’
whence, finally,
{—0% — mw + m?W?¢? — 0e2(€) — &% + 2%(§)}h = 0. (39)

To solve this equation, we adopt the approximation where the acceleration a is small, and therefore
2(€) = me® ~ m(1 + af). (40)

In this approximation, Eq. (39) is transformed into

1 4 1 a\ - e2-m2+mlatw)-
{Zm dg? * oM <§+ w) }¢1 N 2m v1. (41)
Setting
2 _ 2
yzf—i—a, o mm —l—m(a—l—w)’ (42)
w 2m
we obtain L2 )
2.2 7 v
- = ey 4

{ o di? + Yy }1/11 €1 (43)

Equation (43) is the standard equation for a harmonic oscillator in one dimension. Its energy levels

are well known, and the solutions are

2 2
e; —m* +ma+w) 1
= 44

2m W\t ) (44)
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whence

2
5n—:|:m\/nw+1a. (45)
m m

Figure 2 shows the energy spectrum of the 1D DO in Rindler’s space-time. We see that for a small
acceleration a, only the lower levels are affected by the acceleration of the frame. For very low values of a,
this influence can be ignored and the effect of this parameter on the energy spectrum indistinct.

En _—
6 _—
_
4 —— a=01
9 —— a=0.3
--------- a=0.5

0 — a=0.7
_9] a=0.9
_4-
_6 \

0 10 20 30 ™

a b

Fig. 2. Energy eigenvalues of a 1D DO in Rindler’s space—time.

3. Thermodynamic properties of the Dirac oscillator in Rindler
space—time

3.1. The method. We first calculate the partition function Z and then extract the thermodynamic
quantities of the relativistic harmonic oscillator from it. The partition function is given by

1—-a
7 = —BE, _ —V28Va+n _ 4
where w/m = 1. With Mellin’s transformation for the exponential
—x — _SF 4
e o /cﬂ_oo dsxz™°T'(s) (47)

(see Fig. 3a), the sum appearing in (46) becomes

7\/25\/a+n: 1 Crico \/ —s —s/2 _
Ze ds (V2P) Z(oan) I(s)

= 2mi C—io0

C+ic0
- Qjm' / ds (\/Qﬁ)_SCH(S/27 a)l(s), (48)

C—i00

where we set © = v/28v/a+n in (47), and T'(s) and (y(s/2,a) are the respective gamma function and
Hurwitz function. We note that the gamma function has simple poles at all nonpositive integers s = —n,
n € N, and their residues are (—1)"/n! [16], [17], [32], [33].
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a b

Fig. 3. (a) The Mellin transformation contour in Eq. (47); crosses show poles of the gamma function.
(b) Contour in the residue theorem and poles of the integrand in the problem under consideration.

The drawings are inspired by [32], [34].

Applying the residue theorem to Eq. (48) gives

267\/26\/a+n _

n

g+ G0.0) +ZcH< | )( " (vag)r. (49)

Finally, the sought partition function Z can be written in terms of the Hurwitz zeta function using the
residue theorem as

Z(r,a) = 2;2 + G (0, ! N a) +§:1<H (Z ! R a> (_nl!)anﬁ)”. (50)

Thus result allows us to determine all thermal properties of the one-dimensional DO in Rindler’s space—time.

At this stage, we can make an important remark about choosing the appropriate sign of the energy
spectrum for calculating the partition function. We limit ourselves to positive-energy stationary states.
The reason for this can be interpreted as follows: it was shown in [7], [35] that a physical interpretation
of the DO can easily be obtained by performing the Foldy—Wouthuysen transformation [36]. In other
words, regardless of the coupling strength, positive and negative energy solutions do not mix. The states of
negative or positive energy are occupied but a mixture of the two branches never occurs, which would have
caused particle—antiparticle annihilation. Hence, the fermion states are divided into two sectors: the usual
positive sector consisting of states with a positive number of fermions, and the negative sector, consisting of
states with a negative number of fermions. Once a state enters the negative sector, it cannot return to the
usual positive sector through an ordinary interaction, due to the presence of a barrier (similar to the gap
in solid-state physics) [37]. Hence, according to the above arguments, we assume that only positive-energy
particles participate in establishing the thermodynamic properties of the system.

3.2. Results and discussion. The most important thermal quantities—the free energy F', the mean
energy U, the entropy S, and the specific heat C\,—can be obtained from the partition function [38], [16]:

Fo 1an, U:_aan7

B op (51)
S gz Baan Cv _ﬁ2821nZ
kg as "’ ks op?
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We have computed these thermodynamic quantities for the one-dimensional DO in Rindler space—time.
In Fig. 4, they are shown as functions of the temperature 1/8 in the relativistic case with r = w/m. We
discuss the results. A difference can be seen in the behavior of the specific heat C,: when the solutions
rapidly approach the 2kg limit, the plots show a curvature around a specific temperature 1/3y. In plots of
the entropy S with different values of the acceleration a, no abrupt change around this temperature can be
identified. The curvature observed in the specific heat C, curve does not exhibit or indicate the existence
of a phase transition around 1/0p.

7 U
0 —-= a=0.1 10
—— a=0.3 .
--------- a=0.5
-5 a=0.7 6
\ a=0.9
—10
4
—15 \\\\ 9
1 23 45 6 7 81/ 0
S Cv
6 L 2.5
4//‘/
5 -~
// 2
4
1.5
3 --=- a=01 --=-a=01
—— a=0.3 ) —— a=0.3
21 F e a=05 1R e a=0.5
— a=0.7 3 — a=0.7
11 a=09 Liohh a=09
i
0 2 4 6 8 10 1/8 0 2 4 6 8 10 1/8

Fig. 4. Thermal properties of the one-dimensional DO in Rindler space—time.

4. Conclusions

In this paper, we have calculated the one-dimensional thermal properties of the DO in Rindler space—
time. We first obtained the spectrum energy of the oscillator and then evaluated the numerical partition
function. As a consequence, we determined all thermal properties. For specific heat curves, we observe
a bump that disappears when the acceleration decreases. These curves do not exhibit or indicate the
existence of a phase transition.
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