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Résumé

Dans ce travail, on s'intéresse a I'étude de la bifurcation de
zéro-Hopf des cycles limites pour quelques classes de systemes
différentiels en dimension 3.

Dans la premiere partie de ce travail, on étudie la présence de
bifurcations du type zéro-Hopf pour une équation de Jerk de la
forme:

X =—ax + xx* — x> —bx+cx, avec a,b,ceR.
Plus précisément, en transformant cette équation en un systéme
différentiel du premier ordre dans R®. On peut prouver
I'existence d'une bifurcation du type zéro-Hopf de laquelle des
solutions périodiques apparaissent proches du point d'équilibre
situé a l'origine lorsque les parametres a=b =0 et ¢ < 0.

Dans la deuxieme partie de ce travail, on utilise la méthode de
moyennisation des systemes dynamiques pour étudier I'existence
de bifurcation de zéro-Hopf pour un systeme de Genesio
suivant:

X=Y,

y=1z,

2 =—cx—by—az+x?,
ou a,b et ¢ sont des parameétres réels.

Mots clés: Solutions périodiques, Point d'équilibre, Méthode de
moyennisation, Bifurcation de zéro-Hopf.



Abstract

In this work, we are interested in the study of the zero-Hopf
bifurcation of limit cycles for some classes of differential
systems in dimension 3.

In the first part of this work, we study the presence of zero-
Hopf bifurcation in the Jerk equation of the form:
X =—axX + xx* — x> —bx +cx, with a,b,c e R.
More precisely, we transforme this equation into a first-order

differential system in the space R*®. We are able to prove the
existence of a zero-Hopf bifurcation from which appears
periodic solutions close to the equilibrium point located at the
origin when the parameters a=b =0 et ¢ < 0.

In the second part of this work, we use the averaging theory of
dynamical systems to study the existence of zero-Hopf

bifurcation at the following Genesio system:
X=Y,
y=1,
2 =—cx—by—az+x°,

where a,b and c are real parameters.

Keywords: Periodic solutions, Equilibrium point, Averaging
theory, zero-Hopf bifurcation.
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Introduction générale

Soit H(n) le nombre maximal de cycles limites des systémes polynomiaux de
degré n de la forme

& = Po(,y),
Lisain W

C’est ce qu’on appelle le nombre de Hilbert. L’essentiel du 16°™¢ probléme de Hilbert
posé en 1900 est de trouver sa valeur. Le probléme reste ouvert méme pour n = 2.
Comme mentionné dans Li [24], il existe peu d’études sur une borne supérieure de
H(n). Cependant, de nombreux résultats intéressants ont été obtenus sur sa borne
inférieure pour n > 2. Voir Li [24], Schlomiuk [35] et Ilyashenko [45]. Nous mention-
nons ici quelques résultats qui sont étroitement liés au sujet principal du présent
article. Chen et Wang [6] et Shi [36] ont indépendamment prouvé H(2) > 4. Li et Li
[23] ont prouvé H(3) > 11 en utilisant la méthode de la fonction de détection, puis
Han et al. [18, 19] ont également obtenu H(3) > 11 avec de nouvelles distributions
différentes de cycles limites en utilisant la méthode de changement de stabilité des
orbites homoclines. Yu et Han [46, 47] ont en outre prouvé H(3) > 12 en étudiant la
bifurcation de Hopf. Récemment, Li et Liu [26] et Li et al. [25] ont respectivement
prouvé que H(3) > 13. Zhang et al. [48] ont étudié¢ des perturbations quartic a un
systéme hamiltonien cubique et ont obtenu H(4) > 15. Han et al. [17] ont obtenu
H(4) > 20. Li et al. [22] ont obtenu H (5) > 24. Wang et Yu [41, 42] ont prouvé que
H(6) > 35 et H(11) > 121. Li et al. [50] ont obtenu H(7) > 50. Johnson et Tucker
[20] ont obtenu H(7) > 53. Wang et al. [43] ont prouvé H(9) > 80. Récemment,
Han et Li [16] ont étudié le systéme général de (1).

Le mémoire qui suit se divise en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons de nombreuses définitions et concepts
de base sur les systéemes dynamiques dont nous avons besoin dans ce mémoire.
Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle par quelques méthodes de moyennisa-
tion du premier et second ordre pour étudier les orbites périodiques des systémes
différentiels.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie la présence de bifurcations du type zéro-
Hopf pour une équation de Jerk de la forme

T = —ai + xi? — 2® — bx + ci,
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Introduction générale

ol a,b et ¢ sont des parameétres réels. Plus précisément, en transformant cette
équation en un systéme différentiel du premier ordre dans R3. On peut prouver
I’existence d’une bifurcation du type zéro-Hopf de laquelle des solutions périodiques
apparaissent proches du point d’équilibre situé & 1’origine lorsque les parameétres
a=b=0etc<O.

Dans le dernier chapitre, on utilise la méthode de moyennisation des systémes
dynamiques pour étudier 'existence de bifurcation transcritique et bifurcation de
zéro-Hopf pour un systéme de Genesio de la forme

T =y,
Y=z,
2= —cx — by —az + 22,

ou a,b et c sont des parametres réels.



Chapitre

Notions préliminaires et généralités

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et concepts de base sur
les systémes dynamiques qui seront utilisés dans ce mémoire.

1.1] Systéme différentiel d’ordre 1

Définition 1.1.1 Un systéme différentiel d’ordre 1 est l’équation

&= f(ta) (1.1)

ou f est une fonction continue sur I XU a valeurs dans R™, I C R étant un intervalle
ouvert et U étant un ouvert de R™.

Un couple (J, ), ot J C I est un intervalle ouvert et x : J — R™ est de classe C*,
est une solution de (1.1) si

(1) pour tout t € J, z(t) € U,

(2) pour tout t € J, & (t) = f (t,z (t)).

1.2 Systéme différentiel linéaire

Définition 1.2.1 Soit f : I x U — R" continue, ot I C R est un intervalle ouvert
et U est un ouvert de R™. On dit que le systéme différentiel

x':f(t,x),

est linéaire lorsqu’il existe deux fonctions A : I — M,(R) et B : [ — R", continues,
telles que
ft,z)=At)x+ B(t).



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Systéme différentiel homogéne

Définition 1.3.1 Le systéme différentiel
T=A(t)x,

est appelé systéme différentiel homogéne associé a & = A (t)x + B ().

1.4| Systémes dynamiques

Définition 1.4.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application
F : R x R" — R™ vérifiant les propriétés suivantes

|1.5] Flot d’un systéme différentiel
Définition 1.5.1 Soit le systéme non linéaire
i = (o), (1:2)
et le probléeme a valeurs initiales
&= f(z), x(0) = zo avec x € R",

E un sous ensemble ouvert de R™ et f € C* (E). Pour zy € E et ¢ (t, 1) la solution
du probléme a valeurs initiales, l’ensemble des applications ¢, définis par

th (170) =¢ (tv C(I()) )
est appelé le flot du systéme différentiel.

|1.6] Point d’équilibre

Définition 1.6.1 Un point x. est dit point d’équilibre(critique, singulier, station-
naire, fize), du systéme & = f(x), si f(z.) = 0.

Stabilité d’un point d’équilibre
e Un point d’équilibre z. est dit stable si

Ve >0, In > 0 tel que ||zg — ze|| <n =l (t,x0) — x| <&, t >0,
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

e 1. est dit asymptotiquement stable s’il est stable et si

dp > 0 tel que ||xzg —z|]| < p = tlifrn o (t, 1) = .,

e Un point d’équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

1.7 Systéme linéarisé et point d’équilibre

hyperbolique

Définition 1.7.1 On appelle systéme linéarisé de (1.2) au voisinage du point d’équi-
libre x., le systéme

t=Ax ou A= Df(z.) = (gf) : (1.3)
i/ 1<ij<n

ot Df(x.) est la jacobienne de f au point x..

Définition 1.7.2 Un point d’équilibre x. est dit hyperbolique si toutes les valeurs
propres de la matrice Jacobienne D f(x.) n'ont pas de partie réelle nulle.

Remarque 1.1 Si l'une des valeurs propres a une partie réelle nulle, le point
d’équilibre est dit non-hyperbolique.

|1.8] Flot hyperbolique et systéme hyperbolique
Définition 1.8.1 Si toutes les valeurs propres de la matrice A des parties réelles

non nulles alors le flot du systéme (1.3) est dit hyperbolique et le systéme (1.3) est
dit hyperbolique.

Systéme différentiel autonome
Définition 1.9.1 Soit le systéme différentiel
= f(z), ve€R",

Ce systéme est dit autonome si f(x) ne dépend pas explicitement de t (dépend seule-
ment de la variable x).



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Sous-espaces stables et instables

Soit A € M, (R). Il existe une décomposition
RTL:E«S@EU@EC7

en sous-espaces invariants par A et par e, Les valeurs propres de
e la restriction de A & E® ont partie réelle strictement négative,
e la restriction de A & E° sont de partie réelle nulle,
e la restriction de A & E™ ont partie réelle strictement positive.

Définition 1.10.1 On appelle E? le sous-espace stable, E° le sous-espace centre,
E" le sous-espace instable.

Plan et portrait de phase

Définition 1.11.1 Soit le systéme différentiel

i=P(zy),
{ y = Q(l'vy)v (14)

un portrait de phase est ’ensembles des trajectoires dans l’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (z (t),y (t)) du systéme (1.4) représentent dans le plan (xoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solutions
constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (zoy) est le plan de phase.

Cycle limite et Cycle limite hyperbolique

Définition 1.12.1 Pour un systéme plan, on appelle cycle limite est une orbite
fermée isolé. C’est a dire, au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre
orbite fermé. La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires
de son voisinage.

Définition 1.12.2 Supposons que le systéme plan (1.4) a une orbite périodique I'(t)
de période T'. Soit

5= / div (T (1)) dt.

Si 6 > 0 (resp. § <0) alors lorbite périodique T'(t) est un cycle limite instable
(resp.stable). Une orbite périodique I'(t) ayant § # 0 est un cycle limite hyperbolique.



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Amplitude d’un cycle limite

Définition 1.13.1 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la va-
riable x du cycle limaite.

1.14| Centre et centre isochrone

Définition 1.14.1 On dit que p € R? est un centre pour le systéeme différentiel
(1.4) sl eziste un voisinage U de p dans lequel toutes les orbites de U\ {p} sont
périodiques.

Définition 1.14.2 Soit T'(q) la période de [’orbite périodique passant par q ot q €
U\ {p}. on dit que p est un centre isochrone. Lorsque T'(q) est constant pour chaque

q € U\ {p}.

Classification des points d’équilibres d’un
systéme différentiel linéaire planaire

Considérons le systeme différentiel planaire

T = ax + by, P )
{y:cx—i-dy, ’OuA_<c d)
On supposera que det A # 0; L’origine est un seul point critique de ce systéme.

(1) Les valeurs propres A\, A\; de A sont réelles
SiAp, A2 <0, (A1 # Ag) Vorigine est un noeud stable ( voir Fig 1.1 ).
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Fig 1.1. Nceud stable



Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

Si A1, A2 >0, (A1 # Ag) Vorigine est un noeud instable ( voir Fig 1.2 ).
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Fig 1.2. Nceud instable

Si A1, Ay sont de signe opposé, l'origine est un point selle ou col ( voir Fig 1.3 )
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Fig 1.3. Selle ou Col

Si A1 = Ay = A. A est diagonalisable, I'origine est un noeud étoile
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Chapitre 1. Notions préliminaires et généralités

( voir Fig 1.4, Fig 1.5 ).
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Fig 1.4. Nceud étoile stable si : Fig 1.5. Nceud étoile instable st :
A <0. A>0.

Si A1 = Ay = A. A est non diagonalisable, 'origine est un nceud dégénéré
( voir Fig 1.6, Fig 1.7 ).
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Fig 1.7. Nceud dégénéré instable si :
A > 0.

(2) Les valeurs propres de A sont complexes

Si A1, A2 complexe conjuguées avec la partie réelle non nulle, (A\; = a — i3, \y = o + if3) .
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La partie réelle des valeurs propres est négative, ’origine est un foyer stable
( voir Fig 1.8 ).
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Fig 1.8. Foyer stable

La partie réelle des valeurs propres est positive, l'origine est un foyer instable
(voir Fig 1.9).
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Fig 1.9. Foyer instable

Si A1, A2 imaginaires pures, (A\; = i3, Ay = —if3), origine est un centre
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( voir Fig 1.10 ).
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T " e i e v e, W e W, Wi, W, W, W, W W
P bk L L S
BB A e = e A e e, B e, W, B W, W W
o o A A A e B, T, B, W W W W
o o o o e T e e W N RN

P e e R A L L RS Y
PP B AP rgr Pl DL S Y
F df B e N A VN
diiidd fd'/-"-\\\‘:'lt-?\":‘
%llll'\\\ﬂqf'fffﬁff'ff;
WVid % AR TSN
R R R N I P P P A
R N LT P W P Y
R e o SN N e P

M N R R L T R e B
M i T T T S e e e e o
Som T e T S e e e S e il ol W P I
T L L o T e J . I
L T T T T i o T el el ol ot ol o P

Fig 1.10. Centre

Systéme quadratique dans R’

Définition 1.16.1 On considére le systéme différentiel

(o 2 2
T = ag,0,0 + A1,00T + G2,0,0T" + Go,1,0Y + G1,1,0TY + Qo 2,0y +
2
(0,012 + a1,0102 + ap,11Y2 + o227,
7= boo.0 + bioox + bagor?+b +bi1oxy + b 2+
Yy 0,0,0 1,0,0 2,0,0 0,1,0Y 1,1,02Y 0,2,0Y
2
bo,0,1% + b1,0122 + bo11Y% + b o227,
s 2 2
Z = C0,0,0 T €1,0,0C + C2,00%" + Co,1,0Y + C1,1,0CY + Co2,0Y +
2
L €0,0,12 + €1,0,1T2 + Co,1,1Y2 + Co0,22°.

ce systéme est dit quadratique dans R3.

1.17| Fonction localement Lipschitzienne

Définition 1.17.1 Soit U C R™ un ouvert, une fonction f : U C R" — R" est dite
localement Lipschitzienne si pour tout x € U, il existe un voisinage U, C U de = et
une constante k > 0 tels que

Vy,2 €U, [If () = f R <klly—=l.
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Chapitre

Méthode de la moyennisation

2.1) Méthode de la moyennisation du premier
ordre

On considére le probléme & valeur initial suivant
i=cF (t,z) +°G (t,z,e), 1(0) =, (2.1)
et ’équation différentielle moyennée

y=cf(y), y(0)=a. (2.2)

Dans (2.1) et (2.2), x,y € D, ou D C R" est un ensemble ouvert, ¢t € [0,00) et €
suffisamment petit positif. On suppose que les fonctions F' : [0,00) x D — R” et
G :[0,00) x D x (0,&0] — R™ sont T-périodiques en la variable ¢, et f: D — R" est

donnée par
T

f) =g [ F (23)
0
Le théoreme suivant établit que, sous certaines conditions, les points d’équilibre de
I’équation moyennée (2.2) correspondent a des solutions T-périodiques du systéme
(2.1).

Théoréme 2.1.1 On considére les problémes de valeurs initiales (2.1) et (2.2) et
supposons que F', D, F, D,.F, G et D,G sont continues et bornés par une constante
indépendante de £ dans [0,00) x D et e € (0,g0]. De plus, on suppose que Fet G
sont T-périodiques en t, avec T indépendant de €. Alors, les hypothéses suivantes
sont valables.

12



Chapitre 2. Méthode de la moyennisation

(a) Pour t € [0,1/¢] on a x(t) — y(t) = O(e) lorsque € — 0.
(b) Si p est un point d’équilibre du systéme (2.2) tel que

det D, f(p) # 0, (2.4)

alors il existe une solution périodique z(t,e) de période T du systéme (2.1)
telle que z(t,e) — p = O(¢e) lorsque € — 0.

(c) Si toutes les parties réelles des valeurs propres de la matrice D, f(p) sont né-
gatives, alors la solution périodique x(t,¢) est stable. Si une partie réelle des
valeurs propres est positive, alors la solution périodique x(t, ) est instable.

Pour la preuve de théoréme 2.1.1 voir [40]. Pour une introduction générale a la
méthode de moyennisation, voir par exemple le livre de Sanders, Verhulst et Murdock

Méthode de la moyennisation du second
ordre

Théoréme 2.2.1 Soit A un ouvert de R" et g > 0. On considére le systéme diffé-
rentiel

i (t) = ek (2,t) + 2Fy (z,t) + 2R (w1, ), (2.5)
ot Fi,Fo : AXR—-R" R: AXR X (—¢g9,69) — R" sont des fonctions continues,
T-périodiques en la seconde variable t, Fy(-,t) € CY(A) pour tout t € R, Fy, Fy, R
et D, Fy sont localement Lipchitziennes par rapport o x, et R est différentiable par
rapport a €. On définit les deux fonctions f,g: A — R™ comme suit

. T
— [ Iy ( 2.6
D=7 [ R (26)
0
1 T s
:f/ D.Fi(z,s) /Fl (z,t)dt + F5 (z,s) | ds. (2.7)
0

(a) posons h = f si f # 0 sinon posons h = g. S’il existe p € A tel que h(p) = 0
et det Dh(p) # 0, alors, pour || > 0 suffisamment petit, il existe une solution
T-périodique (-, €) du systéeme (2.5) tel que p(t,e) —p = O(e).

(b) Pour p et ¢ qui sont dans (a), si les valeurs propres de Dh(p) ont des parties
réelles négatives, alors la solution périodique ¢ est stable. Si une des valeurs
propres de Dh(p) a une partie réelle positive, alors p est instable.

Dans ’énoncé (a) du théoreme 2.2.1, si f # 0 on obtient la moyennisation du
premier ordre, sinon on obtient la moyennisation du second ordre.

Pour la preuve du théoréme 2.2.1 et plus d’informations sur la méthode de moyen-
nisation, voir [1, 3, 40].

13



Chapitre

Bifurcation de Zéro-Hopf pour un systéme de
Jerk en dimension 3

3.1 Introduction et résultats principaux

En mécanique classique, un Jerk est une équation différentielle explicite du troi-
siéme ordre de la forme
T =J (& x,x,t),
décrivant 1’évolution de la position x(t) avec le temps t. La fonction J fournit le
taux de variation de l’accélération du mouvement.
[’équation différentielle non linéaire du troisiéme ordre suivante est un Jerk qui
étudiait par Vaidyanathan [39]

2% — b +ci, (3.1)

avec a,b,c € R, généralisant 1’équation étudiée par Sprott [38], ou b = ¢ = 0. La
principale motivation de Vaidyanathan dans I’étude de cette équation est que sa
solution est chaotique pour certains parameétres, par exemple, il montre que (3.1)
présente le chaos lorsque a = 3.6, b = 1.3 et ¢ = 0.1. De nombreux chercheurs ont
été intéressés a trouver d’autres systémes chaotiques, principalement motivés par les
circuits de Chua. Voir aussi [8] pour les oscillateurs chaotiques de Jerk.

L’équation différentielle (3.1) est équivalente au systéme de Jerk suivant

T = —al + 21

T =y,
Y=z (3.2)

2= —az — bxr + cy + xy? — 5.

Dans ce travail, nous ne sommes pas concernés par le chaos du systéme (3.2). Notre
objectif principal est d’analyser la bifurcation de zéro-Hopf & 'origine et de prouver
I’existence de cycles limites qui dépendent par les paramétres a, b, c € R.

14



Chapitre 3. Bifurcation de Zéro-Hopf pour un systéme de Jerk en dimension

3

Nous rappelons qu'un équilibre de zéro-Hopf d’un systéme différentiel autonome
en dimension 3 est un point d’équilibre isolé 2, tel que les valeurs propres de la
matrice jacobienne du systéme en zy a un zéro et une paire purement imaginaires.
En outre, on consideére un systéme différentiel autonome en dimension 3 dépendant
d’un paramétre o € R? ayant un point d’équilibre de zéro-Hopf 2y lorsque o =
(0,0). L’apparition de différents types de dynamique dans un voisinage de 2, comme
« varie prés de (0,0), est appelé une bifurcation de zéro-Hopf du systéme en z.
Pour plus d’informations sur la bifurcation zéro-Hopf et d’autres bifurcations, nous
adressons le lecteur & Kuznetsov [21] ou Guckenheimer, Guckenheimer et Holmes,
Han, Marsden et Scheurle [13, 14, 15, 34|, respectivement.

Pour autant que nous sachions, il n’y a pas encore d’analyse de bifurcation de
zéro-Hopf du systéme de Jerk (3.2) dans la littérature. L’objectif de ce travail est
de persuader une telle étude.

Afin d’étudier la bifurcation de zéro-Hopf des cycles limites d’un systéme diffé-
rentiel (3.2), nous utiliserons la méthode de moyennisation. Cette méthode a déja
été utilisée pour étudier les bifurcations Hopf et zéro-Hopf dans d’autres systémes
différentiels, voir par exemple [2, 4, 9, 12, 27, 28, 29].

Proposition 3.1.1 Le systéme de Jerk (3.2) admet un point d’équilibre de zéro-
Hopf si et seulement si a =b =0 et c <0. Dans ce cas, I’équilibre de zéro-Hopf est
le seul point singulier du systéme, et il est localisé a l’origine.

Ainsi, posons ¢ = —¢%, § > 0, on peut laisser @ = (a,b) étre le paramétre
en dimension 2 comme dans la définition ci-dessus afin d’étudier la bifurcation de
zéro-Hopf du systéme (3.2) a 'origine. Notre principal résultat est

Théoréme 3.1.1 Soient as, by, 6 € R tels que 6 > 0, 6 — 3 # 0 et 2a96° — by # 0,
et posons (a, b, c) = (2ay, £2by, —0%). Pour le systéme de Jerk (3.2), on obtient

2b 5 by — as0”
(1) si2a96%—by > 0, 22—1——_(12 >0 et % > 0, alors trois orbites périodiques
nées au point d’équilibre lorsque ¢ — 0.
2b 52 by — 0>
(2) si2a90°—by > 0, ;;—_a; >0 et % < 0, alors deux orbites périodiques
nées au point d’équilibre lorsque € — 0.
2b 5 by — az6°
(3) si2ay0® — by <0, ;;—_a; <0 et % > 0, alors une orbite périodique

nait au point d’équilibre lorsque € — 0.

De plus, dans le Tableau 1, nous présentons toutes ces possibilités d’orbites
périodiques ainsi que leur stabilité ou leur instabilité.

Remarque 3.1 les hypothéses sur 0, as et by autres que celles du théoréme 5.1.1
ou du Tableau 1 ne fournissent pas d’orbites périodiques.
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Chapitre 3. Bifurcation de Zéro-Hopf pour un systéme de Jerk en dimension

3

Tableau 1

Le nombre d’orbites périodiques, exemples explicites de (9, as, be) réalisant chaque
possibilité et la stabilité de chaque orbite. Les cas non apparaissants ne fournissent
pas d’orbites périodiques ou ne sont pas réalisables.

§%-3>0 §%-3<0

bg—a252>0 bg—ag(SZ <0 bg—a252<0
(2,1,0)
9 3,(2,1,5) 2, 1,(1,1,0)
2bz+a0">0 1 stable, 2 instable (2, 1.7 4) instable
les deux instables
2 2 : B 1,(1,2,-1)

22307-by>0 2by+agd“=0 pas possible aucune, (2,1, —1) instable

2by+ayd><0 pas possible

3.(L, ay, —3). 2]aa] <3
1 instable, et I'autre
2 stable si ag>0 et

instable si ag<0

aucune, (2,0, —1)

1,(2,0,1)

instable

(2,—1,—5) (1,-2,3)

2
220"~y <0 (2, -1, —4) instable

aucune,

Remarque 3.2 Nous prouvons le théoréeme 3.1.1 en appliquant la méthode de moyen-
nisation du second ordre. Puisque nous prouvons que la fonction moyennée ne peut
pas étre identiguement nulle, il s’ensuit que la méthode habituelle de la méthode de
moyennisation d’ordre supérieur ne peut pas étre appliquée pour trouver éventuelle-
ment plus de solutions périodiques.

|3.2] Preuve du Proposition 3.1.1 et Théoréme
3.1.1

Preuve du Proposition 3.1.1. 1l est clair que (x,0,0) avec x = 0 ou 2? = —b.si
b < 0, sont les points singuliers du systéme (3.2).
Le polynome caractéristique de la partie linéaire du systéme en (z,0,0) est

p(A) =X\ —aX + ) —b— 325

Pour avoir un équilibre de zéro-Hopf, nous avons besoin d’une valeur nulle et de
deux valeurs propres purement imaginaires, disons +:9, avec 6 > 0. Posons

p(A)=-A(N+6%),

on obtient a = b = 0 et ¢ = —°. En particulier, le seul équilibre de zéro-Hopf est
(0,0,0). m
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3

Preuve du Théoréme 3.1.1. Posons (a,b,c) = (ca; +%ay, eby +£2by, —6% +ecy +
g2cy), alors le systéme de jerk (3.2) devient
T =y,
Y=z, (3.3)
i=—c(a+eax)z —e(by+eby)w+ (6% +ecr + &%) y + xy? — 2.

Ici nous considérons aussi la perturbation ec; +2cy, mais comme il sera clair dans la
preuve, cela n’apportera aucune information sur les cycles limites aprés application
de la méthode de moyennisation.

Remarquons que comme dans la preuve de proposition 3.1.1, lorsque € = 0, les
valeurs propres a l'origine du systéme (3.3) sont 0 et +id.
En utilisant le changement de variable (x,y,2) = (¢X,eY,eZ), le systéme (3.3)
s’écrit

X =Y,
Y = Z,
7 ==8Y +e(—aZ — b1 X + 1Y)+ e (—asZ — by X + Y + XV? - X3).
(3.4)
En faisant maintenant un changement de variable linéaire
(X,Y,7) = (w + % u, —51}) , (3.5)

afin d’obtenir la matrice de la partie linéaire a 'origine du systéme (3.4) lorsque
e = 0 écrit sous sa forme normale réelle de Jordan

0 =6 0
o 0 0 ],
0 0 O
avec ces nouvelles variables, le systéme (3.4) s’écrit sous la forme
U= —0v,
U= du + 55(’11 + €h2), (36)

W = —e(hy + chy),

ou

o= h(u,w) = o - S 00

52 52 5’
v 3w by —u? + 3wt v cou+ (U —by))w—wd  ayv
hg = hg(u,v,w):$+ 54 +<2 53 ) — 2 ( (52 2) —%.

En coordonnées cylindriques (r,6,w) ot u = rcosf,v = rsinf, w = w, avec r > 0,
le systeme (3.6) devient

cos

€:5+€5 (hl—l—Shg),

r
7 =edsinf (hy + chsy), (3.7)
w = —€<h1 + €h2>,
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avec hy = hy(rcosf,rsinf, w) et hy = ho(rcos@,rsinf, w). prenons § comme nou-
velle variable indépendante, on obtient

(dr e (hy + €hs)

do r 4 ecosf (hy + chs)
har — h3 cos

rsin 6,

= chy sin 6 + sin fe? + O (%),
. r (3.8)
d_w B e (hy + €hs) r
d)  r4+ecosd(hy +ehy)d’
hi  yhor — hjcosf
=—e- —&——— +

\ 5 7"5

O (e%).

Dans la notation du théoréeme 2.2.1, prenons t = 6,7 = 27w et z = (r,w)t, et
considérons A = (0,00) x R, on obtient

sin 6

_ H2 .
Fi(r,w,0) = hy ( _1/5)7 FQ(T’,ZU,H):M( sin 6 )’

r ~1/6

nous sommes donc sous les hypothéses de ce théoréme. Calculons f(r,w) on trouve

”
7 55 (b1 — @d”)
flr,w) = %/Fl(r,w,ﬁ)dﬁ = —bw
0 (')*3

Puisque 7 > 0, il n’y a pas de solutions de f(r,w) = 0 avec b; — a16> # 0. Par
contre, si by — a10® = 0, les zéros de f (r,w) ne sont pas isolés. En particulier on ne
peut pas appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. On passe alors
a la méthode de moyennisation du second ordre. Pour obtenir f = 0 nous prenons
a1 = by = 0 et on simplifie F5, on obtient

in6
Ey(r,w,0) = 2 (hy — i cos® 0/6%) ( ilil/(; ) .

Calculons g(r,w), on obtient

27 0
1
g(r,w) = o Dy F1 (7, w0, 0) /Fl(r,w, s)ds + Fy(r,w,0) | df,
0 0
1 2 9 X
_ cir [ dcosfsin” 6
2 (ﬁ ( — cos fsin® 0 > + By(rw, 9)) do,
0
L 7 ((3—6%) r?+4byd” — daxd® + 126°w?) /4
26° —w (3 6%) 12 + 20,8 + 26%?) -
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On analyse les solutions de g(r,w) = 0, avec r > 0. On observe d’abord que ’on
peut supposer 62 # 3, sinon ¢ = 0 n’a pas de solutions isolées. Avec cette hypothése,
on obtient

4 (bz — CL2(52) 52

r? = 5 , w=0, ou
5 =3

s 4(2004a98%)6° s 2a26° — by

re = 5 , w=——-->0
5 (0% —3) 5

Le Jacobien de g a ces solutions est

(bg — a252) (2@262 — bg) ot — 2 (262 + CL252) (2@2(52 — bg)

56 566 ’ (39)

respectivement.

Avec ces informations, nous analysons maintenant ’existence de solutions simples
réelles. Observons d’abord que nous pouvons supposer 2a»6> — by # 0, sinon il ne
reste aucune solution simple.

. bz — a2(52 2b2 + CL2(52

Sl >0 ———
0" —3 0" —
simples (7;, w;),i = 1,2,3 donné par

— 2 —

> 0 et 2a90% — by > 0, on a les solutions isolées

63 5 (0% —3)
(r3, w3) = (rz, —ws).
(3.10)
b2 — CL252 ~ 0 2b2 + a252

, < 0 ou 2a40% — by < 0 alors on a seulement la solution
6 -3 6 -3

Si
b2 — (125 <0 2b2 + a262

isolée (r1,w;) comme défini par (3.10). Si T <0 oy > 0 ou 2a,0% —
by — asd
by > 0 on a seulement les solutions (ry,ws) et (r3,ws). Enfin, si 2 5 (123 <0,

2b2 + CL2(52
6 —3
Les conditions ci-dessus fournissant au moins une solution sont en accord avec
les conditions du théoréme 3.1.1. Il est maintenant simple de remplir le tableau 1
avec les informations sur le nombre d’orbites périodiques. Nous soulignons que la
colonne "manquée" correspondant & 62 — 3 < 0 et by — axd? > 0 soit ne fournit pas
de solutions soit elle est impossible.
En effet, sous ces hypotheses, si 2a20% — by > 0 et 2by + a26> > 0, il s’ensuit
b2 — CLQ(SQ 2b2 + CL262 , . ..
que -3 < 0 et 25 < 0, et donc nous n’avons pas de solutions (ici
(0,as,bs) = (1,2, 3) vérifie 'hypothese).

< 0 ou 2a56% — by < 0, on n’a pas de solutions.

19



Chapitre 3. Bifurcation de Zéro-Hopf pour un systéme de Jerk en dimension

3

Supposons 0° —3 < 0 et by —ayd” > 0 avec 2a36° — by < 0 (ici (8, ag, bs) = (1,0,1)
satisfait les hypothéses). Par contre, il est simple de voir que les hypotheses by —
a2 > 0, 2a20% — by > 0 et 2by+a20% < 0 ne peuvent pas se produire simultanément.

Nous continuons par analysant chaque solution(r;, w;) et le cycle limite corres-
pondant dans le théoréme 2.2.1.

Ce théoréme garantit que, pour ¢ suffisamment petit, & chaque racine (r;, w;) de
g correspond une solution périodique de période 27 du systeéme (3.8) de la forme
(r(0,e),w(0,¢)), avec (r(0,¢),w(d,e)) — (r;,w;) = O(e). Correspondant & celui-ci,
le systéme (3.7) admet la solution périodique (0(t,¢),r(t,¢),w(t,e)) d’'une certaine
période T. vérifiant (0(t,¢),r(t, ), w(t,e)) —(0,r;, w;) = O(e). Alors le systéeme (3.6)
posséde une solution périodique de période T

(u(t,e),v(t,e),w(t,e)) = (r(t,e)cosb(t,e),r(t, e)sinb(t,e),w(t,e)),

pour ¢ suffisamment petit, avec (u(t,e),v(t, ), w(t,e)) — (15,0, w;) = O(g). On ap-
plique maintenant le changement de variables (3.5) a celle-ci et on obtient pour
e petit la solution périodique (X(t,¢),Y(t,¢),Z(t,e)) du systéme (3.4) avec la
méme période, tel que (X(t,¢),Y(t,¢),Z(t,e)) — (w; + 1;/8,7;,0) = O(e). En-
fin, pour € # 0 suffisamment petit, le systéme (3.3) aura la solution périodique
(z(t,e),y(t,e), z(t,e)) = e(X(t,e),Y(t,¢e), Z(t,¢e)), avec

(x(t,e),y(t,e),z(t,e)) — e(w; +1;/8,7;,0) = O(e).

Alors correspondant a chaque solution réelle (7, w;), pour chaque e suffisamment
petit, le systéme (3.3) posseéde une solution périodique (z(t,¢),y(t,¢€), 2(t,€)) tel
que (z(t,e),y(t,e),2(t,€)) tend vers l'origine lorsque ¢ — 0. Il s’agit donc d’une
solution périodique bifurquent de point d’équilibre de zéro-Hopf situé a ’origine des
coordonnées lorsque € = 0. Nous observons que c; et ¢y ne sont pas pertinents pour
nos conclusions. Nous les négligeons donc dans 1’énoncé du théoréme.

Afin de terminer la démonstration du théoréme 3.1.1, nous passons a 1’étude
de la stabilité. Nous analyserons chaque entrée du tableau 1 ayant des orbites pé-
riodiques, fournissant la stabilité de chacune d’elles dans 1’énoncé (b) du théoreme
2.2.1. Puisque la matrice jacobienne Dg(r;, w;) est une matrice 2 x 2, il s’ensuit que
les parties réelles des deux valeurs propres sont négatives si son déterminant est
positif avec une trace négative. Par contre, si le déterminant est négatif, ou positif
avec trace positive, alors I'une des valeurs propres a une partie réelle positive.

Les expressions dans (3.9) fournissent le déterminant des matrices Dg(ry, wq) et
Dg(r;,w;),i = 2,3, respectivement. Il est simple aussi de vérifier que la trace de
la, matrice jacobienne de g en chaque solution possible (r;, w;),i = 1,2,3, dans la

a
notation de la preuve précédente, est —=2 dans les trois possibilités.

On considére donc la premiére ligne et la premiére colonne du tableau 1 : les deux
orbites périodiques correspondant & (r;,w;),i = 2,3, sont instables car le Jacobien
de g en chacune d’elles est négatif. Maintenant, le Jacobien en (71, w;) est positif,
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nous devons donc analyser la trace : les conditions 20562 — by > 0 et by — az6> > 0
impliquent que as > 0, donc la trace est négative, et donc la solution est stable.
Dans la premiére ligne et la deuxiéme colonne du tableau 1, nous n’avons que les
solutions (r;, w;),7 = 2,3, avec les hypotheéses, il s’ensuit que les deux sont instables
car le Jacobien est négatif. La derniére colonne de la premiére ligne n’aura que
l'orbite périodique associée a la solution (ry,w;), qui est instable car le Jacobien g
est négatif. On compléte donc la premiére ligne du tableau 1.

Maintenant, dans la deuxieéme ligne, il ne reste plus qu’a analyser la derniére
colonne, qui ne contient que lorbite périodique correspondant & (rq,ws). Il sera
instable car le Jacobien est négatif. Ceci compléte la deuxiéme ligne du tableau 1.

Dans la derniére colonne de la troisieme ligne, on a une orbite périodique corres-
pondant & (71, w;), celle-ci est instable car le jacobien est négatif, et deux solutions
correspondant & (r;, w;),i = 2,3. Le jacobien de g dans les derniers est positif et
la trace est négative si as > 0 (par exemple (0, a,b2) = (1,1,—3)) et positive si
ay < 0 (par exemple (§,as,by) = (1,—1,—-3)). Si la trace est nulle (par exemple
(0,as2,b2) = (1,0,—3)), nous n’avons pas pu conclure a la stabilité ou a I'instabilité
de ces orbites périodiques. Ceci compléte la troisieéme ligne du tableau 1.

Enfin, dans la premiére colonne de la derniére ligne du tableau 1, nous n’avons
que l'orbite périodique associée a (ry,w;) telle que g a un Jacobien négatif, et il
s’ensuit que cette orbite est instable. Maintenant dans la derniére colonne, nous
avons aussi seulement ’orbite associée a (r1, w;), mais maintenant avec un Jacobien
positif.

Ici, les hypothéses sont facilement données que as < 0 et il s’ensuit donc que
I’orbite périodique est instable. Ceci compléte le tableau 1. =

Exemple 3.2.1 En prenant 6 = 2,a9 = 1,bo = 5, ¢ = 0.1 il résulte du théoréme
3.1.1 que nous avons trois orbites périodiques bifurquent de l’origine. Voir Fig 3.1.

Fig 3.1. Trois orbites priodiques bifurquent de l’origine, pour les
valeurs 6 = 2,a9 = 1,bo =5, e = 0.1.
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Chapitre
1A

Bifurcation de Zéro-Hopf pour un systéme de
Genesio

4.1| Introduction et résultats principaux

Dans [10], Genesio et Tesi, inspirés par le probléme de la détermination des
conditions dans lesquelles un systéme dynamique non linéaire présente un compor-
tement chaotique, ont introduit 1’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre
suivante

T+ ai + bt + cx — 2* =0, (4.1)
ou a,b et c sont des parameétres et le point désigne la dérivée par rapport au temps
t. Si on pose y = & et z = ¢, alors 'équation (4.1) est équivalente au systéme
différentiel suivant

T =y,
=z, (4.2)
2= —cx — by —az + 22,

qui est communément connu sous le nom systéme de Genesio. Basés sur le principe
de l’équilibre harmonique, les auteurs de [10] ont présenté deux méthodes pratiques
pour prédire I'existence et la localisation des mouvements chaotiques. Par exemple,
le systéme (4.2) présente des comportements dynamiques chaotiques lorsque a =
1.2,0 =2.92 et c = 6.

On trouve dans la littérature plusieurs articles concernant le systéme (4.2). Par
exemple, les problémes de synchronisation du systéme chaotique de Genesio ont
été étudiés dans les articles [5, 30, 31, 44]. Déja dans [49] les auteurs ont étudié
la bifurcation de Hopf et 'existence d’une orbite homocline de Silnikov pour ce
systéeme. [’analyse de stabilité et la bifurcation de Hopf du systéme de Genesio avec
retour de retard distribué ont été étudiées dans [11].
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Dans ce travail, nous avons deux objectifs principaux. La premiére est de mon-
trer que le systéme (4.2) présente une bifurcation transcritique, c’est-a-dire qu’il y a
un échange de stabilité qui a lieu a un certain point d’équilibre de ce systéme pour
certaines valeurs de bifurcation des paramétres du systéme. L’analyse de la bifur-
cation transcritique se produisant dans le systéme de Genesio sera effectuée pour le
parametre c.

Le second objectif est d’étudier I'existence des équilibres de zéro-Hopf et des
bifurcations de zéro-Hopf pour le systéme de Genesio (4.2). Nous rappelons qu’'un
point d’équilibre de zéro-Hopf d'un systeme différentiel autonome en dimension 3
est un point d’équilibre isolé du systéme tel que la partie linéaire en cet équilibre a
une valeur propre nulle et une paire de valeurs propres purement imaginaires.

Habituellement, 1’outil principal pour étudier une bifurcation de zéro-Hopf est
de passer le systéme a la forme normale d’une bifurcation de zéro-Hopf. Cependant,
notre analyse de la bifurcation zéro-Hopf se produisant dans le systéme de Genesio
utilisera la méthode de moyennisation, un résumé des résultats de cette méthode
dont nous avons besoin ici est donné dans le chapitre 2. La méthode de moyennisation
a déja été utilisée pour étudier les bifurcations de Hopf et zéro-Hopf de certains
autres systémes différentiels, voir par exemple [2, 4, 27, 29].

Autant que nous sachions, personne n’a étudié 'existence ou non-existence de
bifurcation transcritique, équilibres de zéro-Hopf et bifurcation de zéro-Hopf pour
un systéme de Genesio (4.2).

Théoréme 4.1.1 Considérons le systéme de Genesio (4.2) et supposons que les
parametres a et b varient dans l’ensemble K donné par

K ={(a,b) € R*: b #0}\{(0,b) € R*: b > 0}.

Alors, le systéeme (4.2) présente une bifurcation transcritique au point d’équilibre
localisé en ['origine des coordonnées lorsque ¢ = 0.

Proposition 4.1.1 Le systéme de Genesio (4.2) posséde un unique équilibre de zéro-
Hopf localisé en l’origine des coordonnées lorsque a = c =10 et b > 0.

Théoréme 4.1.2 Considérons le systéme de Genesio (4.2) et supposons que a =
cea,b = w4 eB, ¢ = ev, avec w > 0 et € suffisamment petit. Alors, ce sys-
teme présente une bifurcation de zéro-Hopf au point d’équilibre localisé en [’ori-
gine des coordonnées lorsque ¢ = 0 si v* — a*w* > 0. De plus, l'orbite périodique
(x(t,e),y(t,e), 2(t,e)) bifurquent de l'origine et (x(0,¢),y(0,¢),2(0,¢)) est

— 2 2 _ 2,4 2 2 _ 2,4
e<7 o —”\/;w,o””ﬂo‘w)JrO(e?), (4.3)

9

2
si e > 0 suffisamment petit, voir Fig 4.1. Si Ay = (—aw?® £ 1/302w?* — 272 )/(2w?),

alors cette orbite périodique est stable lorsque Re(Ay) < 0, et instable si Re(Ay) >0
ou Re(A-) > 0.
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—oon| .

Fig 4.1. L’orbite priodique (4.3) pour les valeurs
a=w=1=0,v=2ete=1/100.

pour les valeurs « =w = 1,3 = 0,7 = 2et € = 1/100.

4.2 Bifurcation transcritique

On considére ’équation différentielle suivante

T = f(z,p) (4.4)

ouz € R", pe€Ret festdifférentiable. Le théoréme suivant (voir [37]) énonce les
conditions nécessaires pour que le systéme (4.4) présente une bifurcation transcri-
tique. Voir aussi [14]page 149, ou [32] page 338. Nous utiliserons le théoréme 4.2.1
pour prouver le théoréeme 4.1.1.

Dans le théoréme ci-dessous, nous utilisons la notation D, f pour désigner la ma-
trice jacobienne de la fonction f. On utilise aussi la notation (0f/0u) pour indiquer
le vecteur de dérivées partielles des composantes de f par rapport a u € R. AT
désignera la transposée de la matrice A.

Théoréme 4.2.1 On consideére la famille & un paramétre (4.4) et on suppose qu’il
existe xg € R"™ tel que f(xo, ) = 0 pour tout u, c’est-a-dire que xy est un point
d’équilibre du systéme (4.4) pour toutes les valeurs de paramétre. De plus, lorsque
W=l supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées.
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(H1) La matrice jacobienne M = D, f(xo, ity) posséde une valeur propre simple
A = 0 de vecteur propre v, et M7T posséde un vecteur propre w correspondant
a la valeur propre A = 0.

(H2) M possede k valeurs propres a parties réelles négatives, et n — k — 1 valeurs
propres a parties réelles positives.

(H3) w” ((9f/01) (0, o)) = 0.
(EL4) w” (D (9f /1) (0. 1y)v) # 0.
(H5) w” (D2 (20, 1) (v, v)) # 0.

Alors, le systéme (4.4) présente une bifurcation transcritique en point d’équilibre
xo & la valeur de bifurcation p = p,.

4.2.1| Preuve du Théoréme 4.2.1

Nous rappelons que l'analyse de la bifurcation transcritique se produisant dans
le systéme Genesio sera effectuée par rapport au parameétrer c. Donc en utilisant la
notation introduite de section 4.2, on a u = ¢ et le champ de vecteurs f associé au
systéme Genesio (4.2) est donné par

f(z,c)= (y,z,—c:v—by—az+x2),

ol # = (x,9,2) € R3 On remarque, pour simplifier la notation, nous remplagons
(x,y, 2) par (1, xa,x3).

Le champ de vecteurs f admet deux points d’équilibre zo = (0,0,0) et z. =
(c,0,0) qui se heurtent a l'origine lorsque ¢ = 0. De plus, lorsque ¢ = 0 La matrice
jacobienne dans ce cas est

1
o 1 |,
—-b —a

M = Dxf (x())O) =

o O O

le polynéme caractéristique de M est donné par
p(\) = =A% —aX? — b,

dont les racines sont
—a++Va?—4b
5 .

Puisque par hypothése les paramétres a et b appartiennent a ’ensemble K =
{(a,b) € R?> : b # 0}\{(0,0) € R? : b > 0}, alors les deux valeurs propres i
ont partie réelle non nulle.

La bifurcation transcritique est caractérisée par ’échange de stabilité du point
d’équilibre z. = (¢, 0,0) lorsque le parameétre ¢ passe par la valeur de bifurcation ¢ =
0. On remarque qu’il est difficile d’étudier la stabilité du point d’équilibre z., pour

A=0, =
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¢ # 0, en analysant les racines du polyndme caractéristique de la matrice D, f(z., ¢),
c’est-a-dire le polynome g (A\) = —\>—aA®—bA+c. Ainsi, nous utiliserons le théoréme
4.1.1 pour montrer que le systéme (4.2) présente une bifurcation transcritique.

On remarque que les vecteurs v = (1,0,0) et w = (b,a,1) sont des vecteurs
propres des matrices M et M7, respectivement, correspondant & la valeur propre
A = 0. De plus, nous avons cela

0
W (0f /om0, 0) = (b a 1) [ 0 | =0,
0
0 00
w” (D, (0f/0p)(20,0)v) = (b a 1) 0 00
-1 0 0
1
0 | =—-1#0,
0
0
w” (D2f(20,0)(v,v)) =(b a 1 )| 0 | =2#0.
2

Ainsi, toutes les hypotheses du théoréme 4.1.1 sont satisfaites. Ainsi, le systéme (4.2)
présente une bifurcation transcritique au point d’équilibre en 'origine a la valeur de
bifurcation ¢ = 0.

4.3 Preuve du Proposition 4.1.1 et Théoréme
4.1.2

Preuve du Proposition 4.1.1. Le polyndéme caractéristique de la partie linéaire
du systéme (4.2) en point d’équilibre 2, = (c,0,0) est g (\) = —\* —a\* — b +c.
On veut trouver les valeurs de parameétres pour lesquelles le polynéome ¢ admet une
valeur propre nulle et une paire de valeurs propres purement imaginaires, c’est-a-
dire les valeurs de parameétres pour lesquelles ¢ est de la forme —)\()\2 + B) avec
B > 0. Afin de simplifier les expressions, on posera B = w?, avec w > 0. Ainsi, en
posant g(\) = —A(\? +w?), on obtient @ = ¢ = 0 et b = w?. Par conséquent, lorsque
a=c=0et b> 0 il existe un unique point d’équilibre de zéro-Hopf en I'origine des
coordonnées. De plus, si on pose b = w?, avec w > 0, alors les valeurs propres sont
0et fiw. m

Preuve du Théoréme 4.1.2. Nous utiliserons la méthode de moyennisation de
premier ordre décrite dans le chapitre 2 (voir théoréme 2.1.1) afin d’étudier si, le
point d’équilibre de zéro-Hopf situé a l'origine des coordonnées, il bifurque une
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certaine orbite périodique en déplagant les paramétres a,b et ¢ du systeme (4.2).
Ainsi, que les parameétres a,b et ¢ du systéme (4.2) soient donnés par a = ea, b =
w? +ef et ¢ = g7, avec € > 0 suffisamment petit. Alors, le systéme de (4.2) devient
T =y,
Y=z, (4.5)
Z=—eyr — (W +ef)y —eaz + 22

La premiére étape pour écrire notre systéme différentiel (4.5) sous la forme standard
pour appliquer la méthode du moyennisation est d’écrire la partie linéaire a 1’origine
du systéme (4.5) lorsque € = 0 de sa forme normale réelle de Jordan, c’est-a-dire de
la forme

0 —w 0
w 0 0
0 0 O
En faisant le changement linéaire de variables (z,y,2) — (X,Y, Z), ou
Z —wX
x:—w, y=Y, z=wX. (4.6)

w2
avec les nouvelles variables (XY, Z), le systeme (4.5) devient

( % - 7% - 2wX7Z + w?X? - WY
= —
(v — aw?) wX — fw?Y —vZ
Y +5X e ) (47)
= W s
. (WX =2 (y—aw?)wX — BuwY —4Z
\ Z= wt e w? '

Maintenant, en posant (X, Y, Z) = (eu,ev,cw). Alors, le systéme (4.7) devient

U = —Wwv,

N (v — aw?) wdu — Bwlv — yw?w + w?u? — 2wuw + w?

5
5 )
U= wu “ (4.8)
, 8(fy — aw?) wiu — Bwtv — yww + wu? — 2wuw + w?
W= :
\ oA

En coordonnées cylindriques (r, 0, w) ot u = rcosf et v = rsinf, le systeme diffé-

rentiel (4.8) devient

(= % [(w — yw?) w — wr (2w — yw? + aw?) cos d
+w?r? cos? § — Bwrsinf cos b]

0=w+ is [(Yw? — w) w + wr (2w — yw? + aw?) cos d
—w?r? cos?  + Buwirsin ] sin 0,

W= % [(w — yw?) w — wr (2w — yw?* + aw*) cos
+w?r? cos? § — Bwirsin ).

(4.9)
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Dans le systéme (4.9) nous prenons f comme une nouvelle variable indépendante,
et on obtient
—5F1 0,r,w)+ O (%),

ge (4.10)
g = cha(0.r.w) + 0 (),

ou
Fi(0,r,w) = % [(w — ) w — wr (2w — yw? + aw?) cos
+w?r? cos? § — Bwrsin 9] cos 6,
F0,r,w) = % [(w — yw?) w — wr (2w — yw? + aw?) cos

+w?r? cos? § — Bwrsin 0] .

En utilisant les notations introduites dans le chapitre 2,on a t = 0,7 = 2n, x =

(r,w)T et
Fl,r,w) = < (
Fy(
o) = (
Il est immédiat de vérifier que le systéme (4.10) satisfait toutes les hypothéses du

théoréme 4.
Maintenant, nous calculons les intégrales (2.3). On obtient

27
1
fi(r,w) = %/Fl(ﬁ,r,w)dﬁ

r(yw? — aw* — 2w)
2wb ’

2

1
fa(r,w) = oy Fy(0,r,w)do
0

2uw? — 27w2w + w?r?
2wb '
Le systeéme fi(r,w) = fa(r,w) = 0 admet une solution unique (r*,w*) avec r* > 0,

c’est-a-dire
2 4200 2 2
. wy/E—atw . wi(y— aw?)

=, w =

V2 2
Le jacobian (2.4) en (r*,w*) prend la valeur
deta(flafZ) _ 72— a’w!
a (r’ w) (raw)=(r*,w*) 2w6 )
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qui est non nulle par hypothése. De plus, les valeurs propres de la matrice jacobienne

ot O ) | ay=r )
d(ryw) ™ ’
sont donnés par
—aw? £+ /302wt — 242
2w3 '
Le reste de la preuve du théoréme 4.1.2 suit immédiatement du théoréme 2.1.1 si
nous montrons que la solution périodique correspondant & (r*, w*) fournit une orbite
périodique bifurquent de 'origine du systéme différentiel (4.5) en € = 0.
Théoreme 2.1.1 garantit ¢ > 0 suffisamment petit Pexistence d’une solution
périodique (r(f,¢),w(f,)) du systéme (4.10) tel que

(r(0.2), w(0,2)) — (w\/yi/—goﬂmjw (fy;aw )) 7

Lorsque ¢ — 0. De la deuxiéme équation de systéme (4.9) nous obtenons 6(t,e) =
wt+0O(g). De plus, nous avons que (r(t, ), 0(t, €), w(t,e)) est une solution périodique
du systeme (4.9) tel que

w72 — 2wt W (y — aw?)
(1(0,6),6(0,2), (0, ) ( 0, 20 )

lorsque ¢ — 0. Alors pour ¢ > 0 suffisamment petit, le systéme (4.8) admet la
solution périodique

(u(t,e),v(t,e),w(t,e)) = (r(t,e)cosb(t,e),
r(t,e)sinf(t,e),w(t,e))

tel que

(u(O,é),U(0,€)7w(0a5)) — (ww’a w (7 ; aw )) :

lorsque ¢ — 0. La solution périodique de systéme différentiel (4.7) écrit comme
(X(t,e),Y(te), Z(t,€)) = (eult, e), ev(t, €), ew(t, €)),

ou

(X(0,2),Y(0,2), Z(0,2)) — <€W¢W70’ ew (72_ o )> |
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lorsque ¢ — 0. Enfin, on conclut que le systéme (4.5) posséde une solution pé-
riodique (x(t,¢),y(t,€), 2(t,€)) obtenu de la solution (X (t,¢),Y (¢,¢), Z(t,¢)) par le
changement de variables (4.6), tel que (z(0,¢),y(0,¢), 2(0,¢)) est

v—oaw? /72—t | Wi /42— oPwt .
€ — 7 ,0, NG —i—@(e )

Y

2
si ¢ suffisamment petit. Alors, (z(0,¢),y(0,¢),2(0,¢)) — (0,0,0) lorsque ¢ — 0. Il

s’agit donc d’une solution périodique commencant au point d’équilibre de zéro-Hopf
localisé en l'origine des coordonnées lorsque ¢ = 0. m
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Conclusion générale

L’étude des solutions périodiques des systemes différentiels non linéaires a suscité
un grand intérét depuis de nombreuses années. Il convient de souligner que 1’étude de
ces solutions périodiques se fait généralement de méthode numérique, car leur étude
par des méthodes analytiques est trés difficile. Dans ce travail, nous avons étudié ana-
lytiquement les solutions périodiques des deux systémes différentiels en dimension
3. Ces systemes présentent des bifurcations du type zéro-Hopf au point d’équilibre
localisé en l'origine, et des orbites périodiques bifurquent de ce point d’équilibre.
Notre travail futur consistera a ’application de méthode de la moyennisation pour
étudier le nombre des solutions périodiques de quelques systémes différentiels non
linéaires en dimension n, n > 4.
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