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Abstract

The Riemann zeta function is a famous function that plays a very essential role in most
areas of math. The problem of zeros in this function, known as the Riemann hypothesis, is a
major problem. The main objective of this thesis is to study the Riemann hypothesis and present
different approaches for this hypothesis.

First, we present an entry to complex analysis and number theory.

Next, we study the Riemann zeta function ; its extension, increase, zeros and poles.

Finally, we approached the Riemann hypothesis and Hardy’s theorem which complements it,
and present criteria equivalent to this hypothesis.

Keywords : Prime numbers, zero, pole, Riemann hypothesis, zeta function, critical band,

meromorph, holomorph.

Résumé

La fonction zéta de Riemann et une fonction celebre et qui joue un role tres essentiel dans la
plupart des domaines de maths le probleme de zeros de cette fonction dit hypothese de Riemann
est un probleme majeur. L’objectif principal de ce mémoire est de faire une étude sur I’hypothése
de Riemann et presenter des approches differentes pour cette hypothese.

Premiérement, On présente une entrée a ’analyse complexe et & la théorie des nombres.

Ensuite, On étude la fonction zeta de Riemann; sa prolongement, majoration, ses zéros et
poles.

Enfin,On abordé 'hypothése de Riemann et le théoréeme de Hardy qui lui complémentaire, et
presenter des critéres équivalents a cette hypothese .

Mots clés : Nombres premiers, zéro, pole, hypothése de Riemann, fonction zéta, bande critique,

méromorphe, holomorphe.
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Introduction

Les nombres premiers ont une longue histoire depuis les anciens mathématiciens Grecs a
I’école pythagoricienne, ot ces nombres représentaient 1’esprit d’idéalisme et de sainteté. Et puis
avec le mathématicien Euclide depuis 300 ans avant JC, ou il a donné sa premiére preuve de
Iexistence d’une infinité de nombres premiers et a montré que si n un nombre premier alors
(2" — 1) est aussi premier et 2" (2" — 1) est parfait. Puis en 200 avant JC, Eratosthenes a posé
un algorithme appelé le tamis pour calculer les nombres premiers dans une plage donnée. Et
aprés Euler les a liés et les fonctions zéta dans une relation qui est apparue pour la premiére fois
dans un document de recherche en 1737 et a été appelée le produit d’Euler, ou la fonction zéta
est une fonction créée par Riemann il y a environ un siécle et demi; avec une variable complexe
dont la partie réelle est complétement supérieure a 1 et a définie pour tous les nombres complexes
différents de 1, et tous les nombres pairs négatifs sont les racines de cette fonction et sont appelés
les zéros triviaux de zéta. D’ot 'hypothése de Riemann en 1859 ([5]), qui est liée aux zéros non

triviaux de zéta et cela dit : la partie réelle des zéros non triviaux de la fonction zéta est 1/2.

L’hypothése de Riemann constitue 'un des problémes non résolus les plus importants des
mathématiques du début du xxie siécle : elle est 'un des vingt-trois fameux problémes de Hilbert
proposés en 1900, I'un des sept problémes du prix du millénaire et I'un des dix-huit problemes
de Smale. Le probléme est considéré comme 1'un des plus utiles et applicables non seulement
en mathématiques pures, mais aussi dans de nombreux autres domaines scientifiques tels que
physique et ingénierie. On dit que la solution de (RH) impliquerait immédiatement les solutions

de nombreux autres problémes non résolus en théorie des nombres.

L’un des progres les plus significatifs concernant ’hypothése de Riemann est du & Hardy,
qui a montré qu’il existe une infinité de zéros non-triviaux sur cette droite. En plus il existe de
nombreuses critéres équivalentes pour 'exactitude de RH, comme le critére de Robin, Lagarias...,
nous en parlerons dans le chapitre 3. Pour de plus amples recherches sur la distribution des

nombres premiers et de Riemann hypothése renvoient a des références telles que , ([7]), ([0]),

([5D)-
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Chapitre 1

Prelimenaire

1.1 Fonctions holomorphes et fonctions méromorphes

1.1.1 Fonctions holomorphes
La C-dérivabilité

U est un ouvert de C.

Définition 1.1 soit f : U C C — C. On dit que f est C-dérivable au point zo € U lorsqu’il

existe a € C tel que :

lim f (20 + h’) — f (z()) — (11)

h—0 h
On note alors f’(zy) = « : c’est la dérivée (au sens complexe) de f en z.
Dans cette définition. ’accroissement h prend des valeurs complexes. De facon équivalente,

la fonction f est C-dérivable en zy avec f'(29) = « si et seulement si :

f(zo+h)=f(20)+ah+o(h).

La notation de Landau o (h) signifie que :

o (h)]
I

—h-0 0.



Chapitre 1. Prelimenaire

Holomorphie

Définition 1.2 La fonction f : U C C — C est holomorphe si elle est C-dérivable en chaque

point de U, et si sa dérivée f': U — C est continue.

Les fonctions holomorphes sont donc les fonctions contintiment dérivables aux sens complexe
sur tout leur domaine de définition.

On note O (U) l'ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Exemple 1.1 1- La fonction polynomiale z — 2220 an 2" est holomorphe.

2- La fonction z — 1/z est holomorphe sur C*.

3- Plus généralement une fraction rationnelle P/Q avec P,Q € C[X] est holomorphe en dehors
des zéros de ().

4- Une fonction x+iy € C — P (x,y) € C pour P € C[X,Y] ne sera en général pas holomorphe.

1.1.2 Fonctions méromorphes
Singularité isolées

Définition 1.3 Soit U un ouvert de C et f € O(U). Un poit isolé du complémentaire de U,

i.e. tel qu’il existe un disque épointé D (a,r)\ {a} C U, est appelée une singularité isolée de f.
Remarque 1.1 L’ensemble U U {a} est aussi un ouvert de C.

Soit a € C une singularité isolée de f € O (U). On dit qu’elle est :
1) éliminable 8’il existe une fonction f € O (U U {a}) telle que : f(z) = f(z) pour tout z € U,
2) polaire si elle n’est pas éliminable et s’il existe une fonction § € O (U U {a}) et un entier

p > 1, tels que :

A

9(2)

(Z_—G)I),ZEU

f(z) =

Théoréme 1.1 (Riemann) Soit a une singularité isolée de f € O (U). Si f est bornée sur un

voisinage épointé de a, la singularité a est éliminable.

Preuve On suppose d’abord que f a une limite [ € C quand z — a et on prolonge f en une
fonction f : U U {a} — C, en posant f (a) = [. 1l s’agit de montrer que f est holomorphe ;le

probléme se pose seulement au voisinage de a.
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Chapitre 1. Prelimenaire

La fonction définie par z — ¢ (a) = (2 — a) f () est holomorphe sur U, mais elle est aussi

C—dérivable en a :

109 _py s, fl@.

zZ—a
Elle est donc holomorphe sur U U {a}. Au voisinage de a, elle a un développement de la

forme :

—+00

9(:) = (—a) Y an(z—a)"

n=0
car g (a) = 0. En divisant les deux membres par (z — a), on obtient que f est analytique sur
D (a,r), donc sur U U {a}.
Dans le cas général, o f est supposée bornée au voisinage épointé de a, on applique le résultat

préliminaire & la fonction g : U — C définie par :

9(z) = (z = a)f(2),

qui tend vers 0 quand z — a.On termine comme dans la premiére partie de la d “émonstration.

Théoréme 1.2 Une singularité isolée a de f € O (U) est polaire si et seulement si :

f(2) =200 0. (1.2)

i.e. pour tout R > 0, il existe ¢ > 0 tel que d’aprés (1.2) |f (2)] > Rsi0 < |z —a| <e.

Preuve on suppose que f vérifie (1.2). En particulier, f ne s’annule pas au voisinage épointé
de a. 1l existe donc 7 > 0 tel que z — 1/f (z) est définie et holomorphe sur D (a,r) \ {a} et tend
vers 0 quand z — a. D’apres le théoréeme de Riemann, a est une singularité éliminable de 1/f.
Il existe donc une fonction u € O (D (a,r)) telle que u(z) = 1/f(2) si z # a. On a u(a) = 0.
Comme u ne s’annule pas en dehors de a, on peut écrire u (z) = (z —a)’ v (z) avec p > 1 et

v € O(D (a,r)) sans zéro. La fonction g sur U définie par :

9(z) =(z—a)" f(2),

si z # a et g(a) = 1/v (a) est holomorphe sur U et au voisinage de a car elle coincide avec 1/v

au voisinage de a. On en déduit que a est une singularité polaire de f. m
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Chapitre 1. Prelimenaire

Méromorphie

Définition 1.4 Un ensemble P C C est discret si tous ses points sont isolés dans P, (i.e) si

pour tout a € P, il existe r > 0 tel que :
D(a,r)NP ={a}. (1.3)

Définition 1.5 Soit U un ouvert de C. Une fonction méromorphe f sur U est une fonction

définie et holomorphe sur un ouvert U\P(f) telle que :

1) P(f) C U est un ensemble discret, fermé dans U.
2) Tout a € P(f) est une singularité polaires de f.
Les éléments de P(f) sont les poles de f. On note M (U) 'ensemble des fonctions méro-

morphes sur U.

1.2 Fonctions analytiques

Ce sont les fonctions qui sont localement développables en série entiére.

Définition 1.6 Une fonction f : U C C — C est analytique lorsque, pour tout zq € U, il existe
un disque D(zy,r) C U et une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > r tels qu’on

ait, pour tout z € D(zo,7) :
f(2) =) an(z—z)". (1.4)
n=0
ot les coéfficients a,, de la série entiére sont donnés par :

an, = an(20)

n!

1.3 Indice d’un chemin fermé

Définition 1.7 Soit v un chemin fermé dans le plan C, et soit a un point de C n’appartenant
pas a l'image de 7.

On appelle indice de v par rapport & a et on note 1(y,a), la valeur de l'intégrale

1 dz

omi | 2z —a’

T

(1.5)
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Chapitre 1. Prelimenaire

1.4 Formule integrale de Cauchy

Théoréme 1.3 (de Cauchy) soit f une fonction holomorphe dans un ouvert D.
Soit a € D, et soit v un chemin fermé de D, ne passant pas par a et homotope a un point dans
D
On a alors
1 [f(z)dz
LI ) (1.6

211 zZ—a
¥

ou I(v,a) désigne I'indice du chemin fermé « par rapport au point a .

Preuve Pour la preuve voir ([1]). =

La fonction qui figure sous le signe d’intégration peut étre développée en série, compte
— 2z
tenu du fait que | z |<| ¢ |.

D’une fagon précise on a :

1 1 1 1 z 2"
= - =—|\1+-4+...+—4+.. 1.7
t—z t1-: t(+t+ T ) (1.7)
par suite
1 n /(1)

n>0

YN
La série converge normalement pour | z |< 7 et | t |= ry. On peut donc l'intégrer terme a

terme, et obtient une série normalement convergente pour | z |< 7;

f(z) = Zanz”, (1.9)

n>0

ot les coefficients sont données par les intégrales

1 f(t)dt
Ap = — .
2714 gntl
[t|=ro

(1.10)

1.5 Théoréme des résidus

Considérons d’abord une fonction f(z) holomorphe dans une couronne py < |z| < p; centrée

a l'origine.
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Chapitre 1. Prelimenaire

Proposition 1.1 Si vy est un chemin fermé contenu dans une telle couronne, on a

1
27

j{f(z)dz =I(v,0)a_q, (1.11)

ot I(v,0) désigne l'indice du chemin ~ par rapport & lorigine 0, et a_q est le coéfficient de

1/z dans le développement de f.

1.5.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.8 Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 0, on définit la fonction Gamma

noté I' sur le demi plan Q = {s € C,Re(s) > 0} par :

+oo
[:s— /ts_le_tdt (1.12)
0

t

Lemme 1.1 soit s un nombre complexe. La fonction t — t*~te™" est intégrable sur]0,+oo[ ssi

Re (s) > 0.

t est continue sur |0, +oo[ pour s de C. Par le critére de

Preuve La fonction ¢t — 5 le™
comparaison, [t5 le™!| = tRe(®)~le—t ~, o, tRe()=1 (Pintégral de t*~'e~t converge si Re (s) > 0)

et :

N

‘t571€7t| _ tRe(s)fleft

)

=l 400 O (e*

Proposition 1.2 Pour tout s dans €2 on a :

nlns

i
n—lgloo S (8 + 1) (S + n)

T (s) = (1.13)

Preuve considérons d’abord le cas des s réels strictement positifs. Par des intégrations par

partie successive, on établit la relation :

+00 n 1S
/ (1 - 3) t*ldt = i
0 n s(s+1)...(s+n)

pour tout entier n > 1.
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Chapitre 1. Prelimenaire

D’autre part, on a pour ¢ : 0 <t < mn,

2t n
[1—t—e] et < (1—£> <et
2n n
t2et

La deuxiéme inégalité vient de ce que la fonction f, (t) = fot fi(Q)d¢ < 5
n
n
En par suite, compte tenu de ce que f0+°° (1 — — | t*7ldt converge uniformement pour tout
n

s > 0, on peut intervertir les opérateurs limite et intégrales, on obtient alors :

lim 51 (1—3) dt = / lim {X]M () (1—3> }ts_ldt
n—-+4oo 0 n 0 n—+oo ’ n
—+o00
= / et dt
0

Autrement dit,

nln’
I'(s)= 1l )
(s) nirfoos(s+1)...(s+n)

1
Proposition 1.3 La fonction (s est une fonction entiére, i.e. pour tout mombre réel x, la
s

fonction entiére notée E(x) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal & x, ayant pour zéro

les entiers s = —n, n > 0, qui sont des zéros simples.

1
I (s)

T D)

n>1

La décomposition en produit infini de relativement a ces zéros est :

Ot v est la constante d’Euler égale & la somme de la série de terme général

1 1
Tp=——log |14+ —|.
n n

Proposition 1.4 Pour tout s € §2, la fonction I' satisfait la relation :

T (s+1) = sI'(s) (1.14)
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Chapitre 1. Prelimenaire

Prolongement analytique de la fonction gamma

Soit s € € et n un entier positif, en utilisant successivement la relation (1.14) pour s +n, s +

n—1,...s 4+ 1, on obtient :

F(s+n)=s(s+1)(s+2)...(s+n—1)T(s)
D’ou :
I'(s+n)
(s+n—1)(s+n—2)...(s+1)s

D’apres (1.15) la fonction I' posséde des poles simples aux points 0, —1, -2, ..., 1 — n.

T (s) = (1.15)

Cette derniére propriété nous permet de prolonger la fonction Gamma pour tous les nombres
réels s sauf les entiers non positifs, il suffit de procéder de la facon suivante :
I'(s+1)
———F cars+1>0.

I'(s+1)

- Si —1 < s <0, alors on pose I' (s) =

- Si —2 < s < —1, alors on pose encore I' (s) = dans laquelle le numérateur n’est

autre que le prolongement de I" (s) ; et on continue ce processus.

Proposition 1.5 a)

et
b) Sin €N alors
I'(n+1)=nl

c) Sin €N alors

2 4nnl

r(n+ ) = 2.

Formule des compléments

Théoréme 1.4 ([11])Vs € C tel que 0 < Re(s) <1 :

[ (s)D(1—s)= (1.16)
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Chapitre 1. Prelimenaire

Preuve Toutes les justifications de convergence d’intégrales sont élémentaires dans cette

preuve et les justification de permutation des symboles d’intégrations se font en invoquant le
théoréme de Fubini.

T(s)D(1—s) = / / s~V dudv
_ /0 v ( /O us_le_“du) dv

. (¢ .
on effectue le changement de variable u' = — ce qui nous donne
v

['(s)I'(1—s) / e (/ o 1e“”du) dv
0
/ u®” “”du/ e e "dv
0 0
/ us 1du </ 6—U(1+u)dv>
0
e ¢] s—1
_ / Lt / Y
o 1+u 1 1+u

1
par le changement de variable ' = — dans la seconde intégrale on obtient
u

1us—1 1 u=s
I's) I'(1—s) =
(s)T'(1—5) /01+udu+/0 1+udu
lusfl
= d
£ = [ o

) T(1=s)=f(s)+f(1—3s).

Si I'on pose :

I’égalité précédente montre que

Pour simplifier 'expression de f, on est tenté de développer en série entiére

1
et de per-
u
muter les symboles séries intégrales. Malheureux, ce n’est pas possible en utilisant la convergence
normale sur un segment ou les théorémes de convergence dominée...
Conclusion, on va mettre les mains dans le cambouis(qui n’est pas trop sale quand méme).

Quelque soit ’entier naturel n, on

n—1

(=) u™
1+u

k=0
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Chapitre 1. Prelimenaire

donc

k=0
L’intégrale tend vers 0 lorsque n — oo car

1 n+ts—1
u
/ du| <
0o l+u

0<

1
/ unJrRe(s)fldu _ ; < l — 0 0
0 n

D’ou

8
T

Vs e Ctel que 0 <Re(s) <1, f(s Z

n S
n=0 +

On utilise ce développement en série pour donner une autre expression a I' (s) ' (1 — s),

Mg

(D" |~ (="
r (1 - = N
(5)T( s) n:On+s+Zn+1—s
0 1 n+1
- Zn+s+z n—s
n=0 n=1
(D" (1"
N §n+s+zs—n
I x2(-1)"
- §+Z 52 —n2

n=1

Cette fonction est paire, continue et de C* sur |—7, 7|, continue et de C' par morceaux sur
R, donc elle est développable en série de Fourier et la somme de la série de Fourier est égale a f
sur |-, [ on calcule uniquement les coéfficients a,,.
2sin (ms) (—1)" s

a, = 5 5 pour tout n > 0.
T s2—n

D’ou la formule
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Chapitre 1. Prelimenaire

cos (st) = % + ; a, cos (nt)
_ sin (7s 2sin (7s) (2—1) * cos (nt)
s —~ 7 $-n
pour tout ¢ € ]0, 1]
En fixant ¢ = 0 on obtient
sin(7s) |1 w=2(—1)"s
1= 2 AL
7r [s * ; 52 —n?
Donc Vs € C tel que 0 < Re(s) < 1:
I =2(-1)"s
P(s)T(1—s) = - il Sy
@ra-9) = (+> T
B ™
~ sin(ms)

1.6 Théorie des nombres

1.6.1 Fonctions arithmétiques

Définition 1.9 Une fonction arithmétique f est une application définie sur N* et o valeurs dans

C.

Nous noterons A = § (N*, C) '’ensemble des fonctions arithmétiques.

Définition 1.10 La fonction diviseur 7(n) est définie comme le nombre de positifs diviseurs de n

T(n) = Z 1.

d/n

Définition 1.11 La fonction ¢ d’Fuler est définie par :

pn)= > 1,

1<k<n

avec PGCD (k,n) = 1.
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Définition 1.12 La fonction p de Mébius est définie par :

l,san=1
p(n) =19 (=1)", sin=pps..pr
0 sinon

ou p; sont des nombres premiers distincts.

Définition 1.13 La fonction A de Von Mangoldt est définie par :

An) logp, sin=7pFetk>1,
n)=
0 s non

avec p est un nombre premier.

Définition 1.14 Une fonction arithmétique f qui n’est pas identiquement nulle est dite multi-

plicative si,

avec (m,n) = 1.

1.6.2 Formule sommation d’Abel

Définition 1.15 La formule de sommation d’Abel est donnée par :

N N
Z anb, = agby + Z an (B, — Bn_1) pour tout N € N (1.17)
n=0 n=1

Théoréme 1.5 (Critére d’Abel) Soit (a,), oy et (bn)

-La suite (ay), oy soit réelle, décroissante et de limite nulle.

nen deux suites numériques telles que :

-La suite (by,), oy s0it & valeurs dans R ou C, et doit telle que la suite (B), .y des sommes

partielles de Y b, soit bornée.

Alors > a,b, converge .

Preuve On effectue une transformation d’Abel :
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N N
Z anbn - aObO + Z Qn (Bn - Bn—l)
n=0 n=1
N N
= CLObO + Z aan - Z aan—l
n=1 n=1
N N—-1
= aObO + Z Clan - Z an+an
n=1 n=0
N-1
= agby + anBy — a1by + Z (an — any1) By
n=1
N-—1
= (an - an—‘rl) B, +anyBn
n=0

La suite (B,,),,cy est bornée, et la suite (ay,), oy tend vers 0. Donc ay By tend vers 0 lorsque N

neN
tend vers l'infinie. Par conséquent, > a,b,, converge si et seulement si > (a,, — a,11) B, converge.

Soit M un majorant de (|B,]) Alors, pour tout n € N :

neN’

0 S |(an - an—l—l) Bn| S |an - an—l—ll M

0< ‘(an - an+1) Bn‘ < (an — any1) M

car (ay),cy est décroissante.

Or, la série ) (a, — an41) est de méme nature que la suite (ay),,oy » €lle est donc convergente.
Donc Y (an — ant1) M est une série a termes positifs convergente.

Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > (a, — any1) By, est
absolument convergente.

Donc Y a,b, converge. m

1.6.3 Les nombres premiers

Définition 1.16 les nombres premiers sont les nombres entiers (supérieur ou égal a 2) qui ne

sont divisibles que par eux-mémes et par 1.

Exemple 1.2 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ....
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Théoréme 1.6 (théoréme fondamental de ’arithmétique) Tout entier n > 2 s’écrit de

maniére unique :

n = pit..per
ot p1 < Py < ... < pp sont des nombres premiers et ay, ..., . sont dans N*.

Par récurrence On va procéder pa récurrence sur n.

Pour n > 2, on a :

P(n):n=p"..pr

P (2) est vraie puisque 2 = 2! et que 2 est premier.
Soit n > 2 tel que P (k) est vraie pour tout 2 < k < n, et prouvons P (k + 1).
Si n + 1 est premier, c’est gagné.
Sinon, n + 1 admet un diviseur premier 2 < p < n + 1.

Posons k = (n+ 1) /p, alors 2 < k < n et on sait que P (k) est vraie. Donc :
k= pfl...pr

et

n+1 = pk
= pxpfl...pET

Quitte a réorganiser les termes, P (n + 1) est prouvé.

Soit n > 2 admettant deux décompositions

n=pit.pir = qlﬂl...qfs

ol p; < Pa... < pret 1 < qa < ... < g5 sont des nombres premiers et oy, ..., , B4, ..., 5, sont
dans N*.
Supposons que 'un des ¢; n’est pas dans {pi, ..., p,} ou un des p; n’est pas dans {qi, ..., ¢s}

Par exemple, p; ¢ {q1, ..., qs}. Alors :

P\ ..q%

Donc, d’apres le théoréme de Gauss p; divise un des ¢;, ce qui est absurde puisque piet g;

sont deux nombres distincts. Cette supposition est donc fausse.
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On en déduit que py, ..., p, et q1, ..., gs désigne la meme liste de nombres premiers et on peut
réécrire
n=pP..por = pt. pl

Supposons qu'il existe ¢ avec a; # [3,. Par exemple a; > 3,

piyrﬁlpg‘?...pff’“ = pgz...pf"
Donc p; divise p??..pf"‘. Comme p; est premier , p; divise un des p; pour i > 2. C’est ’absurd

cette supposition est donc fausse et on a aussi prouvé que pour tout i = 1,...,7, a; = 3,. ®

Théoréme 1.7 (théoréme d’Euclide) il existe une infinité de nombres premiers.

Par P’absurd supposons qu’il existe un nombre fini n > 1 de nombres premiers, qu’on
range par ordre croissant et qu’on note p; < ... < p, .Remarquons que p; > 2, on considére
Ientier naturel N = p; X ... X p, + 1 alors N > 3. Ainsi d’aprés la proprieté 2 , N admet
un diviseur premier ; il existe donc un entier ¢ compris entre 1 et n tel que p; divise N. Comme
N—1 = p; X...Xpy, en particulier p; divise N—1. Alors p; divise N—(N — 1), doncp; =1 <2 < p,

(contraduction). On conclu qu’il existe une infinité de nombres premiers. m
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La fonction Zéta de Riemann

2.1 Introduction

Au dix-huitiéme siécle, Euler a découvert la célebre formule (produit d’Euler) :

+oo 1 1 -1
Y- I(-5) e

peP

grace a cette relation, Euler a prouvé que la fonction zéta,

“+oo

((k):Z%, kel 4o

n=1
détermine la distribution des nombres premiers. D’oti I'idée de Riemann d’inverter la fonction zéta
de Riemann, qui est consiste & prolonger la fonction zéta en une fonction du variable complexe.
Dans ce chapitre nous allons établir le prolongement de zéta au plan complexe, ainsi que certaines

propriétés de celle-ci.

2.2 La fonction Zéta

2.2.1 Probléme de Bale

Le probléme de Béle est un probléme d’analyse mathématique proposé par Pietro Mangoli

en 1644, qui consiste en :
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Chapitre 2. La fonction Zéta de Riemann

1 11
ZE = It s+t
n>1

En 1735, Euler a annoncé la solution de ce probléme, ou il a été trouvé que :

1 2
>E=
n>1

La question, Comment Euler a-t-il obtenu cette valeur ?

La réponce : Soit la série de Taylor pour la fonction sinus,

2  xd
Sln(l’):x—yﬂ—g—?—l-
par la division sur x, on obtient,
sin () x?  xt 2f
=1—-—=4+—=——=+.. 2.1
z TR T 21)

i w12 (D) (2.

on pose r = 7z, alors :

on divise aussi sur x,

“%@=O—§)O—é%)@—é%>" 22)

apres avoir publié (2.2), simplifier et comparer terme a terme avec (2.1), on obtient :

1 1 1
2 n? 6
n>1

D’ot la solution du probleéme.
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Si nous remplagons le nombre 2 dans la série Y, -, -5 par k, oit k € |1, +00], on obteint la

fonction zéta,
1
C (k)= Z vl
n>1

2.2.2 Zéta et les nombres de Bernoulli
Nombres et polynémes de Bernoulli

Nous connaissons sans doute tous 'existence des trois formules suivantes :

1
14+24+3+4+..+n = @
2yt igi g2y g2 - MADEnAD
;
2
B+22 4383443+ 40 = (M>
= 5

Une question naturelle & se poser est : existe-t-il une formule générale pour ce type de somme :

1m4+2Mm 3" 4+4m 4+ . 4+n" =" m>1

Réponce : oui
Jacob Bernoulli, dans son ouvrage Ars Conjectandi publié en 1713, a obtenu la formule

générale :

1 & /m-+1
1m4+2m 4+ 3" 4 4" = Bynmtik 2.3
+2Mm 43" 4 . +n m+1k§:0( L ) T (2.3)

ou By est déterminé par la formule de récurrence

i (ml—: 1) Bk = 5m,0

k=0
tq
1Sim=k
O = 2.4
o {0 Sim+#k (24)
Les nombres rationnels B), sont les nombres de Bernoulli.

Calculons les premiers nombres de Bernoulli :
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on a pour m =0 :

pour m =1:

pour m = 2 :

3 3 3
(o) o+ (1) (3) -
By+ 3B+ 3By =
BQ -

=
=

= O (e}

...et ainsi de suite, Les premiers nombres de Bernoulli sont donnés par la table suivante :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 1 5 691
By 1 =3 5 0 =5 0 35 0 =55 0 5 0 —o5

Lien entre Zéta et les nombres de Bernoulli

On résume la relation entre la fonction zéta et les nombres de Bernoulli dans les deux formules

suivantes :
Pour £ > 0,
_1FL B (902
¢ (2k) = (=) 2(2;’;!( ™) (2.5)
et,
(—1)" By
C(=k) = Er1 (2.6)

Remarque 2.1 La formule de ( (2k + 1) n’y a pas encore.
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1:¢(0)=B1=—

. __B__1
2:((-1) = 5 —2 5
3:((2)232772:%.

N | —

Définition 2.1 On appelle fonction Zéta de Riemann la fonction définie sur le demi-plan,

{s € C,Re(s) > 1} par:

=21
(=3 27)
n=1
La fonction Zéta de Riemann est une fonction analytique complexe méromorphe.
La fonction Zéta ,comme la fonction Gamma, ont été le sujet d’'une énorme quantité de
recherches mathématique, depuis apparition.
L’analyse de la fonction Zéta a en effet profond sur la théorie des nombres et cela & son
tousinspiré un travail en plus sur Zéta ,en fait I'un des célébres problémes non encore résolus est

la localisation des zéros de la fonction zéta.
: L 1
Lemme 2.1 Si z un compleze tel que Re (s) > 1, la série ((s) = > -, — converge.
“tn

Preuve La série converge en fait absolument puisque le module de son terme général,

1

ns

1
o nRe(s)

n’est autre que le terme général d’'une série de Riemann convergente. m

Proposition 2.1 Pour {s € C,Re(s) > 1} on a :

1o 1 dt
C(S):r(s)/o o1t

cette fonction apparait également dans des formules incluant la fonction Zéta de Riemann.

Preuve 11 suffit d’écrire T sous la forme > e7™. =

et —
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2.2.3 Produit Eulerien

Dans cette section, nous allons démontrer la fameuse formule d’Euler évoquée dans I'intro-
duction, mais dans un cadre plus général.

Théoréme 2.1 (Produit d’Euler) Pour tout s € C tel que Re(s) < 1, on a

g(s):H(1—l>1.

S
peP p

Preuve Soit s = o + i1, avec ¢ > 1. On a pour tout p premier :

1\ &1
1—— = .
() =X
en prenant le produit pour p € P, p < N (N > 2) dans les deux membres de cette derniére

on obtient :
H 1
p<N

p<N v

1
:Z(p

n)e
V1, Un 1 n

ou, p1 < pg < ... < p, désignent les nombres premiers < N.

On obtient grace a 'unicité de la décomposition en produit de facteurs premier, et en notons
P* (n) le plus grand facteur premier de l'entier n,

1\ 1
1-—) = -
I(-3) - % =
p<N pr(n)<N
LN} C{neN, tel que p* (n) < N}, ona :

o T L)

p<N

Mais comme {1, ..

<Zna’

n>N

en faisant tendre N vers I'infini, on obtient la formule d’Euler complexe. La démonstration est
achevée. m

Corollaire 2.1 La fonction ¢ est analytique sur le demi-plan Re (s) > 1.

page 21/77



Chapitre 2. La fonction Zéta de Riemann

Preuve La convergence de la suite des produits partiels,

i)

vers ( (s) est uniforme sur tout demi-plan Re(s) > § avec § > 1, ceci découle directement de

I'inégalité,

1
<D

n>N

1
< Z 5 VRe(s) > 9.

n>N

Donc la convergence uniforme a lieu sur tous les sous ensembles compacts du demi-plan

-1
Re (s) > 1. Or, les produits partiels {H oy (1 — L) } sont analytiques, d’otl 'on déduit
p= N>2

pS
que la fonction ¢ est analytique sur le demi-plan Re (s) > 1. =

2.2.4 Prolongement analytique de la fonction Zéta de Riemann :

Nous allons tout d’abord prolonger ( (s) au demi-plans Re(s) > 0 par deux méthode :
On a pour Re(s) > 1:

+oo1

) = >

n=1 n’

SHaE
= s

s+1
n=1 n t
Feo dt
[Tz
1 1<n<t

+oo [t]
- 8/1 terldt
+o0 t
]| U
1

s—1 ts+1 ’

Comme {t} € [0,1[, la derniére intégrale est analytique sur le demi-plan Re(s) > 0. Le

dernier membre définit donc un prolongement de ((s) au demi- plan Re (s) > 0, privé de s = 1.
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Proposition 2.2 ( se prolonge méromorphiquement au demi plan Re(s) > 0 avec un unique

pole simple de résidu 1 en s =1, et elle satisfait [’équation fonctionnelle :

C(s) = 27 sin (%m> F(1—8)¢(1—s) (2.8)

Preuve Introduisons une certaine modification de la fonction (, appelée fonction &, définie
pour Re (s) > 1 par :

£(s) = T (3) (s (2.9

T2 2

Le prolongement méromorphe de ((s) est fournit par la formule :

. 1 . . )
Mais comme m est une fonction entiére avec des zéros simples en s = 0, —2, —4,..., le pole
2

simple de £(s) en s = 0 est annulé par le zéro correspondant de ——

2
Par conséquent, il ne reste comme singularité pour ((s), que le pole simple de £ en s = 1.

Ensuite, I’équation fonctionnelle pour &(s) est :

7T (5) ) = &)
— f(1-s)
E w‘lz’“r(l;s)m—s)
donne :
() =t e )

r()

_ g '
dans la formule suivante :

et il faut encore remplacer z par

I'(2z)

T _ %21—22:
() =m 2 e

on obtient :
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Nous pouvons donc remplacer, réorganiser et appliquer au final la formule des complément :

sl m22°T (1 — s) .
R RO TN (=
N T )r(1—s)<(1—s)

2.2.5 Majoration de la fonction zéta de Riemann

Proposition 2.3 soit s =0 +iT et € > 0, on a uniformément des Re(s) > ¢.

((s) <<,

L+|7|ls = 1] > e. <= |((s)| < C(1+|7|).

Preuve

1 oo
IC(s)| < g+1—|—|5|—|—/ =57 at
1

1 S

ST |
e o
1

< 141408
€ €

< o+|7]

< 1+|7|sioc<2

d’autre part si o > 2

6 < Y

u>1

< 1
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Remarque 2.2 si Re(s) <1,

1 1
/ {th—=tdt = / t5dt
0 0

donc 0 < Re(s) < 1,

1 +o0
((s) = _S/o {tht*tdt — s i {tht*1at

+oo
= —s {t}t—="tdt
0

2.2.6 Les poles et zéros de zéta
Proposition 2.4 La fonction { ne s’annule pas sur {s € C,Re(s) > 1}.

Preuve Comme (1 — p‘s)_l # 0 pour tout p € P et que le produit converge, on voit que

((s)#0. w

Théoréme 2.2 La fonction Zéta peut étre définie comme méromorphe dans le plans avec seule-

ment un pole simple, en s =1 et Re((,1) = 1.

Preuve Pour s # 1, ( satisfait ’équation fonctionnelle de Riemman. Puisque I' (1 — s) a
un podle en s = 1,2, ... et puisque ( est analytique en s = 2,3... nous le savons on sait, d’apres

I’équation fonctionnelle de Riemman que :

¢ (1 —zs)sin (%7&9) =0

De plus, de puis le pole de T' (1 — s) & s = 2,3, ... est simple, chacun des zéros doit etre simple,

(LY,
Sin 27'('8 =

Quand s est entier pair, ((1—s) = 0 pour s = 3,5,... c’est-a-dire ((s) = 0 pour z =

depuis :

—2,—4,.... Raisonnement similaire donne que ( n’a pas des zéros en dehors de la bande fer-
mée {s,0 <Re(s) <1}. =m

Définition 2.2 Les points s = —2, —4, —6, ... sont appelés les zéros triviaux de la fonction zéta,

et la bande {s,0 < Re(s) < 1} est appelée la bande critique.
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LHypothése (ou conjecture) de

Riemann

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons défini les zéros triviaux de la fonction zéta de Riemann,
mais qu’en est-il des zéros non triviaux de cette fonction?. Et de 1a a émergé I'hypothése de
Riemann (1859), qui est liée aux zéros non triviaux de la fonction zéta, ot Riemann a conjecturé
que les zéros non triviaux de la fonction zéta sont tous de parties réelles égales & 7 Dans ce
chapitre, nous verrons quelques critéres équivalentes a ’hypothése de Riemann et la théoréme la

plus importante liée & cette conjecture (théoréme de Hardy).

3.2 La fonction Théta

Définition 3.1 La fonction Théta est une fonction spéciale qui apparait dans plusieurs do-
maines, comme l’étude des variétés abéliennes, des espaces de modules et les formes quadratiques.

Théta définie pour un réel t > 0 par :

0(t)=> e ™! (3.1)

nez
qui est absolument convergente.

Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définie 6 par :
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0(z) = Z e

nel

= 1+ Zq”2
n=1

Tz

ouq=e"

Proposition 3.1 1) 0 (z + 2i) =6 (z).
2)0(z+1i)=20(4z) — 0 (2).
3)0(2) =220 (3).

1
4)0(z) =140, (e "B 0(z) = 7 +60(1) — 0, Re(z) > € > 0 non tengentielle.

5)0(z41)=0(1), 2> z24i,q——q=¢0(2) =1+23 ¢
6) Pour toutt > 0

3.3 Transformation de Mellin

Définition 3.2 La transformation de Mellin M fait correspondre & la fonction f(x), définie

pour © € RT. La fonction analytique F (s), avec s € C, selon la relation suivante :

F(s) = M[f(2)] (3.2)
+oo
= i (z) 2* da.

Généralement, cette intégrale (3.2) ne converge que pour des valeurs de s situées dans la
bande («, ) .

Proposition 3.2 (/11]) On suppose que :

1) f est définie et continue pour = > 0.
2) L’intégrale (??) converge absolument pour Re(s) = a et Re(s) = . Alors elle converge
absolument pour o < Re(s) < /3. De plus la fonction s — M [f] (s) est continue et bornée dans

cette bande fermée et holomorphe a l'intérieur.
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Exemple 3.1 Soit la fonction [ définie par :

flz)=e",

on trouve que, pour Re(s) > 0 :
+oo
M[f(x)](s) = / e "z tdw
0
Exemple 3.2 Soit la fonction f définie par :

f(z) = (1+2z)7 avec Re(j) > 0.

Alors, on a :

Mf (@) (s) = / T4

on pose 1 +x = , par suite pour 0 < Re(s) < Re(j) :

1
1—t
e dt
1—1)°"" (1 —1)

1
= / (1=t dt
0

= 6<S7j_5)
()T (j— )
rg)

En par ticulier pour j = 1, et pour tout s € C tel que 0 < Re(s) < 1. Alors,

Mf(@)](s) = /O<1—t>j(

M [(1 + m)il] () = sin7(T7rs)’
1 _ sin(7s)
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3.3.1 Proprietés

La transformation de Mellin posseéde les propriétés suivantes :
Proprieté 1 (Linéarité) :
Sot f,g : RT — C deux fonctions admettent des transformées de Mellin M [f] (s) et M [g] (s),

et soient a, 3 € C; on a :

Mias+50() = [ " 0f + B9) (1) " Ada

—+00

= /+oo af (z)r" tde + Bg (x) z° da
0

0

= a 0+oo f(z) ¥ tdo + B/OJroog (z) 2" 'dx
= aM[f](s)+ M [g](s).

Proprieté 2 :
Pour o —a < Re(s) < 8 —a, et a>0,0on a

M [z*f ()] (s) = M [f ()] (s +a).

En effet, pour tout a réel positif et Re(s + a) € |o, 8], i.e. s € (¢ —a, 5 —a) on a

Mt @)6) = [ et @)

- /om p 0 f () do
M [f ()] (s +a).

Proprieté 3 : Pour a > 0, et s € («, ), alors,

M [f (ax)] (s) = a™* M [f ()] (s) .

En effet, on a

MIf (az)] (s) = / " f(az) e
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Proprieté 4 : Pour un nombre réel positif a et s € (ac, a3) , alors,

MIF (e () = M7 @) (2).

a a

En effet, on a

Proprieté 5 : Pour s € (1 — 3,1 — «), alors,

v 21 (3)] @ = srirena- .

T T

En effet, on a

e - [ )

= [ romeg
= M@0 -s).
Proprieté 6 : Pour s € («a, ), alors,
MIf () ()] (5) = - MIF (2] ().

D’une maniére similaire, et pour n un entier, alors nous obtenons par induction :

_ 4
~ dsn

M[f (x) (Inz)"] (s) Mf ()] (s) -

Proposition 3.3 Pour s € (o« — 1,5 — 1), alors on a

M| [ s )= ~2art s+,
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D’une maniére similaire, et pour s € (o« — n, 5 — n), nous obtenons par induction :

[ (s)
I'(s+n)

Preuve Pour s € (« —n, 3 —n), alors on a :

M [ /O ' f(t)dt] () = /0 " < /O ' f(t)dt) v ldy
_ Om 8 ( /t +oo:c51dx> dt

_ [T £(t) (_St) dt

0

ML, fl(s) = (=1)" Mfl(s+n).

= Ml +1).

3.3.2 Formule D’inversion de Mellin

Théoréme 3.1 Soit f : [0,+00] — C, une fonction continue et F sa transformée de Mellin.

Alors, la formule d’inversion est donnée par :

f(z) = = /C N F(s)x™*ds. (3.3)

21 Joino

Preuve Pour s = c+if3 avec ¢ > 0, on a :

+o0
fls) = ()"

0

— oo (x)eslogxd_x
0 X
+

_ [e's) (x)eclogxeiﬁlogxd?‘r’
0

par le changement de variable log z = u, on obtient

+oo
F(s) = fe")e e du,

— 00

et avec le changement v = —27x, on a
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+oo
F(S) =9 f(e—wa)e—QzBﬂxe—%rcxdaj’

de sorte que 5 € R t d’aprés la transformée de Fourier de la fonction définie sur R on déduit

que :

F(s)=2rg [f (e7*™) e >, 3].

On utilise la formule inverse de Fourier,

1 teo -
e—27rczf (6—27rm) _ / F(S)emwﬂxd@,

21 J_ o

2rx

si on pose e~ “™ =t, on trouve :

1 [re

oy =teo- [ P,

—00

d’autre part

F0) =5 [ s

21 ) _ o

finalement, la formule d’inversion est donnée par :

c+1i00
f(t) L/ F(s)t ?ds.

270 Joino

3.4 Le théoréme de Hardy (1914)

Suite a la conjecture de Riemann, Hardy établit en 1914 que la fonction ( posseéde une
infinité de zéros sur la droite critique Re (s) = 3 Dans cette section nous allons présenter 1'une
des démonstrations du théoreme de Hardy.

L’idée de Hardy consiste & construire une fonction réelle ¥ (¢) qui s’annule au méme temps
que la fonction ( (% + it)

et de montrer ensuite que V (¢) s’annule une infinité de fois sur la droite réelle.

On définit les deux fonction = (t) et £ (s) commee suite :

£(5) = s (s~ )0 (3) ¢ (s), (3.4)
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(1]

() = 5(%+¢t) (3.5)

1 1 1t 1t 1
— __(#4+Z a2 — -+t ).
(e 3) (G g) <5 )

s (S
Nous savons que la fonction 77 2T (5) ¢ (s) ) est méromorphe dans le plan complexe et qu’elle
est invariante par la transformation s — 1 — s, elle admet deux poles simples en 0 et 1. Cela

implique que la fonction & (s) est entiere et on a £ (s) = £ (1 —s) pour tout s € C. Puisque

¢ (s) = ¢ (5) pour tout s, il s’ensuit que £ (s) = £ (3) pour tout s, de sorte que :

(11

t) =

e

+

~

~
N—

Il
I

Il
2%
~ X\ —/ |~/

NI N N
|
. ~. .
~
~~__

+

~

~
N—

I
[l
=

Ce qui implique que la fonction = (t) est & valeurs réelles.

La fonction U (¢) est d “efinie comme suit :

v(t) = (t%i)lz@)eim

it 1oy 1 t 1 .
o™ = — —+qt].
e <4+12>C(2+z)

Lemme 3.1 Pour tout § >0 ety € C tel que Re(y) >0, on a :

=

B 1
= 277'

1 d+ioco
— T'(s)ds = e Y. 3.6
o [ vT()ds=c (36)
La preuve de ce lemme utilise la formule de Mellin que nous rappelons :

Si on d’efinit p (s) comme suit :

alors,
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c+ioo
)= = / o (s)yds. (3.8)

210 Jo—ioo

La preuve de cette formule se trouve dans ([13]).
Théoréme 3.2 La fonction U (t) s’annule une infinité de fois sur la droite réelle.

Preuve L’idée essentielle de la preuve consiste a étudier le comportement des deux intégrales :
2T
/ (1) dt (3.9)
T

/ N U (1)) dt (3.10)

T
quand T tend vers I'infini.

Raisonnant par I’absurde, en supposant que ¥ ne posséde qu’'un nombre fini de racines dans
R. Cela entraine (vu que ¥ est continue sur R) que W (¢) garde un signe constant pour t assez
grand. Donc pour T assez grand le module de 'intégrale (3.9) est égale a l'intégrale (3.10). Nous
allons voir comment ceci fournit une contradiction.

Ona pour Re (y) > 0:

1 24100 1 ) +00 1 2-+100 1
— r(= “Egs = S — r(=
210 Ja o (28> Cle)y2de ; 2mi /Zioo <28

) (n2y) > ds
14400

+o00o 1 )\
= 2;%/1—100 [ (w) (n’y) " dw

+oo
= 22 e,
n=1

La derni‘ere égalité est justifiée par le lemme précédent.

On intégre maintenant la fonction

1
le long du rectangle de sommets 3 +1A, 2+ 1A, avec A > 0. Puisque on dispose de la formule

de Stirling suivante :

T (o +it)| ~ eCe 2l |t|07% (|t| = +00)
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et d’apres la relation

¢(1+it) = O (loglt]),

cela implique que :

r (1 + z%) C(1+it)y 2 =0 (trei),

pour une certaine constante a > 0. 0. Donc les intégrales sur les cotés horizontaux tend vers zéro

r (%) )y,

posséde un seul pole simple (inclus dans le contour d’intégration) au point s = 1 dont le résidu

1
vaut \/f ( & savoir que I' (5) = /7), on en déduit que :
Y

quand A tend vers +oo. La fonction

1 %-l—ioo

1 1 = 2
L F(53)C(S)y_2sd8=2;6_”y—\/gzcb(y)-

1 -
27,00

Ce que l'on peut exprimer en fonction de ¥ (¢) comme suit :

400 ) %Jr%’it
LT e (ﬁ) dt = —6(y).

T J -0 )

Pour
y = Wei(%w—(?)
avec 0 > 0 treés petit, en utilisant le fait que la fonction

e i (1)

est paire on obtient :

%/O+Oocosh{(g—5>

}eiﬂ\p Bdt = —e(E-9)g (Wei(%”—(s))
= 0 (io e—"2”81n5> +0(1).

n=1

N |+

Et puisque,
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= 2 o= " 2 too 2
—n“mwsind —u“msin & o —u“msind
E e < E / e du = / e du,
n=1 n=1/n-1 0
en posant x = uy/7sin (0) dans cette derniére intégrale on obtient :

—+o00

S emrtrsns 0 (574

n=1

D’ou,

% /0+°° cosh { (g — 5) %} e~ 1™ (t)dt =0 <5_

Si W (t) # 0 pour t > tg, alors pour T' > to on a d’une part :

fwona = [ [Cvwase| [T depetena] o

T T
+oo 1
/ cosh { (E — —)

- o(vT).

NI
N——

< 2e

Et d’autre part, la formule de Stirling montre que :

(@0 = Srrei™

pour une certaine constante C' > 0. De sorte qu’il existe une constante A > 0, telle que pour ¢

1
— 4+t ]].
Par conséquent, on a :

2T ) 2T
/ O ()] dt > A’T4/
T T

assez grand on a :

U (¢)| > At™a
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2T /g L 4i2T
Z/ Q(——i—z’t) dt = / C(s)ds
T 2 L+iT

2+i2T 2+i2T 14i2T
— d d d
Jiow €O [ c@ass [T

+iT +iT +i2T

2+12t 9
Lo ( / ﬁw)

+o00o 1

z:; n®log (n)

= z’T+O(\/T).

Ici le terme v/T provient des majorations de ¢, on a en fait

= I —

2T

C(o+it) =0 (jt|'7).

Il s’ensuit qu’il existe une constante A” > 0 telle que :

2T 3
/ |W (t)|dt > A"Tx.
T

Ce qui est en contradiction avec (3.11). m

3.5 Critéres équivalents necessaires et suffisants

3.5.1 Nymann-Beurling (1950)

Notation 3.1 Soit la fonction

p(x) =x— 2], (3.12)

et X = X (o) la fonction caractéristique de (0,1].

Pour tout a > 0 'opérateur K, est donné par :

Kof(z) = f(ax). (3.13)
A est 'espace vectoriel des fonctions f de la forme :

n

)= (%). (3.14)
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avecn € N, ¢, € C, 0, > 0,1 <k <n. Dénoté par Ag le sous espace de A ou € F.
Soit B = Ao ('espace linéaire généré par la fonction x — p (6/x) avec § € (0,1]), et C' C B,

en deduit que :

> cxby =0. (3.15)
k=1

Théoréme 3.3 La fonction zéta de Riemann est exempte de zéros dans le demi-plan o > 1/p,

1 < p < oo si et seulement si C est dense dans L (0,1) .

Preuve Pour prouver ce théoréme, Beurling a d’abord noté que C' est dense dans LP si et
seulement si —y € ULp,a ensuite montré tout simplement que —y € o implique  (s) # 0 pour
Re(s) > 1/p.

La preuve de la réciproque, qui, selon ses propres termes, est moins triviale, est par contra-
diction.

Si—x ¢ 6”, alors C n’est pas dense dans LY (0,1).

La mesure dans laquelle la profondeur apparente des deux cotés de la preuve est si fortement
contrastée a conduit certains auteurs a douter de 'utilité de approche de Nyman-Beurling (voir
([14])), mais cela a conduit d’autres & tenter de se stabiliser. les deux faces de la preuve.

On dit que ¢ est un générateur si ¢ € LP (0, 00) pour tout p € (0,00) et

L7 (0,1) C spanps {Kat} o1, (1 <p<o0). (3.16)

Ces générateurs sont appelés générateurs forts , et le terme générateur est appliqué lorsque a
est autorisé a s’étendre dans (0, 00) dans (3.16). —x est 'exemple le plus simple d’un générateur

(le signe moins est sans importance, mais plus pratique). La fonction A tel que

Az) = x (z)logz,

est aussi un générateur, depuis

1
a—1

(ko = 1) =" x, (al1), 1<p<oo).

Clairement, tout générateur ¢ peut trés bien prendre la place de —y dans le théoréeme de

N-B. Ces considérations, jointes au fait que

F@) =Y (> 1),
k=1
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pour tout f € B permettre ’extension mineure suivante du théoréme , ot la référence a la densité

de C ou B est abandonnée. m

3.5.2 Lagarias (2001)

Nous considérons le probléme suivant :

Z d < H, +exp(H,)log(H,), (3.17)
d/n

avec égalité seulement pour n = 1.

La fonction o (n) = >_,/, d est la somme des fonctions de division. Le nombre H,, est appelé

. Lo 1
le niéme nombre harmonique i.e. H, = ,_, =

Exemple 3.3 Les diviseurs de 6 sont :1,2,3,6.
Alors o (6) = 12.

Théoréme 3.4 le probléme (3.17) est équivalent & ’hypothése de Riemann.
Ce théoreme sera déduit des deux résultats suivants de Robin ([3]).

Théoréme 3.5 (Robin) Si l’hypothése de Riemann est vraie, alors pour tout n > 5041,

Z d < e'nlogn, (3.18)
d/n

ou v est la constante d’Euler.

Preuve C’est le théoréme 1 de Robin ([3]). Son principal avantage par rapport aux résultats
antérieurs est qu’il établit la borne explicite 5041 au-dela de laquelle (3.18) est valable. La preuve
contient des estimations d’inégalité trés prudentes utilisant des "formules explicites" pour les
fonctions de comptage premier en termes de zéros de la fonction zéta. Il utilise également des

estimations d’erreur explicites pour les fonctions de comptage premier en raison de Rosser et
Schoenfeld ([1]). =

Théoréme 3.6 (Robin) Si I’hypothése de Riemann est fausse, alors il existe des constantes
0<fB<1/2etC >0 tel que :
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Cnlogl
Zdz e”nloglogn—F&(;ﬁgn

d\n

(3.19)

logn
vaut pour une infinité de n.

Preuve Cela découle de la proposition 1 de la section 4 de Robin ([3]) La constante 5 peut
étre choisie pour avoir n’importe quelle valeur satisfaisant 1 — b < 5 < 1/2, ou b = Re (p) pour
un certain zéro p de ( (s) avec Re (p) > 1/2, et C > 0 doit étre choisi suffisamment petit, en
dépendant de p. La preuve utilise les cotés d'un résultat de Nicolas ([2]), qui lui-méme utilise
une méthode de Landau. m

La réduction du Théoreéme 3.4 a ces résultats découle des inégalités élémentaires données dans

les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2 Pourn > 3,

exp (H,)log (H,) > €"nloglogn. (3.20)

Preuve soit |t| la partie entiére de t, et {t} la partie fractionnaire de ¢, on a :

ln%dt - /j%(Z 1>dt

Ainsi

H, = 1+/nt_{t}dt (3.21)

De cela on obtient :

H, =logn+~y+ —=dt, (3.22)
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oll nous avons mis

BRU;
=1- [ Ya
gl B

C’est la constante d’Euler v = 0.57721..., Quand n — oo,

= lim (H, —logn),

n—oo

qui est sa définition habituelle. Maintenant (3.22) donne :

H, >logn + v,

qui, en exponentielle, donne :

exp(H,) > e'n. (3.23)

Finalement H,, > logn, donc log(H,,) > loglogn > 0 pour n > 3. Combinant cela avec (3.22)
donne (3.20). m

Lemme 3.3 Pourn > 3,

4
H, + exp(H,)log(H,) < ¢"nloglogn + % (3.24)
ogn

Preuve Pour n > 1, on défini R, par :

R, = H,—log(n+1)

- ()

L’expression a 'extréme droite révele que les quantités R,, sont non négatives et augmentent

de maniére monotone avec n. Depuis lim,, ., (H,, —log (n 4+ 1)) =, on obtient :

H, —log(n+1) <~. (3.25)

I’exponentiation de cette inégalité donne :

exp (H,) <e’(n+1). (3.26)

La formule (3.21) implique que, pour n > 3,

page 41/77




Chapitre 3. LHypothése (ou conjecture) de Riemann

log(H,) < log(logn+1) (3.27)

1
= log (logn (1 + >)
logn
1

< loglogn +

logn’

ol nous avons utilisé le fait élémentaire que log (1 + x) < x pour x > 0. La multiplication de
(3.26) et (3.27) donne pour n > 3,

e'n

1
exp (H,)log (H,) < e'nloglogn + i +e7 <log logn + —) (3.28)

ogn logn

Ensuite on observe que pour n > 3,

n

log 1 < .
oglogn + logn = 2logn

En remplagant cette borne dans (3.28),

3¢
exp (H,)log (H,) < e'nloglogn + cn

2logn
Maintenant (3.21) donne pour n > 3,

H, < logn+1

n
<

logn’

L’addition de cette inégalité a la précédente donne, pour n > 3,

H, +exp(H,)log (H,) < e'nloglogn + :
logn

depuis 1 +3e?/2 < 4. m
Preuve du Théoréme 3.4 (<) Supposons que ’hypothése de Riemann soit vraie. Alors

le Théoreme 3.5 et le lemme 3.2 donnent ensemble, pour n > 5041,

Zd < e'nloglogn
d\n

< H,+exp(H,)log(H,).
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Pour 1 < n < 5040 on vérifie (3.17) directement par ordinateur, les seuls cas d’égalité étant
n = 1.

(=) Supposons que (3.17) soit valable pour tout n. Nous argumentons par contradiction,
en supposant que ’hypothése de Riemann est fausse. Alors le théoréme Robin 3.6 s’applique.
Cependant sa borne inférieure (qui est valable pour une infinité de n) contredit la borne supérieure
du lemme 3.3 (qui est valable pour tout n suffisamment grand). Nous concluons que ’hypotheése

de Riemann doit étre vraie. m
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Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une étude de la fonction zéta de Riemann, qui constitue un
outil fondamental dans I’étude de la répartition des nombres premiers, et nous mettons en lumiére
I’hypothése de Riemann ; qui est & ce jour une conjecture ouverte et redoutable et constitue I'un
des problémes les plus important, aussi bien pour les mathématiciens que pour les physiciens.
on a aussi intégréle théoréme de Hardy qui est tout proche de ’hypothese et la soutient en un
certain. Enfin nous avons vu les critéres équivalents a I’hypothése et conclut qu’elle découle d’une

combinaison des critéres de Lagarias et Robin pour tous les nombres naturels supérieurs ou égaux
a b041.
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