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Résumé 
 
Dans ce travail, on étudie d'abord les auto-oscillations périodiques 

d'un circuit électrique à imperfections périodiques sur ses 

variables composées de trois condensateurs, dont un sans 

charge, et de deux bobines. Nous modélisons ce système par 

l'approche lagrangienne en utilisant la morphologie du problème 

d’Hill. La méthode principale utilisée pour prouver les résultats 

obtenus est la méthode de moyennisation des systèmes 

dynamiques. 

Dans la deuxième partie de ce travail, on étudie les solutions 

périodiques du système Hamiltonien avec le potentiel 

d’Armburster-Guckenheimer-Kim de la forme: 
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Où a  et b  des paramètres réels, on étudie aussi la 

non-intégrabilité au sens de Liouville-Arnold de ce système. 

 

Mots clés : Méthode de moyennisation, Solution périodique, 

Système Hamiltonien. 



Abstract 

 
In this work, we first study the periodic auto-oscillations of an 

electric circuit with periodic imperfections on its variables 

composed by three condensers, one of them without charge, and 

two bobbins. We model this system by the Lagrangian approach 

using the morphology of the Hill problem and the main toll used for 

proving the results is the averaging theory of dynamical systems. 

In the second part of this work, we study the periodic solutions of 

the Hamiltonian system with the Armburster-Guckenheimer-Kim 

potential of the form: 
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Where a and b are real parameters, we also study the 

non-integrability in the sense of Liouville-Arnold of this system. 

 

Keywords : Averaging theory, Periodic solution, Hamiltonian 

system. 



 ملخص:

ا  نقومفي هذا العمل،  ة مع ـــــبدراسة التذبذبات الذاتية الدورية لدارة كهربائي أول

  حداها دون شحنة،، إمكثفاتة من ثلاثة ــوجود عيوب دورية في متغيراتها المكون

دام ـــستخبا ــــام من خلال نهج لغرانجهذا النظ ةــــــبنمذجنقوم وشيعتان  و

ئج التي تم ة لإثبات النتاــــالطريقة الرئيسية المستخدم .هيلمورفولوجيا مشكلة 

 للأنظمة الديناميكية.المتوسط  الحصول عليها هي طريقة

 التالي: هاملتونالدورية لنظام  ندرس الحلولفي الجزء الثاني من هذا العمل، 
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Introduction générale

Le 16�eme problème de Hilbert pose essentiellement la question d�une borne su-
périeure uniforme H (n) pour le nombre maximal de cycles limites d�un champ de
vecteurs polynomial du plan

Xn
(a;b) $

(
x0 =

nX
j=0

jX
i=0

aijx
iyj�1 et y0 =

nX
j=0

jX
i=0

bijx
iyj�1

)
où aij; bij 2 R;

uniformément en terme de degré n. Ce problème a plus de 100 ans et ses recherches
ont donné lieu à de nombreux articles contribuant au vaste développement de la
théorie des systèmes dynamiques. On ne sait pas si une borne supérieure uniforme
ne dépendant que du degré du champ vectoriel pourrait exister, même lorsque le
degré est deux. Cette partie du 16�eme problème de Hilbert est généralement appelée
le problème de �nitude uniforme.
Même le théorème de Dulac pour prouver que pour des champs de vecteurs

individuels le nombre de cycles limites est �ni était loin d�être trivial (voir par
exemple [31]) ; ce problème est également appelé problème de �nitude individuelle.
En 1923, Dulac a présenté une preuve de ce théorème. Plus tard, il a été constaté
que la preuve contenait une lacune. Ce manque a été résolu pour la première fois
pour les systèmes quadratiques par Bamon en 1985 et pour un degré arbitraire par
Ecalle et Ilyashenko indépendamment dans les années 1990.
Les programmes de résolution du 16�eme problème de Hilbert consistent princi-

palement en sa réduction à plusieurs sous-problèmes, basés soit sur la considération
de problèmes de cyclicité locale [26], soit sur la restriction de la classe des champs
de vecteurs à une classe particulière plus simple, voir par ex. [31] pour un aperçu.
En utilisant di¤érentes techniques (intégrales abéliennes, bifurcations simulta-

nées de centres, . . . ), il existe des estimations inférieures connues pour les nombres
de Hilbert, par exemple : H(2) � 4 [7, 27, 32], H(3) � 13 [19], H(4) � 22 [8],
H(5) � 28 [28], H(6) � 35 [30], H(7) � 50 [20], H � kn2 lnn [9], et H(n) �
4(n+ 1)2(1; 442695 ln(n+ 1)� 1=6) + n� 2=3 [18]:
Notons en�n que le 16�eme problème de Hilbert a également été considéré pour

les champs de vecteurs sur des espaces de phase de dimension arbitraire � 3 par
Bobienski et Zoladek ; dans [4], ils illustrent que le problème de �nitude uniforme a
alors une réponse négative.
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Introduction générale

Ce mémoire est structuré comme suit
Dans le premier chapitre, nous présentons quelques concepts, dé�nitions et ré-
sultats préliminaires des systèmes dynamiques que nous utiliserons tout au long de
ce travail.
Dans le deuxième chapitre, nous présenterons quelques méthodes de la moyen-
nisation du premier ordre.
Dans le troisième chapitre, on étudie d�abord les auto-oscillations périodiques
d�un circuit électrique à imperfections périodiques sur ses variables composées de
trois condensateurs, dont un sans charge, et de deux bobines. Nous modélisons ce
système par l�approche lagrangienne en utilisant la morphologie du problème d�Hill.
La méthode principale utilisée pour prouver les résultats obtenus est la méthode de
moyennisation du premier ordre.
Dans le dernier chapitre, on utilise la méthode de moyennisation du premier
ordre pour étudier les orbites périodiques du système hamiltonien avec potentiel
d�Armburster-Guckenheimer-Kim de la forme8>><>>:

_x = px;
_px = �x+ ax (x2 + y2) + bxy2;
_y = py;
_py = �y + ay (x2 + y2) + bx2y:

Où a et b des paramètres réels, on étudie aussi la non-intégrabilité au sens de
Liouville-Arnold de ce système.
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Notions préliminaires

Nous rappelons dans ce chapitre quelques concepts, dé�nitions et résultats pré-
liminaires des systèmes dynamiques qui seront utilisés dans ce mémoire.

1.1 Systèmes dynamiques

Dé�nition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application
� : R� Rn ! Rn tel que

(1) � (:; x) : Rn ! Rn est continue
(2) � (t; :) : R! Rn est continue
(3) � (0; x) = x
(4) � (t+ s; x) = ' (t; ' (s; x)) 8t; s 2 R;8x 2 Rn

1.2 Système di¤érentiel du premier ordre

Dé�nition 1.2.1 Soit U un ouvert de Rn et I un intervalle ouvert de R, un système
di¤érentiel du premier ordre est l�équation

_x = f(t; x); (1.1)

où f est une fonction continue sur I � U à valeurs dans Rn. Un couple (J; x); où
J � I est un intervalle ouvert x : J ! Rn est de classe C1; est une solution de (1.1)
si
(1) Pour tout t 2 J , x(t) 2 U ,
(2) Pour tout t 2 J , _x(t) = f(t; x(t)).

3



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.3 Système di¤érentiel autonome

Dé�nition 1.3.1 un système di¤érentiel

_x = f (x) ; x 2 Rn;

où l�expression f(x) ne dépend pas du t, est un système autonome.

1.4 Point critique et point critique hyperbolique

Dé�nition 1.4.1 On appelle point critique, point d�équilibre, point singulier ou
point �xe du système di¤érentiel

_x = f(x); x 2 Rn; (1.2)

un point x0 2 Rn tel que f(x0) = 0:

Dé�nition 1.4.2 Soit x0 un point critique de (1.2). Soit le système linéaire

_x = Ax ou A = Df (x0) ;

Ax est une bonne approximation de (1.2) au voisinage de x0, un point critique x0
est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A n�a de partie réelle nulle.

1.5 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.5.1 Soit le système planaire�
_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y) ;

(1.3)

un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase. En par-
ticulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1.3) représentent dans le plan (xoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions
constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.

1.6 Cycle limite

Dé�nition 1.6.1 Pour un système plan, on appelle cycle limite une orbite pério-
dique qui est isolée dans l�ensemble des orbites périodiques.

4



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.7 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.7.1 Supposons que le système (1.3) a une orbite périodique (x (t) ; y (t))
de période T . Soit

� =

TZ
0

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
(x (t) ; y (t)) dt:

Si � > 0 (resp. � < 0) alors l�orbite périodique (x (t) ; y (t)) est un cycle limite in-
stable (resp.stable). Une orbite périodique (x (t) ; y (t)) ayant � 6= 0 est un cycle
limite hyperbolique.

1.8 Orbite périodique

Dé�nition 1.8.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire �t (x) du système
di¤érentiel (1.1) telle qu�il existe un nombre T > 0, véri�ant

� (t+ T; x) = � (t; x) pour T > 0:

Le plus petit réel T > 0 qui véri�e la formule précédente est appelé période. Pour un
système autonome, à toute solution périodique correspond une orbite fermée dans
l�espace de phase.

1.9 Transformation de Legendre

Dé�nition 1.9.1 Soit f : R! R une fonction lisse. On suppose que f est stricte-

ment convexe, c�est-à-dire
d2f

dx2
> 0 pour tout x 2 R: La transformation de Legendre

est l�opération mathématique qui a¤ecte à toute paire (x; f (x)) la nouvelle paire
(p; F (p)) telle que

F (p) = max
x2R

[px� f (x)] ;

puisque �d
2f

dx2
< 0 pour tout x 2 R; une condition nécessaire et su¢ sante pour

l�existence d�un unique p est
p = f

0
(x) :

En d�autres termes, la transformée de Legendre peut s�écrire comme suit

(x; f (x)) 7�!
�
F (p) = px� f (x) ;
p = f�(x) :

L�égalité supérieure du côté droit doit être considérée comme une fonction de p uni-
quement, ce qui implique que la relation p = f

0
(x) doit être inversée pour trouver

5



Chapitre 1. Notions préliminaires

x en fonction de p: C�est ce qui fait de la transformation de Legendre une transfor-
mation non linéaire, et ce qui rend parfois la transformation di¢ cile à évaluer en
pratique.

Exemple 1.9.1 on considère la fonction f (x) = ex, la transformation de Legendre
de f est donnée par �

F (p) = px� ex;
p = ex;

seconde équation s�inverse facilement pour p > 0 : x = ln p. En introduisant ceci
dans la première équation, nous avons

F (p) = p (ln p� 1) ;

on remarque que F est convexe pour tout p > 0.

1.10 Formulation Hamiltonienne de Mécanique

1.10.1 Système Hamiltonien

Considérons un Lagrangien à une dimension L (q; _q; t), la fonction Hamiltonienne
H (q; p; t) est liée au Lagrangien L par la transformation de Legendre par rapport à
la seconde variable de L

H (q; p; t) = max
_q
[p _q � L (q; _q; t)] ;

qui peut s�écrire, comme suit�
H (q; p; t) = p _q � L (q; _q; t) ;
p = @2L (q; _q; t) :

Notez que l�Hamiltonien H a la même valeur que l�énergie du système, mais l�Ha-
miltonien dépend de (p; q; t) ; tandis que l�énergie dépend de (q; _q; t) : Les relations
ci-dessus sont valables pour n�importe quel chemin, qu�il soit physiquement réali-
sable ou non. Le long d�un chemin physiquement réalisable, on peut déduire une
relation supplémentaire

@1H (q; p; t) = �@1L (q; _q; t) .

L�équation d�Euler Lagrange pour q peut donc être réécrite comme

d

dt
(@2L (q; _q; t)) =

dp

dt
; @1L (q; _q; t) = �@1H (q; p; t) .

6



Chapitre 1. Notions préliminaires

En résumé, dans la formulation hamiltonienne, la dynamique du système est donnée
par 8><>:

dq

dt
=
@H

dt
(q; p; t) ;

dp

dt
= �@H

dt
(q; p; t) ;

ce système s�appelle système Hamiltonien.

Exemple 1.10.1 soit

L(�; _�; t) =
1

2
l2 _�

2
+ gl cos �.

L�hamiltonien est donné par

H (�; p�; t) = p� _� � L
�
�; _�; t

�
; p� = @2L

�
�; _�; t

�
;

, H (�; p�; t) = p� _� �
1

2
l2 _�

2 � gl cos �; _� = p�
l2
;

, H (�; p�; t) =
1

2

p2�
l2
� gl cos �;

le système Hamiltonien est8><>:
d�

dt
=
@H

@p�
;

dp�
dt

= �@H
@�
:
()

8><>:
d�

dt
=
p�
l2
;

dp�
dt

= �gl sin �:

Exemple 1.10.2 soit

L (x; y; _x; _y; t) =
1

2

�
_x2 + _y2

�
� 1

c1
x2 � 1

c2
y2 � 1

c
xy.

L�hamiltonien est donné par8<:
H (x; y; px; py; t) = px _x+ py _y � L (x; y; _x; _y; t) ;
px = @3L (x; y; _x; _y; t) = _x;
py = @4L (x; y; _x; _y; t) = _y;

()

8><>:
H (x; y; px; py; t) = px _x+ py _y �

1

2
( _x2 + _y2) +

1

c1
x2 +

1

c2
y2 +

1

c
xy;

_x = px;
_y = py;

() H (x; y; px; py; t) =
1

2

�
p2x + p

2
y

�
+
1

c1
x2 +

1

c2
y2 +

1

c
xy;

7



Chapitre 1. Notions préliminaires

le système Hamiltonien est8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dx

dt
=
@H

@px
;

dpx
dt

= �@H
@x
;

dy

dt
=
@H

@py
;

dpy
dt

= �@H
@y
:

,

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx

dt
= px;

dpx
dt

= � 2
c1
x� 1

c
y;

dy

dt
= py;

dpy
dt

= � 2
c2
y � 1

c
x:

1.11 Crochet de Poisson

Dé�nition 1.11.1 Soient f(q; p; t) et g(q; p; t) deux fonctions. Le crochet de Pois-
son de f et g est dé�ni par

ff; gg = @1f@2g � @2f@1g;

La dé�nition peut être étendue aux fonctions f(q1; : : : ; qN ; p1; : : : ; pN ; t) et g(q1; : : : ; qN ; p1; : : : ; pN ; t)
comme suit

ff; gg =
NX
i=1

(@if@N+ig � @N+if@ig) :

1.11.1 Propriétés du crochet de Poisson

Une première propriété triviale mais importante du crochet de Poisson est que
pour toute fonction f(q; p; t), on a

ff; fg = 0:

Si g(q; p; t) est une autre fonction, le crochet de Poisson est antisymétrique

ff; gg = �fg; fg :

Si h (q; p; t) est une troisième fonction, et c une constante réelle, on a

ff; g+hg = ff; gg+ff; hg , ff+g; hg = ff; hg+fg; hg , ff; cgg = c ff; gg = fcf; gg :

Le crochet de Poisson satisfait à l�identité de Jacobi

ff; fg; hgg+ fh; ff; ggg+ fg; fh; fgg = 0:

8



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.12 Champ de vecteurs de classe Ck

Dé�nition 1.12.1 Soit U un ouvert de Rn, un champ de vecteurs X de classe Ck
sur U est la donnée d�une application X : U ! Rn de classe Ck

X : x 7! f(x):

On lui associe le système di¤érentiel

_x = f (x) ; (1.4)

où les composantes du f (x) sont des fonctions de classe Ck sur l�ouvert U .

1.13 Champ de vecteurs conservatif et central

Dé�nition 1.13.1 Le champ de vecteurs f : 
! Rn, avec 
 un ouvert de Rn, est
dit conservatif s�il existe V : 
! R de classe C1 tel que

f(x) = �rV (x):

Une telle fonction V est appelée un potentiel. Le potentiel est unique à une constante
additive près.

Dé�nition 1.13.2 Un champ de vecteurs f : 
! Rn, avec 
 un ouvert de Rnnf0g,
est dit central si pour tout x, f(x) est colinéaire à x, c�est-à-dire s�il existe � : 
! R
telle que

f(x) = �(x)x;

pour tout x 2 
.

1.14 Stabilité des systèmes di¤érentiels linéaire à
coe¢ cients constants dans R2

Soit le système di¤érentiel linéaire�
_x = ax+ by
_y = cx+ dy

; où A =
�
a b
c d

�
et detA 6= 0.

Soient �1 et �2 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les di¤érents cas
selon ces valeurs propres :

9



Chapitre 1. Notions préliminaires

1. Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signe di¤érent, alors le point critique
(0; 0) est un point selle, il est toujours instable (voir Fig 1:1)

Fig 1:1. Selle

2. Si �1 et �2 sont réelles de même signe, on a quatre cas :

(a) Si �1 < �2 < 0, le point critique (0; 0) est un n�ud stable (voir Fig 1:2).

(b) Si 0 < �1 < �2 le point critique (0; 0) est un n�ud instable (voir Fig 1:3).

Fig 1:2. N�ud stable Fig 1:3. N�ud instable

(c) Si �1 = �2 = � 6= 0, et A est diagonalisable alors le point critique (0; 0) est

10



Chapitre 1. Notions préliminaires

un n�ud propre, il est stable si � < 0 et instable si � > 0 (voir Fig 1:4 et 1:5).

Fig 1:4. N�ud propre stable Fig 1:5. N�ud propre instable

(d) Si �1 = �2 = � 6= 0, et A est non diagonalisable alors le point critique
(0; 0) est un n�ud exceptionnel, il est stable si � < 0 et instable si � > 0 (voir
Fig 1:6 et 1:7).

Fig 1:6. N�ud exceptionnel
stable

Fig 1:7. N�ud exceptionnel
instable

3. Si �1 et �2 sont des complexes conjuguées et Im (�1;2) 6= 0, alors le point
critique (0; 0) est un foyer. Il est stable si Re (�1;2) < 0 et instable si

11
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Re (�1;2) > 0 (voir Fig 1:8 et 1:9).

Fig 1:8. Foyer stable Fig 1:9. Foyer instable

4. Si �1 et �2 sont imaginaires pures, alors le point critique (0; 0) est un centre,
il est stable mais pas asymptotiquement stable (voir Fig 1:10).

Fig 1:10. Centre

1.15 Stabilité du point critique

L�étude de la stabilité d�un point critique nous amène à connaître le comporte-
ment des trajectoires voisines de ce point d�équilibre.

Dé�nition 1.15.1 Soit le système di¤érentiel

dx

dt
= f (t; x) ; x 2 Rn; t 2 R: (1.5)

12



Chapitre 1. Notions préliminaires

Supposons que f satisfait les conditions du théorème d�existence et d�unicité de la
solution et soit �(t) la solution du système (1.5).
On dit qu�un point critique p est stable si " > 0;9� > 0 tel que si

k� (t0)� pk < � =) k� (t)� pk < �;8t � t0:

S�il existe de plus un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage
lim
t!1

� (t) = p alors le point d�équilibre p est dit asymptotiquement stable.

1.16 Matrice fondamentale

Dé�nition 1.16.1 soit x0 (t) = A (t)x (t) un système di¤érentail linéaire à coe¢ -
cients constants, où A est un fonction continue sur un intervelle I de R; chaque
A (t) étant une matrice carrée reelle n� n, la solution x (t) est un vecteur de Rn.
soit (u1; u2; :::; un) un système fondamentale de solution c�est-a-dire que(u1; u2; :::; un)
est base de l�espace vectoriel des solution. on appelle matrice fondamentale as-
socié à ce système de solution la matrice M (t) dont les coordonneés des vecteurs
u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t) :
En particulier on a ui (t) =M (t) ei si (e1; e2; :::; en) est la base canonique de Rn:

1.17 Conditions de stabilité d�un système
di¤érentiel linéaire

Considérons le système di¤érentiel linéaire x
0
= Ax; où x 2 Rn et A est une

matrice carrée n� n à coe¢ cients réelles constants.

Dé�nition 1.17.1 Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leur partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions de x

0
= Ax tendent vers 0 quand t

tend vers +1 et l�origine est un équilibre stable.
Si l�une au moins des valeurs propres est de partie réelle strictement positive, l�ori-
gine est un point d�équilibre instable.
Si la matrice A est diagonalisable et si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
négative ou nulle, alors l�origine est un point d�équilibre stable.

1.18 Fonction lisse

on écrira les coordonnées sur Rn sous la forme x1; : : : ; xn et soit p un point de
U � Rn un ensemble ouvert.

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

Dé�nition 1.18.1 Soit k un entier non négatif. Une fonction f : U ! R est dite

de classe Ck en p si ses dérivées partielles @jf

@xi1 � � � @xij
de tous ordres j � k existent

et sont continues en p. La fonction f : U ! R est de classe C1 en p si f est de
classe Ck pour tout k � 0 ; en d�autres termes, ses dérivées partielles de tous les
ordres

@kf

@xi1 � � � @xik
existent et sont continues en p. On dit que f est de classe Ck sur U si c�est de classe
Ck en tout point de U . Une dé�nition similaire vaut pour une fonction de classe C1
sur un ensemble ouvert U . Un synonyme de classe C1 est "lisse".

1.19 Fonction localement Lipschitzienne

Dé�nition 1.19.1 Soit U � Rn un ouvert, une fonction f : U � Rn ! Rn est dite
localement Lipschitzienne si pour tout x 2 U , il existe un voisinage Ux � U de x et
une constante k > 0 tels que

8y; z 2 Ux; kf (y)� f (z)k � k ky � zk :

1.20 L�intégrabilité des systèmes di¤érentiels

Dé�nition 1.20.1 On considère le système di¤érentiel autonome

_x = f(x);

où f : U ! Rn est une fonction de classe C2, x 2 U est un sous-ensemble ouvert
de Rn. Soit � (t; x0) sa solution telle que � (0; x0) = x0 2 U . On dit que la solution
� (t; x0) est T -périodique avec T > 0 si et seulement si � (T; x0) = x0 et � (t; x0) 6= x0
pour t 2 (0; T ). Soit F : U ! R une fonction non constante de classe C1 telle que

rF (x) � f(x) = 0;

où

rF (x) =
�
@F

@x1
; : : : ;

@F

@xn

�
.

Alors F est appelée l�intégrale première du système di¤érentiel _x = f(x); car F est
constante sur les solutions de ce système.
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Méthode de la moyennisation

2.1 Méthode de la moyennisation du premier
ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du premier ordre pour les solu-
tions périodiques d�un système di¤érentiel périodique, pour la preuve voir les théo-
rèmes 11:5 et 11:6 de Verhulst [29].
On considère le système di¤érentiel

_x = "F1(t;x) + "
2F2(t;x; "); x(0) = x0; (2.1)

avec x 2 D � Rn, t � 0. De plus, on suppose que F1(t;x) et F2(t;x; ") sont T -
périodiques en t. Séparément on considère dans D le système di¤érentiel moyenné

_y = "f1(y); y(0) = x0; (2.2)

où

f1(y) =
1

T

TZ
0

F1(t;y)dt:

Avec si certaines conditions, les points d�équilibre de système moyenné correspondent
aux solutions T -périodiques de (2.1).

Théorème 2.1.1 On considère les deux problèmes de valeur initiale (2.1) et (2.2).
On suppose que
(i) F1, @F1=@x, @2F1=@x2, F2 et @F2=@x sont continues et bornées par une constante
indépendante de " dans [0;1)�D et " 2 (0; "0].
(ii) F1 et F2 sont T -périodiques en t (T indépendant de ").
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Chapitre 2. Méthode de la moyennisation

(iii) y(t) appartient à 
 sur l�intervalle de temps [0; 1="].
Alors les hypothèses suivantes sont valables.
(a) Pour t 2 [1; "] on a que x(t)� y(t) = O("), lorsque " �! 0.
(b) Si p est un point singulier de système moyenné (2.2) et

det

�
@f1
@y

�����
y=p

6= 0;

alors il existe une solution T -périodique ' (t; ") de (2.1) telle que ' (0; ") �! p
lorsque " �! 0:
(c) La stabilité ou l�instabilité du cycle limite ' (t; ") est donnée par la stabilité ou
l�instabilité du point singulier p du système moyenné (2.2). En fait, le point singulier
p a le comportement de stabilité de l�application de Poincaré associée au cycle limite
' (t; ") :

Dans la suite, nous utilisons les idées de la preuve du théorème 2.1.1 (c). Pour
plus de détails, voir les sections. 6:3 et 11:8 de Verhulst [29]. Supposons que ' (t; ")
est une solution périodique de (2.1) correspondant à y = p n point d�équilibre du
système moyenné (2.2). En linéarisant (2.1) au voisinage de la solution périodique
' (t; ") on obtient une équation linéaire à coe¢ cients T -périodiques

_x = "A (t; ")x; A(t; ") =
@

@x
[F1(t; x)� F2(t; x; ")] jx='(t;") : (2.3)

On introduit les matrices T -périodiques

B(t) =
@F1
@x
(t; p); B1 =

1

T

TZ
0

B(t)dt;

C(t) =

tZ
0

(B(s)�B1)dt:

D�après le théorème 2.1.1 (c) nous avons

lim
"�!0

A(t; ") = B(t);

et B1 est la matrice du système moyenné linéarisé. La matrice C est de moyenne
nulle. La transformation

x 7�! y = (I � "C(t))x; (2.4)

permet d�écrire (2.3) comme suit

_y = "B1y + " [A(t; ")�B(t)] y +O("2): (2.5)
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Chapitre 2. Méthode de la moyennisation

On remarque que A(t; ") � B(t) �! 0 lorsque " �! 0, et aussi les exposants
caractéristiques de (2.5) dépendent du petit paramètre ". Il s�ensuit que, pour "
su¢ samment petit, si le déterminant de B1 is not zero, then 0 n�est pas nul, alors
0 n�est pas une valeur propre de la matrice B1 et alors ce n�est pas un exposant
caractéristique de (2.5). Par la transformation (2.4) on obtient que le système (2.3)
n�a pas de multiplicateurs égaux à 1.

2.2 Résultats de base sur l�autre méthode de
moyennisation du premier ordre

Dans cette section, nous présentons le résultat de base de la méthode de moyen-
nisation dont nous aurons besoin pour prouver les principaux résultats de ce travail.
On considère le problème de la bifurcation de solutions T -périodiques du système

di¤érentiel de la forme

_x(t) = G0(t;x) + "G1(t;x) + "
2G2(t;x; "); (2.6)

avec " 6= 0 su¢ samment petit. Ici les fonctions G0; G1 : R � 
 ! Rn et G2 :
R � 
 � (�"0; "0) �! Rn sont des fonctions de classe C2, T -périodiques dans la
première variable, et 
 est un sous-ensemble ouvert de Rn. L�hypothèse principale
est que le système non perturbé

_x(t) = G0(t; x); (2.7)

possède une sous-variété de solutions périodiques. Une solution de ce problème est
donnée en utilisant la méthode de moyennisation.
Soit x(t; z; ") la solution du système (2.7) telle que x(0; z; ") = z. On écrit la

linéarisation du système non perturbé le long d�une solution périodique x(t; z; 0)
comme

_y = DxG0(t;x(t; z; 0))y: (2.8)

Dans ce qui suit, nous désignons par Mz(t) une matrice fondamentale du système
di¤érentiel linéaire (2.8), et par � : Rk � Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses
premières k coordonnées ; c�est-à-dire �(x1; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xk).
On suppose qu�il existe une sous-variété Z � 
 de dimension k avec des solutions

T -périodiques de (2.7). Ensuite, une réponse au problème de bifurcation des solutions
T -périodiques à partir des solutions périodiques contenues dans Z pour le système
(2.6) est donnée dans le résultat suivant.

Théorème 2.2.1 Soit V un sous-ensemble ouvert et borné de Rk, et soit � : Cl(V )!
Rn�k une fonction de classe C2. On suppose que
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Chapitre 2. Méthode de la moyennisation

(i) Z = fz� = (�; �(�)); � 2 Cl(V )g � 
 et que pour chaque z� 2 Z la solution
x(t; z�) de (2.7) est T -périodique ;
(ii) pour chaque z� 2 Z il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.8) telle

que la matriceM�1
z� (0)�M�1

z� (T ) a dans le bloc supérieur droit la matrice k� (n�k)
nulle et dans le bloc inférieur droit la matrice ��(n�k)� (n�k) avec det(��) 6= 0.
On considère la fonction G : Cl(V )! Rk

G (�) = �

0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)G1 (t;x (t; z�; 0)) dt

1A :
S�il existe a 2 V avec G(a) = 0 et det((dG=d�)(a)) 6= 0, alors il existe une solution
T -périodique x(t; ") du système (2.6) telle que x(0; ")! z� quand "! 0.
Pour une preuve du théorème 2.2.1, voir Malkin [23] et Roseau [25], ou [5], pour

une preuve plus courte.
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Les auto-oscillations périodiques d�un circuit
électrique avec des imperfections périodiques
sur ses variables

3.1 Introduction et résultats principaux

Nous considérons des systèmes dynamiques cohérents dans un circuit électrique
composé de trois condensateurs et de deux bobines tel que ses variables ont des
imperfections périodiques, c�est-à-dire que notre modèle est une perturbation du
circuit idéal, voir Fig. 3:1.
Le but de notre travail est d�étudier les orbites périodiques, c�est-à-dire les auto-

oscillations, produites par le système. Nous utiliserons la méthode de moyennisation
des systèmes dynamiques. Nous sommes inspirés d�autres travaux où ces techniques
ont été utilisées pour étudier d�autres problèmes de dynamique perturbée, voir par
exemple [6, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 21, 22].
On considère la formulation lagrangienne du circuit, en utilisant la morphologie

du problème de Hill

L =1
2
(L1 _q

2
1 + L2 _q

2
2)�

q21
c1
� q

2
2

c2
� (q1 + q2)

2

c
;

où qi sont les charges et ci sont les capacités des condensateurs, i 2 f1; 2g. Les
variables Li; i 2 f1; 2g; représentent les auto-inductions des bobines. c représente la
capacité d�un troisième condenseur sans charge.
Si on fait le changement de variables

x =
p
L1q1; y =

p
L2q2;
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on obtient

L =1
2
( _x2 + _y2)� 1

c1
x2 � 1

c2
y2 � 1

c
xy;

étant, pour i = 1; 2;
1

ci
=

1

Lici
+

1

Lic
;

et
1

c
=

2

c
p
L1L2

;

Fig. 3:1. Circuit

En utilisant la transformation de Legendre, on obtient l�Hamiltonien

H =
1

2
( _x2 + _y2) +

1

c1
x2 +

1

c2
y2 +

1

c
xy:

Ainsi, notre modèle perturbé a la forme suivante8>>>>>>>><>>>>>>>>:

_x = p1;

�x+
2

c1
x+

1

c
y = "F1(t; x; _x; y; _y);

_y = p2;

�y +
1

c
x+

2

c2
y = "F2(t; x; _x; y; _y);

(3.1)

où p1 =
@L
@ _x

et p2 =
@L
@ _y
: Le point désigne la dérivée par rapport au temps t, le

paramètre " est petit et les fonctions lisses F1 et F2, en général, sont des fonctions
périodiques en la variable t en résonance p : q avec certaines des solutions périodiques
pour " = 0, avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers.
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imperfections périodiques sur ses variables

L�objectif de ce travail est de fournir, en utilisant la méthode de la moyennisation,
un système d�équations non linéaires dont les zéros simples fournissent des solutions
périodiques du système di¤érentiel (3.1). A�n de présenter nos résultats, nous avons
besoin de quelques dé�nitions et notations préliminaires.
Le système non perturbé à quatre équations di¤érentielles du second ordre8>>>>>>>><>>>>>>>>:

_x = p1;

�x = � 2
c1
x� 1

c
y;

_y = p2;

�y = �1
c
x� 2

c2
y;

(3.2)

écrit comme un système di¤érentiel du premier ordre dans les quatre variables
(X1 = x;X2 = _x;X3 = y;X4 = _y) ;8>>>>>>>><>>>>>>>>:

_X1 = X2;

_X2 = �
2

c1
X1 �

1

c
X3;

_X3 = X4;

_X4 = �
1

c
X1 �

2

c2
X3;

a un point singulier unique à l�origine avec des valeurs propres

�!1i; �!2i;

qui sont les racines du polynôme

4c2 � c1c2 + 2c2c1!2 + 2c2c2!2 + c2c1c2!4;

où c; c1 et c2 2 R+ et c1c2 < 4c2.
Les fréquences !i sont données par

!1 =

q
cc1(c(c1 + c2) +

p
c2(c1 � c2)2 + c21c22)

cc1c2
;

!2 =

q
cc1(c(c1 + c2)�

p
c2(c1 � c2)2 + c21c22)

cc1c2
:

Noter que

!21 � !22 =
2
p
c2(c1 � c2)2 + c21c22

cc1c2
:
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Comme d�habitude, on dé�nit que le rapport des deux fréquences !i et !j est non
résonant avec � si !i�=!j n�est pas un nombre rationnel, i 6= j.
Le système (3.2) dans l�espace des phases (x; _x; y; _y) a deux plans passant par

l�origine remplis de solutions périodiques à l�exception de l�origine. Ces solutions pé-
riodiques ont des périodes T1 = 2�=!1 et T2 = 2�=!2, selon qu�elles appartiennent
au plan associé aux vecteurs propres de valeurs propres �!1i ou �!2i, respective-
ment. Nous étudierons laquelle de ces solutions périodiques persiste pour le système
perturbé (3.1) lorsque le paramètre " est su¢ samment petit et que les fonctions
perturbées Fi, pour i = 1; 2, ont une période soit pT1=q ou pT2=q, où p et q sont des
entiers positifs relativement premiers.
Nous dé�nissons les constantes � et � par

� =
c2 � c1
c1c2

; � = !21 � !22;

et les fonctions 8><>:
G11(X0

1 ; X
0
2 ) =

1

pT1

R pT1
0

cos(!1t)F
�
1 (t)dt;

G21(X0
1 ; X

0
2 ) =

1

pT1

R pT1
0

sin(!1t)F
�
1 (t)dt;

(3.3)

où
F �1 (t) =

1

4c�
[2F1 + c(�� 2�)F2] ;

avec
Fi = Fi

�
�11 (t) ; �

2
1 (t) ; �

3
1 (t) ; �

4
1 (t)

�
; i = 1; 2;

et

�11 (t) =
�2cc2!1

c2 + c2(�� 2�)
(X0

2 cos(!1t)�X0
1 sin (!1t));

�21 (t) = c (�+ 2�)
�
X0
1 cos(!1t) +X

0
2 sin (!1t)

�
;

�31 (t) =
�2
!1

�
X0
2 cos(!1t)�X0

1 sin (!1t)
�
;

�41 (t) = 2
�
X0
1 cos(!1t) +X

0
2 sin (!1t)

�
:

Un zéro (X0�
1 ; X

0�
2 ) du système non linéaire�

G11(X0
1 ; X

0
2 ) = 0;

G21(X0
1 ; X

0
2 ) = 0;

(3.4)

tel que

det

�
@ (G11 ;G21)
@ (X0

1 ; X
0
2 )

�����
(X0

1 ;X
0
2 )=(X

0�
1 ;X

0�
2 )

6= 0;

est appelé zéro simple du système (3.4).
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Théorème 3.1.1 Soient p et q des entiers positifs relativement premiers et sup-
posons que les fonctions lisses F1 et F2 des équations de mouvement de (3.1) sont
périodiques en la variable t de période pT1=q. On suppose que le rapport des fré-
quences !2=!1 n�est pas résonant avec �. Alors pour " 6= 0 su¢ samment petit et
pour tout zéro simple (X0�

1 ; X
0�
2 ) 6= (0; 0) du système non linéaire (3.4), le système

perturbé (3.1) a une solution périodique (x(t; "); y(t; ")) tendant vers la solution pé-
riodique (x(t); y(t)) = (�11(t); �

3
1(t))j

(X01 ;X
0
2)=(X

0�
1 ;X0�2 )

du système non perturbé (3.2) a

parcouru p fois.

Une application du théorème 3.1.1 est présentée par le corollaire suivant

Corollaire 3.1.1 Soit F1(t; x; _x; y; _y) = _x2 + _y2 et F2(t; x; _x; y; _y) = sin(!1t)(1 �
_x2)+cos(!1t)(x� _y) des fonctions lisses et que le rapport des fréquences !2=!1 n�est
pas résonant avec �. Alors le système (3.1) pour " 6= 0 su¢ samment petit admet
deux solutions périodiques (x(t; "); y(t; ")) tendant vers les deux solutions périodiques
(x(t); y(t)) = (�11(t); �

3
1(t))j(X0

1 ;X
0
2 )=(X

�
1 ;X

�
2 )
et (x(t); y(t)) = (�11(t); �

3
1(t))j(X0

1 ;X
0
2 )=(X

�
3 ;X

�
4 )

de (3.2) lorsque " �! 0, où (X�
1 ; X

�
2 ) =

 
0;� 2

p
3

3c (�+ 2�)

!
et (X�

3 ; X
�
4 ) =

�
� 2

c (�+ 2�)
; 0

�
.

On dé�nit maintenant les fonctions8><>:
G12(X0

5 ; X
0
6 ) =

1

pT2

R pT2
0

cos(!2t)F
�
3 (t)dt;

G22(X0
5 ; X

0
6 ) =

1

pT2

R pT2
0

sin(!2t)F
�
3 (t)dt;

où
F �3 (t) =

1

4c�
[�2F1 + c (�+ 2�)F2] ;

avec
Fi = Fi

�
�12 (t) ; �

2
2 (t) ; �

3
2 (t) ; �

4
2 (t)

�
; i = 1; 2;

et

�12 (t) =
�2cc2!2

c2 + c2(�� 2�)
(X0

6 cos(!2t)�X0
5 sin (!2t));

�22 (t) = �c (�� 2�)
�
X0
5 cos(!2t) +X

0
6 sin (!2t)

�
;

�32 (t) =
�2
!2

�
X0
6 cos(!2t)�X0

5 sin (!2t)
�
;

�42 (t) = 2
�
X0
5 cos(!2t) +X

0
6 sin (!2t)

�
;

Considérons le système non linéaire�
G12(X0

5 ; X
0
6 ) = 0;

G22(X0
5 ; X

0
6 ) = 0;

(3.5)
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Théorème 3.1.2 Soient p et q des entiers positifs relativement premiers et sup-
posons que les fonctions lisses F1 et F2 des équations de mouvement de (3.1) sont
périodiques en la variable t de période pT2=q. On suppose que le rapport des fré-
quences !2=!1 n�est pas résonant avec �. Alors pour " 6= 0 su¢ samment petit et
pour tout zéro simple (X0�

5 ; X
0�
6 ) 6= (0; 0) du système non linéaire (3.5), le système

perturbé (3.1) a une solution périodique (x(t; "); y(t; ")) tendant vers la solution pé-
riodique (x(t); y(t)) = (�12(t); �

3
2(t))j(X0

5 ;X
0
6 )=(X

0�
5 ;X

0�
6 )
du système non perturbé (3.2)

a parcouru p fois.

Une application du théorème 3.1.2 est présentée par le corollaire suivant

Corollaire 3.1.2 Soit F1(t; x; _x; y; _y) = sin(!2t)(1+x+y) et F2(t; x; _x; y; _y) = 1+ _x
des fonctions lisses et que le rapport de les fréquences !2=!1 n�est pas résonant
avec �. Alors le système (3.1) pour " 6= 0 su¢ samment petit admet une solu-
tion périodique (x(t; "); y(t; ")) tendant vers la solution périodique (x(t); y(t)) =
(�12 (t) ; �

3
1 (t)) j(X0

5 ;X
0
6)=(X0�

5 ;X
0�
6 )

de (3.2) lorsque " �! 0, donné par (X0�
5 ; X

0�
6 ) = 

0;
2

c2
�
4�2 � �2

�! :
3.2 Preuve des théorèmes 3.1.1 et 3.1.2

En introduisant les variables (X1; X2; X3; X4) = (x; _x; y; _y) on peut écrire le
système di¤érentiel (3.1) comme un système di¤érentiel du premier ordre de la forme8>>>>>>>><>>>>>>>>:

_X1 = X2;

_X2 = �
2

c1
X1 �

1

c
X3 + "F1 (X1; X2; X3; X4) ;

_X3 = X4;

_X4 = �
1

c
X1 �

2

c2
X3 + "F2 (X1; X2; X3; X4) :

(3.6)

Notons que le système di¤érentiel (3.6) lorsque " = 0 est équivalent au système
di¤érentiel (3.2), appelé le système non perturbé. Lorsque " 6= 0 nous l�avons appelé
le système perturbé.
Le changement de variables

x = (x1; x2; x3; x4)! X = (X1; X2; X3; X4);

donné par
X =Bx; (3.7)
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avec

B =

0BBBBB@
0

�2cc2!1
c2 + c2 (�� 2�)

0
�2cc2!2

c2 � c2 (�+ 2�)
c (�+ 2�) 0 �c (�� 2�) 0

0
�2
!1

0
�2
!2

2 0 2 0

1CCCCCA :

On écrit la partie linéaire du système di¤érentiel (3.6) sous sa forme normale réelle
de Jordan, et ce système dans les nouvelles variables (x1; x2; x3; x4) devient8>><>>:

_x1 = !1x2 + "F
�
1 ;

_x2 = �!1x1 + "F �2 ;
_x3 = !2x4 + "F

�
3 ;

_x4 = �!2x3 + "F �4 ;

(3.8)

où
F �1 =

1

4c�
[2F1 + c (�� 2�)F2] ;

F �2 = 0;

F �3 =
1

4c�
[�2F1 + c (�+ 2�)F2] ;

F �4 = 0;

avec Fi = Fi (�1; �2; �3; �4) ; et

�1 = � 2cc2!1
c2 + c2 (�� 2�)

x2 �
2cc2!2

c2 � c2 (�+ 2�)
x4;

�2 = c (�+ 2�)x1 � c (�� 2�)x3;

�3 = � 2

!1
x2 �

2

!2
x4;

�4 = 2x1 + 2x3:

Maintenant, dans le lemme suivant, nous caractérisons les orbites périodiques du
système non perturbé comme une première étape pour prouver les théorèmes 3.1.1
et 3.1.2.

Lemme 3.2.1 Les solutions périodiques (x1(t); x2(t); x3(t); x4(t)) du système di¤é-
rentiel (3.8) avec " = 0 sont�

X0
1 cos (!1t) +X

0
2 sin (!1t) ; X

0
2 cos (!1t)�X0

1 sin (!1t) ; 0; 0
�
; (3.9)

de période T1,�
0; 0; X0

5 cos (!2t) +X
0
6 sin (!2t) ; X

0
6 cos (!2t)�X0

5 sin (!2t)
�
;

de période T2.
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Preuve. Puisque (3.8) pour " = 0 est un système di¤érentiel linéaire, la preuve
s�ensuit facilement.
Preuve du Théorème 3.1.1. On suppose que les fonctions F1 et F2 de (3.1)
sont périodiques en t de période pT1=q avec p et q entiers positifs relativement
premiers. Ensuite, on peut considérer que le système di¤érentiel (3.8) et les solutions
périodiques (3.9) ont la même période pT1.
On applique le théorème 2.2.1 du chapitre 2 au système di¤érentiel (3.8), et on

utilise la notation qui y est introduite. Notons que le système (3.8) peut s�écrire sous
la forme du système (2.6) prenant

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA ; G0(t;x) =
0BB@

!1x2
�!1x1
!2x4
�!2x3

1CCA ; G1(t;x) =
0BB@
F �1
F �2
F �3
F �4

1CCA ; G2(t;x;") =
0BB@
0
0
0
0

1CCA .
Nous allons maintenant étudier quelles solutions périodiques du système non per-
turbé (3.8) avec " = 0 du type (3.9) persistent comme solutions périodiques du
système perturbé pour " 6= 0 su¢ samment petit.
Nous commençons par la description des di¤érents éléments qui apparaissent

dans l�énoncé du théorème 2.2.1 pour le cas particulier du système di¤érentiel (3.8).
Ainsi, nous avons que 
 = R4, k = 2 et n = 4. Maintenant, soit r1 > 0 arbitrairement
petit et soit r2 > 0 arbitrairement grand. Soit V un sous ensemble ouvert et borné
du plan x3 = x4 = 0 de la forme

V =

��
X0
1 ; X

0
2 ; 0; 0

�
2 R4 : r1 <

q
(X0

1 )
2
+ (X0

2 )
2
< r2

�
:

Comme d�habitude Cl(V ) désigne la fermeture de V . Si � = (X0
1 ; X

0
2 ); alors on

identi�e V avec l�ensemble f� 2 R2 : r1 < k�k < r2g, ici k�k la norme euclidienne
dans R2. La fonction � : Cl(V )! R2 est � (�) = (0; 0). Par conséquent, pour notre
système, nous avons

Z = fz� = (�; �(�)); � 2 Cl(V )g =
��
X0
1 ; X

0
2 ; 0; 0

�
2 R4 : r1 �

q
(X0

1 )
2
+ (X0

2 )
2 � r2

�
:

On considère maintenant, pour chaque z� 2 Z , la solution périodique x(t; z�) =
(X1(t); X2(t); 0; 0) donnée par (3.9) de période pT1.
Calcul de la matrice fondamentale Mz�(t) du système di¤érentiel linéaire (3.8)

avec " = 0 associée à la solution pT1-périodique z� = (X0
1 ; X

0
2 ; 0; 0) telle que

Mz�(0) = I, on obtient

Mz�(t) =M(t) =

0BB@
cos (!1t) sin (!1t) 0 0
� sin (!1t) cos (!1t) 0 0

0 0 cos (!2t) sin (!2t)
0 0 � sin (!2t) cos (!2t)

1CCA :
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Notez que la matrice Mz�(t) ne dépend pas de la solution périodique particulière
x(t; z�; 0). Depuis la matrice

M�1 (0)�M�1 (pT1) =

0BBBBBB@
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 2 sin2
�
p�!2
!1

�
sin

�
2p�!2
!1

�
0 0 � sin

�
2p�!2
!1

�
2 sin2

�
p�!2
!1

�

1CCCCCCA ;

satisfait les hypothèses de l�énoncé (ii) du théorème 2.2.1 parce que le déterminant��������
2 sin2

�
p�!2
!1

�
sin

�
2p�!2
!1

�
� sin

�
2p�!2
!1

�
2 sin2

�
p�!2
!1

�
�������� = 4 sin

2

�
p�!2
!1

�
6= 0;

parce que le rapport des fréquences n�est pas résonant avec �. En bref, toutes les hy-
pothèses du théorème 2.2.1 sont satisfaites par le système (3.8). Pour notre système
l�application � : R4 ! R2 a la forme �(x1; x2; x3; x4) = (x1; x2).
Calcul de la fonction

G1
�
X0
1 ; X

0
2

�
= G (�) = �

0@ 1

pT1

pT1Z
0

M�1
z� (t)G

1
1(t; x(t; z�; 0))dt

1A ;
on obtient que

G1
�
X0
1 ; X

0
2

�
=
�
G11
�
X0
1 ; X

0
2

�
;G21

�
X0
1 ; X

0
2

��
;

où les fonctions Gk1 ; pour k = 1; 2; sont celles données par (3.3). Alors, par le théorème
2.2.1 nous avons que pour tout zéro simple (X0�

1 ; X
0�
2 ) 2 V du système de fonctions

non linéaires (3.4) nous avons une solution périodique (x1; x2; x3; x4)(t; ") du système
(3.8) tel que (x1; x2; x3; x4)(0; ")! (X0�

1 ; X
0�
2 ; 0; 0) lorsque "! 0.

En revenant par le changement de coordonnées (3.7) on obtient une solution
périodique (x1; x2; x3; x4)(t; ") du système (3.8) telle que

0BB@
x1 (t; ")
x2 (t; ")
x3 (t; ")
x4 (t; ")

1CCA �!

0BBBBB@
�2cc2!1

c2 + c2 (�� 2�)
(X0�

2 cos (!1t)�X0�
1 sin (!1t))

c (�+ 2�) (X0�
1 cos (!1t) +X

0�
2 sin (!1t))

�2
!1
(X0�

2 cos (!1t)�X0�
1 sin (!1t))

2 (X0�
1 cos (!1t) +X

0�
2 sin (!1t))

1CCCCCA ;

lorsque "! 0.
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Par conséquent on obtient une solution périodique (x; y)(t; ") du système (3.1)
telle que

(x; y)(t; ")!

0B@
�2cc2

c2 + c2 (�� 2�)
(X0�

2 cos (!1t)�X0�
1 sin (!1t))

�2
!1
(X0�

2 cos (!1t)�X0�
1 sin (!1t))

1CA ;
lorsque "! 0.
Preuve du Théorème 3.1.2. La preuve est analogue à la preuve du théorème
3.1.1.

3.3 Preuve des deux corollaires

Preuve du Corollaire 3.1.1. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.1, le système
non linéaire (3.4) devient8>>>>>><>>>>>>:

G11 (X0
1 ; X

0
2 ) =

c2X0
1 X

0
2

�
��3 + 8�3 � 2 �2�+ 4�2�

�
16p�

;

G21 (X0
1 ; X

0
2 ) =

�6 c2�2� (X0
2 )
2 � 2 c2�2� (X0

1 )
2
+ 12 c2�2 (X0

2 )
2
�+ 4 c2�2 (X0

1 )
2
�

32p�

+
�3 c2�3 (X0

2 )
2 � c2�3 (X0

1 )
2
+ 8 c2�3 (X0

1 )
2 � 8�+ 4 �+ 24 c2�3 (X0

2 )
2

32p�
:

Ce système admet les quatre solutions suivantes

�
X0�
1 ; X

0�
2

�
=

 
0;� 2

p
3

3c (�+ 2�)

!
;

�
X0�
3 ; X

0�
4

�
=

�
� 2

c (�+ 2�)
; 0

�
:

Notons que les solutions qui di¤èrent par un signe sont des conditions initiales
di¤érentes d�une même solution périodique du système (3.2). De plus, depuis

det

�
@ (G11 ;G21)
@ (X0

1 ; X
0
2 )

����
(X0�

1 ;X
0�
2 )
=

�
4�2 � �2

�2
c2

256c2�2
6= 0;

et

det

�
@ (G11 ;G21)
@ (X0

1 ; X
0
2 )

����
(X0�

3 ;X
0�
4 )
= �

�
4�2 � �2

�2
c2

64c2�2
6= 0;

ces solutions sont simples. En�n, d�après le théorème 3.1.1., nous n�avons que deux
solutions périodiques pour le système de ce corollaire.
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Preuve du Corollaire 3.1.2. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.2, le système
non linéaire (3.4) devient8>><>>:

G12 (X0
5 ; X

0
6 ) = �

X0
5

�
4�2 � �2

�
8�

;

G22 (X0
5 ; X

0
6 ) =

�2 + 4c2�2X0
6 � c2�2X0

6

c�
:

Ce système admet la solution suivante

�
X0�
5 ; X

0�
6

�
=

 
0;

2

c2
�
4�2 � �2

�! :
De plus, depuis

det

�
@ (G12 ;G22)
@ (X0

5 ; X
0
6 )

����
(X0�

5 ;X
0�
6 )
=

�
4�2 � �2

�2
c2

64c2�2
6= 0;

cette solution est simple. En�n, d�après le théorème 3.1.2, nous n�avons qu�une seule
solution périodique pour le système de ce corollaire.
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4

Les orbites périodiques du système hamilto-
nien avec potentiel
d�Armbruster-Guckenheimer-Kim

4.1 Introduction et résultats principaux

L�objectif principal de ce travail est d�étudier les orbites périodiques et la non-
intégrabilité du système hamiltonien avec l�énergie potentielle donnée par le potentiel
d�Armburster-Guckenheimer-Kim, voir Armbruster et al. [2], qui a souvent été utilisé
dans l�étude de la dynamique des galaxies. Nous étudions les orbites périodiques en
utilisant la méthode de moyennisation et la non-intégrabilité est étudiée à travers
l�existence d�orbites périodiques qui n�ont pas tous leurs multiplicateurs égaux à 1.
Cet hamiltonien se compose d�un potentiel harmonique de dimension 2 plus les

termes quartiques suivants

H =
1

2
(p2x + p

2
y + x

2 + y2)� a
4
(x2 + y2)2 � b

2
x2y2: (4.1)

Le système hamiltonien est donné par8>><>>:
_x = px;
_px = �x+ ax (x2 + y2) + bxy2;
_y = py;
_py = �y + ay (x2 + y2) + bx2y:

(4.2)

Nous désignons par le point, la dérivée par rapport à la variable indépendante t.
Nous appelons (4.2) le système hamiltonien d�Armburster-Guckenheimer-Kim, ou
simplement le système d�AGK.
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Dans ce travail, nous utilisons la méthode de moyennisation du premier ordre
pour calculer les orbites périodiques, voir chapitre 2. Cette méthode permet de
trouver analytiquement les orbites périodiques de système d�AGK (4.2) à toutes
les valeurs positives de l�énergie en fonction des paramètres a et b. En e¤et, cette
méthode réduit le problème de trouver des solutions périodiques d�un système di¤é-
rentiel à celui de trouver des zéros de certaines fonctions convenables de dimension
�nie. Cette méthode a également été utilisée par Jim�enez� Lara et Llibre [16, 17].
On divise le plan de paramètres (a; b) en quatre parties : les deux droites

L1 =
�
(a; b) 2 R2 : b+ a = 0

	
;

L2 =
�
(a; b) 2 R2 : b = 0

	
;

et les deux régions

R1 =
�
(a; b) 2 R2 : b� 2a � 0; b > 0

	
[
�
(a; b) 2 R2 : b� 2a � 0; b < 0

	
;

R2 = R2n fCl(R1) [ L1g .

Ici, la fermeture d�un sous-ensemble R de R2 est notée par Cl(R).
Notre résultat principal sur les orbites périodiques du système d�AGK (4.2) est

résumé comme suit.

Théorème 4.1.1 Pour chaque niveau d�énergie positive, le système hamiltonien
d�Armbruster�Guckenheimer�Kim (4.2) admet au moins 2 orbites périodiques si
(a; b) 2 L2, 2 orbites périodiques si (a; b) 2 R1, et 6 orbites périodiques si (a; b) 2 R2.

En particulier, le théorème 4.1.1 stipule que si (a; b) =2 L1 alors le système hamil-
tonien pour chaque niveau d�énergie positive admet des orbites périodiques et nous
pouvons utiliser ces orbites périodiques particulières pour prouver notre deuxième
résultat principal sur la non-intégrabilité au sens de Liouville du système d�AGK
(4.2).

Théorème 4.1.2 Le système hamiltonien d�Armbruster-Guckenheimer-Kim (4.2)
avec l�hamiltonien H donné par (4.1) ne peut pas avoir une seconde première inté-
grale G de classe C1 telle que les gradients de H et G sont linéairement indépendants
en chaque point des orbites périodiques trouvées dans le théorème 4.1.1.

La preuve du théorème 4.1.1. est basée sur la méthode de moyennisation pour
le calcul des orbites périodiques, voir le chapitre 2. Et la preuve du théorème 4.1.2
est basée sur la méthode de Poincaré qui permet de prouver la non�intégrabilité
au sens de Liouville�Arnold indépendamment de la classe de dérivabilité de la se-
conde première intégrale. La principale di¢ culté dans l�application de la méthode
de non-intégrabilité de Poincaré à un système hamiltonien donné est de trouver
pour un tel système des orbites périodiques ayant des multiplicateurs di¤érents de
1. Pour appliquer la théorie de non-intégrabilité de Poincaré au système d�AGK,
nous devons étudier certaines des orbites périodiques de ce système et de calculer
leurs multiplicateurs.
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4.2 Preuve du Théorème 4.1.1

Pour appliquer le théorème 2.1.1, nous avons besoin d�un petit paramètre ". On
considère le changement de variables

(x; px; y; py) 7! (X; pX ; Y; pY ) = (x=
p
"; px=

p
"; y=

p
"; py=

p
"):

Avec les nouvelles variables, le système (4.2) devient8>><>>:
_X = pX ;
_pX = �X + "(aX3 + (a+ b)XY 2);
_Y = pY ;
_pY = �Y + "((a+ b)X2Y + aY 3):

(4.3)

Ce système est encore hamiltonien avec l�hamiltonien

1

2
(P 2X + P

2
Y +X

2 + Y 2)� "a
4
(X2 + Y 2)2 � " b

2
X2Y 2: (4.4)

On remarque que le système (4.3) n�est pas sous la forme normale pour appliquer
la méthode de moyennisation, voir l�équation di¤érentielle (2.1).
On considère le changement de variables

X = r cos �; pX = r sin �; Y = � cos(� + �); pY = � sin(� + �).

Rappelons que ce changement de variables est possible lorsque r > 0 et � > 0.
En outre, ce changement de variables apparaît dans le système avec les variables
périodiques � et �. Plus tard la variable � sera utilisée pour obtenir la périodicité
nécessaire à l�application de la méthode de moyennisation.
L�énergie du hamiltonien avec ces nouvelles variables devient

H =
1

2
(r2+�2)� 1

4
"a(r2 cos2 �+�2 cos2(�+�))2� 1

2
"br2�2 cos2 � cos2 (� + �) : (4.5)

et les équations du mouvement sont données par8>><>>:
_r = "r sin � cos �(ar2 cos2 � + (a+ b)�2 cos2(� + �));
_� = �1 + "(ar2 cos4 � + (a+ b)�2 cos2 � cos2(� + �));
_� = "� sin(� + �) cos(� + �)((a+ b)r2 cos2 � + a�2 cos2(� + �));
_� = "(�ar2 cos4 � + (a+ b)(r2 � �2) cos2 � cos2(� + �) + a�2 cos4(� + �)):

(4.6)
Cependant, les dérivées du membre de gauche de ces équations sont par rapport à
la variable t, qui n�est pas périodique. Alors on passe à la variable � comme une
variable indépendante et on désigne par prime, la dérivée par rapport à �. Alors, le
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système (4.6) devient8>>>>>>>><>>>>>>>>:

r0 =
"r sin � cos �(ar2 cos2 � + (a+ b)�2 cos2(� + �))

�1 + ar2" cos4 � + (a+ b)"�2 cos2 � cos2(� + �) ;

�0 =
"� sin(� + �) cos(� + �)((a+ b)r2 cos2 � + a�2 cos2(� + �))

�1 + ar2" cos4 � + (a+ b)"�2 cos2 � cos2(� + �) ;

�0 =
"(�ar2 cos4 � + (a+ b)(r2 � �2) cos2 � cos2(� + �) + a�2 cos4(� + �))

�1 + ar2" cos4 � + (a+ b)"�2 cos2 � cos2(� + �) :

Bien sûr, ce système n�a plus que trois équations car nous n�avons pas besoin de
l�équation de �. Si on écrit le système précédent sous la forme d�une série de Taylor
en puissance de ", on obtient8>><>>:
r0 = �"r sin � cos �(ar2 cos2 � + (a+ b)�2 cos2(� + �)) +O("2);
�0 = �"� sin(� + �) cos(� + �)((a+ b)r2 cos2 � + a�2 cos2(� + �)) +O("2);
�0 = "(ar2 cos4 � � (a+ b)(r2 � �2) cos2 � cos2(� + �)� a�2 cos4(� + �)) +O("2):

(4.7)
Maintenant le système (4.7) est 2�-périodique en la variable �. On appliquera le
théorème 2.1.1 au niveau hamiltonien H = h pour h > 0, et on résout l�équation
H = h pour � on obtient

� =
p
2h� r2; (4.8)

Puis en substituant � dans (4.7) et en développant en séries entières de ", on obtient
les deux équations di¤érentielles8><>:

r0 = "r sin � cos �((a+ b)(r2 � 2h) cos2(�+ �)� ar2 cos2 �) +O("2);
�0 = "(2(a+ b)(h� r2) cos2 � cos2(�+ �) + a(r2 � 2h) cos4(�+ �)

+ ar2 cos4 �) +O("2):
(4.9)

Il est clair que le système (4.9) satisfait les hypothèses du théorème 2.1.1 et il a la
forme (2.1) avec F1 = (F11; F12), donnée par

F11 = r sin � cos �((a+ b)(r2 � 2h) cos2(�+ �)� ar2 cos2 �);
F12 = 2(a+ b)(h� r2) cos2 � cos2(�+ �) + a(r2 � 2h) cos4(�+ �) + ar2 cos4 �:

On remarque que F1 est 2�-périodique par rapport à la variable �, la variable indé-
pendante du système (4.9). Alors nous avons f1(r; �) dé�nie comme suit

f1(r; �) = (f11(r; �); f12(r; �)) =
1

2�

2�Z
0

(F11; F12)d�;
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où
f11(r; �) = �

1

8
r(a+ b)(r2 � 2h) sin(2�);

et
f12(r; �) =

1

4
(h� r2)((a+ b) cos(2�)� a+ 2b):

Il faut trouver les zéros (r�; ��) de f1(r; �), et véri�er que le jacobien en ces points
n�est pas nul, c�est-à-dire

det

 
@(f11; f12)

@(r; �)

����
(r;�)=(r�;��)

!
6= 0: (4.10)

de f11(r; �) = 0 on obtient r = 0 ou, r = �
p
2h ou � = 0; �=2; 3�=2; �: Les solutions

r = 0 et r = �
p
2h ne sont pas bonnes, car r > 0. Ainsi, les bonnes solutions de

f11(r; �) = 0 sont r =
p
2h et � = 0, �=2, 3�=2, �. Maintenant, nous cherchons les

solutions de f12(r; �) = 0. On obtient six solutions possibles (r�; ��) avec r� > 0 :

s1 = (
p
h; 0); s2 = (

p
h; �);

s3 = (
p
h; �=2); s4 = (

p
h; 3�=2);

s5 = (
p
2h;

1

2
arccos

�
a� 2b
a+ b

�
);

s6 = (
p
2h; 2� � 1

2
arccos

�
a� 2b
a+ b

�
);

(4.11)

avec des valeurs correspondantes de � données par (4.8) tendant vers
p
h pour les

solutions s1; s2; s3; s4 lorsque "! 0 et tendant vers 0 pour les solutions s5; s6 lorsque
" ! 0. Bien sûr dans (4.11) pour les solutions s5 et s6, on suppose que �1 �
(a� 2b)=(a+ b) � 1: Ces inégalités n�apparaissent que dans les deux secteurs fermés
limités par les deux droites b = 0 et b = 2a moins l�origine et contenus dans les
quadrants f(a; b) : a > 0; b > 0g et f(a; b) : a < 0; b < 0g du plan (a; b):
En�n, nous calculons le jacobien (4.10), c�est-à-dire���� 1

4
(a+ b)�(2h� 3r2) sin(2�) �1

2
(a+ b)�r(r2 � 2h) cos(2�)

��r(�a+ 2b+ (a+ b) cos(2�)) (�a� b)�(h� r2) sin(2�)

���� ; (4.12)

le Jacobien (4.12) en s1 et s2 est

3

8
h2b(a+ b); (4.13)

le Jacobien (4.12) en s3 et s4 est

1

8
h2(2a� b)(a+ b); (4.14)
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et le jacobien en s5 et s6 est
3

4
h2b(b� 2a); (4.15)

on remarque que pour h 6= 0 le jacobien est non nul en s1 et s2 lorsque b(a+ b) 6= 0,
le jacobien est non nul en s3 et s4 lorsque (2a� b)(a+ b) 6= 0, et le jacobien est non
nul en s5 et s6 lorsque b(b� 2a) 6= 0.
En résumant, par le théorème 2.1.1, les solutions s1 et s2 de f(r�; ��) = 0 four-

nissent deux solutions périodiques du système (4.9) (et par conséquent du système
hamiltonien (4.3) au niveau h > 0) si b 6= 0 et b = 2a. De même, les solutions s3 et
s4 fournissent deux solutions périodiques du système (4.9) si a 6= 0 et b = 0. Et, si
b(a + b)(2a � b) 6= 0 les solutions si pour i = 1; 2; 3; 4; 5; 6 de f1 = 0 fournissent au
moins six solutions périodiques pour le système hamiltonien (4.3).
On remarque que si a + b = 0, alors on n�a pas de solution périodique donnée

par si pour i = 1; 2; 3; 4; 5; 6 car soit leur jacobien est nul (pour i = 1; 2; 3; 4) ou ils
ne sont pas dé�nis (pour i = 5; 6, voir (4.11)).

4.3 Preuve du Théorème 4.1.2

On suppose que l�on est sous les hypothèses du théorème 4.1.1, et que l�une des
six solutions périodiques établies correspondant aux solutions s1; s2; s3; s4; s5 et s6
existe, et que leurs jacobiennes associées (4.13), (4.14) et (4.15) sont non nuls. Ainsi,
les multiplicateurs correspondants ne sont pas tous égaux à 1. Par conséquent, sous
les hypothèses du théorème 4.1.1, du théorème 4.4.1, il découle du théorème 4.1.2.

4.4 Orbites périodiques et intégrabilité au sens
de Liouville-Arnold

On rappelle qu�un système hamiltonien avec hamiltonien H à deux degrés de
liberté est intégrable au sens de Liouville-Arnold s�il admet une première intégrale G
indépendante de H (c�est-à-dire les vecteurs gradients de H et G sont indépendants
en tous les points du espace des phases sauf peut-être dans un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle), et en involution avec H (c�est-à-dire que le crochet de Poisson de
H et G est nulle). Le théorème de Liouville-Arnold décrit la dynamique des systèmes
hamiltoniens intégrables, voir pour plus de détails Abraham et Marsden [1], Arnold
et al. [3] et la section. 7.1.2 d�Arnold et al. [3], respectivement.
On considère le système di¤érentiel autonome

_x = f(x); (4.16)

où f : U ! Rn est de classe C2, U est un sous-ensemble ouvert de Rn. Nous écrivons
sa solution générale sous la forme �(t; x0) avec �(0; x0) = x0 2 U et t appartient à
son intervalle maximal de dé�nition.
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On dit que �(t; x0) est est T -périodique avec T > 0 si et seulement si �(T; x0) =
x0 et �(t; x0) 6= x0 pour t 2 (0; T ). L�orbite périodique associée à la solution pério-
dique �(t; x0) est 
 = f�(t; x0); t 2 [0; T ]g. L�équation variationnelle associée à la
solution T -périodique �(t; x0) est

_M =

 
@f(x)

@x

����
x=�(t;x0)

!
M; (4.17)

où M est une matrice n � n. La matrice de monodromie associée à la solution
T -périodique �(t; x0) est la solution M(T; x0) de (4.17) qui véri�e M(0; x0) est la
matrice identité. Les valeurs propres � de la matrice de monodromie associée à la
solution périodique �(t; x0) sont appelées les multiplicateurs de l�orbite périodique.
Pour un système di¤érentiel autonome, l�un des multiplicateurs est toujours égal

à 1 et son vecteur propre correspondant est tangent à l�orbite périodique.
Une solution périodique d�un système hamiltonien autonome a toujours deux

multiplicateurs égaux à 1. Le premier multiplicateur est égal à 1 parce que le système
hamiltonien est autonome, et le deuxième égal à 1 parce que la première intégrale
est donnée par l�hamiltonien.

Théorème 4.4.1 Si un système hamiltonien à deux degrés de liberté et hamiltonien
H est intégrable au sens de Liouville�Arnold et G est une seconde intégrale première
telle que les gradients H et G sont linéairement indépendants en chaque point de
l�orbite périodique du système, alors tous les multiplicateurs de cette orbite périodique
sont égaux à 1.

Le théorème 4.4.1 est dû à Poincaré [24]. elle nous donne un outil pour étudier
la non�intégrabilité au sens de Liouville�Arnold, indépendamment de la classe de
dérivabilité de la seconde intégrale première. Le principal problème pour appliquer ce
théorème est de trouver des orbites périodiques ayant des multiplicateurs di¤érents
de 1.
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Conclusion générale

La méthode de moyennisation est une technique de perturbation réussie dont
l�importance lui permet d�être utilisée pour étudier l�existence et la stabilité des
solutions périodiques pour les systèmes d�équations di¤érentielles ordinaires. C�est
un outil puissant qui a prouvé son e¢ cacité à plusieurs reprises dans la littérature en
examinant l�existence et la stabilité de la périodicité des systèmes dynamiques, tant
en sciences physiques qu�en sciences de l�ingénieur. Dans ce travail l�application de
cette méthode aux systèmes hamiltoniens en dimension 4, nous permis de trouver
analytiquement les orbites périodiques.
Notre travail futur si dieu le veut, consistera à l�application de méthode de la

moyennisation pour étudier des solutions périodiques d�autres systèmes hamiltoniens
en dimension supérieur à 4.
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