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Resumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes interessés a l'étude de
certains problemes liés aux équations différentielles fractionnaires en
temps et en espace avec des non-linéarités non locales en temps de

croissance polynomiale.

Tout d'abord, nous avons présenté certaines définitions et notions
de base, puis nous avons abordé I'étude de I'existence locale en utilisant
le théoreme du point fixe de Banach et I'explosion des solutions en
temps fini via la fonction de test pour une équation différentielle
fractionnaire, puis pour un systeme de deux equations différentielles

fractionnaires.

Mots clés: Dérivées et intégrales fractionnaires, équations aux
derivées partielles fractionnaires, existence locale, explosion des

solutions.




Abstract

In this memory, we are interested in the study of certain problems
related to fractional differential equations in time and space with non-

local nonlinearities in time of polynomial growth.

Firstly, we presented some definitions and basic notions, and then
we studied the local existence using Banach's fixed point theorem and
the blow-up of solutions in finite time using the test function for a
fractional differential equation, and then for a system of two fractional

differential equations.

Keywords: Fractional derivatives and integrals, fractional partial

differential equations, local existence, blow-up of solutions.
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Introduction générale

Lutilisation du calcul fractionnaire dans des domaines variés comme la physique, la mécanique,
la chimie et I'ingénierie a rendu cette discipline considérablement importante. Pour cette raison,
de nombreux chercheurs ont consacré une attention significative a ’étude des problémes liés aux
équations différentielles fractionnaires. (voir [9] — [29], [16] ,[30] , [31]).

Le Laplacien fractionnaire (—A)%/? est lié aux vols de Lévy en physique. De nombreuses observa-
tions et expériences liées aux vols de Lévy (super-diffusion), par exemple la diffusion collective
par glissement sur des surfaces solides, I'optique quantique ou la diffusion turbulente de Richard-
son, ont été réalisées ces derniéres années. Les processus symétriques [-stables, 0 < § < 2, sont
les caractéristiques de base pour une classe de processus de Lévy sautants. En comparaison au
processus brownien continu 5 = 2, les processus symétriques [-stables ont des sauts infinis dans
une période de temps arbitraire. Les sauts importants de ces processus rendent leurs variance et
leurs attentes infinies selon 0 < 5 < 2 ou 0 < g < 1, respectivement (voir [16]). Rappelons que
lorsque 5 = 3/2, les processus symétriques [-stables apparaissent dans I'’étude de la dynamique
stellaire (voir[&]).

Ce travail se concentre sur 'étude de la non existence de solution globale pour certains pro-
blemes d’équations et de systemes différentiels fractionnaires en temps et en espace avec des
non-linéarités non locales en temps de croissance polynomiale. Les solutions de ces équations et
systemes peuvent exploser en un temps fini. Dans ce cas, le temps maximal d’existence est lié
a une explosion alternative. Cependant, pour donner une signification précise a la notion d’ex-
plosion a un nstant précis, il est nécessaire de définir 'espace de travail et I’étalon avec lequel
mesurer la solution.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques
notations et notions de base, comme la dérivation et I'intégration fractionnaire et quelques appli-
cations des dérivées fractionnaires.

Dans le deuxieme chapitre nous considérons une équation différentielle fractionnaire en temps et
en espace avec une non linéarité non locale de croisance polynomiale, notre but est de montrer
I'existence locale des solutions en utilisant le théoréme du point fixe de Banach et ’explosion des
solutions en temps fini via la fonction de test sous certaines conditions sur les données initiales.
Dans le troisieme chapitre, nous aborderons le méme objectif que dans le chapitre précédent,
mais cette fois-ci pour un systeme de deux équations différentielles fractionnaires.

Enfin, ce travail se conclut par une conclusion qui résume les résultats principaux qui ont été

étudiés.



Chapitre 1
Préliminaires

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats préliminaires qui nous se-
ront utiles dans les chapitres ultérieures. Nous commencons par rappeler brievement quelques
notions et notations de base : les espaces fonctionnels, des inégalité célebres et 'existence locale
et globale. Puis nous présentons un petit rappel sur 'intégration et la dérivation fractionnaire(non
entiere) selon quelques approches (Riemann-Liouville et Caputo), ot nous avons besoin des fonc-

tions comme Gamma et Béta et Mittag-Leffler.

1.1 Notations et notions de base

Dans cette section nous avons défini quelques espaces fonctionnels (voir [5] ).

1.1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1 [5] L espace LP (2)
soit p € Ravec 1 < p < oo, telle que

LP(Q) = {u : Q — R, u est mesurable et/ lu (z)P do < oo} .
0

On note )
Jull, = ( / |u<x>|?dx) .
Q

On vérifiera ultérieurement que est une norme.
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Définition 1.2 [5] L' espace L™ ()

Sip=ocona

1% (Q) = u: ) — R, u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que
a lu(z)] < C p.psur. '

On note

[ull oo () = sup ess|u(z)| =inf{C, |u(z)] < Cp.psurQ}.
te(0,7)

Définition 1.3 L espace de Lebesgue [18]
Soient F un espace de Banach, 1 < p < oo et [0, 7] un intervalle de R On appelle espace de Lebesgue a

valeurs dans E et on note L*((0,T), E') Uespace des fonctions u :|0, T[— E, mesurable qui vérifient

, :
D8i1 < p<o o = ([ lulldt) <o
0

iW) Sip = 00, ||[ullpeor),m) = €8S sup |u(z)| < oo.
te(0,7)

Définition 1.4 [5]C, (]RN ) est U'espace de toutes les fonctions continues sur RY tendant vers zéro

lorsque x tend vers linfini.

Définition 1.5 [5] I espace de sobolev
H'(Q) est Uespace de Sobolev défini par

H'(Q) = {u e LP(Q): g;z

ELP(Q),lgign},

Définition 1.6 [5] (L espace W ™P (Q))
Soient Q un ouvert de R", m > 2etp € R, 1 < p < +o0, Uespace W ™ (Q) est défini par

Wmm(m:{ u € LP(Q) :Vaavec 0 < |a] <m, 3 f, € LP(Q) tel que }7

Jyu D¥odz = (=)' [ fupdz,Ye € C5° ()

\ n a 8a1+a2+..+o¢n - n ) s e . . .
ouae N, D* = o oty ranm o la| = >, a; est la dérivée au sens des distributions.

Lespace W™P () muni de la norme

[ullwmoy = 22 1Dl o) -

0<fal<m

1.1. Notations et notions de base
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Définition 1.7 [5] Lespace W™? (Q)
Si p = 2, on note par W2 (Q) = H™ et W)* (Q) = H{* (Q) muni par la norme

D=

2
HUHHm(Q) - Z <||8au||L2(Q)) 5
0<|a|<m

tel que H™ () espace de Hilbert, avec le produit scalaire (u,v)rm(@) = D o< iaj<m (DU, D%)LZ(Q) =
> 0<a|<m Jo 0% u0“vdz pour tout u,v € H™ ().

Définition 1.8 [5] Lespace L2, (2)

loc
oS
Lloc

(Q2) est Uespace des fonctions localement intégrable défini par

)
Lloc

Q) = {u : Q — R mesurable, / |u|” dz < oo pour tout compact K C Q} :
K

1.1.2 Inégalités utiles

Dans cette section, nous connaissons quelques inégalités utiles.
e Inégalité de Holder [5]
Soient u € LP () etv € L7 (Q) avec ; + =1let1<p<oo, 1 <q< oo Alors,

fs () ([

Soient a, b deux nombres réels et p, ¢ deux nombres réels tels que % + % =1, alors on a I'inégalité

¢ Inégalité de Young [5]

de Young suivante :
al bl
ab < — + —.
p q

e Inégalité de =—Young [7]

Soient u > 0, v > 0 et p, ¢ deux nombres réels positifs tels que Il] + é =1, pour toute > 0,ona:
wv < eul” + C () v4,

e Inégalité de Ju [5]

Soient N > 1, § € [0.2] et ¢ > 1, pour toute fonction non négative de Schwartz ¥, on a :
(~0)5 4 < gt (—L)} 4.

ou A est le Laplacien.

1.1. Notations et notions de base [
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1.1.3 Théorémes importants
Théoreme 1.1 (Théoréme du point fixe de Banach [16])

Soient (£, d) un espace métrique complet, 0 < w < 1 et T : E — F une application telle que pour
tout u,v € E, ona
d(Tu, Tv) < wd(u,v). (1.1)

Alors lopérateur T admet un unique point fixe u* € E. Deplus, si T* (k € N) est la suite d’opéra-
teur définie par
T'=TetTF=TT" (k€ N\ {1}),

alors, pour tout uy € E la suite {T’“uo}:i1 converge vers le point fixe *. On note que I'application
T : E — E vérifiant (1.1) est dite application contractante.
Maintenant, on présente le théoréme de Fubini qui nous permet d’échanger 'ordre d’intégration

dans les intégrales répétées.

Théoreme 1.2 ( Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue [29])

Soient £ un ensemble mesurable et { £}, ., une suite de fonctions mesurables telles que lim f,,(z) =
f(z) pour presque tout x € F et pour tout n € N, |f,(z)| < g(z) presque par tout dans E, ou g
est une fonction intégrable sur E. Alors,

lim Efn(w)dx:/Ef(x)dx.

n—oo

1.1.4 Existence locale et globale

létude d’existence locale et d’unicité de solutions d’équations aux dérivées partielles est ba-
sée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaires abstraites ( voir
A.Friedman, D. Henry, A. Pazy ). Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A: D(A) C X — X un

opérateur linéaire, et f : X — X. Considérons le probléme

Ay =f. t>0
{dt u=f, ) (1.2)

u (0) = wo.

Définition 1.9 On dit qu’une fonction u de la variable t > 0 a valeurs dans X est une solution locale
du probléme (1.2), s’il existe un intervalle maximal [0, T), sur le quel u est définie, et elle est 'unique
solution de (1.2) dans C*([0,T), X).

En particulier, 'une des deux éventualités suivantes a lieu

)T = +oo.

1.1. Notations et notions de base
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i) T < +o0 et limy_7 ||u|| = +o0.

On dit que la solution est globale si i) est satisfaite, et que la solution explose en temps fini si on a ii).

1.2 Dérivation et intégration fractionnaire

Avant de donner la définition de la dérivation et I'intégration fractionnaires, on introduit les
définitions de quelques fonctions utiles pour la suite.

Fonction Gamma [16]

La fonction Gamma prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des nombres complexe ( sauf en

certains points), elle est définie comme suit.

Définition 1.10 [16] Pour o € C tel que Re(«) > 0, on définit la fonction Gamma par
“+oo
N a— / e 't ldt.
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est strictement

positive.On trouve, en intégrant par parties, que
I'(a+1)=al (o), Re(a) > 0.

Et en particulier
F'n+1)=n! VYneN.

Fonction Béta [16]

La fonction béta est définie par

1
B(p,q) = /0 71 (1 — 1) dr, Re (p) > 0, Re(q) > 0.

Remarque 1.1 Le lien entre la fonction Gamma et la fonction béta est

L'(p)T(q)
'(p+q)

On note que I'idée de la dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation de la dériva-

B(p.q) = ,Re (p) >0, Re(q) > 0.

tion et I'intégration itérées.

Fonction de Mittag-Leffler

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire |J
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Définition 1.11 La fonction de Mittag-Leffler est définie pour z € C (voir[6]) par

ZFI—i— k)’ , a € C, Re(a) >0, z €C,

k=0

et son intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville satisfait

o} Tt B, o (M) = Eu i (M9).

Fonction de type Wright

la fonction de type Wright qui a été considérée par Mainardi [19]

(=2)*

ba(z) = — KI'(—ak+1—a)
_ %i (—2)FT(k + 1)]{;slin(7r(k + 1)04)’ 0<a<l
k=0 '

¢,, est une fonction entiére et posséde les propriétés suivantes
(@) ¢,(0) >0, pour § > 0 et [* ¢, (0)df = 1;
) [37 ¢,(0)07d0 = ¢ (11;;), pour r > —1;

(©) fooo b, (0) e *%d0 = E,1(—2),2 € C;
(d a [;° ¢, (0) e ?dd = Eyo(—2),z € C.

1.2.1 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considere l'intégrale

/f
:/:dt/atﬂu)du:/j(:c—t)f@)dt.

Le n'*™¢ itéré de Popérateur I peut s’écrire

T T1 Tp_1 1 T
x)—/ dxl/ dmg.../ fleaydn, = —= [ (=" s (1)

pour tout entier n.

et

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Riemann a généralisé cette formule pour n non entier, et I'intégration fractionnaire est définie par

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire |[gJ
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Définition 1.12 [16] Soit f € [a,b], a« € RY, lintégrale
1t .
IF (1) = —— —7)°
TP = g [ 0= @t
est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «, et 'intégrale
I 4
I'f(t) = — t—1)" dr, t<b
B0 = [ =7 et <

est appelée I'intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre «.

1.2.2 Dérivation fractionnaire

On va citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.
Approche de Riemann-Liouville
Soit f une fonction intégrable sur [q, ], alors la dérivée fractionnaire d’ordre o, avecn—1 < o < n,
au sens de Riemann-Liouville est définie par
n o gt n

BDEIO) = g [ =TT (= S (e 0).
Exemple 1.1 1)-Dérivée d’une fonction constante
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction constante, en générale, n’est pas nulle ni
constante, et on a

RL N« _ ﬁ n—ao
DeC = =2 (I C)

1. dm | _
on utilise = (t") = it

etT'(n+1)=nl(n), I'(n+1)=n! alors
C (n—a)! _
RL Nna _ _ «
« D0 = T avn (ay U7
C 'n—a+1)

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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2) -La dérivée de la fonction f (¢) = (t —a)” :
Soit & un nombre non entier, 0 <n —1<a <net > —1, alorson a

o dn n—«
Py (t—a)’ = o (17 (t—a)’)

= ﬁ% Ut (t—m)" " (r—a) df} .

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

SO0 = g || e s @) s @) - a)as]

_ 1 d" [ n—a—1 ! n—a—1 g B+1
= m% _(t—a) /0 (1—8) S (t—a) dS

1 mor !
_ 1 d (t — a)"faw] / (1—3s)""*"'$Pds

T'(n—a)dm L 0
- (nl_ = % (0] (5 +1.n~a)
B 1 (n—a+ p)! P 4 (a Y
B 1 F(n—a+ﬁ+1)F(5+1)F(n—a)( gy
- I'(n—a) T(B-—a+l) Th-a+B+1)
_ F(ﬁ"i_l) (t_a)ﬁ—a
 I'(B—a+1) '

3)-La dérivée de la fonction f (t) = t° :

dn
JDE (1) = o (1)

1 dr [ [ Canl
— el t— n—o ﬁd
['(n— a)dt” {/a( ™) g T]
1 dr t 7\ n—a—1
- - - tnfocfl 1 - ﬁd
F(n—a)dt”[ / ( t) ’ T}

Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient

1 dn !
Blpo (1B = — — = t"—a—l/ 1—8)" " (st)’ td
a t( ) F(n_a)dtn ( S) (S) S

a
t

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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on pose a = 0, alors

D7 ()

F(n—a)dt”[

1 ar [

1
_ tnfafl 1 _ n—a—1 Btﬂ+1d
I'(n—a)dt™ | /0 (1=s) ° °

1 ar

r 1
- tn—a+ﬂ 1— n—a—1 ﬁd
I'(n—a)dtm | /0 (1=5) o

L4 P B(B+1,n — a)

1 F'B+1)TC(n—a) t”*aﬂg}

d"[
T(n—a) T(B+n—a+1)dn

DB+1)  (n—a+B) s,

Fr+n—a+1) (B—a)

rp+1) F(ﬁ+n—a+1)t5ﬂ

ré+n—a+1) I'—a+1)

F(ﬁ—{_ 1) tﬂ—a'

I'(f—a+1)

4)-La dérivée de la fonction f (t) = e

RL o At
a ‘Dte

dn [ ]- ! n—a—1 )\t
%_F(n—a)/a(t_ﬂ € dt}

A" I 1 t S )\ka
) S - AT
dtr F(n—a)/a ( T)Z k! T]

k=0

[ oo

d gro=l \F T\n-a-1
e (1-7) b
dtm ;F(n—a)k!/a < t ! T]

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient dans le cas a = 0,

RL mya Mt
a Dte

A titre d’exemple

Propriétés

o

d” [ tn—oz—l /\k ! 1 n—a—1 k d
di |2 T ey, (L) () s
L k=0 |
dqn [ oo pn—o—1 )\k 1 L i
v N 1— n—a— ktk+ld
dtn %F(n—a)k‘!/o (1=s) ° °
dn [ o0 tn—oc+k )\k /1 L
— — | (1—s)" " skds
dt" | =T (n—a) k! Jy
dn [ oo tnfa%»k )\k’
el A Bkl —
dtn %F(n—a)k!ﬂ( +hn a)]
dn [ oo tn—oa—&—k: >\k
o B(k+1,n—a)
dt" | =T (n—a)l'(k+1)
dr [ otk N T(R+1)T (n— )
dtr |[IT'(n—ao)T(k+1) T(k+1+n—q)
dn [ oo )\ktn—a+k
dtn ;r(k+1+n—a)
(n—a+ k) AF o

M T 11

(k—a)!

'n—a+k+1)

t
F'k+1+n—a)

tkfaAk

(k — a)! 'n—a+k+1)
tkfa)\k
k:OF(k’—a)
L1~ (15
RLpzy/t = T =T (15).

1)- Composition avec l'intégrale fractionnaire [

]

Copérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche de

I'opérateur d’intégration fractionnaire, c-a-d

Mais en générale, on a

D I () = f (1)

D (B0 F () =8 D ().

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Sip—q<0,BLDPf(t) =I°f(t).
Généralement les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires ne commutent pas
(t o a)oc—k

D7 (LD7f 1) = D) — 3 (FDEm) (a—k+1)

k=1
avecm — 1< 3 <m.
2)- Composition avec les dérivées d’ordre entier [16]
La dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne commutent que si f*) (a) = 0,k =
0,1,2,...,n, on a dans ce cas

d" pr RL

%(a D?f(t)) ~a D?+af(t)a

et
(0 it g gy S IO @
oo (G 0) =2 e - A

3)- Composition avec les dérivées fractionnaires [16]

Soitn—1<a<netm—1</ < m,alors

m —a —a—k
Top (i ) =i DR - 3 [P0, %

et —B—k
RLD] (BEDpf (1) =EF DIFf(t) — 2 [P 0] F(Eﬁ_f—)km

Donc pour que les opérateurs de dérivations fractionnaires 2D/ et B2 D¢ (o # ), commutent, il
faut que [DP~Ff(t)],_ =0, et [D*Ff(t)],_ = 0. pour tout k =0,1,2,...,m.

Approche de Caputo [16]

Pavantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec des dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier, c-a-d, contient les valeurs limites des dérivées d’ordres

entiers des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

Définition 1.13 [16] Soit n € N*, n — 1 < a < n, et f une fonction telle que % f € Li[a,b]. La

dérivée fractionnaire d’'ordre « de f au sens de Caputo est définie par

D10 = s [ O @i = ().

Propriétés :

1)- Soitp > 0 avecn — 1 < p < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que ¢ D¢ f(t)
et BL Do f(t) existent, alors

)~ )

i T(k—a+1) ’

S DR f(t) =" DR (1) —

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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et on remarque que si f*)(a) = 0, pour k = 0,1,2,...,n — 1, on aura

o DR f(t) =% Dif(1).

2)-Soit T >0et0<a<1,si§Df € LY0,T),9 € CY([0,T]) et g(T) = 0, alors nous avons la

formule suivante d’intégration par parties (voir par exemple [20])

/0 g(1§Dg F(1)dt = / (F(t) — F(0))S D3g(t)dt, (1.3)
ou

d —a
¢ Dgg(t) = T Jr%g(t),
t

O e A

3)- Si f est une fonction continue, on a :
CDp (ML F (1) = £ () et I (CDE ) = £ () — S LU=

;=0 k

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration frac-
tionnaire mais n’est pas un inverse a droite.

4)- La dérivée fractionnaire est une opération linéaire

D(Af(t) + pg(t)) = AD*f(t) + nDg(t).

5)- Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, ¢] ainsi que toutes leurs dérivées; la formule de

Leibniz (voir [16]) est

DE(f(t) % g(t)) = g@)ﬂ“(tww—“g(w.
Exemples :

1)- La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
c
JDrC =0.

2)- La dérivée de la fonction f(t) = (¢t — a)” au sens de Caputo est

oy LB+ s
Et pour le prouver, on a
CDr - = gy [ = @

I'(B+1) L el gy g
r(n—a)rw—nﬂ)/a(t ) (7 —a)™"dr

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

)ﬁ r'B+1)

C Nna
D (t—a -l (B-ntl

F(n—a)F(ﬁ—n—l—l
. F(O&—i—l) _a/[j,
= T pla-nznt 9 /0
_ F(b’—i—l)b’(ﬁ—n—l—l,n—a)(t_a)ﬁ,a
F'n—a)T(B—n+1)
ré+Hr'(n—a)T(B—n+1)

r+1 '
_ (6"‘ ) - n a— 1/ n a—1 Sﬁ—n (t_a)ﬁ—n+1 ds
0
1
(

1— )" 9 ds

= (t—a)”
'n—a)l'(f—n+1)I'(f—-—a+1)
F(ﬁ_{_l) (t_a)ﬁ—a
r—-—a+1) '

3)- La dérivée de la fonction f (t) = t° est

(n) B+1) 5.,
S L'pB—-—n+1)
Et pour démontrer cela, nous avons
CDp (1) = n_a/ Py () dr
tn a—1 n—a—1 1’*(6_'_ 1) B
= 1—— — = _rfr
(n—a) / F(ﬁ—n—i—l)T ’

Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient

et T(B+1)

“pe (7)) = 1 —8)" v (s)P " tds.
aDt (t)_r(n_a>r(ﬁ_n+1)[;<1 ) (t) td

_ )/ (F—a—s(t—a) " (s(t—a)’ ™ (t — a) ds
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Chapitre 1. Préliminaires

On pose a = 0 alors

Cna (48 — tn_a_l F(ﬁ+1) ' _ \n—a—1 B—n,B-n
Dy (%) = F(n—a}F(ﬁ—n+1)/0 (1—2s) sPmP

_ tﬁ_a F (ﬁ + 1) ! n—a—1 —n
o e ), 0

= e F(5+1) —-n n—a
N l"(n—oz)l"(ﬁ—n—l—l)ﬁ(ﬁ 1, )

th=a reg+1) r—m+1)rmn-—a
'n—a)l'(B—n+1) 'f—a+1)

_ F<6+1) B—a
 T(B-a+1)

4)-La dérivée de la fonction f (t) = e est

Parce que

)\n t 1 s
= t—1)" e Ndr.
F(n—a)/a (t=7) car

Utilisant le changement de variables y = ¢t — 7, on obtient

)\n 0

C o (At n—a—1_A(t—y)
D - N d

ot (6 ) I (TL Oé) /tay ‘ Y

)\ne)\t t—a . \
- n—a=le=Nygy,
I'n—a) /0 4 © Y

Utilisant le changement de variables s = \y, on obtient

o) - ()T e
To-nh A X
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On pose a = —oo, alors

)\ne/\t +o0
CDp (eAt) — / )\afnsnfaflefsds
I'(n—a)Jj,

A&t +oo
- - / s leT5ds
I'(n—p) Jo

A%
BCEDR

= %M.

1.3 Applications des dérivées et intégrales fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations physiques et géométriques
claires ce qui simplifient leur usage pour résoudre des probléemes appliqués dans plusieurs champs
de la science.

Cependant, le calcul fractionnaire est né le 30 septembre 1695 mais il n’y avait pas d’interpréta-

tion géométrique et physique acceptable de ces opérations pour plus de 300 années.

1.3.1 Interprétation physique de I’intégration fractionnaire

Pour donner l'interprétation physique de l'intégration non entiere, nous considérons I'exemple
d’'un conducteur d’'une voiture [16]. Supposons que la voiture est équipée de deux appareils de
mesure, le compteur de vitesse qui enregistre la vitesse de conducteur et ’horloge qui affiche le
temps 7.

Cependant, le temps 7 affiché par I'horloge est incorrect. Nous supposons que la relation entre le
temps incorrect (affiché par I'horloge et dont le conducteur considere comme le temps exact), et

le temps exact 7" est donnée par la fonction ¢,(7) telle que T' = g,(7) et

1
=—[t*" = (t—7)"]. 1.
Ceci signifie que si le conducteur mesure l'intervalle de temps d7, le vrai intervalle de temps
est dT' = dg,(7).Le conducteur A représente le conducteur de la voiture; ignorant l'erreur de

I'horloge, calcule la distance parcourue au moyen d’une intégrale classique

Su(t) = / V() dr. (1.5)

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de 'horloge et de la fonction g;(7)

reliant le temps incorrect au temps exact, calcule la distance réellement parcourue par la voiture

So (t) = /Ot V (1)dg,(T) =1V (1), (1.6)

1.3. Applications des dérivées et intégrales fractionnaires
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avec ) | . i
Iv(t):F_(t)/O(t_T) V(r)dr.
Lintégrale donnée par I’équation (1.5) peut étre interprétée comme la distance parcourue par un
mobile pour lequel nous avons effectué deux mesures :
Une mesure correct de la vitesse et une mesure incorrect du temps. lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville donnée par ’équation (1.6) peut étre interprétée comme la véritable distance
parcourue par l'objet mobile, pour le quel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse
V(1) (c’est sa vitesse individuelle ) et la valeur locale du temps 7 (temps individuel ), sachant que
la relation entre le temps enregistré localement et le temps cosmique est donnée par la fonction
(7).
La fonction ¢;(7) décrit le temps échelle non homogene, qui dépend non seulement de 7, mais
aussi du parametre ¢ qui représente la derniere valeur mesurée du temps individuel de 1'objet
mobile. quand ¢ change, l'intervalle de temps cosmique change également.
La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans I'espace temps d'un
corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa position dans I'espace temps, le champ
de la gravité dans 'espace-temps tout entier change également en raison de mouvement. Par
conséquent ; I'intervalle de temps cosmique, qui correspond a I'histoire du mouvement de I'objet
mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance S (¢) parcourue par cet objet mobile.
Donc, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle V'(7), d’'un objet
mobile, pour lequel la relation entre son temps individuel 7, et le temps cosmique 7" a chaque
instant ¢ est donnée par la fonction connue 7' = ¢,(7), décrite par 'équation (1.4) représente la

véritable distance S, (¢) parcourue par cet objet.

1.3.2 Interprétation physique de la dérivation fractionnaire

En utilisant les propriétés de la dérivation et de I'intégration fractionnaire, on peut exprimer
I'expression de la vitesse individuelle V'(7) a partir de la véritable distance parcourue Sy (¢) [16].
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance S, (¢) parcourue par le mobile
permet de donner 'expression de la vitesse individuelle V' (¢) : V(1) = D*S; (t) avec
t
DaSO(t):ﬁ%/o %mogag 1.

On peut aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport a la variable de temps ¢ qui
donne la relation entre la vitesse V;(t) = S;(¢) du mouvement de point de vue de l'observateur
indépendant O et la vitesse individuelle V'(¢) :

Vo(t) = %]“V (t) = D'V (t).

1.3. Applications des dérivées et intégrales fractionnaires
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Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1 — «), de la vitesse individuelle
V(t) est égale a la vitesse de vue de I'observateur indépendant V;(t), si le temps individuel 7 et le
temps cosmique 7" sont reliés par la fonction 7' = ¢;(7), décrite par '’équation

1 o
9:(7) :—t[t —(t=1)",

()

pour o = 1, quand il n'y a aucune déformation dynamique de 1’échelle de temps, les deux vitesses

coincident :

1.3. Applications des dérivées et intégrales fractionnaires
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Non-existence des solutions pour une

équation différentielle fractionnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons I’équation fractionnaire suivante
DM+ (—A)Pu = I [uf " u, reRY >0, 2.1)
avec les données initiales
u(z,0) = up(z) € Cy (RY), (2.2)

ol Cp(RY) désigne I'espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers zéro a l'infini,
N>1,0<a<1-70<y<1,0<3<2 p>1et DY estladérivée de caputo d’ordre o

définie, pour une fonction différentiable u, par
6 Dju(t) =0 I} (t),

oI} désigne l'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — « définie, pour

une fonction intégrable u, par

oI u(t) = ﬁ / (t — ) u(s)ds,

ol I est la fonction Gamma. Copérateur non-locale (—A)#/% est défini par
(=2)7u(2) == FH(E)” F0)(€) (@),

pour chaque v € D((—A)%/2) = H?(RY), ot H?(RY) est I'espace de Sobolev homogéne d’ordre
3, défini par
HRY)Y ={ves: (-A)Pve*RY)}, sifé¢N,

21
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HARY) = {ve I*RY): (-0 e L*(RY)}, siBeN,

ou S’ est 'espace des distributions de Schwartz, F représente la tronsformée de Fourier, 7! est
son inverse.
Lorsque o« = 1, § = 2 et v = 0, le probleme (2.1) — (2.2) se réduit a '’équation de la chaleur
semi-linéaire suivante

u— Au=|uf'u, zeRN, t>0. 2.3)

Cette équation a été traité par Fujita dans [15]. Il a montré que si
up > 0,up(xz) Z0etp <14 2/N,

alors toute solution explose en temps fini.

Lorsque o = 1, 5 = 2, Cazenave et al. [6] ont prouvé que toutes les solutions de I’équation
up — Au = /t(t —8) 77 |u(s) [P u(s)ds, r RN, ¢t >0, 2.4
0
explosent en temps fini.Si
ug >0, ug Z0etp <max{l+22—7)/(N—-2+2v), 1/v}.

Lorsque v = 0, alors toutes les solutions non triviales explosent comme 1’a démontré Souplet [23].

Dans [14], Fino et Kirane ont considéré ’équation suivante

t
;’y)/ (t—s)" ]u(s)\p_l u(s)ds, reRY t>0. (2.5)
0

ut—l-(—A)’Bﬂu: F(l—

IIs ont prouvé que si

ug >0, ug Z0etp <max{l+B(2—7)/(N—B+p87)+, 1/7},

alors toute solution explose en temps fini.

Quand S = 2 et v = 0, Zhang et Sun [27] ont traité le probléeme suivant
CDM— Au=|uf’ " u, zeRY, t>0. (2.6)

IIs ont prouvés que si
uy > 0,up(z) Z0etp <1+2/N,

alors toute solution explose en temps fini.

Si v = 0, Kirane et al. [17] ont discuté de 'équation d’évolution suivante

ED%uy 4 (—A)?2u = h(x,t) |ul’" u, reRY, t>0, 2.7)

2.1. Introduction
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ou h(z,t) > C'|z|” t? pour C > 0, o, p et satisfaire a certaines conditions. IlIs ont prouvé que si
0<p<1+(alo+B)+Bp)/(aN + (1 - a)),

le probléme ne posséde aucune solution positive globale.
Dans ce chapitre, nous étudierons I'existence locale et la non-existence de solutions pour le pro-
bleme (2.1)-(2.2).

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques préliminaires qui seront utilisés dans la suite de

cette étude. Pour 7' > 0 et n > 0, si on pose

t n
plt) = (1- )1,
alors I )
Cna n+ 1 - t n—o
D7ip(t) = ———=T"%(1 — = t<T.
t T90<) F(n—l—l—a) ( T) b=
Soit T'(t) = e'2"? Comme (—A)#/? est un opérateur auto-adjoint défini positif dans L2(RY),
T(t) est un semi-groupe fortement continu sur L?(R"), (voir par exemple [10], [11]), et pour
t>0,zeRN,
T(t Gz —y, dy,
= fun Gale = ) 08

Gm 0= s Jan L) de,

Il est bien connu que Gg(z,t) satisfait

Gl 1) € LRY) N LNRY), Gy, t) > 0, / Gl t)da = 1.

RN
Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et la forme Gs(xz,t) =

t=N/BG(xt71/8 1), nous avons
_N l_,
HGB( ) * UHLq(RN) <Ct ﬁ( a HUHU(RN), (2.9)

pour toutv € L"(RM) et 1 <r < ¢ < oo.
On définit les opérateurs P, g(t) et S, ,(t) par

aB UO / ¢ t"‘@ uon t > 0 (210)

et
S, s(t)ug = a/ 00, ()T (t*0)updf, t > 0. (2.11)
0

2.2. Préliminaires
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Considérons ’équation de diffusion fractionnaire temps-espace linéaire suivante

SDu(z,t) + (=A)u(z,t) = f(x,s), z € RN, ¢t >0, (2.12)

avec
u(z,0) = ug(x),

ot uy € Co(RY) et f € L*((0,T), Co(RY)). Si u est une solution de (2.12), alors elle satisfait (voir
259, [3). t
u(z,t) = Pag(t)ug + / (t—s)*7'S, ,(t—s)f(z,s)ds,
0

ou P,ps(t) et S, ,(t) sont respectivement données par (2.10) et (2.11).
On pose, pour 0 < a < 1,

K(z,t) = /000 ¢, (0)Ga(z,t*0)do , v € RN\ {0}, > 0.

Notons que, pour donné ¢ > 0 et z € RN\ {0}, Gs(z,t*0) — 0 quand § — 0, alors K est bien
défini.
Puisque [, ¢, (0)d0 =1, [on Gs(z,t)dz =1,0na

| K(t, ')HLl(RN) =1, t> 0.

On annonce maintenant les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles des opéra-
teurs P, g(t) et S, ,(t) (voir [27]).

Lemme 2.1 Lopérateur P, 5(t), t > 0 a les propriétés suivantes
(a) siug = 0, ug # 0, alors Py g(t)uo > 0 et || Pog(t)to|l 1 gry = lltoll 1@y,

(b)si1§p§q§+ooet%:%—é<%,alors

=y (1= N/pr)
HPaﬂ(t)uO”Lq(RN) < (47Tt )ﬁr F(l — OéN/ﬁT

] o]l 1o govy - (2.13)

Lemme 2.2 Pour Uopérateur S ,(t), t > 0, nous avons les résultats suivants
(a) siug > 0etug Z 0, alors S, ,(t)ug > 0 et

1
HSa,ﬂ(t)uOH = m ||u0||L1(]RN) ;

LI(RN)

(b)PourlSquS—koo,soit%:%—%,si%<%,alors

ay52_ L2 = N/Br)
HS&’B (t)uoHLq(RN) S a<4ﬂ-t ) ’ F(l +a — OéN/ﬁT

) 1ol Lo gy - (2.14)

2.2. Préliminaires
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Lemme 2.3 Soit A = (—A)?/2. Pour uy € Co(RY), nous avons P, 5(t)ug € D(A), pour t > 0, et
S DY Pap(tyug = AP, s(t)ug, t >0,

C
HAPaﬁ(t)uoHLOO(RN) t_a HUOH 3 t> 07

Lo (RV)

IN

pour certaine constante C' > 0.

Lemme 2.4 Supposons que f € L1((0,T), Co(RY)), ¢ > 1, et soit

t
) = [ (6= 9718t - )1 (o),
0
alors
ol T z(t / P, s(t —s)f(s)ds.
0

De plus, si ag > 1, alors z € C((0,T), Co(RY)).

2.3 Existence locale

Dans cette section, en utilisant le théoreme du point fixe, nous prouvons l’existence locale pour
le probleme (2.1)-(2.2).

Premierement, nous donnons la définition de la solution douce (lisse) de (2.1)-(2.2)

Définition 2.1 Soit uy € Co(RY) et T' > 0. On dit que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce
de (2.1)-(2.2), si u satisfait :

w(z,t) = P, g(t)ue(x) +/0 (t—s)*'S, - $)od2 (JulP " w)(x, s)ds, t € [0,T]. (2.15)

Théoreme 2.1 Soit ug € Co(RY), il existe un temps maximale Tyax = T(ug) > 0 et une solution
douce unique u € C([0, Tax) , Co(RY)) du probléme (2.1)-(2.2). De plus,

- Soit Tax = +00;

- Soit Tinax < 400, et dans ce cas ||| oo (.4 comvy — 00 quand t — T

- Si, en outre, ug > 0, ug # 0, alors u(t) > P, g(t)ug > 0 pour t € (0, Tyax). De plus,

- Siug € L"(RY) pour certains r € [1,00) , alors u € C([0, Trax) , L"(RY)).

Preuve. Pour T > 0 et ug € Cy(RY), on définit
Er = {U | ue C([0,T], Co(RY)) : HUHLOO((O,T),L‘X’(RN)) <2 HUOHLOO(RN)} ’
et

(,) = ma [u(t) = v(E)|smguvy 0,0 € Er.

2.3. Existence locale
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Puisque C([0,7],Co(R")) est un espace de Banach, il en résultat que (E7,d) est un espace mé-
trique complet.

Maintenant, nous définissons 'opérateur
t
G(u)(t) = P, g(t)ug —I—/ (t — 5)* 184 5(t — 8)oI2(Jul’ " u)ds, u € Br.
0
Ensuite, en utilisant (2.14), nous avons

G (W) (O] oo 0.7y, 100 ()

t
- ' Paalthto + [ (¢ =9 Salt = L2 (u" w)ds
0

Lo ((0,T),L° (RN ))

< lwoll ooy + = ) [u(0) |} o vy dords
£°°(0,T)
Ta+7
p
S ||u0HLt>0(RN) + P( + + 1) H ( )HLOC((O T),L &N Y)
2pTa+’Y »
< uoll oo vy + Maty+1) luoll? . o,
2pTa+’Y
p—1
< Tollzmien) + g5y Mo, 10l -
Si nous choisissons 7" assez petit telle que
opaty 1
o @I <L
Fla+vy+1) Lo ®N)
nous obtenons
IG@ON 1 oy < 20l

En outre, pour u,v € Er, nous avons

|G (u)(t) — G(U)(t)HLoo((o,T),Loo(RN))

t t
=1t = Ll s+ [ (= ) S0 = T3 (o o)
0

Lo2((0,T), Lo (RN))

< s—t s — o) H[Jul T u— o] drds
Loo®N) L°°(0,T)
T Ly 1

< Hl [ u— ol

MNa+~v+1) L°0((0,7),L%° (2N))

C(p)2rTe™ |
< luoll? L o =2l

MNa+~v+1) Lo ®N) Lo0((0,7),L%° (&N))
< =

2 Il = UHLOO((O,TLLOO(RN)) ’
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grace a I'inégalité suivante
[l = [P o < Cp) [u—of (Jul”™" + [0,

ou T est choisi tel que

. 1
luo®)IF S, <5

Loo@N)y — 27

C(p)2'To0
Da+7+1)
Par conséquent, GG est contractif sur E7. Donc, G a un point fixe unique v € Er par 'argument
du point fixe de Banach. Ensuite, en utilisant I'unicité des solutions, nous concluons I'unicité de

la solution sur un intervalle maximal [0, T},.x) , OU
Timax = sup {T > 0 : il existe une solution lisse u € L*([0,T], Co(R"Y)) pour (2.1) — (2.2)} .
Supposons que T,,., < 0o et qU’il existe une constante positive M telle que :
()| poo vy < M, t € [0, Tinax) -

Puisque P, s(t)uo est uniformément continue sur [0, 71,.«], donc la limite lim, .5, ., u(x,t) existe.

On note ur,,, = lim;_7,,, u(z,t). Donc, u € C([0, Tiax) , Co(RY)) et par le Lemme 2.4 nous avons
t
/ (= )" St — $)oL([ul” ™ w)ds € C(10, Thnas] , Co(RY)).
0
Pour h > 0, 0 > 0, soit

Eh,& = {U € O([Tmaxa Tmax + h] ) CO(RN>> : U(Tmax) = UTpax> d(“a uTmax) S 5} )

ou

d(u,v) = te[ngl,%“iaerh] | =Vl po@ny: UV E Epg.

Comme C([Tinax, Tmax + 1], Co(RY)) est un espace de Banach, alors (E},s,d) est un espace mé-
trique complet.

Nous définissons 'opérateur G sur Ej, 5 par

G(U)(t) = Poéﬁ(t)uo + fO max (t . S)ailsaﬁ(t o S)ng(|u|p71 u)ds
+ f;”max(t — 8) 1S, 5(t — 8)oI2 ([P~ v)ds,

pour v € Ej, 5. Clairement, on a G(v) € C([Timax, Tmax + 1], Co(RY)), et G(v)(Thnax) = t(Tmax)-
En répétant I'argument ci-dessus, nous pouvons prouver que G admet un point fixe v € Ej, .
Puisque

0(Thnax) = G(0) (Thnax) = 1T,

2.3. Existence locale
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si on pose

(. 1) u(@,t), € [0, Tomax,
u(z,t) =
Il}(aj) t); t e [Tma}meax + h‘] ?

alors @ € C([0, Tyax + 1], Co(RY)) et

t
(z,t) = Papg(t)ug + / (t — s)a’lSa”g(t — 3)013(]11\”_1 w)ds.
0

Ensuite, @ est une solution de (2.1)-(2.2), ce qui est en contradiction avec la définition de Ty,..
Supposons que uy, € L"(RY) pour 1 < r < oo, alors nous répétons le méme argument que ci-

dessus dans I’espace suivant :

Er, = {uecC(0,T],Co(RY)N L"(RY)), tel que

HUHLOO([O,T},L‘X’(RN)) < 2”UOHLoo(JRN HUHLOO (0,77, Lr®N)) = 2Hlb(lHLr(}RJV)}

En estimant de ||u” Lr(RV) dans le théoreme de mappage de contraction,

L) Par ullf< gy llu

en utilisant (2.14), nous obtenons une solution unique dans E7,,. Puis nous concluons que
u € C([0, Tmax) » Co(RY) N L™ (RY)).

Siug > 0 et uy # 0, alors nous pouvons construire une solution non négative de (2.1)-(2.2) sur
0, 7] en appliquant 'argument ci-dessus dans 'ensemble E) = {u € Er : u > 0} . En particlier, il
résulte de (2.15) que u(t) > 0 sur (0, Tipax) - ®

2.4 Explosions des solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (2.1)-(2.2) et apres nous prou-

vons I'explosion des solutions.

Définition 2.2 Soit up € L2, (RY),0< 3<2,0<a<1-7,0<y<letT >0.O0nditque
u e LP((0,T), L, (RY)) est u solution faible de (2.1)-(2.2) si

loc

Iy Jaw oL2( W‘l W (z, t)dedt + [ [on uel D3 (a, t)dwdt
= fy Jun w(=DP2y(z, t)dwdt + [ [ uf Dgap(x, t)dadt,

pour toute fonction test 1 € C*([0,T], H?(RY)) avec supp, ¢» CC RN et ¢(.,T) = 0.

(2.16)

Nous donnons maintenant le lemme suivant qui prouve que toute solution lisse du probleme
(2.1)-(2.2) est une solution faible.

2.4. Explosions des solutions
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Lemme 2.5 Soit uy € Co(RY), et u € C([0,T],Co(RY)) une solution lisse de (2.1)-(2.2). Alors u
est une solution faible de (2.1)-(2.2), pourtous 0 < f <2, 0<a<1l—~v,0<y<letT > 0.
Preuve. Supposons que u € C([0,T],Co(RY)) est une solution lisse de (2.1)-(2.2), alors nous avons

t
oI}~ (u = ug) =0 I} (Pays(t)ug — ) +o I} / (t =) St — 8)oI] (|ul"™" u)ds)).
0
En utilisant le Lemme 2.4, nous obtenons
t
oI} = o) =o I (Pagio = w) + [ Pt = sl (™ s
0

Alors, pour tout ¢ € C*([0,T], Hg(RY)) avec supp, v C RY et ¢(x,T) = 0, on obtient

t
/Oltl_a(u—uo)@/}dx = // Paﬁ(t—s)olz(|u|p71u)¢dsdx (2.17)
0
RN

RN

+/ oltl_a(Paﬁ (t) up — up)rpdx
]RN

= Hy(t) + Ha(2).

Par le Lemme2.3, nous obtenons

dH
d—tQ = / 6 Dff (Pa,s(t)uo)odx (2.18)
RN
+/ ol (Pa,g(t)uo — uo)t),dz
RN
= [Au st
RN

+/ 0[37Q<Pa’g<t)U0 — ug )Y, d.

RN
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Soit h > 0,t € [0,T) ett+ h — T, alors on a

t+h
H - H 1
1(t+hf)L l(t) _ E//Pa,ﬁ(t_{'h_S)OIgOulp1U)¢($,t—|—h)dajd3
0 RN
t
[Pt orzup ™ e s
0 RN
t+h 0o
- %///q)“(e)T((tJrh_S>a9>0[§(|u|p_1u)¢($,t+h)d@dmds
0 RN 0
VT
“n / / / o ()T ((t — 5)*0)o L] (Jul"™" u)(w, t)dfdzds
0ORN O
= H3 + H4 + H5,
ou
t+h oo
e = %/ / / o ()T ((t+ h = 5)"0)oL] (|uf"™ u)dbds
RN t O

xap(, t + h)dz,

o= g / /t 7%(9) (T((t 4+ h — 5)°0) — T((t — )°6)), I (Jul" u)dbds
xﬂijpv(;;;)dq:,

H, — % / / 7<I>a(9)T((t+h— 0o (|ulP~" u)dbds

RN O

X (P(z,t+h) —(x,t))de.

Par le théoréme de convergence dominée, quand h — 0, nous concluons que

H / oI ([ul L w)bda,
]RN
t
He = [ [ Pualt = 9oL (ul M w)dsvda,
0
]RN

t
= //(t_S)a_lsaﬁ(t—s)ofg(!wIU)dé‘Awdm-
0
]RN
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Par conséquent, la dérivée droite de H, sur [0,T') est donnée par

dH ¢
d_tl = / ol (|uP~ w)dx +/ /Pawg(t — 8)oL (|uP u),dads
RN *En
t
+/ /(t — 5)*7LS, 5(t — 8)ol 2 (Jul’~" u) Aspdads.
0
Alors, on a
H
% = / ol (JulP ! w)vda (2.19)
RN
t
—l—/ o} (/ (t —8)* 1S, 5(t — 8)ol2 (Jul"~" u)ds) W, dx
0
RN

t
+/ /(t — 5)°7 1S, 5t — 8)oI7 (Jul"~" u) Apdads,
0
RN

pourt € [0,T). Par (2.17)-(2.19), nous avons

T aH, ng
-1 I (u — dzdt = 0.
/0 a Tt / dt/RNO (u = to)ypdz

Par conséquent, nous avons

fOT f]RN Poé,ﬁ(t)u B/del'dt fO fRN CD%¢d$dt
+ foT fRN A ! w)pdxdt
+ fOT fRN fot(t - S)Oé_lsa,ﬁ(t — S)OI;/(|U|p_1 u)ds(_A)B/2¢dl‘dt —0.

Enfin, nous pouvons écrire

Jo Jan oI IUIJ"’1 wypdadt + [ fon uo® Dpdrdt
= Jo Jon u(=D)Ppdadt + [ [ u Dgapdudt,

ce qui complete la preuve du Lemme.Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les
solutions du probleme (2.1)-(2.2). m

Théoreme 2.2 Soit up € Co (R™) et up > 0, up # 0. Si

Bla+7)
aN '’

alors toute solution du probléme (2.1)-(2.2) explose en temps fini.

l<p<1+
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Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u est une solution globale lisse pour le
probléme (2.1)-(2.2). En utilisant le Lemme 2.5 et la Définition 2.2, nous obtenons

olf (Jul” ! u) ¢ (x,t) dedt + }f uopl D3y (x,t) ddt

J
RN ORN
T 5 T
= [ [u(=2)2 ¢ (2, t)dzdt + [ [uf Dsap (z,t) dxdt,
ORN ORN

pour tout ¢ € C1([0,T], H?(RY)) avec supp, v CC RY et ¢(.,T) = 0,000 < a < 1 — v et
0 <~v < 1.Soit ® € C°(R) tel que ®(s) = 1 pour |s| < 1, &(s) =0 pour |s| >2et 0 < P(s) < 1.

Maintenant, nous prenons
¥ (z,t) =f Dig(x,t) = D} () (2) oo (), 1 > ——,

pour tout ® € C*([0, 7], H?(RY)) avec supp, ¢ CC RN et p(x,T) = 0, avec

aw =2 () e = (1-7)  mzmefa 0D,

Ts

pour ¢ € [0, 7. Ainsi

| [ wrgdudt + f [ o (&) % (2)° DV (0 (1)) davt

—be[V £)? G () D (¢, (1)) dadt
+g" [V u(w,t) @l (2)] DY (py (1)) dadt.

D’aprés I'inégalité de Ju (voir [1])

on trouve T
[ [uredwdt + [ [ ug ()@} ()7 DET (0, (1)) dudt

ORN ORN

<C’ff (z,t) 4!

0ORN

S fu(et) @ @) (€D (g, (1) dadt,

0RN

(=8)% ¢, €D} (o3 (1)) | daat
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pour une constante positive C' indépendante de 7. Ensuite, par I'inégalité de Young, nous avons

ffup@/)dxdt—l—C'Tl a- “ffuo ol (7)) dx

0RN

< Cf [uprere! (—Af) 18 D (22 (t))( dzdt
0RN

+ffus0w b (2) |CDE (g (1)) | dvdt

ORN

ffupgodxdt—i-zq ffgol Y2~ = (=A) g(pl‘ 1€DY (¢, (1))|" ddt
ORN ORN
ffupgpdxdt—{—zq ffgplgo ‘CDO‘JW 2(t))}qudt.
PoRN

Dans cette étape, on introduit le changement de variables suivant

t T
T = T7 g - T% )
nous obtenons
1 T . 1+aN p(aty)
1— =) [ [wPpdedt + T [ug(z) ¢ () dz < CT el (2.21)
p ORN RN
Par conséquent
(a+7)
fug dac<CTﬁ =

Dongc, si une solution de (2.1)-(2.2) existe globalement, alors en prenant 7" — o0, on obtient

[ upphdr =0 = uy =0, (2.22)

RN

ce qui est une contradiction. Donc la solution de (2.1)-(2.2) explose en temps fini. m
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Chapitre 3

Non existence des solutions pour un

systeme différentiel fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le systéme fractionnaire suivant

CDMy 4+ (=AY 2y =, I o o, ze RNt >0, 3.1)
§D?v 4 (=A)P2/2y =, 1) ul? ", re€RN t>0, '
avec les données initiales
u(x,0) = up(w),v (x,0) = vy (z) € Co(RY), (3.2)

ot Cp(RY) désigne I'espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers zéro a l'infini.
N>1,0<a;<1—7({=12),0<7,7,<1,0<B3<2p>1qg>1et{Dy la dérivée

fractionnaire de Caputo d’ordre «; (i = 1,2) définie par
§ Ditu(t) = I~ u/(t), i = 1,2

ol oI}~ * désigne l'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — o, définie,

pour une fonction intégrable w par

oI (t) = ﬁ / (t - 5w (s)ds,

ou I est la fonction Gamma. Popérateur (—A)%/2 est défini par
(=2)"20(x) == FH(1€]” F(0)(€)) ()

34
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Lorsque o; = 1, 3, = 2, ety; = 0,1 = 1,2, le systéme (3.1) se réduit au systéme suivant

u —Au= o v, zeRN, t>0, 3.3)
v —Av=|ul""u, zeRN t>0. '
Dans [12], Escobedo et Herrero ont montré que si
2 1) 2 1
Ngmax( (p+1) 2(¢+ ))7
pg—1 " pg—1
alors toute solution explose en temps fini.
Dans [13], Fino et Kirane, ont étudié le systeme suivant
u — Au = fot(t —5)™ |u(s) P u(s)ds, reRY, >0, (3.4)
v —Av = [J(t—s)772 [u(s)]" u(s)ds, reRYN, t>0, .

IIs ont montré que si

N maX{(lJr%)va%qurl’(1+71)q+72pq+1}’
2 pg—1 pg—1

oup < ,
L=y I—m

alors toute solution explose en temps fini.

Si en remplagant respectivement uy, vy,par §Di'u et §Df?v dans les résultats précédents, on

trouve que dans le cas 5, = 2 et 7, = 0,(i = 1,2) Zhang et Sun [27] ont traité le probleme
suivant
CDMy — Au= || v, zeRN, t>0. 3.5)
CDf2y — Av = |u|" "u, xRN t>0. .
Ils ont prouvés que siN < max {%, %} ,
lors toute solution explose en temps fini.
Sivy, =0,(i =1,2), Kirane et al. [17] ont considéré le systeme d’évolution suivant
Dy 4+ (= A2y = hy(z,t) o] o, r RN, t>0, (3.6)
€ D2y + (—=A)P2/2y = hy(a,t) |u|* " u, reRN, t>0, .

ou hy(z,t) > Cylz|”" tr, ha(x,t) > Co|z|?tP2 pour C1,Cy > 0, 04, p; (i = 1,2) et satisfaire a

certaines conditions. Ils ont prouvé que si

N S maX{Nl,Ng},

3.1. Introduction
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ou
o2 _(1—- L 1 @2 1 o1
N, = & +a (1 Pq)+pq <p1+3201>+q<p2+5102>
1 — D) a7 )
B29p ' P14
o1 _(1— L1 1 o1 1 @2
N, = -2 +az (1 pq)erq (p2+61 02)+p<p1+52 al)
2 — ol o2 )
B1prd = B2p

le probleme (3.2)-(3.6) n’a pas de solutions positives globales.
Dans ce chapitre, nous étudierons I'existence locale et la non-existence de solutions pour le pro-
bléeme (3.1)-(3.2).

3.2 Existence locale

Dans cette section, en utilisant le théoréme du point fixe de Banach, nous prouvons l’existence

locale pour le probleme (3.1)-(3.2).

Définition 3.1 Soit ug, vy € Co(RY) et T > 0.0n dit que (u,v) € C([0,T], Co(RN))xC([0, Tiax) , Co(RY))

est une solution lisse de (3.1)-(3.2), si (u,v) satisfait, pour t € [0,T], les équations suivantes
t
uet) = Pos,Ouale) + [ (6= 9IS, (= 9l (o 0)as)ds, € 0.T]. (37)
0

t
o(x,1) =f@@wmw+ﬂ@—ﬂwﬂ%@@—%mﬂw1@@$@»e@ﬂ.aw

Théoréme 3.1 Soit ug, vy € Co(RY). Alors, il existe un temps maximale T, = T(uo) = T (vo) >
0 telque le probléeme (3.1)-(3.2) a une solution lisse unique (u,v) € C([0, Tax), Co(RY)) x
C([0, Trax) ; Co(RM)). De plus, on a Ualternative

- Soit Trax = +00;

- Soit Thyax < +00 avec (HuHLw((O’t)’CO(RN)) + HU|‘LO<,((0¢)7CO(RN))> — +oo quand t — Tiax.

- Si, en outre, ug,vg > 0, ug #Z 0,v9 Z 0 alors u(t) > P,, g, (t)ug > 0, v (t) > P,,,(t)ug > 0 pour
t € (0, Thax)- De plus,

- Si, ug, vg € L"(RY) pour certains r € [1,00), alors u,v € C([0, Tax) , L"(RY)).

Preuve. voir [20]. =

3.2. Existence locale
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3.3 Explosion des solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (3.1)-(3.2) et apres nous prou-

vons I'explosion de solutions.

Définition 3.2 Soit ug, vy € LY,
V1,72 < let T > 0. On dit que (u,v) € LP((0,T), LS

loc

(RN)7 0<61762§2, O<Oél<1—’)/1, 0<a2<1—72, 0 <
(RN)) est une solution faible de (3.1)-(3.2) si

I fox 01’“(|uyp‘1 W (, t)dadt + [ [on o EDG b, (2, ) dacdlt

(3.9
n fO S u(= D)2 (2, t)ddt + fo Jow w § Dy (2, t)dwdt,

fo Jan ol (Jv|*” Y o)y (x, t) d:L‘dt—I—fo Jan vo £ Dby (ax, t)daxdt

3.10
= [ Jan 0(=D)P 2y (x, t)dxdt + [ [ v § Dby (@, t)dad, (3.10)

pour toute fonction test 1,1, € CL([0,T], H*(RY)) avec supp, (¥,1,) CC RN et (., T) =
¢2<-7 T) =

Nous donnons maintenant le lemme suivant qui prouve que toute solution lisse du probléme
(3.1)-(3.2) est une solution faible.

Lemme 3.1 Soit up,vy € Co(RY), et (u,v) € C([0,T],Co(RY)) une solution lisse de (3.1)-(3.2).
Alors (u,v) est une solution faible de (3.1)-(3.2), pour tous 0 < 31,5, < 2,0 < a; <1—7,, 0 <
g <1 =75, 0<vy,7,<letT >0.

Preuve. Supposons que(u,v) € C([0,T],Co(RY)) est une solution lisse de (3.1)-(3.2), alors nous

avons
t
ofi “(u—uo) = of; " (Payp, (t)uo — uo) +o [tl_m(/ (t =) Sy, (t = 8)o I ([’ u)ds)).
0
t
o[ —wy) = I} (Pay, (E)vo — vo) 40 11702 / (t = 8)*2 " Sag 5, (t — $)oL72([0]" " v)ds)).
0
En utilisant le Lemme 2.4, nous obtenons
¢ 1
ofi (u—uo) = of; " (Payp,uo — o) + / Foy g, (t = s)oI (Jul”" u)ds.
0
t
oy (v —w0) = oI, "*(Pay5,00 — v0) + / Py 5, (t = 8)oI32([v]" " 0)ds.
0

AlOT’S, pour tout %7 % < Cl([0> T] >H5(RN)) avec supp, <w17 %) cC RN et % (IE, T) = wz(% T) = 0,
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on obtient
/ ol (u — g )ipydx
]RN
B /fot Py, (t — 3)0]571(|u|p_1 u) dsdx
RN (3.11)
n / o1 (Pay s, (£) 1ty — o)ty da
]RN
= Hy(t) + Ha(t)
et
/ ol % (v — vo)yda
]RN
N / Jo Paoy (t = 8)0 13 (Ju|" " v)¢pydsda
N (3.12)
n / oI} (Pay s, (£) v — v0) oyl
RN
= Lyi(t) + La(2).
Par le Lemme 2.3, nous obtenons
dH2 C naa 1—on
— = o Di (Pay g, (W) uo)da + | oy (Pa, g, (t)uo — uo)thy,da (3.13)
RN RN
= / A(Paqﬂl (t)u0)¢1dx + / Ojtlial (Pah,@l (t)uo - u0>¢1tdx'
]RN RN
dL2 C nae 1—ag
- = 0 D7 (Pag,,()vo)ydx + | oIy (Pay g, (t)vo — vo)0,dx (3.14)
RN RN
= / A(POQ,BQ (t)UO)¢2d‘r + / 0‘[1370[2<P0t2762 <t>v0 - UO)thd‘r'
RN RN
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Soit h > 0,t € [0,T) ett+ h — T, alors on a

t+h
H - H 1
1<t + h})b 1(t) — E//Palﬂl(tjt h — 3)0131(|u|p71 U)@Dl(m,t i h)dxds

0 RN

t
1 -
_E//Pa1’51 (t - 8>0131(|u|p ! u>w1(l’,t>dﬂi‘d8

0 RN
t+h [eS)

= L @ b syt (o o+ s

0 RN O

t oo
1
5 / / / Do, (DT ((t — 8)™0)o L) (|uf’~" w)hy (z, t)dOdzds
0ORN O
= H3 + H4 + H5’

et

t+h

1
= E//Pazﬁg(t"‘h— S>0]§2<|'U|q71 U)¢2<x,t+h)dl‘ds

0 RN

Li(t+h) — Ly(t)

t
1
_E//Podﬁz(t - 8)0132<|U‘q_1 U)wg(l',t)dmds

0 RN
t+h )

- % / / / B (O)T((t+ b — 5)*20)0 122 (Jul*" u)iby (2, ¢ + h)dOdads

0 RN O

_% /t / 7<I>a2(9)T((t— $)°20)o 122 (|0 0)ahy(, t)dOdads

0 RN

= L3+L4+L5,

3.3. Explosion des solutions



Chapitre 3. Non existence des solutions pour un systéme différentiel fractionnaire

ol

t+h oo

Hy = /// o (VT ((t+ b — 8)*10) oI (|ul"~" u)dbds

RN t

X, (z t+h)d

H, = /// o () (T((t+ b — 5)410) — T((t — 5)*10))y 17 (Ju|”~" u)dfds

RN O O

xwl(x t)dz,

Hs = /// (T ((t+ b — 8)10) I (|JuP~" w)dbds

RN 0

(¢1(5€,t + h) - ¢1($at))d$

et

t+h oo

Ly = %///%Q(Q)T((Hh—s)aze)ofgz(w1u)d9ds

RN t O

X (x,t + h)dx,
! “20) — — 5)*? Y2(|p|9 o s
L= 5 [ [ [0el®) @+ b= 5)70) = (e = 50, L2(ol" v)da

RN O O

><1p2(a: t)dz,

Ly = /// an (VT ((t+ b — 5)%20)I122(|v|* " v)dbds

RN 0

(%(%t + h) - ¢2<$7 t))d.l’
Par le théoréme de convergence dominée, quand h — 0, nous concluons que
= [ oI e wp e,
RN
t
- // Py, (t = 8)o I ([l w)dsyy da,
0

~ / / Y18, (t— $)oI2 (Jul ™ w)ds A, dx,
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et

Ly — / oI (0] )b,
]RN

t
o = // Poopy (t = $)0L22 (0] v)dst),da,
0
N

R
t
Ly — / / (t— S)a2_15a2752 (t— 3)0[‘32(|v|q71 v)dsAydr.
0
]RN

Par conséquent, la dérivée droite de Hy, L, sur [0,T) est donnée par

= el s
]RN
t
b [ [ Paa = 9L Wy dods
0 BN
t
+/ / (t = 8)* " Sa, (t = )07 (|uf"~" u) Avp, dads,
0 BN
et
= [l s
RN
t
+/ /PQQ,BQ(IS — 5)0132(\1)\'1_1 v) g, dads
0 BN
t
+/ /“—SVQ1Sa2,52(t—S)onQ(WI‘]_lv)A%dde-
0 BN
Alors, on a
% = / ol (JulPt u), da (3.15)
RN

t
+ [ ot ( =5 80 12l u)ds) fuda
0

RN
¢
—l—/ /(t - 3)0‘1_1501,51(25 — s)olgl(|u|p71 u)Arp dxds,
0
RN
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et

dL _
T = [ s (3.16)

RN

t
[ o ([ = 9 S Lol o)) e
0
RN

t
4 / / (t— 8)% 8 5, (t — 5)oI2* (Ju]*" v) Adbydlds,
0
RN

pourt € [0,T). Par (??) et (3.13)-(3.15) et (3.16), nous avons

et

T dH, dH2
I (u — dxdt =
/0 dt / dt /RN (u = uo)rdrdt =0,

Tdr, dL2
- I (v — dxdt =
i +— / p7 /RN (v — vo)hydx 0.

Par conse’quent, nous avons

et

fOT fRN Palﬂl (t)uﬁ(_A)’Bl/zw1dedt - fOT fRN (U - UO)gD%lwlde’dt
+ foT f]RN O—It71 (|U|p71 u)pydxdt
) faw ot = 8)07 180, 5 (8 — 8)o I (Juf ™ w)ds(—A)P /2 dwdt = 0,

fOT fRN Pa2762 <t)U0(_A>52/2w2dxdt — fOT fRN (U —_ UO)gD%2¢2dIdt
+ foT fRN ol” (|U|q_1 v)ydadt
+ fOT f]RN f(f(t — S)a2715062752 (t — 8)0132(|/U|q71 U>d5(_A)ﬁ2/2,¢2dl,dt _ O

Enfin, nous pouvons écrire

et

fOT fRN 0[71 |U’|p_1 )wldajdt + fOT fRN UO t Dalwldwdt
= fo Jaw u(=A)12¢, dadt + fo Jen w § DF Y dadt,

I fon oI (0] 0)bodadt + [ [ vo € D32 pydadt
= foT Jan V(=) 2 pydudt + fo Jan v ¥ D2 epydadt,

ce qui compléte la preuve du Lemme m
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Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les solutions du probleme (3.1)-(3.2)
Théoreme 3.2 Soit Ug, Vg € C() (RN) et ug > 0, U ;7é 0. Si

2(p+1) 2(q+1)>
pg—1" pg—1 )’

Ngmax(

alors toute solution du probleme (3.1)-(3.2) explose en temps fini.

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u et v est une solution globale lisse pour

le probléme (3.1)-(3.1). En utilisant le Lemme 3.1 et la Définition 3.2, nous obtenons :

ff of/" (JulP ™t u) ¥y (2, 1) dxdt—i—ffuo DSt )y (x,t) dadt

ORN 0RN
= ff wl (z,1) dxdt+ffufD“1¢1 (z,t) dxdt,
ORN ORN

et
T T
[ [ ol (W )y (. 8) dod + [ [ 0o D (o.1) divd

ORN ORN
= f Sl 1/)2 (z,t) drdt + f [ vE DF2apy (,t) dzdt,
ORN ORN

pour tout 9,1, € C*([0,T], H?(RY)) avec supp, (;,15) CC RY et ¢, (.,T) = 1,(.,T) = 0, ol
0<a <1l—7,0<as <l —yet0<y,7, <1

Soit 1, P, € C5°(R) tel que P1(s) = Po(s) = 1 pour |s| < 1, D1(s) = Py(s) = 0 pour |s| > 2 et
0 < Py(s), Pa(s) < 1.

Maintenant, nous prenons

Uy (1) = DY (1) = DY (&} (@) 0y (1), 1> —L

et
U (0,6) = Dy (2,6) =7 D (6 (0) 0 (1)), 12 25,

pour tout &, ®, € C([0, T], H?(RY)) avec supp, (¢, p,) CC RN et p,(z,T) = @y(x,T) = 0, avec

|| t\" 2p 2
<P1($):<D<T—g yp2(t)={1- %) , m=max 1 g1
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pour ¢ € [0, 7. Ainsi

[ [ wrgdedt + [ [ uo (@) ¢ (2)C D2 (0 (1)) ddt

ORN 0RN
A 81
={fu@¢ﬂ—ﬁ>2%€D%@%@»¢wt (3.17)
RN
+6f [u( z) CDS (@, (1)) dadt,
RN

et
[ [vlpdzdt + [ [ v (x) @ (2)F D22 (py () dadt

ORN 0RN

—ff A)Z Q9 DP? (0, (1)) dadt (3.19)
ORN

+f Jv (b)) (@ )C D2 (i, (1)) dzdt.
ORN

D’aprés I'inégalité de Ju (voir [1])

on trouve . .
[ [ uredzdt + [ [ug ()@} (x)] DI (i, (t)) dadt
ORN ORN
71
<Cff (z,1) <P1 H(=A)e ¢ ¢ D (@2()))d$dt
ORN
T
f Julet £DF (i, (1) | dadt
0ORN
et

[ [ otodadt + [ [ v (@) ¢ () DSV (g (1)) dad

ORN 0RN
< Cf Jv(z,t) ) @i ‘(_A) @1 £ D (@ (t ))‘ dxdt
ORN
T
[ [ (@.0) oh (@) |9D3 (i, (t))‘ ddt,
RN
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pour une constante positive C' indépendante de 7. Ensuite, par I'inégalité de Young, nous avons

T
[ [ uPpdxdt + CT > =n fuo ol (2) dx

0RN

< CfoSDE‘P_;@l_
0RN

T 11
+ff“90"90 iy ()
O]RN

ffupgadxdt+2q ffgol 1pb™ =

CD5 (o ()| dudt

(—N ) 1§ DY (0 (1) | dadt

£ DR (g (1) dudt

(=A) 71901‘ |CD71 0 ( ))‘qudt

+5 ffupgod:cdt+ 27 1ff90190p :

ORN ORN
et
T
[ Jviydadt + CTH 1772 fvg ¢} (z)dx
ORN
1 8
< Cfo‘P“P "SOZ1 ' ( A3 2) 1 £ D77 (i (t ))‘dl’dt

ORN

+ffv90<p 1k (x)

ORN
T
g%ff gpdwdt+2p fst
N

O]RN

D5 (g <t>>) dud

B2 p
S(=2)7 AL [TDF (9 ()] dudt

0R
T

+5c f vquda:dt—l—Qp ffgolgoq 3
Torn 0RN

C D2tz (o, (1)) )p dzdt.

Dans cette étape, on introduit le changement de variables suivant

t x
T = -, == —a7 1 2
7o €= ai=(12)
nous obtenons
1\ 7 - 142N plartry)
(1=2) [ fwpdodt + 770 [uo @) o) < o HIEEL @)
P/ orn RN
T ao N (ag+7v2)
(1—‘)f Vipdadt + TV [y (2) ¢l (2)de < OTF T a1 (3.21)
ORN RN
Par conséquent
a1 N (a1+71)
fuo x)de < CT Fr— »=1 |
et
agN _ (ag+7v3)
fvg x)de < CT Fz a1
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Dong, si une solution de (3.1)-(3.2) existe globalement, alors en prenant 7' — 400, on obtient

f uogplldx =0=uy =0, (3.21)
RN
et
[vopldr = 0= vy =0, (3.22)
RN

ce qui est une contradiction. Donc la solution de (3.1)-(3.2) explose en temps fini. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé la théorie des équations différentielles fractionnaires avec
des non-linéarités de croissance polynomiale. Nous avons d’abord introduit les concepts essentiels
du calcul fractionnaire. Nous avons utilisé 'approche de Caputo pour la dérivation par rapport
au temps et le Laplacien fractionnaire comme opérateur de dérivation agissant sur 'espace. Nous
avons étudié I'existence locale et la non-existence globale de solutions pour une équation et un
systeme d’évolution fractionnaires. En conclusion, nous pensons que les résultats présentés contri-
bueront au développement de I'étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de

nouvelles perspectives pour la recherche scientifique dans ce domaine.
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