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Résumeé

Dans ce travail, on étudie deux problemes mixtes. On
commence par un systeme linéaire de thermo-lasticité avec
I'opérateur de Bessel. On prouve |'existence et I'unicité d'une
solution forte.

Ensuite, on traite un probleme non linéaire et non local
pour une équation pseudo-parabolique du second ordre. La
preuve est basée sur une estimation a priori et sur la densité
de l'image de |'opérateur généré par le probleme étudié.
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Abstract

In this present work, we study two mixed problems. We
start with a linear system of thermolasticity with the Bessel
operator. We prove the existence and uniqueness of a strong
solution.

Then, we treat a non linear nonlocal problem for a second
order pseudoparabolic equation. The proof is based on a
priori estimate and on the density of the range of the
operator.
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Introduction

Les équations différentielles et les systemes différentiels sont d'une importance fondamen-
tale dans les problemes pratiques. En effet, un grand nombre de lois et de relations physiques,
meécaniques, et thermodynamiques sont traduits mathématiquement sous la forme d’équations
différentielles.

Les équations différentielles sont I'une des branches les plus riches des mathématiques, et
I'étude de ces équations sont étroitement liés a 'étude des phénomeénes naturels.

Les conditions classiques telles que les conditions de Dirichlet, de Neumann, et de Robin, qui
sont prescrits ponctuellement ne sont pas toujours suffisantes puisqu’elle dépendent du contexte
physique dont les données peuvent étre mesurées au bord du domaine physique.

Certains phénomenes physiques peuvent étre modélisés et décrits a I'aide des probléemes
non locaux, c’est-a-dire comme des problemes mixtes avec conditions aux limites non locales ou
intégrales.

Dans les années soixante, Cannon [5] a utilisé la méthode potentielle pour prouver la bien po-
sée d’'une équation homogene parabolique avec une condition classique de Dirichlet et condition
intégrale. Les problemes aux limites avec conditions intégrales ont été principalement étudiés par
Samarskii [35].

Le but de la présente mémoire est de prouver I’existence, 'unicité et la dépendance continue
de certains probléemes mixtes, en utilisant la méthode de I'analyse fonctionnelle appelée aussi
méthode de l'inégalité énergétique ou méthode de I'estimation a priori.Cette méthode est basée
sur les idées de Dezin [10] et développée par Ladyzenskaya [20], ou elle a été utilisée dans la
résolution du probleme de Cauchy lié aux équations de type hyperbolique. Le procédé a également
été utilisé et mis au point dans les travaux de N.I.Yurchuk [40].

Description de la méthode

D’abord, nous écrivons le probleme posé sous une forme appelée forme opérationnelle

Lu=F, )

ol l'opérateur L est un opérateur d’'un espace de Banach F dans un espace de Hilbert F' bien
choisis.

Ensuite, nous établissons une estimation a priori (inégalité d’énergie) pour 'opérateur L

[ull p < CllLullp Yu € D(L), (2)

ou D(L) le domaine de définition de L.




Festimation (2) peut-étre obtenue en choisissant un certain multiplicateur M« qui est en géné-

ral un opérateur intégro-différentiel et en utilisant des intégrations par parties appropriées. Nous
devons mentionner ici que jusqu’a présent, il n’existe pas de méthode générale pour construire
un tel opérateur multiplicateur Mu.

Nous montrons que 'opérateur L est fermable et L sa fermeture. Nous définissons une solution

forte du probleme considéré comme la solution de ’équation de 'opérateur

Tu=F Yue D). 3)

Nous étendons I'estimation (2) a 'ensemble des solutions u € D(L) (solutions fortes) en

passant a la limite, nous avons alors I’estimation a priori suivante

lull, < C|[Zul|, Vue D(T). 4)

Ainsi, on déduit l'unicité d’une solution forte, pour cet opérateur L et de I'inégalité (4), on

démontre que

ol R(L) l'image de lopérateur L.

Enfin, la résolvabilité de chaque probleme donné, nous prouvons la densité de I'image R(L)
de 'opérateur L dans F, et donc l'existence d’une solution forte du probleme considéré.

La méthode des inégalités énergétiques est une méthode efficace pour I'étude de beaucoup de
problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et déve-
loppée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans 'application de cette méthode, on est confronté

a difficultés, parmi lesquelles :

* Le choix de 'espace des solutions.
* Le choix du multiplicateur.

* Le choix de I'opérateur de régularisation.
Ce travail est divisés en trois chapitres.

Le premier chapitre : est un rappelle de notions fondamentaux qui seront utilisés dans la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, on a étudié 'existence et I'unicité de la solution d’un systéme de

thermo-élasticité linéaire avec 'opérateur de Bessel.

Dans le troisiéme chapitre, on a prouvé l'existence et I'unicité d’une solution faible d’un pro-

bléme pseudo-parabolique du second ordre non linéaire avec condition non locale.
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On termine ce travail par une conclusion et une bibliographie.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions générales et préliminaires d’analyse
fonctionnelle et quelques inégalités importantes qui seront utilisées dans ce mémaoire.

Dans tout ce chapitre k est le corps des réels R ou le corps des complexes C.

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1 (Espace vectoriel)

On considere un ensemble E muni d’'une loi de composition interne + :

(r,y) e EXE —-z+y€eFk,

et muni d'une loi de composition externe. (sur le corps k) :

(,z) ek x E—a-x€E.
On dit que F est un espace vectoriel sur k si :

1. (E,+) est un groupe commutatif,

2. la loi externe - possede les propriétés suivantes :
*VaekV(z,y) e B> a-(x+y)=a-x+a-y,
*V,p)eki!Vr e E :(a+B) v=a-z+ 3z,
*V(,pf)ek®!Vr e FE ta-(f-x)=(axf) -,
*VeeFB 1y -x=ux.

les éléments de £ sont appelés vecteurs et les éléments de k sont appelés scalaires.

6
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Définition 1.2 (Opérateur linéaire) soit E et F' deux espaces vectoriels sur le corps k, on dit que

Uapplication ou Uopérateur A : E — F est linéaire si : Vx,y € E, V) € k
1. A(x+y) = A(z) + Aly),
2. A(Az) = MA(x).

Définition 1.3 Soit A : E — F un opérateur linéaire, on definit l'image de U'opérateur A par
Im(A)=R(A) ={Ax, x € E}.

Remarque 1.1 On a un sous-ensemble important du domainede Aest N (A) = {z € D(A) : Ax =0}

appelé ensemble des zéros de Uopérateur A.

Théoreme 1.1 Soit A un opérateur linéaire sur D(A) dans E et R(A) dans F, ot E et F sont des
espaces vectoriels, Alors A~" existe si et seulement si N(A) = (0). Dans ce cas A~! est un opérateur

linéaire.

Définition 1.4 (Fonctionnelle linéaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps k, et F' est un espace
vectoriel composé par le champ scalaire associé a E. A un opérateur linéaire sur E dans F est appelé

une fonctionnelle.

1.2 Espace normé

Définition 1.5 (Norme) Soit FE un espace vectoriel sur le corps k. Une norme sur FE est une appli-

cation notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R, ;vérifiant les axiomes suivants :
1. ||z|| > 0 pour tout = € E et ||z|| = 0 si seulement si z = 0,
2. ||az|| = |a| |||, Vx € E, Va €k,
3. oy + o] < flaa] + [2] -

Définition 1.6 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni

d’une norme.

Définition 1.7 (Espace vectoriel complet) On dit que Uespace E est complet si toute suite de Cauchy

de E converge dans E.

1.2. Espace normé
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1.3 Espace de Banach
Définition 1.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace normé complet (toute

suite de Cauchy de E converge dans E), c’est-a-dire ||u,, — u,,|| — 0 quand n,m — oo, Yu,, u,, € E

implique que Ju € E tel que ||u,, — u|| — 0 quand n — oo.

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.9 On appelle un produit scalaire sur E' et on note (.,.) tout forme sesquilinéaire, her-
mitienne, définie positive définir de E' x E dans k, vérifiant les propriétés suivantes :

1. (z,2) >0,Vz € E.
2. (x,2) =0= 2 =0dans E.
3. (z,y) = (y,x),Vz,y € E.
4. (

ar+ By, z) =a(x,2z)+ B (y,2),Vr,y,z € E, Vo, 5 € k.

Remarque 1.2 Tout produit scalaire introduit une norme sur Uespace E, noté ||.|| ; et définie par

[zl = 4/ (z,2)p Y € E.

Définition 1.10 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire qui est complet pour la norme associée.

Définition 1.11 Soit E un espace de Hilbert, on dit que x,y deux éléments de E sont orthogonaux

si (x,y) = 0 pour tout sous-espace M de E, on définit le complément orthogonal par

Mt ={z€E, (2,y),=0, Yy € M}.
Il est clair que M+ est un sous-espace fermé, si M est aussi fermé, alors E est la somme directe

deMetM+:-E=Mae M,

Théoreme 1.2 Soit M un sous-espace de Uespace de Hilbert E alors M est dense dans F si et seule-
ment si M+ = {0} .

1.3. Espace de Banach
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1.5 Espace fonctionnel et espace de Sobolev

Soit © un ouvert de R muni de la mesure de lebesgue.

Définition 1.12 L?(Q) est Uespace des fonctions mesurables de carré sommable dans Q. Muni du

produit scalaire

(1) = [ wla)ola)de,

et la norme

||u||L2(Q) = (/Q |U(1’)|2dx)%

L?(Q) est un espace de Hilbert.

Plus généralement on définit les espaces LP(§2) ot 1 < p < +00.

Définition 1.13 LP(Q) est Uespace des fonctions mesurables de puissance p-iéme integrable sur €2,

muni de la norme

||u||LP(Q) = (/Q lu(x)|? dl‘)%

LP(2) est un espace de Banach.

Définition 1.14 L>°() est Uespace des fonctions mesurables u essentiellement bornées sur €, c’est-

a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0, tell que |u(x)| < ¢ presque partout dans 2. Muni de la norme

[u]| foo () = inf {¢ € RT telque [u(z)| < cp.p. dans Q }.

L>() est un espace de Banach.

Définition 1.15 L2(Q) est lespace de Hilbert des fonctions des carrés intégrables avec poids. Muni

de la produit scalaire

(w,v)rz@) = (Vpu, /ov)rz o),

et la norme

30y = IVl gy = [ plo) I .

1.5. Espace fonctionnel et espace de Sobolev E
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Définition 1.16 lespace W () est un espace de Sobolev pour un entier m > 0 et un réel 1 < p <

+o00. Muni de la norme

llfm@y = D ID%ulfp, p < oo,
|laj<m
p —
I mQ) ‘gﬁﬁHDau”Lw(Q)'

et pour p = 2, on définit le produit scalaire par

(u, V)wyp ) = Z /QDau(m)Dav(:L‘)dac.

laj<m

otaeN" a=(a,as,...,an),; ENi=1n

n
olal
al = E oy, D = .
| | 1 " 0a1$18a21’2...80‘"1‘n
1=

Pour W3*(€2) nous utilisons également la notation H™(f2).

Pour m € N, on a l'inclusion suivante

D(Q) =Ce(Q) Cc HY(Q) c H(Q) c ... c HY(Q) c H°(Q) = L*(Q) Cc D'(Q).

1.6 Opérateurs fermés

Définition 1.17 Soit E et F' deux espaces vectorieles, A : E — F est un opérateur linéaire, I'(A) est

le graphe de Uopérateur A qui est un sous-espace vectoriel de £ x F définie par :

T(A) = {(z, Az) / = € D(A)} .

ou D(A) est le domaine de définition de A.
Lemme 1.1 Lopérateur A est un extension (prolongement) si et seulement si T'(A) = I'(A).
Définition 1.18 On dit qu’un opérateur A est fermé si I'(A) est fermé dans E x F.

Lemme 1.2 Un opérateur A est fermé ssi il a la propriétés suivantes. Il existe une suite u,, € D(A)
tel que : u,, — u et Au,, — f alorsu € D(A) et Au = f.

Définition 1.19 On dit qu’ un opérateur A est fermable dans F s’il admet une extension fermée.

1.6. Opérateurs fermés
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Aussi on dit que A est fermable si et seulement si pour toute suite u,, C D(A) tel que u,, — 0 et
Au,, — v alors v = 0.

Chaque opérateur fermable a une plus petite extension fermée que nous appelons sa fermeture et
notée A.

Corollaire 1.1 Si A est fermable alors I'(A) = I'(A).

1.7 Inégalités importantes

Pour obtenir les estimations a priori, nous avons besoin de quelques inégalités auxiliaires.

1.7.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout u,v € L? (2), nous avons I'inégalité suivante :

/Qu(:c)v(x>d:cg (/QuQ(x)da:>é (/902(:5)@);.

Preuve. Nous ferons I’hypothese supplémentaire que la fonction u n’est pas identiquement nulle

sur €, car sinon le résultat devient évident. Alors, pour tout nombre réel A, on a :

/Q<Au+v)2(a;)dx:v/Qu2<x)dx+2A/Qu(x)u(a:)da:+/UQ(x)dx20.

Q

et [,u® (z)dx #0.
Cette inégalité ayant lieu pour tout A € R, le discriminant de cette équation du second degré en

A est négatif ou nul ; ce qui revient a dire que

(/Qu<x>v(x>dx>2_ ([ ([ 6a) <o
([rerwa) <([eww)([rwa).

ou encore

1.7.2 Inégalité de Cauchy et Young

Pour tout a,b € R et p,q > 1 vérifiant : > + - = 1. Alors on a

1
p

1 1
ab < 5 la|® + 5 b|” . (Inégalité de Cauchy)

1.7. Inégalités importantes



Chapitre 1. Préliminaires

1
ab < g |a\2 + % |b|2 ,€ > 0. (Inégalité de Cauchy avec ¢)
€

1 1
ab < —aP + -b?. (Inégalité de Young)
p q

Preuve.

(a—b)°>0 = ab< = (a® +b?)

On utilise le dernier résultat

IN
|
VS
—~
[\
™M
~—
(S
IS
N——
N
+

2
= ea’+ b—
4e

ab = exp (loga+ logb)
1 1

= exp [— log a? + —log bq]
p q

1 1
< —exp [loga”] + —exp [log b7
p q

alP b

D q

1.7.3 Inégalité de Poincaré

Soit v € H} (a,b), alors il existe une constante C' (en fonction de (b — a)) telle que

1l L2y < C Nl 2oy -

Preuve. on a la fonction «’ existe et carré sommable.

On peut écrire

1.7. Inégalités importantes
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Alors, pour tout = € [a, b]

(a) — (jfwu%y>dy)2
< /am (W' (y))* dy /am dy,

:>/ m</ﬂ[wwﬁwxwwﬂmgwmwmlﬂ>wm

(b—a)? 2 b—a
1020y = ullp2gap) < 7 11| 2 -

2
= |lullf2p <

Dans plus qu'une dimension on a

lull 2y < CIVull 2y > Yu € Hy ().

1.7.4 Lemme de Gronwall

Si a et b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0,7"), la fonction b soit non-

décroissante sur (0,7), et A € L' (0,7), A > 0, il sensuit a partir de :

a(t) gb(t)+/0 A(s)a(s)ds,

alors
a(t) <b(t)exp(A(?)),

ou

Preuve. On met

k(t) =exp(—A (t))/o A(s)a(s)ds.

Alors, pour tout t € [0,77], I'estimation

Sk = Ao (A ) (a(t)—/o A(s)a(s)ds)
< A()b(H)exp(—A(1),

1.7. Inégalités importantes
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le résulte de la premiere inégalité et A (¢) > 0.Avec k (0) = 0 par définition, I'intégration sur ¢
conduite a

k(1) g/o A(s)b(s)exp (—A(s))ds.

Encore, une autre fois on utilise la premiere inégalité,
t
exp(—A(t)) (a(t) —b(t)) < exp(—A (t))/ A(s)a(s)ds
0
= k(1)

< /OA(s)b(s)exp(—A(s))ds.

Donc, on trouve .
alt) - b(t) < / A(s)b(s) exp (A (1) — A (s)) ds,

si b est non décroissante sur (0,7"), et en vertu de A (¢) > 0, on obtient

a(t) < b(t)—i—/o/\(s)b(s)exp(A(t)—A(s))ds

< b(t) {1—1—/0 )\(s)exp(A(t)—A(s))ds}

< b(t) {1—1—exp(A(t)) /0 %[—exp(—A(s))]ds]
< b(t)[1+exp(A(2)) [—exp(—A(2)) + 1]

< b(t)exp (A1)

Qui prouve le lemme.
On conclut si : f; (7),i = 1,2, 3, sont des fonctions non négatives sur [0.7], f; (1) et fo (7) sont

des fonctions intégrables, et f; (7) est non décroissante sur [0.77, alors de I'inégalité

/OTfl(t)dt+f2(T)Sc/ong(t)dthfg(T),

Il s’ensuit que

/O RO dE+ fo (7)< exp(er) s (7).

1.8 Opérateurs de régularisation

Soit w une fonction de classe C*°, avec les variables ( telles que w ({) > 0;w =0si [(| > 1, et

1.8. Opérateurs de régularisation
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On dénote par :

Pour toute > 0,ona:

et
we (x,2) =0, si |z —2'| >e.

On définit Popérateur de lissage p,. : L? (2) — L*(Q) par la formule :

(0.h) (z) = / " b (0, 27) (')’

o0

= / we (z,2") h(z")da',
|lx—a'|<e

ou Q= (a,b) CRethe L*(Q).

Cet opérateur a les propriétés suivantes :
P1 : La fonction p.h € C*® si h € L*(Q)
P2:Sih e L?(Q), alors

|ph — hl|r2@) — 0, quand & — 0,

et

ol 2 < NP2,

P3:
k k

5, 9] :
ok (Ph) = pe(55h), st b€ C* (),
P4: SiaeC(Q)ethe L? (), alors

llap.h — p.(ah)|| 2@ — 0 quand € — 0,

1.8. Opérateurs de régularisation



P5: Siae C(Q)ethe L?(Q), alors

a .
H% (aph — p(ah))||r2@) — 0 si e — 0.
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Chapitre 2

Sur un systeme de thermo-élasticité

linéaire avec ’opérateur de Bessel

Dans ce chapitre, on étudie un probleme de valeur initiale pour un systéme unidimensionnel de
thermo-élasticité. On montre 'existence et 'unicité d’une solution généralisée, la démonstration

est basée sur deux estimations a priori de 'opérateur engendré par le probleme considéré.

2.1 Position du probleme

Dans le domaine borné Q = 2 x (0,7) = {(r,t): 0<r < 1,0 <t < T}, on considere un

systeme couplé de thermoélasticité de la forme

Liu = uy — % (ru,), +bro, = f (r,t). (2.1.1)

Lo0 =0, — z (r8,), + bru,, = g (r,t). (2.1.2)
r

ol u est le déplacement, ¢ est la différence de températures absolue, f est une force externe, g
est un apport de chaleur, et a, b,et s sont des constantes positives.

On complete (2.1.1), (2.1.2) avec les conditions initiales

lu=u(r,0)=ug(r), 0<r<l1. (2.1.3)
lou=uy (r,0) =uy (r), 0<r<1. (2.1.4)
l30 =0 (r,0) =0y (r), 0<r<lL. (2.1.5)

17
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et les conditions aux limites

u(l,t)=0, 0<t<T. (2.1.6)

0(1,t)=0, 0<t<T. (2.1.7)

ol les fonctions de données satisfont, pour la compatibilité,

wo (1) = ug (1) = 0 (1). (2.1.8)

2.2 Espace fonctionnel

Pour I'étude du probleme posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :
soit Li (Q) l'espace de Hilbert pondéré L? (Q) des fonctions aux carrés intégrables sur ) avec le

produit scalaire

(w, 0) 120 :/Tuedrdt,
’ Q

et associée a la norme finie

lullZz ) = /Qrﬁdrdt-

et soit 1V, I'espace de Hilbert pondéré composé des éléments u de L?(Q) ayant des dérivées

généralisées du premier ordre aux carrés sommables sur . W, , est muni du produit scalaire

(i) = (w0 + (U, 0r) 3 ) + (e Oe) 13y »

et la norme associée est

2 2 2 2
HUHWQI,’;(Q) = HUHLg(Q) + HUTHLg(Q) + Hut”Lg(Q) :
on utilise aussi les espaces pondérés sur Q, tels que L2 (Q) et Wy, (€2), dont les définitions sont

analogues aux espaces sur ().

2.2. Espace fonctionnel
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2.3 Reformulation du probléme

Le probléme (2.1.1) — (2.1.7) peut étre écrit sous la forme opérationnelle suivante :

AU ="H. (2.3.1)

ou U, AU et 'H sont respectivement les couples :

U= (u,0). (2.3.2)
AU = (Llu, LQ@) . (23.3)

et
H = (Hy, Ha). (2.3.4)

ou
Liu = {Lyu, lyu, bou}, Lo = {L£50, 0560}, (2.3.5)

et
Hy = {f,uo,ur}, Ha={g;60}. (2.3.6)

LCopérateur A est considéré de B = B; x B, dans H = H; x H,, B est un espace de Banach
constitué de tous les fonctions (u,0) € (L2 (Q))2 vérifiant les conditions (2.1.6) — (2.1.7) et muni

de la norme

101 = swp (I () g + 10 (D) + 10 (237)
est finie.
Et I'espace H = H, x H, est 'espace de Hilbert complété de I'espace { L2 (Q) x W3, () x L2 (Q)} x
{L2(Q) x L2(Q)} par rapport a la norme

2 2 2 2 2 2
I = 1712 ) + lluollwg (o) + lluallzz ) + 191z ) + [1follL2(q) - (2.3.8)

Soit D (A), le domaine de définition de 'opérateur A; défini par;

2.3. Reformulation du probléme
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D (A) = {(u76) S (L,Q; (Q))2 /utaetauttau?“797‘7u7’7‘797‘7’7ut1”79t7’ S Li (Q)} .

satisfaire aux conditions (2.1.6) — (2.1.7) .

L3 L3 V 4 [
2.4 Lunicité de la solution
Dans cette section, nous prouvons un résultat d’unicité pour probleme posé, c’est-a-dire nous
établissons une estimation a priori a partir de laquelle nous déduisons I'unicité de la solution.

Théoreme 2.1  pour toute fonction U = (u,0) € D (A), on a Uestimation a priori

1Ullg < CllAU|| - (2.4.1)

ou C est une constante positive indépendante de U.

Preuve. Considérez les produits scalaires

(Ut, 'Clu)L%(QT) et (0, £20)L%(Q"') 5 (24.2)

ou Q™ = (0,7) x S
de (2.4.2) nous avons :

(ue, Utt)Lg(QT) —a((rus), Ut)p(QT) (2.4.3)
+b (ruy, er)Lg(QT) + (8, et)Lg(QT)
=2 ((02),50) a(gry + 0 (rtire, 0) 101y

= (u, £1U)L3(QT) + (6, £1G)L%(QT) .

Intégrons par parties séparément chaque terme de (2.4.3) en tenant compte des conditions (2.1.3)—
(2.1.7) on obtient :

2.4. L'unicité de la solution
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(ut ) utt)L% (QT)

—a((rur), ,w) 2o

— 5 ((16,),.0) 120

/ rusugdrdt (2.4.4)

/ / rusUgdrdt

2/9[7"ut] dr

1 1
—/TU?(T,T)dT——/TUt (r,0)dr
2 Jq 2 Jq

1 2 1 2
5 lu (r )20y = 5 1wz 0)

—a/ (ru,), wdrdt (2.4.5)

—a/ / ruy), updrdt

— / [Ture] g N\o dt+a/ T, U drdt
0 QT

—%/ (r0,), Odrdt (2.4.6)
QT

—%/ /(r@r)r Odrdt

o Ja

—%/ [70,6]¢, o dt + %/ r(0,)° drdt
0 T

2
%HGTHL%(QT)a

2.4. L'unicité de la solution
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(67 0t>LI2J

b (Turta G)L%(Qr)

(@)

Substitution les identités (2.4.4) —

= / r00.drdt
= / / r00.drdt
_ 2

= 3 | il

1

= —/7"92(7“,T)d7’—1/7‘«92(7",0)6#
2 Ja 2 Ja

1 9 1 )
~ 9 16 (r, 7')||Lg(g) D) ||90||Lg(9) )

b / r2u,0drdt
Q‘I’

b/ /r2uTt9drdt
0o Ja

b / ' [1°6u,] , o dt — b / (2r0 + r*0,) wdrdt
0 T

—b/ r2u,0,.drdt — 2b/ ru0drdt

—b(rug, 0,) 2

p(QT) — 2b (Ut7 9)

L3(Q7) "

(2.4.8) dans I'égalité (2.4.3) , on obtient

1 2 1 2
B [Jwe (7, T)HLg(Q) -5 Hulﬂm

8u0
or

a 2
D) [, (7, T)HLg(Q)

12(9)
—|—b<T’U,t,6 )L2(QT) + = HQ(T’ T)HL2(Q)
__HQOHL2 +%||0 ||L2(Q"'

_b<TUt70r)L2(QT —2b (Ut,Q)Lz(
('LLt, ‘Clu)LZ Q) (9 £1¢9)L2 Q)

Q)

(2.4.7)

(2.4.8)

2.4. L'unicité de la solution
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a 2 1 2
b [[w (r, T)HL%(Q) + ) [[we (r, T)HL%(Q)

1 2 2
+§ 10 (r, T)HLg(Q) + ||9T||L%(QT)

2
= 3 [uall7z0) + 5

2

Ouo
or

a

L3(Q)

I
+5 160l 72 () + 20 (ur, 0) 12gry

+ (Ut, ‘Clu)L%(QT) + (9, ﬁle)L%(QT) .

(2.4.9)

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz, nous estimons les trois derniers termes du membre

droit de (2.4.9) comme suit :

IA

(ut7 Elu)Lg(QT)

IN

IN

(0,£10) 130y =
<

<

2b / ru0drdt
QT

% /
QT
b / ruldrdt + b / rO*drdt

2 2
bl 2 gy + 10123 0r)-

IN

r (uf + 02) drdt

A\
N —

IN

1 1
_/ —r (uj + (ﬁlu)Q) drdt
2 Jor 2

1 1
5/ ru?drdt+§/ r(Lyu)? drdt

1 2 1 2
5 HUtHLg(Qf) + 9 ||£1“HL%(Q*) ’

1 [ 1 )
5 /-r 57“ (92 + (529) ) drdt

1 1
5/ r6’2drdt+§/ r(L£40)? drdt

L2 1 2
180 3i0r) + 5 122003

En combinant les égalités (2.4.9) — (2.4.12) ; on obtient

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

2.4. L'unicité de la solution
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||ur (7, T)||Lz(g)+ e (. 7)1 720

+5 16 (r, 71720 + %HHTHL%(Q*)

< Dl + 220
= U L2(Q
( ) 2 87‘ L%(Q)
1 2 2 2
+—||90||L2 +b||ut||L2 @ T 0110llz20r)
HUth(QT) +35 HEIUHB @)
||9||L2 @) T3 ||£29||L2(QT

< Ll + 2 2

" Olo
= SO T2 o s

1 9 1 2
+§ ||90||Lg(g) +3 ||‘C1u||L2 @)

1
#3168 + (04 5) 191

1 2
# (04 5) Tl

En vertu de I'inégalité élémentaire

2 1 2 2 1 2
B [l (r, T L2y < B [uollzz o) + B [z gr) + B [l 72 ry -

Si on additionne cote a cote (2.4.13) et (2.4.14) on obtient

1
||ur (r,D)z300) + 5 e (30

1 2
+§ 16 (r, T)”Lg(m + %HQTHLg(Qq Ty [ (7, 7) |22

o I
or

IN

2
3 [uall720) + B

L3(Q)

1 2 1 2
+3 ||90||Lg(9) T3 ||£1u||L%(QT)

1 1
#3160 + (04 5) 100 0r

1 2 2
+(m~)wmeq+—mmg@

”u”L2 @)+ 5 IIutlle @)

(2.4.13)

(2.4.14)

2.4. L'unicité de la solution
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2 2 2

alfur (r, 7)) + e (r )12 0) + 10 (r 7)1 220
2 2

+2%H97’HL%(QT) + [Ju(r, T)||Lg(9)

2
8u0

or

IN

2 2 2
[urllz2 (@) + @ +1100llz20) + 1 £1ull230r)

13(9)
2 2 2
+ L2001 720m + (26 +1) [IIGIILg(Qf) + lluellz2 gr

2 2 2
+ Juoll L2 ) + HUHLg(QT) + ||Ut”Lg(QT) ;

2 2 2
[ (7, T)”Lg(ﬂ) + [Jue (r, T)”Lg(n) + Ju(r, T)”Lg(ﬂ)
2 2
+ 16 (r T2 ) + 1002207

2 2 2 2

max (a, 20 + 2) HuluLg(Q) + H‘QOHLg(Q) - HUOHWQ{,,(Q) T HﬁluHLﬁ(QT)
- 2 2 2 2

min (a,1,23¢) | 4| £26]|75gry + lullzzory + el T2iry + 16117200,

)

2 2 2
HuT (ry T)HL%(Q) + Hut (ry T)HL%(Q) + Hu (7“, T)”L%(Q) (2.4.15)
2 2
+ 116 (r, T)HL%(Q) + ||‘9r||Lg(QT)
a2 + 190l + ol (@ + I1C1ull}
Hizzo) T IY0llzz@) T MWollwy @) T 1111 1z@n)
2 2 2 2
+1L200 720 + lullzaory + luellzaiory + 101720,

max(a,2b+2)

min(a,1,25) *

oluc=
On a
2 2 2 2
[[w (r, T)||W21;[}(Q) = [lu(r, T)||Lg(n) + [lu (r, T)HL,%(Q) [+ue (r, T)”Lg(sz)

Alors (2.4.15) devient :

2 2 2
[Jw (r, T)HW;;;(Q) + [0 (r, T)HLg(Q) + HQTHL%(QT) (2.4.16)

2 2 2 2
[uallZ20) + 190l L2 () + HuOHWip(Q) + 1 £1ull 2 gr)

2 2 2 2
+1£201 2 gy + 1ullz2 gy + Nutllzziory + 1012 0r)

On applique le lemme de Gronwall a (2.4.16) , on obtient ;

2 2 2
[ (s Tl 21y + 10 (s M 20y + 100122 ry (2.4.17)

2 2 2
) ||U1HL3(Q) + HQOHLE(Q) T HUOHWQ,p(Q)

< cexp(cT 2 2
+ Hf”Lg(QT) + HQHL%(QT)

2.4. L'unicité de la solution
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Remplacer le membre de gauche de (2.4.17) par sa borne supérieure par rapport a 7 sur (0,7);
donne I'estimation recherchée (2.4.1), avec C = \/cexp (<) .
On peut prouver de facon classique que 'opérateur A : B : B, x By — H : H, x H, est fermable.

Soit A sa fermeture (cloture) m

Proposition 2.1 Lopérateur A : B — H a une fermeture.

Preuve. Soit U,, = (u,,0,) € D (A) est une suite tell que

U, — O0dans B, (2.4.18)
et
AU, — H = (Hy,Hsz) dans H, (2.4.19)

ouHy, = {f,ug,u1} , Ha = {g, 6} . Alors il faut montrer que f = 0,uy = 0,u; = 0,9 =0, et §y = 0.
(2.4.18) signifie que :

(s 03y, = Nl3, + 10l3, =0,
maison a :
lunllB, < 1l (uns 615, 5, -
et
1611, < (s )13, x5, -
ainsi

u, — O0dans B;etf,, — 0dans Bs.

n—oo n—oo
ce qui implique que

u, — 0dans D’ (Q)
oo (2.4.20)
0, — 0Odans D' (Q)

Ou D' (Q) est I'espace des distributions sur ().
En vertu de la continuité de dérivation de D’ (Q)) dans D’ (Q), (2.4.20) implique que :

Liu, — 0dans D' (Q),
oo (2.4.21)
L90,, — 0dans D' (Q),

n—oo

d’ apres (2.4.20) nous avons

Liu, — fdansL?(Q),
n—oo (2.4.22)
L:0, — gdans L?(Q),

2.4. L'unicité de la solution
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Alors

Liu, — fdans D' (Q),
n—00 (2.4.23)
L50,, — gdans D' (Q),

En vertu de l'unicité de la limite dans D’ (Q), on conclut que f =0et g =0.

A selon (2.4.19) nous concluons également que
Elun — Ug dans ng (Q) , (2424)

et que la forme d’injection canonique W, (2) dans D’ (2) est continue, donc on déduit que

lyu, — wugdans D' (Q), (2.4.25)
de plus puisque (2.4.18) tient et

|]£1un||W21(Q) < lunll g, , V1. (2.4.26)
on a

liu, — 0dans W, (), (2.4.27)
ainsi

liu, — 0dans D' (Q), (2.4.28)

En vertu de l'unicité de la limite dans D’ (£2), on conclut de (2.4.25) et (2.4.28) que ug = 0.
En utilisant la meme procédure, on peut montrer que u; = 0 et y = 0.
Donc ‘H =0 ; ceci prouve la proposition. m
Linégalité (2.4.1) peut étre étendue aux solutions fortes aprés passage a la limite, c’est-a-dire que
I'on a
Uz < C|AU||,, , VU ee D (A). (2.4.29)

Par conséquent, I'inégalité ci-dessus conduite aux résultats suivants :

Corollaire 2.1 Une solution forte de (2.1.1) — (2.1.7) est unique et dépend continiiment de H =
(Hl,Hz) € HouH, = {f, uo,ul} et Hy = {g,@o}.

Corollaire 2.2 Lensemble des valeurs R (A) de Uopérateur A est fermé dans H et R (A) = R(A) .

Preuve. -Montrons d’abord que R (A) est fermé.

Soit H € R (A) , alors il existe une suite (U,,)

dans D (A) telque AU, — H dans H , puisque

neN n—00

(??) signifie que

1Unll < C||AUL|,, » VR

2.4. L'unicité de la solution
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Alors on déduit que la convergence de AU, dans H implique la convergence de U, dans B; dison

U, — U dans B.

n—:o0

puisque A est fermé, (U,,) est une suite dans D (A) et

U, — U dans B,

n—oo

AU, — H dans H,

n—oo

alors U € D (A) et AU ="H, cest H € R(A).

ainsi, R (A) est fermé dans H.

Maintenant, nous prouvons que R (4) = R(A).

puisque A est une extension de A; alors I'(4) C I' (4); ot I (A) est le graphe de A, I' (A) =

{(U,AU) ;U € D (A)}; ainsi,

R(A) CR(A),
ce qui implique

R(A) C R(A),
mais R (A) est fermé, ainsi

R(A)C R(4),

D’autre part, soit H € R (A), cest-a-dire H = AU; pour certains U € D (A) alors (U,H) €

I' (A) =T (A), cest-a-dire qu’ il existe une suite (U,, AU,), . dans I' (4) tel que

neN

(U,, AU,) — (U,’H) dans B x H,

n—oo

C’est,

1(Un, AUR) = (U W) sy = 1Un = Ul + | AU, = H[z; — 0.

—00

ainsi, AU, — H dans H, mais U, € D (A),Vn, ensuit nous avons H €R (A) ,et donc R (A4) C
R(A). m

2.4. L'unicité de la solution
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2.5 LDexistence de la solution

Pour montrer que le probleme possede une solution unique, il suffit démontrer la densité de

I'ensemble R (A) dans H; pour cela on montre la proposition suivante :

Proposition 2.2 Si pour une fonction W = (wi,w;) € (L2 (Q))2 et pour tous les éléments U €
Do(A) :{U/UED(A)Z€1U:£2U:€30:0},Ona

(Elu,wl)L%(Q) + (,CQH,LUQ)L/%(Q) = 0. (251)

alors W disparait presque partout dans Q).
Preuve. puisque la relation (2.5.1) est vraie pour tout élément de D, (A), alors on prend un

élément U = (u, ) avec une forme spéciale donnée par

(0,0), 0<t<s

U= 2.5.2
(fj (t — 1) u dr, ! 97d7'> L s<t<T ( )
telque (uy;, 6;) est une solution du systéme
ruy = Fy (r,t) 2.5.3)
rf; = Es (1, t)
ol By (r,t) = [ wy (r,7)dr et By (r,t) = [ wy (r,7) dr.
Il est clair que :
{ wre T (2.5.4)
Wa = —7"9”

En vertu des relations (2.5.2) et (2.5.3), la fonction U = (u,0) € (L2 (Q))2 en fait U posséde un
ordre supérieur de douceur.

En utilise le lemme suivant : =

Lemme 2.1 La fonction W = (wi,w,) définie par (2.5.4) appartient a Uespace (L2 (Q))2 :

Preuve. pour prouver ce lemme, on utilise 'opérateur p. de la forme :

(.G) (1,1 =1/°°w(“‘t) G (rv)dv.

€ J oo €

otwe Cg° (0,T),w(t) >0et [~ w(t)dt=1.

2.5. L'existence de la solution
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En appliquant les opérateurs p,_ et % a la premiere équation de (2.5.3) nous avons

0 0 0
"= (ruy) = ot (pe (rug) — rp ) + o= (Ey(r,t)),
Alors

2 2 2

TUtt) )

— . (
ot~ 12(Q)

+2| g0 (B (1)

0
<2 Ha (pe (rug) — rp )
L2(Q)

en utilisant les propriétés de 'opérateur p_; donne

L3(Q)

2 2

Y

L3(Q) L3(Q)

Puisque, p.G — G dans L2 (Q) et la norme de 2 p, (ruy) est bornée dans L2 (Q), on déduit que
w1 € Lg (Q) .

De méme, en appliquant p, et % a la deuxiéme équation de (2.5.3), nous avons

0 0
[P [ oA teY)

ot

0 0 0
ape (T9t> - E (pe <T0t> - Tpeet) + Epa <E2 (Tv t)) 3
on obtient
) 2 ) 2 ) 2
9w <o H— w00y —rot)|| 2| Zp ey
H ot 12(Q) ot 12(Q) ot 12(Q)

en utilisant les propriétés de 'opérateur p_, donne

2 2

(rfy)

<2 Hﬁpa (Es (r,1)

Hﬁpe ot

L3(Q) L3(Q)

Puisque, p.G = G dans L2 (Q) et la norme de 9p. (r6;) est bornée dans L2 (Q), on déduit que

Wy € Li (Q) .
Par conséquent, W = (wy,ws) € (L2 (Q))2 .

Maintenant en remplacant les fonctions w; et w, données par (2.5.1) dans la relation (2.5.4), on

obtient

(Lyu, wl)L%(Q) + (L20, wg)L%(Q) = (Lyu, —ruttt)L%(Q) + (L0, —r@tt)L%(Q) (2.5.5)
= — (uy, Uttt)Lg(Q) + a (U, (TUT>T)L2(Q)
—b (7‘97«7 uttt)L%(Q) - (‘915, ett)L/%(Q)

+32 (O, (107),) 12y — 0 (MOt uer) 12
= 0.

2.5. L'existence de la solution
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En tenant compte de la forme spéciale de U donnée par (2.5.2) et (2.5.3) en utilisant les conditions

(2.1.6) — (2.1.7) et intégrant par parties chaque terme de (2.5.5) on obtient

_<uttauttt>L%(Q) = —/ rugUpedrdt (2.5.6)
Qs

T
= —/ /Tuttutttdrdt
s Q
1 T
= —5/9 [ruft]s dr
1 2 1 2
= — [ rug, (r,T) \odr+ = [ rug(r,s)dr
2 Jo 2 /o
1
= —/Tuft (r,s)dr
2 Jq

1 2
- 5 [Jwee (1, S)HLg(Q) 5

a(uttt,(rur)T)Lz(Q) = a/Q wyy (Tuy), drdt (2.5.7)

T

= a/ /um (ru,), drdt
s Q
T

= CL/ [Turuttt]ﬂ\o dt — CL/ Turutttrdrdt
s Qs

= —a/ T Uy Ugggrdrdt

I
|
S]

/ [ruruttr]sT N dr +a / TUpgUpgydr it
Q Qs
a / [rufJT dr
Q S
1
a/ ruZ, (r,T)dr — —a/ ru?, (r,5) \yo dr
Q 2 Ja
a/ ru?, (r,T) dr
Q

N~ N~ N~

1

2
= §a [ T)”L%(Q) )
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—b (Ter, uttt)L%(Q)

— (04, Qtt)L%(Q)

5 (O, (reT’)r)L?(Q)

—b/ 720, updrdt (2.5.8)
QS

T
—b / / 7‘29rutttd7"dt
s Q

—b/ [7’297«Utt}§ \0 dr + b/ T2(97«tuttd7"dt
Q

E]

b/ 7’29Ttuttdrdt

b (Tgm Utt)Lg(Q) )

— / T@tettdrdt (25-9)
Qs

T
—/ /T@tettdrdt
s Q
1 T
—5/9 [T@?]s dr
1 2 1 2
—— | r0; (r,T) N\odr+ = [ r0; (r,s)dr
2 Ja 2 Ja
1/7’9? (r,s)dr
2 Ja
1

2
) 16 (r, S)HLg(Q) )

%/ Oy (r0,), drdt (2.5.10)
Qs

T

%/ /Qtt (T@T)T drdt
s Q
T

%/ [T@rett]g \‘0 dt — %/ T@rededt

s Qs

—%/ [7“9,,9”}3 o dr + %/ 02, drdt
Q S

» / 02, drdt

2
%HHTtHLg(QS)a
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—-b (T’Qtt, ut,,) —b T Httutrdrdt (2511)

L3(Q)

s

T Qttutrdrdt
Q

TQU,tret \0 dt + b/ T2Uttr0td7“dt

s

T

= —b

I
\%\

= b/ T2utt,ﬂtd7“dt
T
= b/ |:7“29tutt:|ﬂ \‘0 dt — b/ Ut [Tzert + 27"9,5] drdt
= —b/ Tzﬁrtuttdrdt — Qb/ T@tutthdt
= - (7’97»15, utt)Lg(Qs) —2b (Tet, utt)L%(Qs) .

En combinant les égalités (2.5.5) — (2.5.11) ; on obtient ;

1 2 a 2
2 e (7, 3)||Lg(9) + 9 [t (7, T)HLg(Q)

1 2
+b (Tertautt)L%(Q) + 9 10¢ (r, S)HLg(Q)
2
+ ”HrtHL%(QS) — b (0, utt)L%(QS) —2b (b, Utt>L§(QS)
= 0.

—||9t (r,5)lIz30) + 5 e )Zz 0 (2.5.12)

+§ ||uTt (T, T)”L%(Q) —+ }f”ertHL%(Qb)
= 2b (Teta utt)L%(QS) ’

Ou Qs = Q x [s,T], en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en écartant les deux derniers

termes du membre de gauche de (2.5.12) on obtient :

16: (r, )1 730y + lluae (r, 9) 170 (2.5.13)

Qb/ST (/ r6? rt)dr—i—/olrutt( )dr)d

< 20 (10 ()30, + Il (1D 2cq))

IN
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carona:

2b (7"9,5, utt)L%(Qs)

Si dans (2.5.13) nous mettons

A

I

IN

Y (s) =

Ensuite nous avons

alors de (2.5.13), en déduit que

Y (s) exp (2bs)
—d (Y (s)exp (2bs))

2
10 (r, S)HL%(Q)

T@tutt drdt

S

»
[ 5rl

b [ r[0F(r,t)+u (rt)] drdt

b/Q U (r,t) dr+/gruft(r,t)dr} dt.

s

r 07 (r,t) + uj, (r,t)] drdt

QO
l\DI»—t

s

N o

2
+ [Ju (7, S)HLg(Q) )

—dY (s)

< 20Y (s),

—dY (s)
ds
—dY (s)

IN

20Y (s) (2.5.14)

2bds

IA

—2bs
exp (—2bs)
1

Vv

(s)
InY (s)
Y (s)

v

v

IN

ds 0,

En intégrant (2.5.14) sur [s, 7] et en tenant compte du fait que Y (7') = 0.

—d (Y (s)exp (2bs))

ds

— d};f) exp (2bs) — 2bY (s) exp (2bs) ,
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— /ST di;is) exp (2bs) dt — 2b /STY (s) exp (2bs) dt

= —[Y (s)exp (2bs)]" + 2b/ Y (s) exp (2bs) dt

—2b /T Y (s)exp (2bs) dt
= —Y (T)exp (2bT) + Y (s) exp (2bs)
= exp(2bs)Y (s).

Alors on obtient :
exp (2bs) Y (s) < 0. (2.5.15)

Par conséquent, I'inégalité (2.5.15) montrait que W = (w;,ws) = 0 presque partout dans Qr_s,.
Ainsi en procédant pas a pas on prouve que W = 0 presque partout dans (). =

Maintenant, nous prouvons le théoreme suivant qui donne l'existence d’une solution forte du
probléme (2.1.1) — (2.1.7).

Théoréme 2.2 Pour tout (f, g) ? et tout ug € W3, (Q),uy € L2(Q), 00 € L2 (Q) Il existe

une unique solution forte U = A~ "M A_H de le probléme (2.1.1) — (2.1.7) ot H = (H1, H2) € H,
Hy = {f uo,ui}, Ha={g,00},U = (u,0) et

2
p

Ul < ClAU -

pour une constante positive C' indépendante de U.

Preuve. Pour prouvé que le probléme (2.1.1) — (2.1.7) a une unique solution forte pour tout
H = (H1,H2) € H, il suffit de prouve que le range de 'opérateur A est dense en H.

Supposons que pour un élément ¥ = (G, Go) = ({w1,ws,ws}, {ws,ws}) € R (A)L

Alors on a :

(AU, W), = ({Liu, L0} ,{G1,G.}) (2.5.16)
= ({(£1U glu €2u) (‘6297 g39>} ) {(wla w3, w4) ) ({w27 WE)})})H
= (»Clu Wl)L2 (s)) + (Elu,w?))wpl(g) + (égu,le)L%(Q) + (LQQ,W?)L%(Q) + (630,&)5)[/%(9)
= 0.

Nous devons prouver que ¥ = 0, (w; = wy = w3 = wy = w5 = 0) .
Mettre U € D, (A) dans (2.5.16) on a :
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(;C]_u, w1)Lg(Q) + (/CQG,WQ)[%(Q) = 0 VU € D (A) . (2.5.17)

implique que : w; = wy = 0 (d’apres la proposition 2.2)
la relation (2.5.17) implique que :

(ﬁlu,wg)wpl(m + (Egu,cu4)L/2J(Q) + (6397“’5)@%(9) =0 YUeD(A). (2.5.18)

Nous devons prouver que w3 = wy = w5 = 0.

comme les trois termes de (2.5.18) s’annulent indépendamment et que les Ranges R (¢;), R (¢)
et R (¢;) des opérateurs de trace /1, /5 et /3 sont respectivement partout denses dans les espaces
Wy, (), L2(Q) et L2 (€2) donc il découle de (2.5.18) que ws = wy = ws = 0.

Donc ¥ = 0; c’est R(A)" = {0} ainsi R(4) = H. m



Chapitre 3

Sur un probleme mixte non linéaire pour
une équation pseudo-parabolique du

second ordre avec condition non locale

Dans ce chapitre nous étudions un probléme mixte non local pour une équation pseudo-
parabolique du second ordre non linéaire. Nous prouvons 'existence, 1'unicité et la dépendance
continue d’une solution forte du probleme posé. Tout d’abord nous établissons pour le probleme
linéaire associé une estimation a priori pour la solution de laquelle on déduit I'unicité de la
solution forte du probleme linéaire posé. Pour I'existence de la solution, on démontre la densité
de I'image de 'opérateur engendré par le probleme considéré.Ensuite, sur la base des résultats du
probleme linéaire, nous appliquons un processus itératif pour établir I'existence et I'unicité et la

dépendance continue de la solution faible du probleme non linéaire.

3.1 Position du probléme
Dans le domaine

DT = QX(O,T)
= {(z,t) eR*0<z<,0<t<T},

Nous considérons I'équation

ou 10 ou 1 0? ou ou
=5~ 2os (a—) " o0 (fa—) =/ (t“ a—) ~ (3-1.1)

37



Chapitre 3. Sur un probléme mixte non linéaire pour une équation pseudo-parabolique du second ordre
avec condition non locale

On associait a I'’équation (3.1.1) les conditions initiales

u(z,0) = up(x), (3.1.2)
Conditions aux limites de Neumann
ug (I,t) =0, (3.1.3)
et la condition intégrale
!
/xudm =0, (3.1.4)
0
avec
It !
(9u0—(,) =0, et / zugdr = 0. (3.1.5)
Ox 0

ol ug et f sont des fonctions données.

on suppose qu’il existe une constante positive d telle que

‘ f (‘xat?ulvvl) - f(ll',t,U/Q,UQ)‘ S d(|'LL1 - 'LL2| + |U1 - U2|)- (A)

pour tout (z,t) € Dr.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous commencons d’abord par résoudre
le probléme linéaire associé a (3.1.1) — (3.1.4) et introduisez également les espaces de fonctionnels
utilisés tout au long du chapitre. Ensuite, dans la section 3, nous prouvons I'unicité de la solution
du probléme linéaire. Dans la section 4, nous montrons I’existence de solutions.

Enfin, dans la section 5, sur la base des résultats du probleme linéaire, et en utilisant un processus
itératif, nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution du probléme non linéaire (3.1.1)
—(3.1.4).

3.2 Probleme linéaire associé

Pour I'étude du probléme posé nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels pour

étudier le probléme mixte non local donné par I'équation

2
Lu = Ou 12 (x%) L 0 (x%) = f(z,1). (3.2.1)

T Ot xdx  x0tdx
vérifiant les conditions (3.1.2) —(3.1.4)
Pour étudier le probléme posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires . Soit Lﬁ (Q)
I'espace d’ Hilbert avec poids des fonctions définies et de carrée intégrale munie de le produit

scalaire:

3.2. Probléme linéaire associé
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avec condition non locale

(U’U)Lf,(ﬁ) = (2, V) 20y = /a:u.vd:v,
Q

et de la norme

HUHLg(Q) = H\/EUHB(Q)

2

= /3: u?dx ,

Q

Soit X un espace de Banach de norme ||ul|, et soit u : (0,7) — X une fonction abstraite.
|u (., )]y est la norme de u(.,t) € X pour ¢ fixé. Soit L? <O,T; X) I'ensemble de toutes les

fonctions abstraites mesurables u(.,t) : (0,7) — X telles que

T
2 2
T —— / o (. 8)[1% dt < oo.

Si X est un espace d’Hilbert, alors L? <0,T;X ) est aussi un espace d’Hilbert. Soit C' (0,7; X)

I'ensemble de toutes les fonctions continues v : (0,7') — X telles que

= T < 00.
||UHC(0,T;X) tgﬁ%{] Ju (., )][x < o0

et dénotons par H, () 'espace de Sobolev pondéré avec

2

ou

ox

< 0.
L3(Q)

2 2
el = ol

Le probleme (3.2.1), (3.1.2) — (3.1.4), peut étre considérée comme résolvant '’équation opérateur

Lu = (f,up), Yue D (L), (3.2.2)
ou L est un opérateur donné par L = (L, /) et D (L) est le domaine de définition de 'opérateur

L; défini par;

, ou Ou O0*u 0*u Ou ,
_ 2 . 1 2 . 1
D(L) = {u e 12 (0,1 H} (@) /5 505 B Ay € L (0.7 ] (Q))}

satisfaire aux conditions (3.1.3) — (3.1.4) .

L est un opérateur défini sur B vers F, ou B est un espace de Banach avec la norme associé :

3.2. Probléme linéaire associé
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avec condition non locale

2

du
ot

2 2
= | -

L2(0,T;22(9))

Les fonctions u € B sont continues sur [0, 7] avec des valeurs dans H, (2) . D’ot la cartographie

E:u—%u:u(:v,O)Ele(Q)

est définie et continue sur B. Et F' est un espace d’Hilbert L? (0,7; L2 (Q)) x H} (Q) muni de la

norme

1
2

2 2
1F e = A 0 i) + N0l e))?

soit L la fermeture de 'opérateur L, avec le domaine de définition D (L) .

Définition 3.1 On appelé solution forte du probléme (3.2.1), (3.1.2) — (3.1.4) ,la solution de l’équa-

tion d’opérateur

Lu=F,Vu ED(I),

on établit la méthode des inégalités de I'énergie pour 'opérateur L, on obtenir une estimation a

priori pour 'opérateur L, Enfin on prouve que le rang R(L) de 'opérateur L est dense dans F.

3.3 Lunicité du probleme

Théoreme 3.1 Pour toute fonction u € D (L) on a Uestimation a priori

lullg < C|Lul|F, (3.3.1)

ou C est une constante positive indépendante de w.
Preuve. D’abord, on observe que 23, (f) = f, et 230 (f) = SE(f) = 0,00 S, (f) = [ f(€) d¢,
et SLES(E)) = Su(Se (nf () -

On prennent le produit scalaire dans L2 (Q2) de 'équation (3.2.1) et 'opérateur intégro-différentiel

ou
Mu=z— — 25?2
U $8t 35 (Eu) ,

3.3. L'unicité du probléme
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ou Ou ou
L M 2 - a0t 5, - a,
(Lu, Mu) 15 <at x&t)L%(Q) <8t ik <£u>>L§(Q)
0, Ou, Ou 0, du,
<%(x3_x)’$5> o (£(x£> o (&L))L?(m
9% Ou, Ou 0? 8u a2

ou N
— (f(x, t), xa) o — (f(x,t), 32 (§u))L%(Q) )

Puis en intégrant sur (0,7), avec 0 < 7 < T, avec 3, (f) coincide avec . (f), on obtient

/ dt—/ / 3 £u ) dzdt (3.3.2)
0 L2
/ /g;‘;x 0y i dt+/ / 0 x% 32 (¢u) drdt
ou 02 du 32
/ / 5% i x— dxdt—i—/ / 8758:10 2 (&u) dxdt

/0 /Omf(gj’t)adxdt—/o /0$f(x,t)§‘si (&u) dadt.

En utilisant les conditions (3.1.2) — (3.1.4) ,et intégration par parties,on a :

/ / T Ou :
x—% (Cu) dzdt = —/ |:I%$ (5 825) (ﬁu)} N\ dt (3.3.3)
0 0
T l o
/0 /O 3, (53_?) S, (€u) ddt

!
/ (S (€u))?)] da

8u (.t

+

[e=]
~

x 2 1 x 2
(S (gur) dr = 5 [ (3 (w)) da

N = N = N =
()

1
2 2
19 (€uls T2y — 5 1S (€uo) Iy »

3.3. L'unicité du probléme
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T M ou b ou ou Ou ou 0%u
_/0 /Oaf)_x(xa_x)dj:dt — _/0 laf)_] o dt + // 3:16(%8 dxdt (3.3.4)
32

1 [ 9% (., T) 1 b 0%u(.,0)
5/0 T2 dx—i/o T dz

— _'871’('77-) 2 ‘8’&0
2 ox L%(Q) ox L2(Q)’
// 0 Q;@ 32 (éu) dodt = / [x%\sm(gu)l N dt (3.3.5)
!
/ /x@\sz (&u) dxdt
0 0 836
= / /I—\Sm Eu) dzdt,
Ou_0* oud, 0
/ / 8?8t8x o dadt = / {8?815 _Z] o df (3.3.6)
0%u 8 ou
/ / o o1 o) !

+
! u Ou o3u 8u
- /[&cat%} o d = // T oo o v
LT 9% Ou
= —/0 {zaxﬁt%] \Odm+// (336(9) dxdt

/T 2u (., 1)
0
0, Ou

Oxot
l
//Gtﬁx 2)%% () dudt = /0 { <w%)<‘2(€u)} o dt (3.3.7)

/ / 0 x% )3y (&) dadt

_ _/ /g(a:g—)\sm(fu)dxdt

dt,
13(©)
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substitution de (3.3.3) — (3.3.7) dans (3.3.2), on obtient

[

1 2
—5 1% (€u0)l 2o

2

ou (., t)
ot

1

L3(Q)
2

ou(.,7)
ox

2

L2()
__‘ Ouq / / m—\sm (&u) dxdt
Or 3@
T (92u(.
— dt — —)3, dxdt
+/0 axat L2(Q) / / x ox )3z (§u) de

= //ygfmt—dxdt //xf:ct (§u) dzdt,

2 2

T 1 1 .
/ M dt + = ’ M (3.3.8)
0 ot 2() 2 Ox 2(9)
02 (., 7) 1 )
s[5 e g I8 Eut )
0 Oxot 12(2) L2
1 ‘ 8u0 1 2
= Sla. + 5 19 (§uo) 12
2| 0z |l a2 L2
T pl T pl 2
8u(\ 0 u ~
—l—/o /Ox£\sx (fu)dxdt—l—/o /Oxaxat”l“ (Eu) dxdt
T l ou T l
+/ /xf(w,t)—dxdt—/ /xf(:c,t)%i(ﬁu)dxdt,
o Jo ot o Jo
En vertu des inégalités élémentaires
l ) l3 9
[ @enrar < Sl (3:3.9)

l l2
/0 (@2 (E)dr < % (€02,

l
/0 oSy (Ew)de < 1S, (6wl

et en utilisant l'inégalité de Cauchy avec ¢, nous estimons les quatres derniers termes du co6té

3.3. L'unicité du probléme
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droit de (3.3.8) comme suit

2

/ /x—dx cu)dedt < 2 u(,t) dt (3.3.10)
2 COr 2@
+—/wmu Do
< 51 8u(,t) dt
= 2/, Ox 12()
tae |19 (€ul )
Tt e [T]0%u(,0)]]
< 2 [y 3.11
/O/Oxamat\sx(gu)da:dt < 2/0 Een LQ(Q)dt (3.3.11)
/H%SU )]
< _/ Pu (1) gt
2 Jo Ox0ot 12()
tae |19 (€ul )
T ou es [T]ou(,t)|
2 f () Dt < 2 ! dt+—/ 1712 (3.3.12)
/0'/0 875 2 0 at L2(Q) L

T l T
—/ /xf(a:,t)%i(fu)dmdt < i/ ||f(.,t)||§2(mdt (3.3.13)
0 0

—/nwgu Nse

——/Hﬂﬁwmmﬁ+
3¢
4/n%5u D

En prenant ¢; = €3 = ¢4 = 1,5 = 2, et en combinant (3.3.8) et (3.3.10) — (3.3.13), on obtient :
2

IN

1/7 ou (., t) dt—i—l‘ ou (., 7)|?
2 Jo ot 12(@) 2 ox 12(@)
02u (., 7)) 1 )
+ —_— dt + = ||, (Eu(., 2
|15 o 1 5 19 G
< l/T Ou(,t)* dt++/T cadeuly dt
T 2o [l 07 |l o |l 0x0t |12

3l 3
( )/n%aL Mmﬁ+/ﬂf D10 .
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2

L [T]joul )| 1'8u(.,7-) 1 )
2 dt+ S ||l—— + = ||, (Eul., T
8U0 9
< Ik
B ‘ Ox L2(Q) i 2 1S (guo)HLz(Q)
Ou(.,t) 2

— dt—i—/ 20 At
7 e P 17O

l3 [
( 3)/|wx@ Doy

il est facile de vérifier que :

1 ) 1, 17 ) 17
TGl < ghl?, + 5 [ ol e+

en ajoutant I'inégalité (3.3.15) a (3.3.14) coté a coté, on obtient
1" 2 1
- dt + =

. 3

I 2
+5 1S (SU( ) zaw) + 5 IIU( Tz2(0)
‘ (9u0

ox

Au (., 1) T 2
+—/ 2 dt+/ FO D dt
2y |02 | s 1FCDZ20

(5 %) [ et i+ luol?,
oul. )|
2(0) 4
5 ] lCOied+g [

ot
et en utilisant la premiére inégalité de (3.3.9) et

2

ou(.,t)
ot

L3(Q)

2

ou (., t)
ot

ou (., 1)
ox

L3 () L3 ()

IN

2
T3 1Sz (§uo)ll72(q)
12(9)

dt.
L3(9)

oul)?
ox

2@

2
el = ol , + | 5

Nous obtenons :

Au(., 1)

dt
ot

2 2
H%x (51,&(,7'))”[/2(9) + Hu (7T>HH},(Q) +
LZ()

< C( Jo 18 (€uls ) Fay dt + J lluls D)l oy dt > |

2 T 2
+ Juollzry o) + Jo NG )72y dt

dt,

(3.3.14)

(3.3.15)

(3.3.16)
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ou
¢ = max {31 + l3,4} .

Maintenant, En appliquant le lemme de Gronwall a I'inégalité (3.3.16), nous mettons

Au(.,t)||?
t) = :
h) ’ ot @)
fo(r) = S (fu(-ﬁ))ui?(n)+H“(-a7)H12q;(Q)>

et
Re) = (Il + [ 17010 )
Alors (3.3.16) devient

2

ou(.,t)
ot

dt (3.3.17)
L3(9)

19 (€uls s + 1 (Pl + [
0

cT 2 T 2
< e (lullyo + [ 17COEym ).

Si nous écartons le premier terme du coté gauche de (3.3.17), et puisque la c6té droite de (3.3.17)
ne dépend pas de 7, en prenant la borne supérieure du coté gauche par rapport a 7 sur I'intervalle
[0, 7).

Alors I'estimation devient

2

ou(.,t)
ot

(3.3.18)

2
Ju (., 7')||0(07T;H;(Q) + '
L2(0,T;22(9))

< ¢ (lullyo + [ 170Dy m ).
0
ou C = ce .

Puisque nous n’avons aucune information concernant I'image de 'opérateur L, sauf que R (L) C
F, il faut prolonger L pour que I'estimation (3.3.18) est valable pour I'extension et que son image

soit toute I'espace F. Alors on établisse la proposition suivante . m

Proposition 3.1 Lopérateur L : E — F admet une fermeture L.

Preuve. Soit u,, € D(L) est une suite telle que

u, — 0dans B, (3.3.19)
et
Lu, — F=(fup) dans F. (3.3.20)
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alors il faut montrer que f = 0,uy = 0.

Puisque (3.3.19) est verifié, on a :

u, — 0dans D' (), (3.3.21)

n—-—auoo

ot D' (Q2) est Uespace de distribution sur ).

D’apreés la continuité de la dérivation de D’ (2) dans D’ (2), (3.3.21) implique que :

Lu, — 0dans D' (). (3.3.22)
Selon (3.3.20), on a

Lu, — fdans L7 (). (3.3.23)
Puis

Lu, — fdans D' (Q). (3.3.24)

D’apreés Uunicité de la limite dans D’ (2) ,on conclut que f = 0.

Selon (3.3.20), on conclut également que :

lu, — ugdans H) (). (3.3.25)

n—:aoo

d’aprés l'injection canonique de H), (Q2) dans D' (Q) est continue, on déduit que :

lu, — wugdans D'(Q). (3.3.26)
de plus, puisque (3.3.19) est vérifié et

HéuﬂHWK}(Q) < unllp Vn, (3.3.27)
Ona

lu,, — 0dans H; Q). (3.3.28)
par conséquence,

lu, — 0dans D' (). (3.3.29)

d’apres Uunicité de la limite dans D' (2), on conclut de (3.3.26) et (3.3.29) que uoy = 0.Cela prouve la
proposition .
Puisque les points du graphe de l'opérateur L sont des limites de séquence des points du graphe de L,

puis on prend la limite en (3.1.1) pour obtenir une estimation a priori pour Uopérateur L, c’est
lullp < el[Lufl, Yue D(L), (3.3.30)

a partir de laquelle on conclue les résultats. m
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Corollaire 3.1 La solution forte du probléme (3.2.1), (3.1.2) — (3.1.4) est unique et dépend continile-

ment des données (f,ug) € F.

Corollaire 3.2 Limage R (L) de Uopérateur L est fermée dans F et égal a la fermeture R (L) de
R(L), cest-a-dire :

R (L) =R(L).

Preuve. Montrons d’abord que R (L) est fermé.

Soit F € R(L) , alors il existe une suite (u,), . dans D (L) telque Lu, — F dans F , puisque

n—oo

(3.3.30) signifie que

lunllg < cqunHF , Vn

Alors on déduit que la convergence de Lu,, dans F implique la convergence de u,, dans B; dison

u, — wudans B,

n—oo

puisque L est fermé, (u,) est une suite dans D (L) et

u, — wudans B,

n—oo

Lu, — F dans F,

n—oo

alorsu € D (L) et Lu=F,cest F € R(L).

ainsi, R (L) est fermé dans F.

Maintenant, nous prouvons que R (L) = R(L) .

puisque L est une extension de L; alors I'(L) C T'(L); ot I'(L) est le graphe de L, I'(L) =

{(u, Lu);u € D(L)}; ainsi,

R(L) CR(L),
ce qui implique

R(D) € R ().
mais R (L) est fermé, ainsi

R(L)C R(L),
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D’autre part, soit F € R (L) , c’est-a-dire 7 = LU; pour certains v € D (L) alors (u,F) € I (L) =

I' (L), cest-a-dire qu’ il existe une suite (u,, Lu,), . dans I' (L) tel que

neN

(upn, Lu,) — (u,F) dans B x F

n—oo

C’est,

2 2 2
||<umAun) - (uaF)HBxF = Hun - UHB + HLU” - ‘FHF njoo 0.

ainsi, Lu, — F dans F, mais u, € D (L),Vn, ensuite nous avons F €R (L) ,et donc R (L) C
R(L). =m

3.4 La solvabilité du probleme

Théoreme 3.2 Le probléme (3.2.1), (3.1.2)—(3.1.4), admet une solution forte unique u = L™ (f,ug) =
L~Y(f, uo), qui dépend continilment des données, pour tout f € L*(0,T;L2(Q)) , et ug € H} ().

Preuve. D’apres le corollaire 3.2 , on en déduit que pour prouver 'existence de la solution forte,

il suffit de montrer que R(L) = F, c’est-a-dire en fin compte d’établir la proposition suivante m
Proposition 3.2 soit D, (L) Uensemble de toutes les fonctions u € D(L) s’évanouissant au voisinage
det = 0. Si pour g € L*? (0,T; L2 (2)) et pour tous u € D, (L),

ona:
(Eu, g)L2 (O,T;Lg(ﬂ)) = 0, (3.4.1)

Alors la fonction g s’évanouit presque partout dans Dr.

Preuve. On définit la fonction ¢ (z,t) par :

T
o(x,t) = /g (z,v)dv. (3.4.2)
t
soit g—”; la solution de 'équation
0
a—"; + 32 (€u) = @ (a,1). (3.4.3)
et soit
0, 0 <t< v,
U = to (3.4.4)
fva—zdr, v<t< T
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De (3.4.2) et (3.4.3),0ona:
0?u
g (@ t) = =75 = 3 (€w), (3.4.5)

Nous avons les résultats suivants : m
Lemme 3.1 La fonction g (z,t) défini par (3.4.5) est dans g € L* (0, T; L2 () .

Preuve. on utilise p. de la forme

et =2 [ w () uty

00 15
ou
W e G (0.T), W (1) 2 0,
et
“+o00
W (t)dt = 1.

On applique Uopérateur p, et - a I’ équation (3.4.3) , on trouve :
+ 32 (€u )

i (o
= (G @) - (G + o))

L0
ot Pep-

H (_ £ <§u>> £2(0,15L3(2))

< o] o) o (o)

+2 Hapaw

Alors

2

2

L2 (o,T;Lg(Q))

£2(0,75L2(9)) '

En utilisant les propriétés de Uopérateur p., on obtient :

0 (0
|5 (5 +sce0)

puisque p.s — s comme e — O dans L? (0,T; L2 (2)) .et||-2 (% + S2 (¢u)) H;(O,T;Lg(n)) est borné,on

conclue que g € L* (0,T;L2% (1)) .

2 2

L2(0,T5L3(9)) 7

L2 (o,T;Lg(Q))
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Puis on remplagant g (z,t) dans (3.4.1) par sa représentation (3.4.5); on obtient :

ou 82u) (0 ( Ou) 82u)
— =, = + = (2=— ), =— (3.4.6)
<8t ot £2(0,1;L2(%)) dx \ Oz ) Ot? £2(0,1;L2(%))
+( 0? ( 8u> 82u) <8u 2 (¢ )>
T— |, == U
Oz ot Ox ot? L2(0,T;L3(%)) o’ t L2(0,T3L2(%))

0 ( 8u) 5 0 du 2
+ (= (= ,%z(gu)> +( |, S (Swe)
(8x oz V) ploriz@)  \0x0t \0a ") (o)

= 0.

les condition (3.1.3) et (3.1.4), la forme spéciale du u donnée par (3.4.3)et (3.4.4) et une intégration
par parties pour chaque terme de (3.4.6) donne;

2 Tl 2
_ (@fﬂ;) - _/ /x@a—gdxdt (3.4.7)
8t at LZ(O,T;L%(Q)) v 0 8t at
B 1/l u\’ !
- 2, [\
1 " Ou(x,T) 2 1 (Y Ou(z,v)\°

ou (z,v) ||
ot

2 ’ L2(9) 7

s, ou\ 0%*u
ou 0%u Tt ou &Pu
= / [xa_(?_t} o df / 5w a1
T ou 0*u
= _/0 [m%axat} o d”/ / <8x8) dvdt
2

B 0%
|| oxot

Y

L2 (U,T;Lg(n))
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<3igt (:::%) ’S;gt)m 0TI3@ / / dxot ( au) (’fjatd i (3:4.9)
- [ Taa), o= [ <saaintes
- _%/Ol [x (@8;875) ] de
S () e [ () -

1 82u (z,v)|?
2 Oxot 12() ’
- <%a%i (f%ﬁ)) = / / fut) dzdt (3.4.10)
ot L2(0,T5L3(9))

_ / (32 (Eu) S, (€ur)]! o da + / / S, (Cu))? dudt

= IS, (fut)Hm(U T;L2())

0 ou\ o B 6u 32

_ / [ 2 (eup) ﬂ \Odt—/ /a;—% (€uy) dudt

ou
a (8 (fut)) L2(v,T;L2(Q)) 7

0? o\ o B
(52 <x%)’%““t))on,T;Lg(m) - [ o () st @i
: {oz 0 (2] o
( > Sy (Euy) dadt

— Cx
B (axat7\sw {ut) 2(v,T;L2(92
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Maintenant, en combinant Uégalité (3.4.7) — (3.4.12) et (3.4.6),0on a

10 2 0%u ||?
_‘ u(z,v) ‘ Ju (3.4.13)
2 (9t L%(Q) ax&t L2(’U,T;L%(Q))
1 ‘ 02u (z,v)|? 2
S vy + 119 (€un) 720712
2 Oxot 12(9) L2 (o, T5L2(62)
ou 0%u
= (a—a%x (ﬁut)) + <m;%x (§Ut)> :
- £2(v,T5L2()) x £2(0,T5L3())
En appliquant linégalité de Cauchy avec ¢ au cété droit de (3.4.13), on trouve
ou L] oul? 2
—, Sy (fut)) < —|l= + 5 1S (§w) |7, : (3.4.14)
(81‘ L2(U,T;L%(Q)> 2 al’ L2(U’T;L/2)(Q)) 2 L (U,T;L%(Q))
8271/ ) 82U 2 1 2
S 3w <! + 219 (6w (3.4.15)
(al‘at LZ(U,T;L?)(Q)) 2 axat L2(U’T;L’2)(Q)) 2 Lz(“ﬂT?L%(Q))
En insérant (3.4.14) et (3.4.15) dans (3.4.13)
‘ Ou (x,v) ' &2u ||?
ot 12() Ozt L2(v,T;L2(2))
82u (z,v)|? 9
—7 2 C\,r 2 T2
|5 LI
oul|® Ou ||?
< | |= +
Ox Ox0ot
L2 (v, T;L23(2)) L2 (v, T;L2(92))
x 2
12018 €I, L
) ? 0? 2 0%u ||
‘ dulz,v) ’ Fulz,v) +2‘ U (3.4.16)
< 9u ||? N oul|®
- 0x0t ox

L2 (v, T;L2(%2))

Et en appliquant l'inégalité de Poincaré

2
' u < 2472
ox
L2(v,T5L2(9))
‘ ou (z,v) || ‘ 0?u (z,v)
ot 12@) Oxot
0% ||?
< 24772
= ' 020t *

LQ(U,T;L%(Q))

L2(v,T;L3(2))

0%u
oxot

2

L3(Q)

2

L2 (v, T5L23(9))
2u ||
Ox0t

+2‘

L2 (U,T;Lg(n))

LQ(U,T;L%(Q))
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Et en omettant le troisiéme terme du c6té gauche de Uinégalité (3.4.16), on obtient

2 2 2 2
[Pt | S| s | 2 (3.417)
b e 20tz LU o o
Si Uon note lintégrale du c6té droit de (3.4.17) par
2 2 2
Q(U):‘Gu(:ﬁ,v) ‘au(ar,v) ‘
Ensuite, nous avons
df (v) 2
- <1 (142477)6
T S +24T7) 0 (v),
d (v) 2
— <Il(1+247T7)d
gy <! (1+24T%) do,
Inf (v) > —1(1+2477%) v
0 (v) > exp (—1 (14 247%) v),
d
7 (0 (v)exp (I (14 24T%) v)) < (3.4.18)
En tenant compte du fait que 0 (T') = 0 ,une intégration de (3.4.18) par rapport a v sur [v,T| donne

L0 @yexp (1 (1+27%) ) =

df (v)
-— _

exp (l (1 + 24T2) U)
—1(1+247%) 0 (v) exp (I (1 + 24T%) v) ,

B /T diziv) exp (I (1+24T%) v) — 1 (1 + 24T?) /T 0 (v)exp (I (1+247%) v)

= — [0 () exp (I (1+24T2) 0)]" +1 (1 +2472) ' 0 (v)exp (I (1+2477%) v)

v

—1 (1 + 247?) /T 0 (v)exp (I (1+2477) v)
= 0 (v)exp (I (1+24T%)v).

Donc
0 (v)exp (I (14 247T?%) v) < 0. (3.4.19)

Il découle de l'inégalité (3.4.19) que g = 0 presque partout sur Dr_, = Q x [T'— v, T]. Puisque la
longueur v est indépendante de Uorigine, nous utilisons la méme procédure pour montrer que g = 0
dans Dy .Ceci compléte la preuve de la proposition 3.2.
Pour compléter la preuve du théoréme 3.2, nous supposons que pour un élément G = (g,g,) €
R(L)™" .tel que

(Lu, 9)L2(0,T;L§(Q)) + (lu, gg)H;(Q) = 0. (3.4.20)
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Nous devons prouver que G = 0,posons u € D, (L) dans Uéquation (3.4.20), nous obtenons
(Eu,g)L2(07T;L%(Q)) =0, u€ Dy(L). (3.4.21)
D’apres la proposition 3.2, on en déduit que g = 0.Ainsi, 'équation (3.4.20) devient
(Cu, gO)H;(Q) =0. (3.4.22)

Mais comme lUensemble R ({) est dense lespace H, (2), et la relation (3.4.22) implique que go = 0.

Par conséquent G = 0.Ceci compléte la démonstration du théoréme 3.2. m

3.5 Probléme non linéaire

Cette section est consacrée a la preuve de l'existence, 'unicité, et de la dépendance continue
de la solution aux données du probléme (3.1.1) — (3.1.4).

Considérons maintenant le probléeme auxiliaire suivant avec '’équation homogéne :

ou 190 oU 1 02 ou
U =U (2,0) = up (x), (3.5.2)
ou
o (I,t) = 0, (3.5.3)
l
/ zUdx = 0. (3.5.4)
0

Si u est la solution du probléme (3.1.1) — (3.1.4) et U est la solution du probleme (3.5.1) — (3.5.4),

alors w = u — U satisfaisant

2
Lw = %—j — i(% (xg—:) - é@f@z (x?—j) =F (x,t,w, g—g) , (3.5.5)
w(z,0) =0, (3.5.6)
g_;’ (1,t) = 0, (3.5.7)
/l zwdx = 0. (3.5.8)
ou O
F (x,t,w,g—;) =f (x,t,w—l-U,g—L; + g—g) .
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La fonction F satisfaisant la condition
|F (x,t,ur,v1) — F (2, t,u,v9)] < d(Ju; — ug| + |v1 —va]) . (B)

pour tout (x,t) dans Dry.

D’apres le théoréme 3.2 le probléme (3.5.1) — (3.5.4) admet une solution unique dépendant
contintiment de uo € H, (2).
Il reste a résoudre le probleme (3.5.5)—(3.5.8). Donc nous allons prouver que le probleme (3.5.5) —
(3.5.8) admet une solution faible unique.
Soit

2

CY(Dy) = {U € C'Y(Dr), tel que (5758 € C’(DT)} .

Supposons que v,w € C!(Dr) tel que :

Pour tout v € C'(Dy), nous avons

ow
— (Lw, Sy (gv))LQ(O,T,L,%(Q)) - <E S (fv)> (3.5.9)
L2(0,T,L2(%2))

0 owY o 02 ow\
" (a—m (xa—ﬁ S “”)m * (atax (xa—) ’W“))H(Dﬂ’

On considére séparément les intégrales de chaque terme a droite et a gauche de I'égalité (3.5.9).

En intégrant par parties et en prenant en compte les conditions sur w et v :

- (;C(.U, %1‘ (gv))L2(07T7L?}(Q)) == / / F lg'U d:Cdt (3.5.10)

_ / S, (6F) S, (€0)], N dt + / / S, (EF) dedt

0
= (0, (€F) 201,120 -
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T l
— a_c‘)’gx (€v) = 5’_w » (Ev) dxdt (3.5.11)
p) p)
t L2(0.1,12(2)) 0 0 t

- /OT{ ( at)“f 5“} \OdH/ /wm( )d:cdt
_ /0 {v%x (5%—?)] \o da:—/ /_% £0) duds

ov
_ 3 (6)) |
( ot L2(0,T,L2())

0 ow\
<8_x <xa—x> , Sy (€0) ) o / / P ( ) 3, (€v) dxdt (3.5.12)
= / {x\sm (év) ?}Z} N0 dt—/ / x—vdxdt
/ / x—vdmdt
Bl ( ox’ )LQ(O,T,Lg(Q)) 7

(e (52) 5e) L, = L L (452)
_ [% 5U§<8—“)] \Odt—/ /v ( x)dazdt

! T
= —/ [mvg—w] o dx—l—/ /xg—wg—vd dt
0 T T

B ( Ow Ov

O at)L? (0,,L2(<2)) '

la substitution de (3.5.10) — (3.5.13) dans (3.5.9) donne

) (&) dadt (3.5.13)

H (Wa U) = (U7 Sy (gF))L2(07T7LI21(Q)) ) (3.5.14)

ou

H(w,v) = (xa—w,@) —(@,%x(fw)) (3.5.15)
Oz Ot L2(0,T,L2(Q)) ot L2(0,T,L2(Q))

(57)
—(z—=—,v .
O L2(0,T,L2(%2))
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Définition 3.2 Une fonction w € LQ(O,T,H,}(Q)) est dite solution faible du probléme (3.5.5) —
(3.5.8) si (3.5.7) et (3.5.14)est satisfaite.

Maintenant, nous construisons une suite d’itérations de la maniere suivante. En commencant
par w©® = 0 la suite (w™) _  est définie comme suit : Etant donné I'élément w™~V), alors pour

n =1,2,..., résolvons le probleme :

owm™ 10 [ dwm™ 1 02 O™ w1
- _Z =F |zt o™ 5.1
ot x Ox (:v oz ) x Otdx (m oz ) (I’ T T o )’ (3.5.16)
w™(x,0) =0, (3.5.17)
= S.1
5 (1) =0, (3.5.18)
!
/ zw™ (z,t) dz = 0. (3.5.19)
0

Théoreme 3.3 Affirme que pour tout n fixe, chaque probléme (3.5.16) — (3.5.19) admet une solution

unique w™ (z,t).Si on pose V™ (x,t) = w™*Y (2,t) — w™ (x,t), alors on obtient un nouveau

probléeme 2
82’” o (xagf) - oo (mag;m) =0 (x,1). (3.5.20)
Ve (2,0) =0, (3.5.21)
ag:) (1,t) =0, (3.5.22)
/ol 2V (z,t)dz =0, (3.5.23)
ou

aw(n) aw(n_l)
=1 (r t) = F t o w™ —_F t w1 )
o (x7 ) (':C? 7w Y 83’; ) :L', 7w ? am

Lemme 3.2 Supposons que la condition (B) est vérifié, alors pour le probléme (3.5.20) — (3.5.23),

nous avons lestimation a priori

Hv(n)HLz(o,T',H;(Q)) <K Hv(n_l)HLz(o,iH;(Q))’ (3:5.24)

ol K une constante positive donnée par

T [+ 3
K= Qﬁdexp(lﬁa), avec k; = max <1, 5 ;L ) .
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Preuve. Prenant le produit scalaire dans L*(0, 7, L>(R2)), avec 0 < 7 < T de I'équation (3.5.20) et

I'opérateur intégro-différenrielle

ov )
ot

(8V(”) x@V(")> B (2 (m(‘?V(”)> 8V("))
ot T ot L2(0,m,L2() ox oxr ) Ot L2(0,m,L2(@)
v\ gy oy )
(66 (%5 )% ) (T @)
tox t L2(0,7,L2(9)) t L2(0,7,L2())

2 (n)
(5 (% )’ YD) orasen* Lt () )
9 L2(0,7,L2(9)) Otdx Oz L2(0,7,L2(9))

- ov - .
R GarTEy ~ (0 (0859 (V) g 10
12(0,7,L3(9)) ’

MV =z

— 3 ({V )

Alors on a

Tlovm (. t)

) 9
ot o / / ot Oz (
(n)
/ / av <‘2 (EV™) dwdt + / /g(xw >%2 (€V) dudt
5 [ v
/ / tox (x > (V) dudt - / / ot 0tox <x Oz >dm
(1) (4 1y OV -1 (3 )2 (77
xo (x,1) dxdt— xo (2, 1) S3 (V™) dadt.
0 0 0t 0 0

on aprenons on compte les conditions (3.5.22) et (3.5.23), intégrations successives par parties de

) dzdt (3.5.25)

chaque terme de (3.5.25) conduit a

oV [ oV gy ovm
// o ax(‘” o )dxdt = _/0 {x o 8x] \OdH// uot op vt
1 /l v\’
2/ o
1t (VO (z, )\’ 1 [t oV (z,0)\
= i/ox(—ax )dm—i/ox(—am ) o dx
1

LoV, 0|
2 ox

dx
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T l n
_/ / $8V( )02

[l

(V™) dadt = —

T

2 [ VMY _, ‘To [ ovm !
(n) — “ a2 (n)
0 (1‘ o ) 32 (V™) dadt /0 [8:6 ($ o ) 32 (Vv )]O o dx

1w

T l 82V(n) .
—/O /Ox T &V ™) dadt
T pl 21/ (n)
= - / x—aa;/& S, (V™) dadt
0 0
o*vm
- ( ou0t " WW)) |
z L2(0,T,L2(Q))
o2 [ oV TV g2y
dtox (x oz )dxdt - _/0 {‘” ot or 875} \OdH/ / (mm) dudt
_ / PV ()|’
0 Oxot L,%(Q)'
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Donc (3.5.25) devient

a4 5 1182 €V (1) [

<,
0 12(9)

(n) 21/(n)
_ (W 7%(5‘/@))) +<8L7gx(§v(n)))
O L2(0,T,12(2)) dxot L2(0,T,L2(%))

+ <0(””, av("))
ot L2(0,T,L2(%2))

Appliquons les inégalités de Cauchy avec ¢ et en utilisant la condition (B) , alors chaque terme

2 2

(m)( ¢
—8V (1) dt + —
V(1)

oxOot

(3.5.26)

e
0w

L3(Q)

— (oD, 32 (¢vm))

L2(0,T,L3(Q)

du coté droit de (3.5.26) peut étre estimé comme suit :

(n) T
(W S, (§v<">)) </
O L2(0,T,L2(%2)) 0

2

oV (., t)
ox

l T
v dt+1/0 10 (V) [} dt. (3.5.27)
P

2

A TPV (.t [ [T
(Fr s @) < [ 1552 g [ @)
Ozt L2(0,T,L2(%)) 0 eep L2() 1Jo
(3.5.28)
(n)
(am—l)’ 8‘/_) (3.5.29)
ot L2(0,T,L2(%))

T T (n—1) 2
9 (n—1) 2 8‘/ (,t)
< d (/0 |V HLgm)dH/o — Lz(ﬂ)dt
1 [T [ovO ()|
4= — dt,
(O'(n b ;S (gv ))L2(07T7L%(Q) (3530)
! VeI
< & / A [ RS LY dt
e W P B e
N
7 [ I8 @)
Il est facile de vérifie que
. V()|
_||v(> ||L2 /Hv ||L2(Q)dt+ / 5 dt. (3.5.31)
L3(9)
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En combinant (3.5.27)—(3.5.30) dans (3.5.26) et en ajoutant c6té a coté I'inégalité obtenue (3.5.31),

on obtient
VO 0+ 192 €V )z
v ()|’ ! ONE
< 2/0 ! L%(Q)dt+l/0 NG
2 [ )2 E s (v
w4 [Vt 5 [ 180 (€0 [
T " 2
o P
Donc
[V Hm 190 €V ) (3.5.32)
N (2 T 12
i /0 90 (V) oyt [ 1Vl )
T - 9
+4d2/0 VeI, o d
ou

2

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall a (3.5.32) , on obtient

3+ 13
Klzmax{l, i },

HV + ”%93 (Sv(n) (-a T)) ”:%(Q) (3.5.33)

e

< AT exp(K,T) /O HV(”’l)H;(mdt.

Apres avoir écarté le deuxieme terme du coté gauche de (3.5.33), en intégre le résultat obtenu sur
Iintervalle (0,7"), on obtient I'estimation a priori souhaitée (3.5.24) qui est :

Vel

HL?(o,T;H;(Q)) < ATd* exp (K, T ”V

=y HLQ(O,T;H;(Q)) :

A partir des critéres de convergence des séries; il résulte que la série > V() converge si
ATd? exp (KiT) < 1, Cest-a-dire que si d < ;7= exp(=5F). Comme V™ (z,t) = w™*V (2,) —

w™ (z,t) alors il s'ensuit que la suite (w™) _ définie par

n—1

w™ (z,t) = VE® 4+ 0O (2,1

=
|
o

i
L

= (w(k+1) (z,t) — w® (z,t)) + WO (z,t), k=1,2, ..

=
I}
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converge vers un élément w € L*(0,T; H)(Q2)).

Maintenant, pour prouver que cette fonction limite w est une solution du probléme considéré
(3.5.20)— (3.5.23), nous devons montrer que w satisfait (3.5.7) et (3.5.14) comme mentionné dans
la définition 3.2.

Pour le probléme (3.5.16) — (3.5.19), nous avons

(n-1)
1 (w.0) = (0.9, (&7 (000, 22 2))) S es3Y
9¢ L2(0.T5L3(2)

De (3.5.34), nous avons

(n—1)
H (w(n) _ w,v) + H(W7U) = (U, QN (fF (f,t,w("_l)’ awaf ))) (3.5.35)

_%x <€F <£7t7waa_w>>
9 /) ) r20r:039)

Ow
+ ngm <§F <§7t7w7_>>) .
( 08 ) ) ) r20mz@)

Maintenant, a partir de 'équation différentielle partielle (3.5.16), nous avons

H (w(”) — w,v) = (U, %%x (5 (w(") — w))) (3.5.36)

L2(0,T5L3(9))

0 < 0
— v, S8 | == (€= w(")—w)>>
< o8 \" 0 ( ) L2(0,T;L3(9)
7o (o (3¢ =)
— v, =% [ = (= (W™ —w .
< ot AN ( ) L2(0,T3L3())

En utilisant les conditions sur v et w, apres quelques intégrations par parties de chaque terme a
droite de (3.5.36) on obtient :

(U, 93, (¢ (W w))) (3.5.37)
ot 12(0,7312(2)
- (B -w) 7
ot L2(0.T3L3(9)
o [ 0
(0,3, (— (5— w™ — w >)) (3.5.38)
( 0§ \ " 0¢ ( ) L2(0,T;L2(9))

= — (v, = (£ (W™ —w > ,
( 85( ( ) L2(0,T5L3(9))
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— 20 2 2 (n) _ >)) 3.5.3
(“’ o (85( o " —) L0TiL3@) 5539
ov 0
- (oG ag el =)

Substituons (3.5.37) — (3.5.39) dans (3.5.36) , on obtient :

L2(0,T5L3(9)) '

H (w(n) - (,u/l)) = - (%7 X (5 (w(n) - w))) (3.5.40)

L2(0,T;L3(92))

+ (o5 5 €W =)

L2(0,T5L3(%2)) .

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les termes du c6té droit de (3.5.40) . On obtient

N 8_“ S ) — ) < ‘ @ x (n) _
<at y Sz (5 (W (U)) L2(0,T;L3(9) - ot LTS L2(9) . H\s\m (5 (W W)) HLQ(O,T;Lg(Q))
21 @ Hg (w(n) _w)H
ot L2(0,T3L3()) . L2(0,T;L2(R))

)

L2(0,T;L3(9))

0 0
— (20, o (( (W™ —w > < vl 20112 H— w™ — w
< 35( ( ) L2(0,T;L2(9)) ol I 65( )

ov 0 ) ‘ ov H 0
(n) (n)
r—,— (£ (W' —w <l||—=— A= (W —w .
( at (95 ( ( )) L2(O,T;L%(Q)) at LZ(O,T;L%(Q)) 85 ( ) L2(0,T;L%(Q))
Alors
. . v
H(w™ —wwv)<C HW( ) - w”Lz(O,T;H,}(Q)) <||U||L2(0,T;L§(Q)) + ‘ ot £2(0 T.L2(Q))) S
ou 2
C=—+I1.
V2

En d’autre part on a :
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(n-1)
<U, 3, (gF (g, £ w1, 6“’—>) _ g, (gF (g, tw, ))> (3.5.42)
9¢ L2(0.T3L3(%)

Awm=1) Ow
< Vi|v| _ H\ym <§F<§tw" 0} >) ( (étw ))
L2(0,T512(%) aE e/ L2(0,T512(%)

l? &u(” 1 dw
< —=lolor, \F(W ’ F(““’ )

/2 Wllzerz@) 07 /|| 2 0.5039)

d ™Y dw

a (n—1) — - —

S VIl 2072200y | (@ g2 72300y + (ax O
L2(0,T512(9))

<

7 101l 20752362 ™ — C"||L2(0,T;H,}<Q)) '

prenons en compte (3.5.41) et (3.5.42) , et par passage a la limite quand n — oo dans (3.5.40) nous

Oow
H = S, | EF .
wor= (oo (er (et ),

Ainsi, nous avons prouvé ce qui suit; m

obtenons

le)

Théoreme 3.4 Supposons que la condition (B) est satisfaite, et telque d < \F exp (— , alors

le probléme (3.5.5) — (3.5.8) admet une solution faible unique appartient a L*(0,T; H (£2)).

Il reste maintenant a prouver l'unicité de la solution du probleme (3.5.5) — (3.5.8) .

Théoreme 3.5 Si la condition (B) est satisfaite, alors le probléeme (3.5.5) — (3.5.8) admet une

solution unique.

Preuve. On suppose que wi,ws € L*(0,T;H () sont deux solutions du probléme (3.5.5) —
(3.5.8), alors V = w; — wy € L*(0,T; H(Q)) et satisfait

2
88_‘; - é% (“’g_‘;) - iafax (xaa_D =ol@i). (5:5:49)
V (z,0) =0, (3.5.44)

% ~0 (3.5.45)

/Ol 2V (z,t)dx =0, (3.5.46)

ou

0 0
o(x,t)=F (z,t,wl,%) - F (:B,t,wz,%) .
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Considérons le produit scalaire dans L*(0,T’; L2(€?)) de I'équation différentielle (3.5.43) et I'opé-
rateur intégro-différentielle

MV ::caa—‘t/ — 232 (¢V),

Nous suivons la méme procédure utilisée pour démontrer le lemme 3.2, on a :

V20250 0)) < KNV 202503 0) » (3.5.47)
D’ou LT
K = 2v/Tdexp (T) ,
avec g
3
k1 :max{l, ; },

comme k < 1, on déduit de (3.5.47) que

(1= E) [Vl 20753 (2) = O

ceci implique que V' = w; — wy = 0, par conséquent wy = wy € L*(0,T; H}(Q)).
Ceci termine la démonstration du théoreme 3.5 . Ainsi, nous avons prouvé 'unicité de la solution
du probleme (3.5.5) — (3.5.8). =
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Conclusion

Dans ce travail on a étudié I'existence et 'unicité de deux problémes suivants :

- Un systeme de thermo-élasticité linéaire avec 'opérateur de Bessel.

- Un probleme mixte non linéaire pour une équation pseudo-parabolique du second ordre non

linéaire avec condition non locale.

La méthode utilisée est 'une des méthodes d’analyse fonctionnelle les plus efficaces pour
résoudre les équations aux dérivées partielles linéaires avec des conditions intégrales, elle dite la
méthode des inégalités énergétiques, malgré la complexité des calculs techniques des méthodes
utilisés, on a établi I'existence, I'unicité, et la dépendance continue de la solution.

Il semble tres intéressant d’utiliser cette méthode pour obtenir des résultets de méme type de
conditions que celles utilisées dans ce mémoire pour des équations semi-linéaires, quasi-linéaires,

et non-linéaires.
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