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NOTATIONS GENERALES

Espace de Hilbert complexe.

Espace des opérateurs linéaires bornés sur H

Espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K.

Signe du produit scalaire.

Sous espace vectoriel engendré par {e;}; ,
Inverse de A.

Adjoint Hilbertien de A.

Linverse de Moore-Penrose de A.

La restriction de A au sous espace vectoriel M.
Image de A.

Noyau de A.

Projection orthogonale sur M.

Projection sur M paralleles N.

Lespace des matrices m x n sur k.

Lespace des matrices m x n de rang r sur k
Complémentaire orthogonal de M.

Signe de somme directe.

Signe d’orthogonalité.

Le produit tensoriel




’ Introduction \

Linversibilité est I'une des disciplines les plus répandues en mathématiques, beaucoup de pro-
blémes sont interprétés par une équation du type Ar = y ou A est une transformation linéaire
donnée, comme 'analyse numérique, 'optimisation, la théorie de controle, théorie de codage, la
statistique et les modeles linéaires, ... etc.

Lorsque nous travaillons avec des équations linéaires de la forme Ax = b, 'existence d'une solu-
tion unique dépend souvent de la propriété d’inversibilité de la matrice A. Cependant, dans de
nombreux cas pratiques, les matrices peuvent étre rectangulaires, non surjectives ou non injec-
tives, rendant l'inverse classique impossible a calculer.

Linverse de Moore-Penrose offre une solution a cette problématique en introduisant un opéra-
teur généralisé qui possede des propriétés similaires a celles de I'inverse, méme lorsque celui-ci
n’existe pas. Il permet ainsi de trouver une approximation optimale de I'inverse dans ces situations
complexes.

La théorie de l'inverse généralisé a connu un développement significatif apres les travaux pion-
niers de Moore en 7920 [13] et ceux de Penrose en 1955 [20]. Ces deux mathématiciens ont ap-
porté des contributions majeures en proposant des définitions explicites d’'un inverse généralisé
(inverse de Moore-Penrose) et en établissant des résultats théoriques importants. En particulier,
en 1956, Rado a démontré I'équivalence entre les définitions de Moore et de Penrose, ce qui a
renforcé la 1égitimité et I'importance de cet inverse généralisé.

Depuis lors, I'inverse de Moore-Penrose est devenu un outil essentiel dans de nombreux do-
maines des mathématiques appliquées, tels que 'analyse numérique, 'optimisation, la théorie
du controle, la théorie de codage, la statistique et les modeles linéaires. Sa flexibilité et sa ca-
pacité a fournir des solutions adaptées aux cas non inversibles en font un outil précieux pour
résoudre des problemes complexes du monde réel.

Dans ce mémoire, on contente d’exposer une introduction générale de l'inverse généralisé d'un
opérateur linéaire borné, et d’étudier les inverses généralisés de quelques opérateurs et de pré-
senter quelques applications. Ainsi, notre mémoire se compose de quatre chapitres

Le premier chapitre est consacré a rappeler quelques notions de base de la théorie des opérateurs
qu’on a utilisés.

Au deuxieme chapitre, on a présenté des différents types d’inverse généralisé et étudié quelques
propriétés de ces inverses, on a étudié I'inverse de Moore-Penrose, qui est I'inverse généralisé le
plus proche de l'inverse s’il existait. On a montrer I'existence et 'unicité de I'inverse de Moore-
Penrose, et 'équivalence entre les définitions de Moore et de Penrose, puis on a étudié I'inverse

de Moore-Penrose pour certaines classes d’opérateurs.




Le troisiéme chapitre est consacré a I'’étude de la résolvabilité des équations d’opérateur en utili-
sant les inverses généralisés.
Dans le dernier chapitre, on a présenté une méthode simple et efficace pour calculer I'inverse de

Moore-Penrose d’une matrice non inversible avec quelques exemples..




Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a rappeler quelques notions de base de la théorie des opérateurs que
nous avons utilisées.
Soient F et F' deux espaces de Banach et H, K et GG des espaces de Hilbert.

1.1 Opérateurs linéaires bornés

Notation 1.1 [2]L(FE, F) désigne Uespace de Banach des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
Pour A € L(E,F), R(A) (resp. N(A)) désigne l'image (resp. le noyau de A).

Définition .1 [2]Soit A € L(E, F). On dit qu'un opérateur B € L(FE) commute avec Asi AB = BA.
Lensemble de tous les opérateurs commutant avec A est appelé le commutant de A et est noté {A}’, et

Uensemble de tous les opérateurs commutant avec les éléments de { A}’ est appelé le bicommutant de
A et est noté {A}

Définition .2 [2]Soit A € L(E, F). Un sous-espace M de E est dit invariant par A si A(M) C M.

Lensemble de tous les sous-espaces invariants par A est noté Lat(A).

Définition .3 [2]Un sous-espace fermé M de E admet un supplémentaire si et seulement s’il existe
un sous-espace fermé N de E tel que E = M & N, cest-a-dire tout vecteur x € E s’écrit d’'une fagon

unique sous la forme x = x1 + x5 avec x1 € M et x5 € N.

Définition .4 [2]Soit A € L(H, K). Lunique opérateur A* € L(H, K) tel que (Az,y) = (x, A*y)
pour tout x € H et tout y € K est appelé Uadjoint de A.
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Définition .5 [1]Toute paire de vecteurs non nuls a,b d’un espace de H définie un opérateur de L(H)

par le produit tensoriel vectoriel a ® b, comme suit
(a®b)x = (z,a)b Vo € H.

Définition .6 [10]Si H = Hi ® Hy et K = K1 & Ky et A € L(H,K), alors A prend la forme

matricielle
Al 1 A12

A21 A22

ou A;; € L(H}, K;) est la restriction de A sur H; dans K.

I

Définition .7 Soit A € L(H) et A € C. On dit que \ est une valeur propre de A s’il existe un vecteur
non nul x € H tel que Ax = Ax. Dans ce cas, x est appelé vecteur propre de A associé a la valeur

propre \. Lensemble des valeurs propres de A est noté par o,(A) est on a

o,(A) = {\ € C, A\ — An’est pas injectif} .

1.2 Orthogonalité et projections

Définition .8 [9]Si F = M @& N, Uopérateur P € L(FE) défini par P(x) = x1, oll © = x1 + x5 avec
x1 € M et x9 € N, est appelé la projection de E sur M paralléle a N et est notée Py y. Dans ce cas,

I — P est la projection de E sur N paralléle a M et on a
R(P)=N({I—-P)=M et N(P)=R(I —P)=N.

Proposition .1 [0]Un opérateur linéaire P € L(E) est une projection si et seulement si (I — P) est

une projection.
Définition .9 [0]Un opérateur A € L(E) est dit indempotent si A% = A.
Proposition .2 [9]Un opérateur P € L(F) est une projection si et seulement s’il est indempotent.

Théoreme 1.1 [I]Si P € L(E) est une projection définie , alors E est la somme directe de R(P) et
N(P).

Corollaire .1 [9]Toute projection est a image fermée.
Définition .10 [9]Le complémentaire orthogonal d’un sous-ensemble M de H est défini par

M+ ={x € H, (v,a) =0,Ya € M}.

1.2. Orthogonalité et projections
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Proposition .3 [0]Si M est un sous-espace fermé de H, alors H se décompose en une somme directe
orthogonale
H=M &M

Proposition .4 [16] Si M et N sont deux sous-espaces fermés de H tel que M & N est fermé, alors
(MNN):=M-a N

Proposition .5 [16] Soient N et M deux sous-espaces fermés de H. Alors, H = N@ M si et seulement
siH=M+® N*‘.

Corollaire .2 [9]Un sous-espace M de E admet un supplémentaire si et seulement s’il est l'image

d’une projection.

Définition .11 [0]Soit M un sous-espace fermé de H. La projection de H sur M paralléle ¢ M~
(selon la décomposition orthogonale H = M & M™) est appelée projection orthogonale sur M et

notée P,;.
Proposition .6 [9]Si A € L(H, K), alors
R(A) = N(A") " et N(4) = R(A)*,
oit R(A) désigne Uadhérence de R(A).
Proposition .7 [9]Un opérateur P € L(H) est une projection orthogonale si et seulement si P? =
P =P~
1.3 Classes d’opérateurs considérées
Définition .12 [2]Un opérateur A € L(H) est dit auto adjoint si A* = A.

Définition .13 [2]Un opérateur A € L(H) est dit normal, si A*A = AA*.

Définition .14 [2]Un opérateur A € L(H) est dit positif (non négatif) s’il est auto-adjoint et si
(Az,z) > 0 pour tout x € H.

Définition .15 [2]Un opérateur A € L(H) est dit unitaire si A*A = AA* = I.

Définition .16 [2]Un opérateur A € L(H) est dit isométrie (co-iométrie, resp) si A*A =1 (AA* =
I, resp).

1.3. Classes d'opérateurs considérées ||
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Définition .17 [2]Si A, B € L(H) sont auto adjoints, alors on écrit A < B si B — A est positif.

Proposition .8 [2]Tout opérateur positif A € L(H) admet une racine carrée unique positive. De
plus, VA € {A}«.
En particulier, M+ @ N* est fermé. Par conséquent, M @& N est fermé si et seulement si M+ @ N est

fermeé.
Notation 1.2 [2]Si A est positif et inversible , nous ecrivons A~ > 0.

Définition .18 [1]Un opérateur A € L(H) est dit de rang fini si la dimension de son image est finie.
Si dim R(A) = n on dit que A est de rang n et on écrit rg(A) = n.

Proposition .9 [1]Un opérateur A € L(H) de rang un si seulement si A = a ® b pour certains

vecteurs a,b € H.

Proposition .10 [1]Soient a,b,c,d dans H et A € L(H). Alors
(1) (a®b)o(c®d)=(d,a)(c®Db)

(2) Ao(a®b) =a® (Ab)

(3) (a®b)oA=(A*a @)

(4) (a®@b)" = (b®a)

Proposition .11 [1]Soit A un opérateur de rang fini avec rg(A) = n. Alors A est de la forme

A= Zei®fi7
=1

ot les vecteurs {e;,1 = 1,2,...,n} sont orthonormaux, et les vecteurs {f;;i = 1,2,...,n} sont linéaire-

ment indépendants.

Proposition .12 [16] Soient A € L(H,K) et B € L(G, H) avec des images fermées. Alors B a une
image fermée si et seulement si N'(A) & R(B) est fermé.

Théoreme 1.2 [9]Soit M et N deux espaces supplémentaires dans F, Alors il existe une unique

projection P d’image M et de noyau N si et seulement si E est la somme directe de M et N.

Lemme .1 [10]Soit A € L(H) a image fermée. Alors Uopérateur A a les trois formes matricielles

suivantes selon les décompositions orthogonales correspondantes

R(A%)
N(4)

R(A)
N (A7)

A= , (1.1)

0 0

An o]_

1.3. Classes d'opérateurs considérées |
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olt Ay est inversible.

L[ An A RA) T [ R | 1.9
0 0 N (A7) N(A)
ou B = AllAil + A12A>{2 : R(A) —>R<A> et B> 0.
| A 0 R | R(AY) (1.3)
Ay 0] | N(A) NA) | '

olt B = Ap A%, + Ay Al t R(A*) — R(A*) et B > 0.

Ici, A; dénote un opérateur différent dans chacun de ces trois cas.
Définition .19 [2]Soit
H=(N,C) = {2 = (x)nz0,7 € C, Y _ |2a|* < o0}
n>0

Uespace de Hilbert des suites de nombres complexes de carré sommable. Lopérateur V défini sur H
par V((z,)n>0) = (Tni1)n>0 est appelé opérateur de décalage a gauche (d’avance) . Lopérateur de

décalage a droite S défini sur H par S((x,)n>0) = (0,21, xa, . . .).

Proposition .13 Lopérateur de décalage a gauche V est U'adjoint de Uopérateur de décalage a droite
S. De plus V.S = I, (S est un inverse a droite de V).

1.3. Classes d'opérateurs considérées



Chapitre 2
Inverse généralisé

Dans ce chapitre, on a présenté des différents types d’'inverse généralisé et étudié quelques pro-
priétés de ces inverses. On a étudié 'inverse de Moore-Penrose et montré 'équivalence des déffi-
nitions de Moore et de Penrose, puis on a étudier la recherche de la meilleure solution approxima-
tive de 'équation Ax = b ou A n’est pas inversible. Enfin on a discuter I'inverse de Moore-Penrose

de quelques opérateurs.

2.1 Inverses généralisés
Soient E et F' deux espaces de Banach.

Définition .20 Soit A € L(E, F). S’il existe B € L(F, E) tel que ABA = A, on dit que B est un
inverse généralisé intérieur de A, et Uopérateur A est régulier intérieur. On note A"} linsomble de

tous les inverse généralisé intérieur.
Exemple .1 Soit lopérateur A € L(R?) défini par la matrice

01
0 0

A=

On cherche a trouver un inverse géenéralisé intérieur de A.
On sait que A est régulier intérieur si et seulement si il existe un opérateur B € L(R?) tel que
ABA = A.
Soit
a b
c d ] .
11
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Alorson a :

ABA=A<&

vol=10 0]

a b
1 d|

iec=1

Donc tout opérateur B € L(R?) défini par

B =

est un inverse généralisé intérieur de A

Exemple .2 Lopérateur de décalage a gauche V' est un inverse généralisé intérieur de U'opérateur de
décalage a droite S défini sur H par S((x,)n>0) = (0,21, 22, .. .).

Lopérateur V'

SVS(xz) = SVS(xy1,xe,...)
= SV(0,z1,2q, )
= S(zo,x1,...)
= S(z).

D’autre part S est un inverse généralisé intérieur V' défini sur H par V((,)n>0) = (Tni1)n>0 €st

appelé opérateur de décalage a gauche

VSV(z) = VSV(xg,2,...)
= VS(z1,x9,...)
= V(0,21,2s,...)
= V(x).

Théoreme 2.1 [10]Soit A € L(E, F). Si B € L(F, E) est un inverse généralisé intérieur de A, alors
AB est une projection de F sur R(A) et I — BA est une projection de E sur N'(A). Par conséquent,
R(A) et N(A) admettent des sous-espaces supplémentaires dans F et E respectivement.

Preuve. on a
(AB)2 = (ABA)B = AB

et
(BA)* = (BAB)A = BA

i.eAB et BA sont deux projections.
Il est évident que R(AB) C R(A)

2.1. Inverses généralisés
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Supposons que y € R(A). Alors il existe x € E tel que
r=Ay = ABAy = ABx.

Donc, y € R(AB), dou R(AB) = R(A).
Sixz € N(A), alors (I — BA)x = z. Donc, N(A) C R(I — BA). Soit x € R(I — BA). Comme I — BA
est une projection, alors

= (I — BA)x,
ce qui implique que
BAxz = 0.
Ainsi,
Axr = ABAx =0,

danc x € N(A), dou N'(A) = R(I — BA).
Par conséquent, R(A) et N(A) admettent des sous-espaces supplémentaires dans F et E respective-
ment et AB est une projection de F sur R(A) et [ — BA est une projection de E sur N'(A). =

Théoreme 2.2 [10]Soit A € L(E,F). Si R(A) et N(A) sont fermés et admettent des supplémen-
taires dans F' et I respectivement, alors A est régulier intérieur.
Preuve. Supposons qu'il existe des sous-ensembles fermés M de E et N de F, tels que E = M & N (A)

et F =R(A)® N. En général, Uopérateur A a la forme matricielle suivante selon ces décompositions

All A12
A21 A22

M
N(A)

R(A)
N

= —

On voit que A5 représente la restriction de A sur N'(A) dans R(A), et Ay, est la restriction de A sur
N(A) dans N, donc Ajs = 0 et Asy = 0. De plus, Aoy est la restriction de A sur M dans N, et N est

un sous-espace supplémentaire de R(A). Ainsi, Ay; = 0. Par conséquent, A a la forme suivante

A;n O
0 0

M
N(A)

R(A)
N

A= .

2.1

Comme N (A) = N(A11)® N (A), alors N (A1) = {0}. Légalité R(A) = R(A11) est évidente. Ainsi,
Ay, est un opérateur inversible de M dans R(A). Soit B € L(F, E) arbitraire. Alors B a la forme

suivante
By B

B21 B22

R(A)
N

B =

N(A)

2.1. Inverses généralisés
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Un calcul simple montre que B est un inverse généralisé intérieur de A si et seulement si B, = A}

Alors il existe des inverses généralisés intérieurs de A et tous ont la forme suivante

M
N(4)

A" By
BQI 322

R(A)
N

B = (2.2)

ol Bis, Bay, Bas sont des opérateurs linéaires bornés arbitraires sur des sous-espaces correspondants.

Remarque .1 Dans la suite, nous allons utiliser les formes précédentes de A et de ses inverses généra-

lisés. Comme corollaire, nous obtenons la caractérisation suivante des opérateurs réguliers intérieurs.

Corollaire .3 [10]Soit A € L(E, F). Alors, A est régulier intérieur, si et seulement si N'(A) et R(A)
sont fermés et admettent des supplémentaires dans FE et F' respectivement.

Il est intéressant de considérer les inverses généralisés intérieurs liés aux sous-espaces supplémentaires
donnés de N'(A) et R(A).

D’une facon équivalente, si B est un inverse généralisé intérieur de A, nous voulons trouver les formes
matricielles de A et B selon les décompositions E = R(BA) @ N (A) et FF = R(A) & N(AB). Ainsi,

nous prouvons le résultat suivant.

Théoreme 2.3 [10]Soit A € L(E, F) régulier intérieur, et soient M et N deux sous-espaces fermés
de E et F respectivement, tels que E = M & N(A), et F = R(A) & N. Alors A a la forme matricielle

suivante
Ay O M R(A
([ An [ R 2.3
0 0 N(A) N
olt Ay; est inversible.
De plus, si B est un inverse généralisé intérieur de A tel que R(BA) = M et N(AB) = N,
alors B est de la forme
A0 R(A M
B | An | R(A) (2.4)
0o W N N(A)

ou W € L(N,N(A)) est arbitraire.
Preuve. Pour vérifier que A posséde cette forme, voir 2.1. Selon 2.2 nous savons d’apres le Theo-

rem 2.2 que B est de la forme :

2.1. Inverses généralisés
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Si R(BA) = M, alors BA est la projection de E sur M paralléle ¢ N'(A). Donc,

I 0 M M
BA = :
00 N(A) N(A)
D’autre part,
I
BA = 0 :
VA O

selon la méme décomposition. Ainsi, V = 0. De la méme raison, AB est la projection de F' sur R(A)

paralléle a N. Enfin, nous obtenons que U = 0. =

Définition .21 Soit A € L(E, F). S’il existe B € L(F, E), B # 0 tel que BAB = B, alors B est dit

inverse généralisé extérieur de A, et dans ce cas, Uopérateur A est régulier extérieur.
Exemple .3 Soit A € L(R?;R?) Uopérateur linéaire défini par la matrice

01
0 0

A:

On cherche a trouver un inverse généralisé extérieur de A.

On sait que A est régulier extérieur si et seulement si il existe un opérateur B € L(R?* R?); B # 0 tel

que BAB = B.
00
B = :
10

Soit
00 0 1 00| 100
10 00 10 10

Donc B est un inverse généralisé extérieur de A et A est régulier extérieur.

Alorson a :

Exemple .4 soit A € L(E,F),A # 0et B € L(F,E) est un inverse généralisé intérieur de A, donc

A est un inverse généralisé extérieur de B tel que ABAB = AB = Iy.
Remarque .2 Lensemble de tous les inverses généralisés extérieurs est noté par A},

Remarque .3 Si B est un inverse généralisé extérieur de A, alors A est un inverse généralisé intérieur
de B.

Définition .22 Soit A € L(E, F). Un opérateur B € L(F, E) est dit inverse généralisé réflexif de A,

s’il est un inverse généralisé intérieur et extérieur de A.

2.1. Inverses généralisés
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Exemple .5 Pour déterminer si B est un inverse généralisé réflexif de A, nous devons veérifier s’il est
a la fois un inverse généralisé intérieur et extérieur de A.
Commengons par chercher un inverse généralisé intérieur B. Nous devons trouver une matrice B telle

que ABA = A. Soit
00
10|

Ensuite, cherchons un inverse généralisé extérieur B. Nous devons trouver une matrice B telle que :

B =

Ainsi, B est un inverse généralisé intérieur de A.

BAB = B.

Donc B est également un inverse généralisé extérieur de A.
Puisque B est a la fois un inverse généralisé intérieur et extérieur de A, alors B est un inverse

généralisé réflexif de A.
Remarque .4 On note l'ensemble de tous les inverses généralisés réflexifs de A par A{L2,

Exemple .6 Lopérateur de décalage a gauche V est un inverse généralisé réflexif de Uopérateur de

décalage a droite S.

Corollaire .4 [10]Supposons que les conditions du Théoréme 2.3 sont satisfaites, ou A est de la
forme (2.3) et B est de la forme (2.4). Alors, B est un inverse généralisé réflexif de A si et seulement
siWW =0.

Preuve. Il s’agit d’'une simple conséquence de ’égalité BAB = A. m

Lemme .2 [10]Soit A € L(E, F) régulier intérieur, et soit P Uensemble des projections de E sur
N (A), et Q Uensemble des projections de F sur R(A), Alors :

card(P x Q) = card(AM),

Preuve. Chaque projection de P est déterminée de fagon unique par un sous-espace fermé M, qui
satisfait E = M @ N (A). De méme, chaque projection de Q est déterminée de facon unique par un
sous-espace fermé N qui satisfait ' = R(A) @ N. Donc, un opérateur régulier intérieur A et une
paire de projections (P, Q) € (ﬁ, @) déterminent de facon unique un inverse généralisé réflexif
A0 | R(A)
I

M
N(4)

B =

—

0 0

de A (voir Corollaire .4).

2.1. Inverses généralisés
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Ainsi, nous construisons Uapplication f : P x Q — A2, Dautre part, si B € A2, alors les
projections () = [ — BA € @ et P = AB € P sont déterminées de facon unique. Ainsi, nous
construisons Uapplication ¢ : A1V% — P x Q. Il est facile de voir que g = f~1. m

Remarque .5 Les corollaires .3 ou .4 représentent une preuve constructive qu’un inverse généralisé
régulier intérieur est déterminé uniquement par son image et son noyau. Nous voyons aussi que c’est

une propriété des inverses généralisés extérieurs.

Théoreme 2.4 [10]Soit A € L(E, F). Alors, il existe un inverse généralisé extérieur non nul B €
L(F,E) de A si et seulement si A # 0.
Preuve. Si BAB = B et B # 0, il est évident que A # 0. D’autre part, si A # 0, alors il existe xg

€ E tel que Axy = yy # 0. Considérons les décompositions : E = vect{zo} &M et F' = vect{yo} & N

pour certains sous-espaces fermés M de E et N de F. Alors A est de la forme matricielle

| vect{xo} B vect{yo}
: " v :

A Ap
0 Ay

Ici, Ay1zg = Axg = yo et Ay est inversible. Considérons Uopérateur

AR 0| | veet{yo} . vect{xo}
0 0] N M '

Evidemment, B # 0 et il est facile de vérifier que BAB = B. m

B—

Théoreme 2.5 [10]Soit A € L(E, F') un opérateur non nul, et soient M et N deux sous-espaces de

E et F. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(1) Il existe un opérateur non nul B € L(F, E) tel que BAB = B, R(B) = M et N(B) = N.
(2) M et N sont des sous-espaces fermés admettant des supplémentaires dans E et F respective-
ment, A(M) est fermé, A(M) @ N = F, et la restriction A|y : M — A(M) est inversible.
Si (1) ou (2) est satisfait, alors Uopérateur B de (1) est unique.

Preuve. :

(2) = (1) Il existe un sous-espace fermé M, de E tel que E = M @& M. De plus, F' = A(M) @ N.
Considérons la forme matricielle de A selon ces décompositions
Ay A M
N —
A4 A2 Ml

A(M)
N

A= (2.5)

2.1. Inverses généralisés
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Comme A envoie M sur A(M), on obtient que A3 = 0; et comme la restriction

est inversible, Uopérateur
A0
0 O

A(M)
N

B, =
M,

—)[M]. (2.6)

satisfait aux conditions de (1).

Maintenant, considérons un opérateur arbitraire B € L(F, E) satisfaisant aux conditions de (1).

L

pour certains opérateurs linéaires et bornés L,U,V et W. La condition R(B) = M implique que
V=0etW =0.SiN(B) = N, alors U = 0, et L doit étre inversible. Maintenant la condition

Alors B a la forme
L U

VW

A(M)
N

B =

BAB = B implique que LA, L = L. Comme L est inversible, on obtient L = A['. Ainsi, B = B.

Par la construction, B est unique.

Théoreme 2.6 Soit BAB = B # 0, R(B) = M et N(B) = N. Comme A est un inverse généralisé
intérieur de B, alors BA est une projection de E sur M = R(B), et I — AB est une projection de
F sur N = N(B). Donc A(M) = R(AB) est un sous-espace fermé supplémentaire de N dans F.
Maintenant, on a la restriction : A|y : M — A(M) est surjective. Supposons qu’il existe x € M tel
que Az = 0. Alors il existe y € F tel que By = x. Ainsi, nous obtenons 0 = BAx = BABy = By, ce
qui implique que x = 0. Il en résulte que Ay est injectif. Enfin, A|y : M — A(M) est inversible.

Théoreme 2.7 Si les conditions du Théoréme 2.5 sont satisfaites, alors il existe un unique inverse

généralisé extérieur B de A a l'image M et au noyau N.

Remarque .6 On note B par AE?N. Nous prouvons la représentation matricielle de A et de son

. 77 . 7 7 . 2 . .
inverse généralisé extérieur AEW)N dans le corollaire suivant.

Corollaire .5 [10]Supposons que les conditions du Théoréme 2.5 sont satisfaites, et que B = Agé?N

est Uinverse généralisé extérieur correspondant de A. Alors A a la forme matricielle suivante

A 0
0 A,

M
N(BA)

A(M)
N

2.1. Inverses généralisés
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\ . . . s 7 - 7 s . 2 .
oll A, est inversible. De plus, Uinverse généralisé extérieur AEW)N de A a la forme suivante

AT 0
0 0

A(M)
N

M
N(BA)

B = —

Preuve. Prenons M, = N(BA) dans la preuve du Théoréme 2.5 et considérons la forme de A donnée

dans Théoréme 2.5, avec Ay = 0. Aussi, B = B; a la forme 2.6. Maintenant,

I A7'As
0 0

M M
N(BA) N(BA)

Comme BA est la projection sur R(BA) = R(B) = M paralléle a N(BA), alors A3 = 0. Le reste

découle de la preuve du Théoréeme 2.5. m

BA =

Lemme .3 [10]Soit A € L(E, F).

(1) Si A est inversible, alors A~ est le seul inverse généralisé intérieur de A.

(2) Si B,C € L(F,FE) sont des inverses généralisés intérieurs de A, alors BAC' est un inverse
geénéralisé réflexif de A.

(8) Si B € L(F, E) est un inverse généralisé intérieur ou extérieur de A, alors AB est une projection
de L(F) et BA est une projection de L(E).

Preuve. evidente. m

2.2 Inverse de Moore-Penrose

Définition .23 Soient H et K deux espaces de Hilbert et A € L(H, K) un opérateur a image fermée.
Comme tout sous-espace fermé d’'un espace de Hilbert admet toujours un supplémentaire, alors A est
régulier si et seulement si A # 0 et R(A) est fermé. Aussi, l'inverse de Moore-Penrose de A, que nous
allons définir, est un opérateur borné si et seulement si A # 0 et R(A) est fermé.

De plus, nous savons que l'inverse réflexif de A est déterminé uniquement par son image et son noyau.

Soit B € L(K, H) un opérateur vérifiant les équations
ABA=A et BAB=B,

c’est-a-dire B est un inverse réflexif de A et alors A est régulier.

Ensuite, nous pouvons aussi exiger que
R(B) = N(A)" =R(A*) et N(B)=R(A)" =N(4. 2.7)

ol A* est Uadjoint de A.

2.2. Inverse de Moore-Penrose
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Définition .24 Un opérateur B avec les propriétés précédentes existe toujours, il est unique et il est

appelé Uinverse de Moore-Penrose de A, que l'on note B = A*.

Dans ce cas, AA* est la projection de K sur R(A) paralléle a N(A*), et A* A est la projection de H

sur R(A*) paralléle a N'(A). Donc, d’apreés la relation 2.7, ces deux opérateurs AA* et A* A sont des

projections orthogonales.

Ainsi Uéxiistence et U'unicite de I'nverse de Moore-Penrose de A est peut étre décrit par les les equation

de Penrose énoncées des terme suivant.

Théoreme 2.8 A € L(H,K) un opérateur a image fermée. Alors il existe un unique opérateur

A* € L(K, H) satisfaisant les équations (de Penrose) suivantes

(1) AA¥A=A.

(2) AAA* = A~
(3) (AA)* = AAX.
(4) (A*A) = A*A.
Preuve. :

Lexistence : Lexistence est évidente en utilisant le lemme (.3), (2) et (3).

lunicité : De (2) et (3) on obtient
AX — AX(AAX)* — AX(AX)*A*.

De (2) et (4) on obtient
AX = (AXA)P A = A (A*)" A~

De (1) et (3) on obtient
A= (AA) A= (A) A" A

En prenant les adjoints, nous avons
A = ATAA.

En utilisant (1) et (4 ), on obtient
A= AATA)" = AA*(AX)".
et donc, en prenant les adjoints, nous avons

A" = ATAA*

()

(6)

(7)

(8)

9)

(10)

2.2. Inverse de Moore-Penrose



Chapitre 2. Inverse généralisé

Supposons maintenant qu’il existe deux opérateurs X et Y dans L(K, H) vérifiant les équations de

Penrose. Alors,

X = XX'A" par (5)
= XX'A*AY  par (8)
= XAY  par (7)
= XAA'Y'Y  par (6)
= A'Y'Y par (10)
=Y  par (6).

Une autre preuve de lunicité est la suivante. Supposons que X et Y sont deux inverses de Moore-
Penrose de A. Alors, les opérateurs AX, X A, AY,Y A sont auto-adjoints. Nous savons que le produit
de deux opérateurs auto-adjoints est un opérateur auto-adjoint si et seulement s’ils commutent. Par
conséquent, comme

AX = (AY)(AX)

est auto-adjoint, les opérateurs AX et AY commutent, et donc nous avons
AX = AYAX = AXAY = AY.

De méme, nous prouvons que X A =Y A.
Maintenant,
X =XAX =XAY = YAY =Y.

Remarque .7 Si X € L(K, H) satisfaisant Uéquation (1), c’est-a-dire AXA = A alors X est ap-
pelé aussi {1}-inverse de A, i.e X € A{Y}. De méme, nous définissons les ensembles d’opérateurs
A A2 AT e,

Dans le cas olt A a une image fermée, A11234 = { A%},

Exemple .7 Lopérateur de décalage a gauche V est un inverse de Moore-Penrose de Uopérateur de
décalage a droite S.
On a vu précédement que VSV =V et SV.S = S. D’autre part, on sait que V* = S et que V.S = I,
donc

(SV) = (V*'V) =V*V = SV.

2.2. Inverse de Moore-Penrose
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Définition .25 [158](Moore 1920) Si A € L(H, K) est un opérateur a image fermée, alors A* est

Uopérateur unique dans L(K, H) satisfaisant

AAX = PR(A) et AA = PR(A*)-
Définition .26 [20](Penrose 1955) Si A € L(H, K) est un opérateur a image fermée, alors A* est
lopérateur unique dans L(K, H) satisfaisant

1) AAA = A

3) (AA¥)* = AA*.

(1)
(2) AXAAX = A%,
(%)
(4) (A"A)" = A*A.

4

Théoreme 2.9 Les définitions .25 et .26 sont équivalentes.

Preuve.

(.25) = (.26) Si A satisfait la définition .25, alors AA* et A* A sont auto-adjoints comme projec-
tions orthogonales. De plus,
AA*A = PrayA=A

et
AXAA* = Py A% = A%,

Ainsi, A satisfait la définition .26.

(.26) = (.25) Si Asatisfait la définition .26, alors
(AA)(AAY) = A(A*AAX) = AAX,

Par conséquent, Uopérateur AA* est un opérateur idempotent auto-adjoint et donc il est la projection
sur le sous-espace
M= {z = AAy,y € K} = R(AAX).

Comme AA*A = A, alors R(A) C M. De plus, si x € M et pour tout z € N'(A*), alors
= (AA Yy, 2) = (AXy, A*z) =

et donc
M c N(A)Y = R(A).

Par conséquent, AA* = Pr(a).

2.2. Inverse de Moore-Penrose
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De méme, on obtient que A*A = Prax).

Théoreme 2.10 Soit A € CI"*" i.e A est une matrice m X n de rang r. Si {uy,us,...,u,} est une
base de R(A*) et {vy,va,...,v,_,} est une base de N'(A*), alors

X -1
A* = [ug,ug, ..., up, 0.0 O] [Aug, Aug, .oy Aty U1, 02y oo U]
Preuve. En utilisons la définition de A*, nous trouvons

A*[Aug, Aug, . .. Atp vy, 095 . Uy = [AN Aug, AN Aug, . AN Ay, A%, A0y, A0

= [ug,ug,...,u,0,...,0]
D’autre part, { Auy, Aus, . .., Au,,v1,vs, ..., v, } est une base de C" = R(A) & N (A*), donc
A* = [ug,ug, ... up, 0,00 0][Aug, Aug, ..., Ay, v, v, . .. ,vn_r]_l.
n

Exemple .8 Soit A € C}*3

1 0 1
2 1 3
A=
1 0 1
0 -1 -1
Calculons A* € Cy**.
2 0
Ona 1 -1 est une base de R (A*) =R (A*) et
3 -1
5t —1
’ 15 0 4
A = 5 A —1 = N
5 —1
3 —1
—4 2
Alors
) —1
15 ’ 4 !
A~ =11 et A~ =1 -1
) —1
—1
—4 2

2.2. Inverse de Moore-Penrose



Chapitre 2. Inverse généralisé

Nous devons maintenant calculer la base de N(A*)

On résout le systeme A*x = 0. Nous obtenons que

donc,
AX
Alors
5
14
AX
5
—4
Donc,
2
A* = 1
3
B 1
A7

I
N

|
N[

-1
—1

o o O
o o O

10 28 10
6 18 6
16 46 16

2.3 Equations linéaires

N[

N[

-8
—6
—14

R(A)*.

—4

1
2 est une base de N (A*),

_1
2
1
2 = 0.
1
2
0 0
0 0
0 0
-1
1 0
1 1
2 2
0 1
1 1
2 2

Soit A € L(E, F) etb € F. Considérons I'équation linéaire suivante

Az

= b.

(2.8)

(1) Si A est inversible, alors la solution unique de (2.8) est donnée par A~1b.

(2) Si A n’est pas inversible et b € R(A), alors il existe une solution (plusieurs solutions pos-

sibles) de (2.8).

(8) Sib ¢ R(A), alors il n’y a pas de solution de (2.8).

2.3. Equations linéaires
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Dans les deux derniers cas, il est possible d’utiliser les inverses généralisés de A pour obtenir des

solutions.

Définition .27 Un vecteur xo € E est la meilleure solution approximative de Uéquation (2.8) si et
seulement si il vérifie
|Azg — b|| = min ||Az — b]|.
zeE

Lemme .4 [10]Soient M et N deux sous-espaces fermés de E, E = M & N, et soit Py ys la projection
de E sur N paralléle a M. Alors,
[oll < lu+wlf,

pour tout u € M et tout v € N si et seulement si | Py || = 1.
Théoreme 2.11 [10]Soit A € L(E, F) régulier intérieur, et B € L(F, E) est un inverse généralisé
intérieur de A

(1) Sibe Festdonné, et ||I — AB|| = 1, Alors xy = Bb est la meilleure solution approximative de
Uéquation Ax = b.
(2) D’autre part, si xo = Bb est la meilleure solution approximative de l'équation Az = b pour tout
be F,alors | — AB|| = 1.
Preuve. Puisque A est régulier intérieur; A a la décomposition suivante

A;p O
0 0

R(BA)
N(A)

R(A)
N(AB)

A:

I

ol Ay est inversible. Comme B est un inverse généralisé intérieur de A, alors B est de la forme
A 0| | R(A)
| N(AB)

R(BA)
N(A)

ou W € LIN(AB),N(A)) est arbitraire (utiliser le Théoréme 2.3 ). Soit

B =

)

0o w

by R(A)
b= € .
by N(AB)
Nous avons ABb — b = —bs. Pour
T = € ,
nous avons que
Ar—b— Apxr — by
—by
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Maintenant, soit |I — AB|| = 1. Par le lemme .4, on obtient que xy = Bb est la meilleure solution
approximative de U'équation
Ax =b.

D’autre part, soit xo = Bb est la meilleure solution approximative de U'équation Ax = b pour tout

b € F. Comme Ay est inversible, nous savons que Uapplication
I = Alxl — b1 =z c R(A)
est inversible. Maintenant, xq = Bb est la meilleure solution approximative de

Az =b.

z
pour tout b € K si et seulement si ||by]| < [ ; ] pour z € R(A) arbitraire et by € N (AB).

2
Par le lemme .4, on obtient que || — AB||=1. =
Théoreme 2.12 [10]Soit A € L(H, K) un opérateur a image fermée et soit b € K. Alors zo = A*b
est la meilleure solution approximative de U'équation linéaire Ax = b, ou A* est Uinverse généralisé
de Moore-Penrose de A.
De plus, si V est lensemble de toutes les meilleures solutions approximatives de 'équation Az = b,

alors

[zoll = min{[lz]|,z € V}.

Preuve. Les espaces H et K ont les décompositions orthogonales suivantes
H=R(A)®N(A),K =R(A) N (A").

Selon ces décompositions, Uopérateur A a la forme matricielle

4 Ay 0] | R(AY) R(A)
0 0| | N N4 |’
oll A; est inversible. Alors A* a la forme matricielle suivante
[ A 0] [ R@y TR
0 0 N(A*) N(A)
b
Soit x = [ = ] cHethb= bl ] € K, alors Az = Az, et AXb = A['b,. Ainsi, si z; = A;'by, on
L2 2
a
min | Az — bf| = min(|| Ayzy = by|* + [[b2]*) = [[be
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Donc toutes les meilleures solutions approximatives de U'équation Ax = b ont la forme

ATty

T2

ol x4 est arbitraire.

Aussi, on voit que si x5 = 0, clest--dire o = A;'b; = A*b, alors
. 2 . _ 2 2 _
min{[[z|",z € V} = mln{HA1 lblH + ||z2||"} = HA1 lblH :
[ ]

Remarque .8 Nous remarquons que le vecteur Pb € R(A) (ou P est la projection orthogonale de F
sur R(A)) est le vecteur le plus proche de b, et il est raisonnable de considérer comme une solution
généralisée de l'équation

Ax =b.

toute solution u € H de Uéquation
Az = Pb. 2.9)

Ensuite, nous pouvons prouver le théoréme suivant
Théoreme 2.13 [10]Soit A € L(H,K) un opérateur a image fermée et b € K. Les conditions
suivantes sur u € H sont équivalentes
(1) Au= Pb.
(2) ||Au = b|| < ||Az — b|| pour tout x € H.
(3) A*Au = A*b.
Preuve.

(1) = (2) Supposons que Au = Pb. Alors pour tout x € H, on a par le théoréme de Pythagore
et comme Pb € R(A)*,

|Az — b|? |Az — Pb+ Pb—b|”
> ||Az — Pb|)* + ||Pb - b|?
|Az — Pb||* + || Au — b|?

| Au — bH2 )

AV

v

Dong, ||Au — b|| < ||Axz — b|| pour tout z € H.

2.3. Equations linéaires
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(2) = (3) Comme Pb € R(A), il existe x € E tel que Pb = Ax. Ainsi, en utilisant le théoréme de

Pythagore, on a

Az — ofF = [ Au = Pb|* + [Ib— Py
> [|Au = Po|* + (b — Aul?,
alors, Au — Pb = 01i.e, Au = Pb. Donc
Au—b=Pb—be R(A)" =N(AY),
d’ott, A*Au = A*b.
(3) = (1) Si(3) est vérifiée, alors Au—b € R(A)*, et donc
0= P(Au—0b) = Au — Pb.

Ainsi , Au = Pb. (1) est vérifiée.

2.4 Inverse de Moore-Penrose de quelques opérateurs

2.4.1 Opérateur adjoint

Soit H de espace de Hilbert.

Théoreme 2.14 Soit A € L(H) et A # 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(1) A* existe.

(2) (AA*)* existe.
(3) (A*)* existe.
(4)

(A*A)* existe.

(1) <= (2) Ilest claire que R(AA*) C R(A). D’autre part,
R(A) =R(AA*A) C R(AA) = A(R(AX)) = A(R(A")) = R(AA").

Alors R(A*) = R(AA*).
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(8) <= (4) Ilest claire que R(A*A) C R(A*). D’autre part,
R(AT) = R(A™(A")"A") C R(AY(A")7) = A"(R((A7)¥)) = A*(R(A)) = R(A™A).
Alors R(A*) = R(A*A).

(1) < (3) R(A) fermée et de plus R(A*) = N(A)F = R(A*) fermée et R(A) = R(A™) =
N(A*)+ <= A = (A*)* exist et R(AX) = R(A*) fermée = (A*)* existe.

Proposition .14 Soit A € L(H) et A # 0. Si R(A) est fermé, alors

(1) (A7) = (A*).

(2) (A"A)* = AX(A*)".

(3) (AA7)* = (A%)7A%.

(4) A" = AXAA* = A*AA*.

(5) A" = (A*A)*A* = A*(AA*)™.

(6) (A*)" = A(A*A)* = (AA")* A
Preuve

(1) D’apres la définition de A*, on obtient
(AX)*A*(AX)* — (AXAAX)*:(AX>*’
(A*(AX)*)* — AXA:(AXA)*:A*(AX)*’
et
((AX)*A*)*:AAX :(AAX)*:(AX)*A*‘
Donc, (A*)* est Uinverse de Moore-Penrose de A*.
(2) Ona
ATAA(A*)"ATA = A"AAY(AA*)'A
= A"AAXAAXA
= A'A,
AX(AX)*A*AAX(AX)* — AX(AAX)*AAX(AX)*
= AXAAXAAX(AX)
= XA,
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Chapitre 2. Inverse généralisé

AC(A)FATA = AX(AA)'A
= AY(AAMA
= A*A
et
= (A*(AA9)A)
- (e
= AXA.
Car A* A est auto-adjoint, Alors A (A*)*A*A et A*AA*(A*)* sout auto-adjoints.
Alors A*(A*)* est l'inverse de Moore-Penrose de A*A.
(3) On déduit de (2) en remplagant A par A*.

(4) Comme A* A est une projection sur R(A*), on obtient
A* = AXAA* = (AXA)* A" = A*(AA)* = A"AA*,

(5) Ilest bien clair que A* = A*(A*)*A*. Par lutilisation de (2), on obtient la premiére égalité. et

par méme méthode, on peut trouver la deuxiéeme égalité.

(6) Se déduit de (5).
u
Proposition .15 Soit A € L(H) a image fermée. Si A est auto-adjoint (resp, normal, positif), alors
A* est auto-adjoint (resp, normal, positif).
Preuve.

(1) A= A" = A* = (A*)* = (A")*.

(11) A*A = AA* = (A*A)* = (AA*)" = A*(AX)* = (AX)*A*.
(1ii) Vo € H, (A%x,x) = (AXAA z, z) = (AA”x, (A*)*z) = (AA z, A*x) > 0.

Remarque .9 Si A est une isométrie, alors A* est une co-isométrie. En effet

AA =T = A(A) = (A"A)* =T* = I.
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2.4.2 Opérateurs de rang fini

Soit H un espace de Hilbert.

Théoreme 2.15 [14]Soit A = e ® f un opérateur de rang un sur H tel que e et f € H et soit A

son inverse de Moore-Penrose. Alors A* est aussi de rang un et admet la représentation

“=fiwe, ou fi=|fII"" el f

Preuve. Soit A = f ® e. Comme R(A*) = R(A*) et que A* = e ® f, nous avons que A* est aussi
de rang un et il prend la forme A* = f; ® ey. Ainsi, pour déterminer A%, il suffit de déterminer le

vecteur fi. Nous avons A* Ae = e, puisque A* A est une projection sur R(A*). Ainsi,
e=A(e.e)f) = llell = (f. e,
ce qui implique (f, f) = |le|| > Soit fi = af +u, ottu L f. Alors u € N'(AX) = N'(A*) et si

A< fr= 1Al e = (lal 117 + llull*)e.

Aussi,

A*fr = A¥(af +u) = aA*f = o(f, fi)e = o If|e.
Et donc v = 0 et f; = of. Maintenant, en utilisant la relation (f, f;) = |le||”>, nous obtenons
o= [le] || donc

fo= 1002 el ™ f
n
Corollaire .6 Soit A = f ® e un opérateur de rang un. Alors, ||A*| = ||A||”".
Preuve. Il est évident que
1 _
[A*[] = Al lell = TE || TR LFIHlell = 7Tl 1A~

Ainsi, on a bien montré que |A*|| = ||A|”". =

Proposition .16 [141]Soient A; = e; ® f1 et Ay = e5 ® fo deux opérateurs de rang un. Alors,
(A142)" = AJA{

si et seulement si ey et f, sont linéairement dépendants.

Preuve. Il est clair que

A1A2 = <f2, 61)(62 X fl) et (/\A)X = %AX
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Pour tout A € C,\ # 0, pour tout opérateur A € L(H) a image fermée. Par le Théoréme 2.15, on
obtient

et AYA" =

(fasex) L2l llez]” (Faven) A2l el 1 fell*

Donc, par des calculs simples, il est obtenu que (A1A3)* = AXA* si et seulement si (fs,e1) =

2 2
ezl [[ /2]

La derniére égalité est valide si et seulement si les vecteurs e, et f, sont linéairement dépendants (la

(A1Ay)" = hee X A X (f2,e1) f1 ® ey

condition en vertu de laquelle Uinégalité de Cauchy-Schwarz devient égalité). m

Proposition .17 [1] Soient A et B deux opérateurs de L(H) a image fermée, alors (AB)* = B*A*
si et seulement si les trois conditions suivantes sont veérifiées

(1) Limage de AB est fermée.

(2) A*A commute avec BB*.

(8) BB* commute avec A*A.

Proposition .18 [11]Soit A, B € L(H) deux opérateurs tels que A est inversible et B a une image
fermée. Alors, (AB)* = B* A~ si et seulement si R(B) € lat(A*A).

Preuve. Nous allons utiliser la Proposition .17. Les deux premiéres conditions de la Proposition .17
sont faciles a vérifier. Pour que la troisiéme condition soit valide, nous devons prouver que l'opérateur
BB* commute avec Uopérateur A*A. Comme lopérateur BB* est la projection de E sur R(B) et A*A

est auto-adjoint, cela est équivalent a
R(B) € Lat(A*A).
n
Corollaire .7 Soit B = e ® f un opérateur de rang un et A € L(H) inversible. Alors,
(AB)* = B*A™!

si et seulement si f est un vecteur propre de A*A.

n

Théoreme 2.16 [11]Si A = Z e; ® f; est un opérateur de rang n, alors son inverse généralisé est
=1

n

également un opérateur de rang n et il est défini par A*z = Z Ai(x)e;, ol les fonctions \; sont les
i=1

solutions d’un systéme linéaire convenable (n x n).
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Preuve. Si A= Z e; ® f;, alors
i=1

R(A) = vect{f1, fa, ., fu} et R(A*)=R(A") = vect{ey,es,...,en},

n

Par conséquent, pour tout x € H, nous avons A*x = Z Xi(x)e;. Ainsi, pour déterminer A%, il faut
i=1

calculer les fonctions \;,i = 1,2,....,n

Y

En utilisant A*x = A*AA*x, on obtient

n n n

D w fiyer=Aw=ATAA e =) > N(@)(fi. fi)e
1 j=1

=1 1=

Cette relation conduit au systeme linéaire de n équations a n inconnues suivant
(x, f;) = E Ni(x) (fis i) ou i=1,2,...n.

Le déterminant de ce systéme est le déterminant de Gram des vecteurs linéairement indépendants
f1, vy fn- Ainsi, le systéme admet une solution unique avec inconnues les fonctions \;,i = 1,2,...,n

u

Remarque .10 En particulier, l'inverse généralisé A* d’un opérateur de rang 2
A=e1 @ fi+ e ® f

est Uopérateur

AT = DLA{(Hf2H2 fi= i, ) f2) @er+ (1Al fa = (fo f1) 1) ® €2}

avec

Da = | AP Il = [ f2)I
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Chapitre 3
Equations d’opérateurs

Dans ce chapitre, nous explorons le concept général de solution réduite pour une équation de
type Douglas et nous paramétrons ces solutions en utilisant des inverses généralisées. De plus,
nous caractérisons différents types d’inverses généralisées en utilisant des solutions d’équations
de type Douglas. Nous étudions 'existence d’une solution de I'’équation A*X + X*A = B pour des
opérateurs linéaires bornés sur des espaces de Hilbert. Cette solution est exprimée en fonction de

I'inverse de Moore-Penrose de 'opérateur A.

3.1 Equations de Douglas

Cette section est consacrée a expliciter la relation entre les notions de solutions de Douglas pour
des équations d’opérateurs comme AX = B et celles d'inverses généralisées d’opérateurs li-
néaires bornés a image fermé. Ces équations surgissent dans de nombreux problemes d’ingénie-
rie, de physique et de statistiques. Le théoreme suivant, bien connu et dii a R. G. Douglas [7],

fournit des conditions équivalentes pour I'existence de solutions.

3.1.1 Solutions réduites

La premiere partie du théoréme suivant est une généralisation du théoreme de Douglas. Nous in-
cluons la démonstration, qui est similaire a la démonstration originale de Douglas. La deuxieme
partie fournit une caractérisation des solutions réduites généralisées en termes d’inverses généra-
lisées.

Soient H, K et GG des espaces de Hilbert

Théoréme 3.1 [16]Soit A€ L(H,K), B € L(G, K) tels que R(B) C R(A) et soit M un sous-espace
fermé de H tel que N'(A) & M = H. Alors il existe une solution unique X, de Uéquation AX = B

34
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telle que R(Xy;) C M. Lopérateur X, sera appelé la solution réduite de l'équation AX = B pour
le sous-espace M. De plus, si A € L(H, K) a image fermée et Y € L(G, H), alors Y est la solution
réduite de AX = B pour M si et seulement si Y = A'B pour un A’ € A1H2}
Preuve. Puisque R(B) C R(A), pour chaque x € G, il existe x; € M tel que Bx = Axyy. Ce xp est
unique. En effet, s’il existe T); € M tel que Bx = Axy, alors A(xpy — xpy) = 0.
Ainsi,

xy — Ty € N(A) N M = {0},

et donc x); = 1. Par conséquent, Uapplication

Xy: G—H
T Xy

est bien définie et linéaire. De plus, X, € L(G, H) car son graphe, noté I'x,,, est fermé. En effet, si

(xn, zar,) € T'x,, tel que x,——x et T, — T alors

n—oo

Axy = lim Axy,, = lim Bz, = Bz,

n—oo n—oo

et donc (x,xp) € I'x,,. Par la définition de Uopérateur X, il est clair que AX) = B et que
R(Xn) C M. Il ne reste plus qu’a prouver Uunicité de X ;.
Supposons qu’il existe D € L(G, H) tel que AD = B et R(D) C M. Alors,

B*=D"A* = X}, A",
C’est-a-dire que
(D* — X3,)A" =0.

Cela donne D* = X}, dans N'(A)*+.
Maintenant, puisque
H=NA)eM =NA)* o M,

il suffit de prouver que X}, et D*coincident sur M*. Soit = € M+, comme
M* Cc R(Xy)r =N(X3,) et R(D): =N(DY),

alors X3,z = D*z =0, et donc Xy = D.

Maintenant, considérons A € L(H, K) a image fermée. Soit X, la solution réduite de l’équation
AX = B,
pour un supplémentaire M de N'(A). Nous devons prouver qu’il existe A’ € A% tel que

Xy = A'B.

3.1. Equations de Douglas
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Maintenant, puisque N'(A)®M = H, nous pouvons prendre Uunique Q € Qy;, Qs désigne Uensemble
des projections avec image M tel que N'(Q)) = N'(A). D’autre part, soit Q' € Qg (a). Alors,

A/:QAXQGA{l,z} et A/B:A/AXM:QXM:XM
Réciproquement, soit A’ € AM2 Alors, AA" € Qray et A'A € Qr(a). Par conséquent,
AA'B = B,

c’est-a-dire que A'B est une solution de U'équation AX = B.

Montrons maintenant qu’il existe un sous-espace fermé M de H tel que
R(AB)CcM et N(A®M=H.

Tout d’abord, remarquons que puisque AA’ a une image fermée, alors, par la Proposition .12, R(A’)&®
N (A) est fermé.
De plus, N(A) N R(A’) = {0}. En effet, si v € N (A) N R(A’), alors Az = 0 et donc

x=AAzr = 0.

Ainsi, N = R(A’) & N(A) est fermé. Maintenant, considérons M = R(A’) & N*. Alors, comme
R(A)* & N = H, selon la Proposition .4, M est fermé. D’autre part, M N N(A) = {0}
puisque N'(A) NR(A) = {0} et N(A) C N. Ainsi,

M oN(A) =R(A) @ N aN(A)=Nao N+ =H.
Par conséquent, M veérifie la condition requise et ainsi A’'B = X,;. ®

Corollaire .8 [16]Si A € L(H, K) a image fermée, B € L(G,K) et R(B) C R(A), alors A*B est
la solution de Douglas de AX = B.

Corollaire .9 [16]Sous les mémes hypothéses du Théoréme 3.1, toute solution X de AX =B peut
étre écrite sous la forme
X =Xo+ X,

ot X, est une solution quelconque de Uéquation homogene AX = 0 et X, est la solution réduite
pour un certain M comme précédemment.

Le résultat suivant montre la relation entre les différentes solutions réduites par des projections.

3.1. Equations de Douglas
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Théoreme 3.2 [16]Soit A € L(H, K) a image fermée, B € L(G, K) tels que R(B) C R(A) et soit
M un sous-espace fermé de H tel que M & N(A) = H. Alors X est la solution réduite pour M de

Uéquation AX = B si et seulement si

Xn = Qum, v XRr(a%)-

Preuve. Supposons que X, est la solution réduite pour M de Uéquation AX = B. Alors, comme

cela a été montré dans la preuve du Théoréme 3.1, il existe Q' € Qr(a) tel que
A= Qu A Q € AT et Xy =A'B
Ainsi,
Xy =A'B=QunA"Q'B =Qu, n()A*B = Qu, n(a)XRr(a%)-
La troisiéme égalité tient car R(B) C R(Q").
Réciproquement, soit X = Q N(A)XR(ax). Puisque
A(Xrn) — X) = A = Qur, va) Xr(ar) = AQn(a), uXp(ar) = 0

alors AX = Betdonc X = X;;. m

3.1.2 Inverses généralisées et équation de Douglas

Dans cette section, nous étudions les équations AB= (), ou Q est une projection sur I'image de A,
et la relation entre leurs solutions avec les ensembles A1}, Al A{Lid} et ATLidk}

Soient H, K deux espaces de Hilbert

Théoréme 3.3 [16]Soit A € L(H, K) a image fermée, Alors

(i) AW ={X € L(K,H),AX = Q pour un certain Q € Qg ()}

(i) AU ={X € L(K,H),AX = Q € Qra) et N(X) = N(Q)}.
(i) AU ={X € L(K,H),AX = Pra)}-

(i) AU ={X € L(K,H),XA= Pr(a~}.
(v) A28 = {X € L(K,H),AX = Pr(ay et N(X) = R(A)1}.
(vi) A2% ={X € L(K,H),XA = Pra- et R(X) C R(A*)}.
(vii) AU3Y ={X € L(K,H), AX = Prayet XA = Pr(an}.
) AtL234} = Lsolution de Douglas de AB = Pg(a)}.

(vidi

Preuve. :

3.1. Equations de Douglas
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(i) Soit X € AW} ie AXA = A Ainsi, AXAX = AX et R(X) C R(AX) C R(A). Alors
AX € Qr(a). Réciproquement, soit X € L(K, H) tel que AX = @ pour un certain @ € Qgr(a),
alors AXA= QA= A

(i) Considérons X € A1} Alors, par (i), AX = Q € Qga) et donc N (X) C N(Q). D’autre
part, puisque X = XAX = X@Q, N(Q) C N(X). Ainsi, N(X) = N(Q). En sens inverse,
choisissons X € L(K, H) tel que AX = Q € Qray et N(X) = N(Q), Alors, par (i), X € Al
Pour prouver que X € AL il suffit de remarquer que XAX = XQ = X, ou la derniére
égalité est vraie car N'(Q) = R(I — Q) = N(X).

(i4i) La preuve est immédiate, par (i), tout X € Al'3 satisfait AX = Q pour un certain Q € Qr(a
et (AX)* = AX, Alors, Q* = @, et il doit étre () = Pr(a). La réciproque est évidente.

(iv) Soit X € A4, Alors A*X*A* = A* et donc A*X* € Qg (ax). Maintenant, puisque X € A4,
A*X* = XA = Pra~). Réciproquement, si XA = Pra+) = A*B*, alors A*X*A* = A et
donc X € AUt4,

(v) Soit X € AW23Y Alors, par (ii), AX = Q € Qga et N(X) = N(Q). De plus, puisque
X € AB), Q" = (AX)* = AX = @, donc Q = Pga et N(X) = R(A)*. Pour prouver
Uinverse, nous prenons X tel que AX = Pg(a) et N(X) = R(A)*, Alors, par (i), X € ALY
et AX = (AX)*. Cela prouve que X € A{123},

(vi) Soit X € AWM. Par (iv), XA = Pgas. Alors X = XAX = PgX et donc R(X) C
R(A*) = N(A)*. Réciproquement, par (iv), il suffit de montrer que X € A%%. Maintenant,
XAX = Pr~X = X, ot la derniére égalité est vraie car R(X) C R(A*).

(vii) Il découle de (iii) et (iv).
viii) Il suffit de montrer que A* est la solution réduite de Douglas de = Pr(a), mais cela découle

i) Il suffit d que A* est la soluti ‘duite de Douglas de AX = Pga is cela découl

immédiatement de (iii) et (vi).

Remarque .11 Si A € L(H, K) a image fermée, alors Uéquation AX = Pr(ay a une solution. De
plus, la solution de Douglas est l'inverse de Moore-Penrose de A. C’est le sens du dernier élément du
théoréme ci-dessus. Par conséquent, les conditions nécessaires et suffisantes pour que D € L(K, H)
soit l'inverse de Moore-Penrose de A sont AD = Pr(a) et R(D) C N(A)*".

Remarque .12 Bien sir, Uéquation XA = B est équivalente a A*X* = B* Par conséquent, les
ensembles (A1)", (A1), (ALL43})" et (AT3KY) sont liés aux solutions des équations XA = @,
ou Q* € Qr(ax)-

3.1. Equations de Douglas
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Proposition .19 [16]Si A € L(H,K) a image fermée et A’ € L(K, H), alors A’ € AU?} si et
seulement si A' = QA*Q, ot [ — Q € Qpa et Q € Or(ay.

Preuve. Soit A’ € A2 Comme AA*A = A, alors A’AA*AA" = A, et Uaffirmation suit en
prenant ) = A’A et Q = AA. Remarquons que Q = Qra) () En effet, R(Q) = R(A) et
N(Q) = R(Q): = R(A*): = N(A). La réciproque suit simplement en vérifiant que QA*Q €
AL m

Remarque .13 Soit A € L(H, K) a image fermée et
Xray ={X € L(K,H),AX = @ pour un certain ) € Qgatel queR(X) C R(A")},

Clest-a-dire, Xg(a-) est 'ensemble des solutions de Douglas des équations AB = () € Qg(a). Remar-

quons que Xpa- & A2 En fait,
Xp(ax) = {A*Q,Q € Q’R(A)}

et par la derniére proposition,
AV —{QA*Q, T - Q € Quiry et Q€ Qpe}

Ensuite, pour tout Q € Qra), on a A*Q = PN(A)LAXQ e AY2 ce qui prouve linclusion. Pour
voir que c’est une inclusion stricte, nous présentons l'exemple suivant. Dans ce qui suit, pour un A €
L(H, K) aimage fermée fixé, nous utilisons la représentation matricielle 2 x 2 selon les décompositions
H=R(A*)®N(A) et K =R(A) N (A*).

= a 0 ’
0 0

observez que a : R(A*) — R(A) est un isomorphisme. Maintenant, soit x € L(R(A*),N(A)), z # 0.
Définissons

~ 10 10

= € L(H et = € L(K).

@[M] (1) @[00 (x)

Alors

QA Q = [ ;__11 U R(QA*Q) = R(A*) @ R(b) € R(A*).

Par conséquent, CNQAXQ ¢ Xr(a%).

3.1. Equations de Douglas
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3.2 Equation A*X + X*A =B

Définition .28 Soient H, K deux espaces de Hilbert, Pour deux opérateurs donnés A € L(H, K) et

B € L(H), nous nous intéressons a trouver la solution X € L(H, K) de U'équation
A*X + X*A = B, (3.1)

Nous mentionnons des équations matricielles similaires qui ont des applications en théorie du controle.
Ces équations sont étudiées pour des matrices sur des corps, principalement R ou C. Léquation
CX — XA" = B est l'équation de Sylvester [15]. Une équation plus générale AX — XF = BY
est considérée dans [22]. Un cas particulier et important est U'équation de Lyapunov AX + XA" = B
[21]. De plus, Uéquation de Sylvester généralisée [8] AV + BW = EV J + R avec les matrices incon-

nues V et W a de nombreuses applications en théorie des systémes linéaires .

Définition .29 Soit A € L(H, K) a une image fermée. Alors, AA* est la projection orthogonale
de K sur R(A) (paralléle a N(A*) = N(A*)), et A*A est la projection orthogonale de H sur
R(A*) = R(A*) (paralléle a N (A)). Il en résulte que A a la forme matricielle suivante

4 A 0 R(A*) R(A)
0 0| | NMA N(AD |’
oll A, est inversible. Maintenant, Uopérateur A* a la forme suivante
[ A o] [ R ][R
0 0 | M4 N(A) |’

En utilisant ces formes matricielles d’opérateurs avec des images fermées et les propriétés de l'inverse
de Moore-Penrose, nous résolvons l'équation (3.1).

Tout d’abord, nous résolvons l'équation (3.1) dans le cas ott A est inversible.

Théoreme 3.4 [11]Soit A € L(H, K) inversible et B € L(H). Alors les assertions suivantes sont

équivalentes
(1) Il existe une solution X € L(H, K) de U'équation (3.1).
(2) B = B*

Si (1) ou (2) est satisfait, alors toute solution de U'équation (3.1) a la forme suivante

X = (A'B+ ZA, (3.2)

1
2
ou Z € L(K) satisfait Z7* = —Z.

3.2. Equation A*X + X*A=1D
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Preuve. (1)=—>(2) Evident.
(2)==-(1) Il est facile de voir que tout opérateur X de la forme (3.2) est une solution de 'équation
(3.1). D’autre part, soit X une solution de (3.1). Alors

X =(A)B— (A)IX"A et (AD)7IXT = (A7) 'BAT - XA

Nous avons
X = %(A*)lB + (%(A*)lBAI (A 1XY)A
= U (A7) XA - ()
= SAYB (XA - (47X A

En posant Z = (XA~ — (A*)~'X*), nous obtenons Z* = —Z.

Maintenant, résolvons l’équation (3.1) dans le cas ou A a une image fermée. m

Théoreme 3.5 [11]Soit A € L(H, K) a image fermée et B € L(H). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

(1) Il existe une solution X € L(H, K) de U'équation (3.1).
(2) B=B*et(I — A*A)B(I — A*A) =0.
Si (1) ou (2) est satisfait, alors toute solution de U'équation (3.1) a la forme suivante
X = %(A*)XBAXA +(A")*B(I — A*A)+ (I — AAN)Y + AA*ZA, (3.3)

ou Z € L(K) satisfait A*(Z + Z*)A=0etY € L(H, K) est arbitraire.
Preuve. :

(1) = (2) Evidemment, B* = B. De plus,

(I — AXA)B(I — A*A) = (I — AXA)(A*X + X" A)(I — A*A)
= (A" — (AAA))X(I — A*A) + (I — A<A)X*A(I — A* A)
= 0

(2) = (1) Remarquons que la condition
(I —A*A)B(I — A*A) =0

équivaut a
B=AAB+ BA*A— A*ABA* A.

3.2. Equation A*X 4+ X*A =B
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Tout opérateur X de la forme (3.3) est une solution de I'équation (3.1).
D’autre part, supposons que X soit une solution de U'équation (3.1). Puisque R(A) est fermée, nous

avons H = R(A*) ® N(A) et K = R(A) ® N (A*). Maintenant, A a la forme matricielle

A 0
0 0

R(A)
N(A4)

R(A)
N(A*)

A:

Y

ol Ay est inversible. Les conditions B = B* et (I — A*A)B(I — A*A) = 0 impliquent que B a la

forme suivante

B By By R(A) R(A)
B 0 N(A) N4 |
ol Bf = By. Soit X de la forme suivante
v [XH Xis ] | R(AY) R(A)
Xo1 X N(4) N(AY |

Alors, A*X + X*A = B implique A; X, + X{;A1 = By et Ai X2 = Bs. Par conséquent, X5 =
(A%)~1B,. Etant donné que A est inversible, selon le Théoréme 3.4, on en déduit que Xy, a
la forme X1, = 1(A})"'By + Z1 Ay, pour un certain opérateur Z; € L(R(A)) satisfaisant
Z} = — 7. Ainsi,

X — s(ADT'BL+ Z1A (A B

Xo1 Xoo
Xo1 et Xy peut étre pris arbitrairement.
o[ ve ] RG] T RO
Xoo Xop || N(4) N |
et
—Z3  Za N (A7) N(A7) |

ol Y11, Yo et Z5 sont arbitraires. Remarquez que A*(Z + Z*)A = 0.

Ensuite,

Lopypara — | 2780

2 0 0]
[0 (AY)'B

(A*)*B(I — A% A) = (A1)~ B, :

0 0
0 0

(I — AAX)Y =
_X21 Xa2

3.2. Equation A*X 4+ X*A =B
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et
Z1A1 0

0 O

AAZA =

par conséquente, X a la forme (3.3).

3.2. Equation A*X + X*A=1D
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Calcul d’inverse de Moore-Penrose

Le but de ce chapitre est de donner une méthode simple et efficace pour calculer I'inverse de
Moore-Penrose d’'une matrice non inversible. Cette méthode basée sur une décompostion matri-
cielle importante, dite la décomposition en valeurs singulieres (SVD).

Cette métode la plus célebre pour le calcul de I'inverse de Moore-Penrose des matrices, dans
Matlab par exemple on peut décomposer une matrice en valeurs singulieres directement par la

commande "svd" et calculer leur inverse de MoorePenrose a 'aide de la commande "pinv".

4.1 Décomposition en valeurs singulieres

La décomposition en valeurs singulieres, indique que pour toute matrice A € C**" avec les valeurs

singulieres {01, 09, ...,0,} qui sont les racines carrés des valeurs propres de A*A4, il existe deux

matrices unitaires U € U™*™ (U™ ™ estl’ensemble des matrices unitaires m x m) et V. &€ U™*"

telles que la matrice m x n

01

X =UAV = -,

0 P00

est diagonalisable. Donc, toute matrice m xn complexe est unitairement équivalente a une matrice

diagonalisable

A=UXV"

44
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Pour toute transformation linéaire A : C* — C™ avec dim R(A) = r, il existe deux bases orthogo-
nales U = {uy, ug, ..., uy, } et V = {vy, vg, ..., v, } de C™ et C", respectivement, telles que la matrice

correspondante représentative Ay est diagonalisable,

Ay = diag(o, ...,0,,0,...,0) € R™™

c.a.d,

Avj=0oju; , 1<j<r

Av; =0 , r+1<j5<n

Lexpression

01

0
A=UxV*, XY= o, , UeU™™ et VeUm™"
i 0 0]

est appelée la décomposition en valeurs singulieres ( SVD abrégé ) de A. La SVD est d’'une im-
portance fondamentale dans la théorie et le calcul des inverses généralisés, spécialement I'inverse
de Moore-Penrose. elle est la base d'une théorie spectrale généralisée pour les matrices rectangu-

laires, et une extension de la théorie classique du spectre pour les matrices normales.
Remarque .14 A et A* ont le mémes valeurs singuliéres.

Proposition .20 Les matrices unitairement équivalentes ont les mémes valeurs singulieres.

Preuve. Soit A € C™ " et soit U € U™ ™ et V € U™" deux matrices unitairement. Alors la
matrice
(UAV)(UAV)* = UAVV*A'U* = UAA*U*

Exemple .9 Preuve. est similaire a AA*, donc ont les mémes valeurs propres. Par conséquent, les
matrices UAV et A ont les mémes valeurs singuliéres. Donc UAV est la décomposition en valeurs

singuliéres. m
Théoreme 4.1 [1]Soit 0 # A € C™*", et soient 0;, 1 < i < r les valeurs singuliéres de A, telles que

012092 2>0,.>0 4.1)

4.1. Décomposition en valeurs singuliéres
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Soit {uy,us, ..., u, } un systéme orthonormé des vecteurs propres de AA*correspondant a ses valeurs
propres non nulles
AA*u; = o?u; 1<i<r 4.2)

(uj, uj) =055 1<i,5<r (4.3)
et soient les vecteurs {vy, vy, ..., v, } définis par
vp=+A; 1<i<r. 4.4)

Alors {vy,vs, ..., v, } est un systéeme orthonormé des vecteurs propres de A* Acorrespond a ses valeurs

propres non nulles

AA* v =ty 1<i<r (4.5)
(vi,v) =05 1<, <r. (4.6)

De plus,
u; = U%_A*Uz 1<i<r 4.7)

Preuve. Soit {v;,i € 1 <i < r} donné par (4.4). Alors

0;

= o0;A%u; par (4.2)
= ojv; par (4.4)

7

et

1 * *
<Ui7vj> - 0i0; <A ui7A U’J>
1
= <AA*U7,, ’LLj)
00
oF)
= — (w,u;) par(4.2)
0j

= §;; par (4.3).

Les équations (4.7) découlent de (4.4) et (4.2).Une conséquence facile du (Theorem 4.1) est la sui-

vante. m
Théoreme 4.2 [1] ( Décomposition en valeurs singuliéres ). Soit 0 # A € C"*", et soient
o1 >092>---2>0,>0 (4.8)

les valeurs singuliéres de A.

4.1. Décomposition en valeurs singuliéres
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Alors il existe deux matrices unitaires U € U™ ™ et V € U™ ™ telles que la matrice

01

Y =UAV = o, : (4.9)

soit diagonalisable.

Preuve. Pour une matrice donnée A € C"*™, nous construisons deux matrices U et V comme suit.

Soit les vecteurs {uy, ..., u, } de C™ vérifiant (4.2) et (4.3), et forment ainsi une base orthonormée de
R(AA*) = R(A). Soit {u,41, ..., u, } une base orthonormée de R(A)* = N(A*). Alors lensemble

{u1, ooy Upy Uy 1, -, Uy } St une base orthonormée de C™ satisfaisant (4.2) et

Au; =0, r+1<i<m. (4.10)
La matrice U définie par

U = [U1y ooy Uy Uy 1y oeey U] (4.11)

est donc une matrice unitaire m x m.
Soit maintenant les vecteurs {vy, ..., v, } dans C" définis par (4.4). Alors ces vecteurs satisfont (4.5)
et (4.6), et forment donc une base orthonormée de R(A*A) = R(A*). Soit {v,;1,...,v,} une base
orthonormée de R(A*)* = N'(A). Alors Uensemble {vy, ..., v,, V41, ..., v, } est une base orthonormée
de C" satisfaisant (4.5) et

A, =0, r+1<i<m. (4.12)

La matrice V définie par
Vo= (U, ooy Upy Upg 1y ey U] 4.13)

est donc une matrice unitaire n X n.

Avec U et V données ci-dessus, la matrice
Y =U*AV = (X£[i,j]), 1<i<m, 1<j<n

satisfait

Y[, j] =ufAv; =0 sii>r ouj >r, par(4.10)et (4.11),

4.1. Décomposition en valeurs singulieres
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etpourv,j=1,..,r
X[i,j] = ufAv;
1
= —u;AA"u; par (4.4)

9j
= o,uju; par (4.2)

= O'j(sij par (43)

4.2 Calcul de I'inverse de Moore-Penrose

Lemme .5 [1]Si U et V sont deux matrices unitaires, Alors
(UAV)* =V*A*U*

pour toute matrice A pour laquelle le produit U AV est défini.

Corollaire .10 [1]Soient A, >, U et V vérifiant les conditions du Théoréme 4.2. Alors

A =VEXU* (4.14)

ol . .
X = diag(—, -+, —,0,--- ,0) € R*™ (4.15)

g1 O

Preuve. Lequation (4.14) est satisfaite par le lemme precedent, et la formule (4.15) est evidente. m

Exemple .10 Soit la matrice

Les valeurs propres de A*A =

1 2
Les vecteurs propres normalisés de A*A sont vy = \/Lg [ ] , Uy = \/Lg [ ] :

2 -1
Alors
1 1 ° 1
U1 3 V1 3\/3 i et us Vo \/3 1

4.2. Calcul de I'inverse de Moore-Penrose
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Lapplication du procédé d’'orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs uy,us et e; = (1,0,0)"

donne
U — 61_(2?:1631%')%
5 = —
Hel - (ZL eﬁui)UiH
On obtient donc
1 5 0 25 3
U=——=12 6 —/5 , Xx=10
3v/5 Vo
4 -3 —2v/5 0
Ainsi
1
o L2 100
L2 -1][0 30
B 1({1 4 -1
912 -1 3 |’
Exemple .11 Soit la matrice
1 00O
00 30
A—
00 00O
0400

On a

S NN O

2/3
~1/3
| 23
SEENL
e —\/5 5 _1 .
5! 2 4
0 6 -3
—2v6 —v5 -2V

S O O N

A" A=VEUUEV =V(Z*5)V* et AA* =USVVEU* =U(XE")U”

donc les colonnes de U ( vecteurs singuliers a gauche ) sont vecteurs propres pour AA* et les colonnes

de V' (vecteurs singuliers a droite ) sont vecteurs propres pour A*A

Par lutilisation du Matlab on obtient

001 O 4 0
010 O 0 3
U= . Y=
000 —1 00
1 00 O 00

2.236

o O O O

o O O O

[ 0 100 0 |
0O 010 0
etV*=| 0447 0 0 0 0.894
0O 001 0
| 0894 0 0 0 0447 |

4.2. Calcul de I'inverse de Moore-Penrose
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Mais les valeurs exactes sont

0 100 0 |
00 1 40 0 00
010 0 03 0 00 0 0100
U= , N= etVi=| ¥ 0 0 0 25
000 —1 00 +v5 00
100 0 00 0 00 0 00 L0
25 V5
| -E2 000 ¥
Ainsi, on a
0 100 0 |
1000 2 001 0 40 0 00
0 010 0
00300|_ [010 0 03 0 00 NI
00000 000 —1 00 +v5 0 0 5 5
0 001 0
04000 100 0 00 0 00 2E g0 o 5
L 5 5

On vérifie que X ne posséde que des valeurs non nulles sur sa diagonale. De plus, comme montré

ci-dessous, multiplions les matrices U et V* par leurs transposées, on obtient la matrice identité

001 0 0 1 1000
010 0 1 0] (o100
000 —1 10 0| (00 10|
100 0 00 —10 0001
et de méme
(00 £ o0 -2 0o 100 0] [10000]
10 0 0 0 0 010 0 01000
01 0 0 0 B0 00 21 =]00100],
00 0 1 0 0 001 0 00010
(0020 & | | -2B 000 ¥ ]| |[00001]

puisque les deux matrices U et V sont unitaires.

4.2. Calcul de I'inverse de Moore-Penrose
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Maintenant on calcule A* = V> U*

00 5 o 26 1o 00
10 0 0 0 0l 00 0 )
A =101 0 0 0 00 % o0
10 0
00 0 1 0 00 0 0 00 1o
00220 & | |00 0 0]
= -
1000
000 %
= 10100
0000
2
(5 00 0]

4.2. Calcul de I'inverse de Moore-Penrose
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Abstract

The aim of this work is studied the generalized inverse of a bounded linear operator. At the beginning
we studied the properties of the inner, outer and reflexive generalized inverse, we defined the Moore-
Penrose inverse, which is the closest generalized inverse to the inverse if it exists. We have shown the
existence and uniqueness of the Moore-Penrose inverse, and the equivalence between the definitions of
Moore and Penrose, then we have studied the Moore-Penrose inverse for certain classes of operators. In
another part, we presented some applications of the generalized inverse to linear equations and some
operator equations. Finally, we presented a method for calculating the Moore-Penrose inverse of a non-

invertible matrix with some examples.

Keywords: Generalized inverse, Moore-Penrose inverse, bounded linear operator and singular value

decomposition.

Résumé

Le but de ce travail est d'étudier l'inverse généralisé d'un opérateur linéaire borné. Au début on a étudié
les propriétés de l'inverse généralisé interne, externe et réflexif, on a défini l'inverse de Moore-Penrose,
qui est l'inverse généralisé le plus proche de l'inverse s’il existait. On a montrer 1’existence et I’unicité de
l'inverse de Moore-Penrose, et I'équivalence entre les définitions de Moore et de Penrose, puis on a
étudi€ I'inverse de Moore-Penrose pour certaines classes d'opérateurs. Dans une autre partie, on a présenté
quelques applications de l'inverse généralisé aux équations linéaires et quelques équations opératorielles.
Enfin, On a présenté une méthode de calcul de l'inverse de Moore-Penrose d'une matrice non inversible

avec quelques exemples.

Mots-clés : Inverse généralisé, inverse de Moore-Penrose, opérateur linéaire borné et décomposition en

valeurs singuliéres.
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