Ministere de [enseignement supérieur et de la

g@ République Algérienne Démocratique et Populaire

recherche scientifique

S e isss Université Larbi Tébessi - Tébessa _ Hilaiibabt

Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie
Département: Mathématiques et Informatique

Mémoire de fin d'études
Pour l'obtention du diplome de MASTER,
Domaine: Mathématiques et Informatique

Filiere: Mathématiques
Option: Equations aux dérivées partielles et applications

Théme

§
 mage nmeroue ¢ duney

-

Presente Par:

AZZEDD E Ihssane

Devant le jury :
Mr, ZRAOULIA Elhad]  Prof  Univérsité Larbi Tébessi Président

Mr, TOUALBIA Abdellatif M.C.B  Univérsité Larbi Tébessi Examinateur

Mr, MECHERI Hacene MCA UnivérsitéLarbi Tébessi Encadreur
Date.de s 05 062023




uadls

Gz H e 30 saaall dadd) G Sisall s L(H) 5,08 50 Gl elad H oS3
t b WS L(H) (0 A isall 22211 5 puall

WA ={<Axx> x€H, | |x|| =1},
P WS T(H) (0 Aisall (ga2ell Hladll Caiaig
w (A) ={sup |11, 1€ W (A)}.

PO (A asaa Jha figd ol B eall Aa) ja s Jead) 13 (e el
Aaladl QAN 8 il 5 ) peall nigh ailadl) axii Jaall 138 e S sadl
(3%3) 4 gaal Anaall ) guall g2 2my o3 sliadll dAali 3 ) guang

Faanall LSl g AELEQ fige s goaall Ll Cual o E8Ma) i G ) gadl) 3
D- Jisdls  P-symétrique sisell il o daesall d8idall 5 A8idall Jige Capha
iy il dgaaall 5 5 el (0 333Ul Al 4ol 5 ) 5 4ailaad s symétrique




Abstract

Let H be a complex Hilbert space, and L(H) denote the algebra of all the
bounded linear operators on H. We defined the numerical range of an operator A
€ L (H), by:

WA ={<Axx>x€eH, | |x|]| =1

And the numerical radius of an operator A € L(H), by:

w(A) ={sup |1], 1€ W (A)}.

The objective of this work is study the numerical range of a bounded linear
operator in two axes. In the chapter two we present the geometrical properties in
the general case and especially in two dimensions and the numerical range of
matrixe (3%3).

In the chapter three we study the relationship between the numerical radius of an
operator and the derivations operator and the generalized derivations operator,
the spectrum of derivations and generalized derivations and spectrum of P-
symmetric operator, also we study the relationship between the numerical range
of an operator and it’s spectrum.




Résume

Soit H un espace de Hilbert complexe, et L(H) 1’algebre des opérateurs lin€aires
bornés sur H. On définie I’image numérique d’un opérateur A € L(H)
par :

WA ={<Axx>x€eH, | |x|]| =1
Et le rayon numérique d’un opérateur A € L (H) par :

w(A) ={sup |1], 1€ W (A)}.

L'objectif de ce travail est étudie I’image numérique d’un opérateur linéaire
borné en deux axes. Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les propriétés
géométriques de 1I’image numérique dans le cas général, et en particulier en
dimension deux et I’image numérique d’une matrice (3%3).

Dans le troisieme chapitre nous étudions la relation entre le rayon numérique
d’un opérateur et I'opérateur de dérivation et dérivation généralisée, le spectre de
I'opérateur de dérivation et dérivation généralisée puis le spectre de 1’opérateur
P-symétrique et leur propriété et nous étudions la relation entre 1’image
numérique d’un opérateur et son spectre.




Remerciement

Avant tout, nous remercions ALLAH le tout-puissant
pour nous avoir donne¢ la volonté, la santé et le courage
pour réaliser ce travail. Notre gratitude au

Dr. MECHERI Hacene, en tant Encadreur de mémoire,
pour sa génerosite, son enthousiasme, son partage de
connaissance, et de la grande patience qu’il a su faire

preuve malgré ses charges academique et

professionnelle.
Nous remercions chaleureusement Dr. ZERAOULIA

Elhadj et Dr. TOUALBIA Abdellatif pour I’honneur
qu’ils nous ont fait en présidant notre jury.



Dedicace

A ma chere et adorable mere ‘Dalila’ en témoignage de ma
grande
affection.
A ma chere et adorable pere ‘Laiche’ en témoignage de ma
grande
affection.

A mes freres : Amara, Ahmed, Brahim, Yazide, Ali.
A mes sceurs : Afaf, Rimel, Radia, Khaira, Bouthaina, pour
leurs soutiens moraux.

A tous les membres de ma famille surtout Mon grand mere
Mbarka.

A tous mes amis : Chadia, Fulla, Hadjer, Choumaissa,
Bouthaina, Habiba, Samah, Linda, Zaineb, Dounia.

Surtout : Aya

A tous descendant de la famille.
Mes camarades de la promotion 2022-2023
A tous les personnes que j’aime.

Je dedie ce travail

o






Table des matiéres

1 Préliminaires 4
1.1 Espace de Hilbert . . . . . . .. ... ... ... ..... 4
1.2 Les opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . .. .. .. 6
1.3 Spectre et résolvante d’'un opérateur . . . . . . . . ... 9
1.4 Les commutateurs . . ... ... ... ... ....... 10

1.4.1 Propriétés . . . . . . ... 10

2 L’image Numérique et le Rayon Numérique d’un opéra-

teur 11
2.1 Propriétés et définitions . . . . . . ... ... L 11
2.2 L’image numérique des opérateurs dans un espace de di-
mension deux . . . . ... 12
2.3 L’image numérique d’une matrice (3 x3) . . . . . .. .. 17
2.4 Lasomme de deux images numérique de deux opérateurs
défférent dans un espace de dimension fini . . . . . . .. 20
2.5 Quelques inégalités sur le rayon numérique et la norme : 25

3 Les opérateurs P-symétriques et les opérateurs D-symétriques 28
3.1 Inégalité entre le rayon numérique et l'opérateur de déri-

vation et 'opérateur dérivation généralisé¢ . . . . . . . .. 28
3.1.1  Spectre d’une dérivation et une dérivation géné-

ralisée . . . .. oL 31

3.2 Les opérateurs P-symétriques . . . . . . . ... ... .. 31
3.3 Proprietés et discription de l'ensemble Cy(A), Io(A), et

Bo(A) . 33

3.4  Spectre des opérateurs P-symétriques . . . . . ... .. 35

3.5 Les opérateurs D-symétriques . . . . . . . .. ... ... 36
3.6 Relation entre le spectre et 'image numérique d’un opé-

rateur ... .. oL L 36

3.7 L’mage numérique et 'opérateur auto-adjoints et normaux 39



Introduction

L’analyse fonctionnelle représente une partie trés important dans la
mathématiques pures, mais aussi mathématiques appliquées telles que
la théorie de 'approximation et la résolution d’équations opératorielles,
les spectres des opérateurs et leurs images numériques qui sont des tech-
niques indispensables pour les chercheurs dans plusieurs domaines des
sciences et techniques. Soit H un espace de Hilbert complexe, avec le
produit scalaire (.), et notons L(H) 'algébre des opérateurs linéaires
bornés sur H, I'image numérique d’un opérateur A € L(H) est définie
par

W(A) = {(Az.a),z € H,||z|| = 1}

Le rayon numérique w(A) de l'opérateur A est défini par

w(A) = {sup |Al, A € W(A)}

et est un outils trés important et efficace pour étudier les propriétés des
opérateurs. Elle a aidé au développement de la théorie des opérateurs. En
1918, Toéplitz a prouvé que la frontiére OW (T') est une courbe convexe
puis Hausdorff a donné en 1919 son théoréme, devenue classique sur la
convexité de W (A). Dans la physique quantique, il existe une correspon-
dance forte entre les notions de la valeur moyenne d’un observable et
I'image numérique d’un opérateur.

Dans le premier chapitre de ce travail, on va exposons quelques notions
et compléments mathématiques en relation avec ce travail. On citera en
particulier, rappel sur I'espace de Hilbert, les propriétés fondamentales
des opérateur linéaires bornés, les spectres, les résolvantes, et Les com-
mutateurs d’un opérateur.

Le deuxiéme chapitre est une notion de 'image numérique et le rayon
numérique d’un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert. Nous
donnons une synthése des définitions et propriétés principales, nous étu-
dions l'image numérique en dimension deux, principalement le théo-
réme elliptique de I'image numérique et 'image numérique de matrice
(3 x 3), avec quelques exemples et leurs figures. nous démontrons 1'éga-



litée W(A)+W(B) =W (A+ B), avec A et B deux matrices carrées de
dimensions finies.

Au troisiéme chapitre, nous appliquerons les inégalités de le rayon nu-
mérique sur 'opérateur de dérivation et l'opérateur de dérivation géné-
ralisé avec les preuves. Plus précissement on va étudier des opérateur
P-symétrique et des opérateur D-symétrique puis & la présentations du
spectre d’opérateur de dérivation et l'opérateur de dérivation généra-
lisé, spectre d’opérateur P-symétrique, et aussi préseté la relation entre
I'image numérique et le spectre.



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre nous exposons quelques notions et compléments
mathématiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, rap-
pel sur I'espace de Hilbert, les propriétés fondamentales des opérateur
linéaires bornés, le spectre et la résolvante d’un opérateur.

1.1 Espace de Hilbert

On désigne par H un espace de Hilbert complexe muni d’un produit
scalaire noté (.) .

Proposition 1.1.1 Le produit scalaire (.) définit une norme sur H par

|z|| = /{z.z),Vr € H.

Théoréme 1.1.1 Soit x,y € H alors :
1. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

()| < l=llllyll, Ve, y € H.
2. (Identité du parallélogramme)
2(ll2l* + yl*) = llz + yl* + |z — ylI*, Yz, y € H.
Lemme 1.1.1 Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (.), alors
lz +yl* = [l2|* + 2Re(z.y) + [lylI*, Yo,y € H.

Preuve 1 On a
e +yll* = (& +ya+y)
= (z.2) + (z.y) + (y.2) + () = (@2) + (xy) + (@y) + Y.y)
= |lz]* + 2Re(z.y) + |lylI*.



Définition 1.1.1 On dit que x et y deux vecteurs dans H sont ortho-
gonauz si vérifient (x.y) = 0.

Définition 1.1.2 Soit H un espace de Hilbert et Hy, Hy deuzr sous-
espaces vectoriels . On dit que H est la somme directe orthogonale de
HyetHy Si: H= Hy+ Hy et H N Hy = {0}

et Vr, € Hi,Vay € Hy @ (xy.29) = 0.

Notation 1 On note la somme directe orthogonale par H = H; @& Hs.

Définition 1.1.3 La complémentaire orthogonal F+ d’un sous-espaces
F C H est:
Fr={zeHVyecF: (ry) =0}

Définition 1.1.4 On dit que H est un espace de Hilbert séparable s’il
posséde une suite de points qui est dense dans H .

Définition 1.1.5 On appelle base orthonormale de [’espace de Hilbert
séparable H, tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vérifie :

1. Jlen|l = 1 et {ep.€m) =0 sin # m.

2. le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons li-
néaires finies ) est dense dans H .

Définition 1.1.6 L’espace de Banach est tout espace normé complet
pour la norme associée d la distance.

Définition 1.1.7 On peut définir une C*-algébre comme une algébre de
Banach munie d’un opération adjoint A — A*, qui vérifie

1A Al = 1| A]”

Définition 1.1.8 Soit H un espace vectoriel normé. Un application li-
néaire f : E — F est appelée forme linéaire. ’espace de banach L(E, F')
de toute les formes linéaire continues est le dual topologique de H est
noté H'.

Définition 1.1.9 la topologie faible-* sur le dual topologique H' d’un
espace vectoriel normé H est la topologie initiale o(H', H) engendrée par
la fammille i(E) od i : H — H" est l'inclusion isométrique canonique.



1.2  Les opérateurs linéaires bornés

Soient E et F' deux espaces de Hilbert.

Définition 1.2.1 Soient un opérateur A : E — F telle que E,F € H
est dite linéaire , sl vérifié les conditions suivantes :

-condition additive : Yoy, € E ona: A(a;+as) = A(ay) + A(az).
-condition homogéne : Va € E,X € K (R ouC), on a

A(da) = NA(a).

Définition 1.2.2 Soient A : E — F un opérateur linéaire est dit borné
sl existe un constante strictement positive C' |, telle que :

|A@)||lF < C|lz|| g, Vo € F.
Notation 2 L’espace d’opérateur linéaire noté par L(E, F).

Définition 1.2.3 Soient A: E — F un opérateur linéaire est dit borné
sl existe un constante strictement positive C' | telle que :

|A(z)||r < Cllz||g, Vo € F.
Notation 3 L’espace d’opérateur linéaire borné noté par L(E, F).

Définition 1.2.4 Soit un opérateur A : E — F on a :

1. L’image de A est I’ensemble défini par :

R(A) = {Ax,xz € H}. (1.1)

2. le noyau de A est l’ensemble défini par :
Ker(A) ={z € H, Az = 0}. (1.2)
Théoréme 1.2.1 Soit un opérateur A: E — F on a :
- Si Ker(A) = {0} on dit que A est injectif.
- Si R(A) = F on dit que A est surjectif.

- Si A est injectif et surjectif alors, A est bijectif.



Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire borné dans L(H), on dé-
fini la norme d’opérateur par :

Ax
H L = sup ||Az||g,x € H. (1.3)

| Al =
b lzln lz|=1

Théoréme 1.2.2 (L’identité de polarisation généralisée )
Soit v,y € H et A€ L(H) on a :

3
4(Az.y) :sz (z +i"y).x +i*y).
k=0

Définition 1.2.6 Soit l'opérateur A € L(H) et x,y € H, on note [’opé-
rateur adjoint de A par A*, est défini par

(Az.y) = (x.A™y).

Théoréme 1.2.3 Si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés dé-
finit sur un espace de Hilbert H, alors A* et B* est deux opérateurs
adjoints sont ausst deux opérateurs linéaires bornés sur H, les proprié-
tés suivantes sont vérifiées :

1Al = [[A])-

2. (A")" = A.

3. (A ) — A*B".

4. (A+ B)" = A"+ B".

5. (A ) = aA* pour tout a € C.

6. (A7H)* = (A*)~! telle que A est inversible.

Définition 1.2.7 Soit A un opérateur dans L(H), et A* son adjoint,
on dit que A est un opérateur auto-adjoint si A = A*.

Définition 1.2.8 Soit A un opérateur dans L(H), et A* son adjoint,
on dit que A est un opérateur normal si

AA* = A" A (1.4)

Définition 1.2.9 Un opérateur A € L(H) est dit :
.Compact, si(Ax,.x,) — 0, pour toute suite orthonormée (z,) de H.
.De rang fini n, si R(A) est de dimension finie n.
.Positif, si (Ax.x) > 0 pour tout x € H, on note A > 0.

dsométrie, si AA* = Iy.



.Unitaire, si T"T =TT* =1 .
.Dominant, si(A—X)C (A—X)*VXeC.
.dissipatife, si Re(Azr.x) <0.

Théoréme 1.2.4 Soit H un espace de Hilbert complexe, si A est un
opérateur sur H, on dit que A est normal ssi :
pour tout

v € H, || Az]| = | A'a]. (L5)

Définition 1.2.10 On dit que A € L(H) est inversible, s’il existe un
opérateur B € L(H) qui vérifie BA = AB = I, telle que I est l'opérateur
identité de L(H) et B son inverse de A, on note B = A~1.

Remarque 1.2.1 Si A un opérateur unitaire, alors A=t = A*.

Définition 1.2.11 Soit A € L(H), on dit que A est coercif s’il existe
une constante C' > 0 telle que

[(Az.z)| > C||z||*,Vx € H. (1.6)

De méme, si B € Sy(H) est dite coercif (ou elliptique) s’il existe une
constante C' > 0 telle que

|B(z, )| > C||z||*,Vz € H. (1.7)

Proposition 1.2.1 Soit A € L(H) est coercif, alors A est inversible
dans L(H).

Définition 1.2.12 Soit H un espace de Hilbert et A € L(H), on dit que
A est unitairement diagonalisable s’il existe une base orthonormale {e,}
de H constituée par les vecteurs propres de A, i.e. A s’écrit selon cette
base sous forme d’une matrice diagonale.

Proposition 1.2.2 Tout opérateur normal en dimension finie est uni-
tairement diagonalisable, et plus général tout opérateur normal compact
est unitairement diagonalisable.

Définition 1.2.13 Soit un sous-espace F' de H, on appelle compression
de A sur F, et on note A|F la restriction de l'opérateur PrA sur F, (ot
Pr est la projection orthogonale sur F.)



1.3 Spectre et résolvante d’un opérateur

Définition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert compleze, A € L(H) :
a) Le spectre de A noté par o(A) est donné par

o(A) ={\ e C: A— M, nestpasinversible}. (1.8)

b) On dit que \ est une valeur propre de A s’il existe v € H, (x # 0)
Ax = Az, 'ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre
ponctuel de A, noté par o,(A) .

c) On dit que X € C est une valeur propre approchée de A s’il existe une
suite de vecteur de (x,) dans H telle que |z,|| =1 et (Ax, — \x,,)
converge vers (. I’ensemble de ces valeurs est appelé le spectre ap-
proché de A, noté o,,,(A).

100
Exemple 1.3.1 Soit A=1= 010 |, on cherche o(I)
001
o(I) ={X € C,I — X n’est pas inversible }
={A e C,(1 = NI n’est pas inversible }.
Si X € o(I) alors

I-Xx 0 0
det(I—X)=det| 0 1-X 0 =(1-A)?=0
0 0 1-2)

1-A’=0<= =1,
donc o(I) = {1} .
Définition 1.3.2 Soit A € L(H), alors

a) L’ensemble résolvant p(A) d’un opérateur A € L(H) est le com-
plémentaire du spectre, i.e

g(A) ={X € C: (A— \),estinversible}. (1.9)

b) Si A € p(A), on définit 'application résolvante Ry par
Ry(A) = (A= X)L

Définition 1.3.3 Le rayon spectral d’opérateur A € L(H) est définit
par :

r(A) = sup [\l (1.10)
A€o (A)



Théoréme 1.3.1 Soit A € L(H), alors
r(A) = lim ||A"|| (1.11)
n—oo
Remarque 1.3.1 Soit A € L(H) ['opérateur adjoint de A est A*, alors
vérifiées :
a) r(A*) =r(A).
b) r(A™) = r(A)™.
Proposition 1.3.1 Soit H = Hi®H,, on a c(A1®Ay) = o(A;)Uo(A,).

Théoréme 1.3.2 Soit A est auto-adjoint et m = inf{(Az.x), ||z| = 1}
et M = sup{(Ax.z), ||z| = 1}, alors
o(A) C [m,M] et m,M € o(A).

Proposition 1.3.2 00(A) C 04pp(A), 0t do(A) dénoté la frontiére de
o(A)

(Décomposition spectrale des opérateurs normauz compacts)

Soit A € H un opérateur normal compact, alors il existe une base
orthonormée (x,)n>1 de H et une suite (A\,)n>1 des réels telles que :

Ve e H; Az = Z An(x.2p)x (1.12)

n>1

1.4 Les commutateurs

Définition 1.4.1 a) On appelle X € L(H) commutateur, s’il existe
A,B € L(H), tels que X = AB — BA.

b) Le commutant de A est défini par
{A} ={B e L(H), AB= BA}.
c) Le bicommutant de A est défini par

{A}' ={C e L(H), CB=BC,VYBe{A}}.

1.4.1 Propriétés
Soit A € L(H), alors
LA} = ({4},
2. Une sous-algébre de L(H) est {A}.
3. Une sous-algébre commutative de L(H) est {A}".
4. Tout polynéome de A € {A}".

10



Chapitre 2

L’image Numérique et le Rayon
Numeérique d’un opérateur

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés
de base de I'image numérique et le rayon numérique d’un opérateur dans
L(H). Nous allons également proposer plusieurs exemples des images
numériques des opérateurs et la somme de deux images numérique de
deux opérateurs dans un espace de Hilbert H et espace de Banach L(H)
de dimension fini. Plus précissement, on va voir propriétés et inégalités
sur le rayon numérique d’'un opérateur avec les preuves.

2.1 Propriétés et définitions

Définition 2.1.1 limage numérique W (A) de l'opérateure A dans un
espace de Hilbert L(H) est defini par

W(A) = {{Av.2) =€ H,||z|| = 1}. (2.1)

Définition 2.1.2 Le rayon numérique w(A) de l'opérateur A est défini
par

w(A) = {sup |\, € W(A)}. (2.2)

Proposition 2.1.1 Soient les opérateurs A , B dans L(H) et «, € C.
On a les propriétés suivantes

W(al + A) = a+ W (A).

W(A+ B) Cc W(A)+ W(B).

W(A*) = {\ A€ W(A)} o A* est ladjoint de A.
W(Re(A)) = ReW (A) et W(Im(A)) = Im(W(A)).

11



Preuve 2 1) Soit A € L(H) pour tout o, 8 € C on a
Wial + BA) ={{(ad + pA)z.x) 1z € H, ||z|]| = 1}

={({(alx 4+ fAx).x): x € H, |z|]| =1}

= {{alz.x) + (fAz.x): =z € H, || =1}
={{alz.x) : x € H,||z|]| =1} + {{BAz.x) : =€ H,||z| =1}
— oW (I) + BW(A).

3) Soit A€ L(H) on a :
W(A*) = {(A*z.x) v € H,||z| =1}

={(z.Az): x € H,|z|| =1}

={(Az.z) :x € H,|z| =1}
={\AeW(A)}.

Corollaire 2.1.1 L’image numériqgue W(A)de lopérateur A est un en-
semble convexe dans le plan convere.

Preuve 3 woire [1]

2.2 L’image numérique des opérateurs dans un es-
pace de dimension deux

Lemme 4 Soit A un opérateur dans un espace de Hilbert H de dimen-
sions deuzx. Alors W(A) est une ellipse dont les foyers sont les valeurs
propres de A.

Preuve 4 Dans ce preuve choisir A comme une matrice triangulaire

inférieure
(M0
2= (i)
Ou A\ethy sont les valeurs propres de A. 1) Si A\ = Ao = X nous

W(A—AT) = {(28) (i;) . (2)) cxeH, 2] =1}

12



WA=z 2<%

Donc W(A) est un cercle de centre 0 et de rayon 2.

2
2) Si A\ # Xy et a =0 nous avons

(MO
a=(tn)

W(A) ={(Ax.x) : x = (x1,29) € H, ||z| = 1}

() () (2 )seemiel =

—(m) (2 )y e el =

= {)\1‘1’1‘2 + )\2‘.T2‘2 1 xr e H, “iL‘H = 1}

={thM+ (1 —t)\y oti t = |x1|* et x € H, ||z|| = 1}. Donc W(A) est un
ensemble convexe (combinaison de A\i et Ay est un segment qui joigne A\
et /\2)

3) Si Ay # Ao et a # 0 nous avons

A M AAs (—’\1;’\2 a )

PYED
2 O 12 2
oA T A re ¥
—ig 1 2 _ _
¢ 2 (0 - ) F,
ol
Atde — e W(F) est un ellipse de centre (0,0) et aze mineur |a| et

les foyers a (r,0) et (—r,0).
Ainsi W(A) est une ellipse avec des foyers d A1, Ay et le grand aze a
une inclinaison de 0 avec l'axe réel.
Exemple 2.2.1 Soit A est une matrice (2 x 2) :
00
4= (1)

On a
)\1:)\220

W(A) = {{Az.z),x = (z1,22) € H, ||z|| = 1,}

13



et

win=a(10) () (5 e el =13
~(( ) (B peemia -

={r129 1z € H,||z| = 1}
|(Az.x)| = |21 || 22|

(Ja* + |22l

DN | —

IN
l\D_I —

Alors : )
W) = {Z €0 |Z] < 3},

et W(A) est un disque de center 0 et rayon 3.
voir figure 2.1
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FIGURE 2.1 — disque de center 0 et rayon %
Exemple 2.2.2 Soit A est une matrice (2 x 2) :

1= on)

W(A) = {{Az.z),x = (z1,22) € H, ||z|| = 1},

OnaX #Xeta=0

Wi =(g0) (32) - (5 )oe el =1

~u(3) (B peemie -0

= {|lz1]*,z € H, |J=|| = 1}.

Alors, W(A) est l’ensemble des combinaisons convezes de Ay = 1 et
Xy =0 et le segment, donc : W(A) =1[0,1] .

Exemple 2.2.3 Soit A est une matrice (2 x 2) :
00
=)

W(A) = {{Az.x),x = (x1,22) € H, ||z|| = 1},

Ona: N\ #Xeta#0

15



() () (B we el =

(4 0 0) - (2 Poe el = 1)

= {z122 + 23,7 € H, ||z|| = 1}}
[(Az.z)| = {|z1||za| + |22|* 2 € H, ||z| = 1}}.

Alors, W(A) est le disque elliptique fermé avec des foyers a 0 et 1,
petit aze 1 et grand aze \/2. voire figure 2.2
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FIGURE 2.2 — disque elliptique fermé avec des foyers a 0 et 1, petit axe
1 et grand axe V2.

2.3 L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Proposition 2.3.1 L’image numérique d’une matrice (3 x 3) est :

1) Enveloppe convexe de ses valeurs propres.

2) Enveloppe convexe d’une ellipse et un point (Ce qui réduit d une ellipse
si le point est a lintérieur).

3) Coéne (c’est l'union des segments dans un point avec tout les point
d’un disque fermé ).

4 )Enveloppe convexe d’une ellipse.

5) Triangle equilateral.

Exemple 2.3.1 Soit A une matrice (3 x 3) :

000
A=1100
001

On a:
W(A) = {(Az.x),x = (x1,29,23) € H, ||z]| = 1}

000 T T
={(]1 100 T || @2 ]|), v=(x1,22,23) € H,|Jz| =1}
001 T3 T3

= {|z1||z2] + |z5]*, & = (%1, 22, 73) € H, ||z|| = 1}.

Alors, W(A) est la réunion de tous les segments fermés qui joindre le
point 1 et tous les points du disque fermé avec centre 0 et rayon 1
voire figure 2.3
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FIGURE 2.3 — Cone de la réunion des segments fermés [0,1] dans le point
1 avec le disque fermé de centre 0 et rayon %

Exemple 2.3.2 Soit A une matrice (3 x 3) :

001
A=1100
010

W(A) = {{Az.z), == (v1,29,23) € H,||z|| =1}

001\ [a1\ [
={(1 100 | {22 | .| 22 |) 2= (21,22,23) € H, ||z]| = 1}
010 T3 T3

= {|zsl|z1] + [z1]|w2] + [22l|23], v = (71,72, 73) € H, [|2]] = 1}.

Alors, W(A) est le triangule équilatéral dont les somme dont les trois

racines cubiques de 1, est 1, w,w?.

18



FIGURE 2.4 — triangule équilatéral

Exemple 2.3.3 Soit A une matrice (3 x 3) :

1 3+ 0
0 0 L
On a:
W(A) = {{Az.z), x = (21,29, 23) € H, ||z|| = 1}
1 344 0 o\ [n
={(| 0—3 —13 0 zo || 22 |), v = (71,72, 73) € H, [|z]| = 1}
0 0 —73 —i73 T3 T3
x1+ (34 10)xs 1
:{< —%—i%)l‘g . T2 >> LE:(l'l,l‘g,l'g) EHa HxH :1}
(—L — i)z, T3
1 1
= sl + (-2 D)ol
V3 V3 .
+(__ - 2_)|$3|2 + (3 + Z)l’lffg,l‘ = (1'1,1'271‘3) € H, ||:L‘|| = 1}

2 2
Alors , W(A) est une ellipse.

Exemple 2.3.4 Soit A une matrice (3 x 3) :



Ona:
W(A) = {{Az.x), x = (11,29, 23) € H, ||z|| = 1}

1 1+ 0 T T
={(| 0—3 — 13 0 Ty || 22 |), v = (21, 72,23) € H, [|z|| =1}
0 0 —73 —i73 T3 T3
x4 (14 0)xg T
={([ (=3—i3)2 |. |22 |) 2= (1, 22,23) € H,|z[| =1}
(8 iy, s

VBB
2

1 . )
= {\-’Bl|2+(—§ — i) |@a|* + ( —7/7)|$3\2+(1+Z)$1x27

x = (x1,29,23) € H,||z|| = 1}.
Alors, W(A) est un enveloppe conveze d’une ellipse et un point extérieur

a lellipse.

2.4 La somme de deux images numérique de deux
opérateurs défférent dans un espace de dimen-
sion fini

Théoréme 2.4.1 Soit A et B deuz opérateurs dans L(R™) de dimen-
sions finies n , Alors La somme de l'images numérique W(A) et W(B)
est :

W(A) + W (B) = W(A+ B) (2.3)

telle que : W(A), W(B) et W(A+ B) est les images numériques de A, B
et A+ B respectivement

Preuve 5 Soient A, B € L(R") de dimensions finies n, Avec

{z = (21,29, ....,2,) € R",||z|| = 1},
on posen =2 , soient
A= a1 a2 B— bi1 b2 A+ B=— ayy + b1y ag + by
Q21 A22 ba1 bao az1 + bay age + bay
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On calcule W (A)
W(A) = a1 012) (351) ' ($1>
( ) {<(a21 22 X2 X2 >}
_ 1121 Q1272 X1
{<<(121$1 G22$2) ' ($2>>}
= {anx% + a22$§ + (a2 + CL21)!E1$2}'

On calcule W (B)
b1y D12 T X1
W(B) = )
( ) {<(521 b22) <9€2> <932)>}
_ bi121 biawo T
N {<(521I1 b22$2) ' <$2)>}
= {bnxf + b22$§ + (b1g + bop)x122 }.

On calcule La somme de W(A) et W(B)
W(A) + W(B) = {(anmf + CLQQI’% + (alz + a21)x1x2) + (bHCC% + bzgl’%

+(blg + bzl)l'lxg)}

= {(a11 + 511)-%% + (a9 + bmﬁ% + (a2 + agy + bia + by )10}
On calcule W(A + B)

biiaa +b z T
W(A+ B) — a1 + 011 @12 12 i 1
(4+B) {<(a21+b21a22+b22 T i) )
( (ay1 + b11)zy (@12 + bi2) o T 3
(@21 + ba1) 1 (a2 + bag)za )~ \ 2o
= {(all -+ bll).ilﬁf + ((112 + b12)1’2$1 + (0,21 + bzl)xlIQ + (0,22 + b22)1’g}

= {(a11 + bn)x% -+ (a22 + bgg)l’% + (CL12 “+ a9 + b12 + bgl)ﬂill‘g}
=W(A)+ W(B).
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On pose n = 3, soient

11 A12 413 bi1 b12 b3
A= | anaxas | B=| by by b
31 a32 A33 b31 b3a b33

ayy + b1y ajg + bz ars + b3
A+ B = | ag + bay aga + bag ags + ba
@21 + Doy age + bag ags + bas

On calcule W(A)

11 Q12 13 T1 T1
W(A) = {( 921 A22 A923 ) . ) >}
31 G32 433 T3 T3
1121 + A12%2 + A1373 T
= {( a91T1 + 99T + 9373 . T >}
3171 + a32%2 + A3373 T3

= {(111$%+a2233§+a33$§+(6112+(121)$1$2+(a13+a31)$1$3+(G23+&32)x2$3}-
On calcule W (B)

bi1 bi2 bis T1 T1
W(B) = {< le b22 b23 T2 . T2 >}
b31 b3a b33 T3 T3
bi1x1 + biaws + bisws T
= {< bglﬂfl + 6221)2 + b23333 . i) >}
b3171 + b3awo + D333 T3

= {511$%+522$%+b33$§+ (b12+bo1)x129+ (b13+b31)T1234 (baz+bs2) Tox3 )

On calcule La somme de W(A) et W(B) W(A) + W(B) = {(a;1 +
bn)ﬁ + (ag + b22)$§ + (ass + 533)1’§ + (a12 + bia + ag1 + bay ) 122 + (a13 +
b13 -+ asy -+ bgl)lL’ll’g + (CL23 -+ b23 + a3 + b32)l’2$3}.

On calcule W(A + B)

ary + biy a2 + bz arz + big 1 1
W(A+B) = {< a21+b21 a22+622 &23+b23 i) . i) >}
azy + bz azz + b3p azs + bss x3 T3
(@11 + b11)x1 + (@12 + biz2)ze + (a3 + biz)xs 1 1
= {(| (a21 + ba1)x1 + (ags + baz)xs + (a23 + bog)xs zo ||z |)}
(as) + bs1)x1 + (ase + bs2)ws + (ass + bss)ws T3 T3
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W(A + B) = {(&11 + b11)$% + (CL22 =+ 1)22)1’% + (CL33 + b33)$§ + (CL12 -+ b12 =+
ag1 + ba1) w122 + (a13 + bis + agy + bs1) w123 + (g3 + bog + ase + bsa)Toxs}

— W(A) + W(B).
Pourn quelconque, on a
11 @12 ... A1p bi1 bia ... biy
A (1,‘21 (1,‘22 . .Clzn' B b21 622 . bgn
Ap1 Ap2 - - . App bnl bng e bn

ag1 + bay aga + bag ... agy + bay,

ay + by ara +bi2 ... aln + b1y
A+ B=

an1 + bnl an2 + bn2 N + bnn

On calcule W (A)

2171 + A22T2 + -+ - + A2, Ty T

Ap1T1 + Ap2T9 + -+ ApnTn L,

a11 A12 ... A1p T T
e = TP
Ap1 Ap2 - .. Qpp Tn T
a1171 + a2 + - - + 1,7y xl)

n

M1

(aij + aji):z:ixj}.

n
2
i=1

i=1 j=2
On calcule W (B)
b11 b1 ... bin 1 1
W(B) = {( b?l b?Q ... by, To To N
b,.ﬂ b;ﬂ o bon Ty, Ty
bi1zy + bigwe + - - + b1y, T

bo1xy + bogwo + - - + by T

bnlxl + bn2$2 + -+ bnnxn Tn
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W(A)+W(B) ={(>_ auz} + (aij + aji)zix;)
=1 =1 j=2
n n—1 n
+(Z b} + Z Z(bw + bji)zix;) }
i=1 i=1 j=2
n n—1 n
= {Z(a” + b”)l‘? + Z Z(azj + bij + Clji + bﬂ)l’Zl’J)}
i=1 i=1 j=2
On calcule W (A + B)
aj; + by ara +big ... ar, + 1y 1 1
W(A+B) = a21_.|—b21a22_.|'b22-"a2n+-b2n Ta Ta )
an1 + bnl an2 + bn2 « o Qpp + bnn Ty, T,
(a11 + b11)xy (@12 + bi2)xs ... (a1p + bin)2y 1
_q (@21 + ba1)z1 (@92 + bao)xs . .. (az, + bap)x, Ta )
(anl + bn1)$1 (anQ + bn2>x2 s (ann + bnn)wn Tn
n n—1 n
i=1 i=1 j=2
=W(A) + W(B).

d’oii W(A) + W(B) = W(A+ B).

Exemple 2.4.1 Soient A, B € L(H) défini par :

A= ((1)8) B— (?8) A+ B= Gg) On calcule W(A)
i) =(go) () (2 ) e tollel =13
~u(5) (5 e el =13

[(Az.2)| = {|a1]*, 2 € H, ||z]| = 1}.
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On calcule W (B

((1)8 () (52 e el =1
( ) < ) v € H, || =1}

{z129 1 x € H, ||z|| = 1}
[(B.x)| = {lail|za] - w e H, o] =1}
On calcule la somme de W(A) + W(B)

W(A)+W(B) = {|z1]* + |a1llza] .z € H, 2] =1}
On calcule W (A + B)

wias s =U(10) (1) (2 )rwet el =13
~u(2) (2 pee e -

[{(A+ B)a.z)| = {|o1]* + |21]Jasl, 2 € H, [J2]| = 1}
=W(A) + W(B).
2.5 Quelques inégalités sur le rayon numérique et
la norme :

Théoréme 2.5.1 Soit A € L(H) et H est de dimension finie, alors :
1
Al = w(A4) < [|A]] (2:4)

Preuve 6 Soit A€ L(H) etx,y € H oi ||z|| = ||y|| =1, par linégalité
de Cauchy-Schwartz on a :
[(Az.z)| < [|Az||llz]| < [[A[l]llz]| = [|A]

on obtient w(A) < ||Al| par Uidentité de polarisation généralisée on o0b-
tient

(Az.z) = ;L{(A(w +y)(z+y) — (Al —y).(x — y))
+i(A(z +iy).(x + 1)) — i(A(x —iy).(x — iy))}

par la définition de w(A) et lidentité de paralélogram on obtient :

[{(Az.y)] < w(A){]l=]* + HyH2} = w(A){]l=]* + llylI*}
et comme : ||z|| = ||ly|]| =1 d’o1 :

[(Azg)] < 20(A) (2.5)
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Corollaire 5 Soit A € L(H), si A est nulpotante d’ordre 2 (A*> =0) ,
alors :

1

SlAll = w(A). (2.6)
St A un opérateur normal alors :

w(A) = || Al (2.7)

Corollaire 6 Soit l'opérateur A € L(H) , définit le rayon numérique
de A par : ‘
w(A) = sup||Reexp® Al|. (2.8)

ou:0eR

Proposition 2.5.1 En remplacent A par iA dans ( 2.8), on obtient :
w(A) = sup||Im exp™ Al|. (2.9)

ou:0eR

Théoréme 2.5.2 Soit L(H) un espace de Banach linéare ,pour tout
A X e L(H)ona:

| Reexp(AX + X AY)|| < 2||A|lw(X). (2.10)
telle que : 0 € R

et
| Re exp™ (AX — X A*)|| < 2||Allw(X). (2.11)

telle que : 0 € R
Lemme 7 Soit A, X € L(H) alors :
|Reexp™(AX + XAY)|| = |AReexp™(X) + Reexp®” X A*||.  (2.12)

Preuve 7 En utilisons, le lemme 8 on obtient :
| Reexp®(AX + X A*)|| = ||[ARe exp” (X) + Reexp® X A*||

< [|[AReexp(X)|| + || Reexp® X A*||
< [JAll|Re exp™(X)]| + [[A[[[| Re exp™ (X))
< 2[|Afjw(X),
et ||Reexp®(AX — XA*)|| = [|[ARe exp?(X) — Reexp® X A¥||
< [|[AReexp®(X)|| + || Reexp® X A*||
< [|All[| Re exp™ (X)]| + [[A[[[| Re exp™ (X))
< 2[|Afw(X).
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Corollaire 8 Soient A, X € L(H) si A positif, alors

W(AX) < %||A||(||X|| + w(X)) (2.13)
w(AX) < ([[Al + Da)w(X) (2.14)
O1
Dy = A= NI
)\() ceCetfeR

Définition 2.5.1 Un opérateur A est ditte positif si : (Az.x) > 0.
Un opérateur A est ditte dissipatif si : Re{Azx.x) < 0.
Un opérateur A est ditte coarcif si : ReA > 0 ou ImA > 0.

Lemme 9 Si A est coarcif , alors :

IA]I* < | ReA|” + 2| TmA|? (2.15)
Si A est dissipatif ,alors :

IAII* < [[ReA|I” + [[TmA|? (2.16)
Théoréme 2.5.3 Soient A, X € L(H) si X coarcif alors :

w(AX) < V3| Allw(X). (2.17)

De puis, si X dissipatif , alors :
w(AX) < V2| Allw(X). (2.18)
w(AX) < [AX|| < [JA[[[[X]] (2.19)

Preuve 8 On utilisons l'inégalités ( 2.15 )-(2.19) on trouve :

w(AX) < JAIVI[ReX | + 2[[Im X[

< [l supl| ReX || + 2sup| Im X ||

= [lAllv/3w(X)?
= V3| Allw(X).

Corollaire 10 Soit 0 ¢ W(X) et l'opérateur A € L(H) on a :
w(AX) < V3||Al|lw(X). (2.20)
Preuve 9 Soit 0 ¢ W(X) alors, exp” X est coercif. d’ou ,
W(AX) = w(Aexp® X) < V3| Alw(exp® X) = V3| Afw(X)
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Chapitre 3

Les opérateurs P-symétriques et
les opérateurs D-symétriques

Introduction

Dans ce chapitre nous appliquerons quelques inégalité de le rayon
numérique d'un opérateur A dans L(H) oi H espace de Hilbert, sur
I'opérateur de dérivation et 'opérateur de dérivation généralisé .Plus
précissement on va étudier des opérateur P-symétrique et des opérateur
D-symétrique puis a la présentations du spectre d’opérateur de dériva-
tion et 'opérateur de dérivation généralisé et du spectre d’opérateur
P-symétrique ,et aussi préseté la relation entre I'image numérique et le
spectre.

3.1 Inégalité entre le rayon numérique et ’opérateur
de dérivation et ’opérateur dérivation généralisé

Définition 3.1.1 Soient H un espace de Hilbert complexe de dimen-
sion fini séparable et L(H) [l'espace de l'opérateur linéaire bornée et
A € L(H), on définie lopérateur de dérivation par :

Sa: L(H) — L(H)
Sa(X) = AX — XA, (3.1)

Définition 3.1.2 Soient H un espace de Hilbert compleze de dimension
fini séparable et L(H) l'espace de 'opérateur linéaire bornée et
A, B € L(H), on définie l'opérateur de dérivation généralisé par :

dap: L(H) — L(H)

dap(X)=AX — XB. (3.2)
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Théoréme 3.1.1 Soit 0 ¢ W(X), et A, B € L(H) alors :
w(04(X)) < 2[|Afjw(X).
w(0a,8(X)) < (Al + [ Bl )w(X).
Preuve 10 D’aprés (2,8) on a
w(da(X)) = Sup|| Re exp™ (64(X))ll,
en utilisons (2,10)
w(54(X)) = Sup||Reexp™(AX + X A)||
< 2[|Afjw(X),

donc
w(04(X)) <2/ Aflw(X),

et d’aprés Corollaire (6) on a
w(da,5(X)) = Supl| Re exp™ (34,5(X))]],
en utilisons théoréme (2.5.2)
w(645(X)) = Sup||Reexp”(AX + XB)||
= ([[A[l + 1 B])w(X)

donc
w(0a,5(X)) < ([[All +[|B[)w(X).

Corollaire 11 Soient X,Y, A, B € L(H), on a
w(04(XY)) < [[Af[(w(X) + w(Y))

et

w(04,(XY)) < maz{|[das(X)], 045V Hw(X) +w(Y)).

Preuve 11 on a

SA(XY) =04(X)Y + Xda(Y)

w(04(XY)) = w(0a(X)Y + X04(Y)),
et d’aprés (2,10) on obtient :

w(6A(XY)) < [[04(X)Y + Xéa(Y)||
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< [loa(X)Y]| + | Xoa(Y)]]
< oaCOMYI + 1 XA
= [|[AX = XA[[[Y]|+ [ X[ AY = Y A

donc

w(04(XY)) < [ A (w(X) + w(Y))

et on a

0ap(XY)=04p(X)Y +XdapY),
et d’aprés théoréme (2.5.2), on obtient :

w(0a4,5(XY)) <|64,8(X)Y + X645

< 104 8(X)Y | + | X34 5(Y)]l
< 04O + 1 X110,
< maz{[[0a (X)) 1045V} (w(X) +w(Y)).

e. On note l'image de 6 4, par R(54), et en définie les ensembles suivants :
Co(A)={C e L(H): CL(H)+ L(H)C C R(d4)}- (3.7)

I(A) ={Z € L(H) : ZR(64) + R(6)Z C R(64)}.  (3.8)
Bo(A) = {B € L(H) : R(65) C R(64)}. (3.9)

Théoréme 3.1.2 Soit Z € Iy(A) et X € L(H) alors
w(EA(ZX)) < 2] AlJu(Z)w(X). (3.10)
w(EA(ZX)) < 2 Z)(JAJw(X) + [ X|w(4).  (3.11)
Lemme 12 Soit A € L(H), alors
Iy(A)={Z € L(H),5z(A) € Cy(A)}. (3.12)
Preuve 12 Si Z € [y(A) et X € L(H), alors,

02(A) = Zoa(X) — a(ZX),

et
X67(A) = 64(X)Z — 64(X 2).
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dz(A)X € R(da),

et
Xoz(A) € R(04),

donc 67(A) € Co(A), et si Z € L(H), alors
Z64(X) = 64(ZX) + 6,(A)X,
et
0a(X)Z =64(X2Z) + Xb7(A),
donc Z € Iy(A).

3.1.1 Spectre d’une dérivation et une dérivation gé-
néralisée

Définition 3.1.3 Soit A et B deuz opérateurs dans L(H), on définie le

spectre de ['opérateur de dérivation généralisé par ’ensemble

0(0ap)={a—-p:aco(ld),se€a(B)}. (3.13)
Remarque 3.1.1 Soit A,B € L(H), on a

a) 0(dap) ={a:aca(A)}.
b) o(dop) ={—-F:8 € a(B)}.

3.2 Les opérateurs P-symétriques

Définition 3.2.1 Soit A un opérateur dans L(H) et (en)nen est une
base orthonormal dans H, on dit que A est de trace classe si

o0

A = (|Alen-€n) < o0, (3.14)

n=0

Uespace d’opérateur de trace classe noté par Cy(H)

Définition 3.2.2 Soit l'opérateur A € L(H), on dit que A est P-symétrique,
581
AT = T A.implique A*T = TA*NT € Cy(H) (3.15)

(opérateur de classe trace), on note par Fo(H) l’ensemble de touts les
opérateurs P-symétrique.
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Définition 3.2.3 Soit l'opérateur 64 € L(H), on dit que 64 est P-
Symétrique, Ssi :

R(04) = R(64-). (3.16)

Définition 3.2.4 Soient A, B € L(H) le couple (A, B) est dite opéra-
teurs P-symétrique, ssi :
BT = TA,

implique

AT =TB* (3.17)
VT € Ci(H), on note par GS(H) l’ensemble des couple P-symétriques.

Définition 3.2.5 Soit A € L(H), A est un opérateur P-symétrique ssi
—W*

R(04)  est auto-adjoint. Soit A, B € L(H), alors le couple (A, B) est

dite P-symétrique ssi :

R(6ap) = RO0p-a0). (3.18)

Proposition 3.2.1 Soit A € L(H), sl existe d non zéro vecteurs
fyg € L(H) vérifie

(1) Af = \f et A*f #\f.

(2) Ag#Xg .

Alors, A n’est pas P-symétrique.
Exemple 3.2.1 Soit (e;);,i = 1,2..., un base orthonormale de H, et
Hy = vect{ey, e9,e3}

suppose
110

A=|0-10| € L(H,).
017

On définie l'opérateur A comme suite A = Ag @ I, avec
H=Hy® HOL, il est facile de voir que Ae; = iey, A*e; = —ie + ey #
—1eq, et
A*(261 + i@g) = —’i(261 + ieg),
d’oui A n’est pas opérateur P-symétrique.

Exemple 3.2.2 Soit H = Hy® Hy & Hy et défini ['opérateur

01
A=|oo01 ],
000
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on pose
BCD

T=[o0BC | eci(H)
00B

d’oi B#0,C #0,D # 0 par simple calcule on a A> =0 et AT =TA

mais

—D-C-D 0
AT-TA*=| —C 0 D |+#0
B C D+C

d’ou A n’est pas P-symétrique.

Théoréme 3.2.1 Soit A € L(H), si A est un opérateur nilpotente

d’ordre n (A™ = 0) alors, A n’est pas P-symétrique.

Lemme 13 Soit H = ©, H; ( somme direct orthogonale ) et si
—W

A =@, A; sur H alors, tout opérateur positif dans R(64)  est nul.

Théoréme 3.2.2 Si A € Cy(H), alors les assertions suivent sont équi-
valente

1. A est diagonalisable.
2. Tout opérateur positif dans R(§A)W est nul.

— W
3. R(d4) me contient pas aucune projection orthogonale.

Preuve 13

1) = 2) est consequence de lemme 13.

2 = 3) évedente.

3 = 1) on suppose que A n'est pas diagonalisable, c.d.d 6,(A) = ¢ la
conclusion donnée par lemme 135.

3.3 Proprietés et discription de ’ensemble Cy(A), I(A),
et Bo(A)

Théoréme 3.3.1 Soit A est P-symétrique, alors
1. Cy(A), In(A)etBy(A) sont C*-algébres (algébres de Von Neumann).
2. Cy(A) est un idéal bilétéral de Io(A).

3. R(65) C R(34)" Vg e C*(A).

Preuve 14 1. [l est claire que Cy(A), Iy(A), Bo(A), sont C*-algebre
fermmé par la topologie faible, donc

R, =R@a) . el
(04)* = 04+, donc sont C*-algébres.
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2. on démontre que Cy(A) est un idéal bilétéral de Iy(A),
pour Z € In(A) et C € Cy(A), alors Vx € L(H), on a

X(CZ) = (XC)Z € R(4) ZC R(Ga) et
(CZ)X = C(ZX) € R(64)
donc 64 est idéal de droite est comme Cy(A) est un C*-algébre on
trouve que Co(A) est un idéal bilétéral de Iy(A).

3. 81 Byo(A) est un C*-algébres contient A et I, alors il contient
C*(A).

Lemme 14 Soit A € L(H), alors
In(A) ={Z € L(H),6z(A) € Cy(A)}. (3.19)
Preuve 15 Soit A € L(H), alors,

0z(A)X = Z64(X) — 64(ZX),

et
X07(A) = 64(X)Z — 04(XZ)
= 04(A)X € R(a)
et
W
Xoz(A) € R(6a)
donc on a

dz(A) € Co(4),
Posons Z € L(H), tel que

6z(A) € Co(A),

donc

Zoa(X)=04(ZX)+2(A)X,
et

0A(X)Z =64(XZ) = X62(A),
donc

52<A) € [O(A)

Théoréme 3.3.2 Soit A € L(H), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A est P-symétrique.
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9. A*A — AA* € Cy(A).
3. A*R(5.4) + R(6A)A* C R(6a) .

Corollaire 3.3.1 Soit A est un opérateur P-symétrique et X € L(H),
et si AX — XA e Cy(A), alors

AX* — X*A € Cy(A). (3.20)

*

W
Lemme 3.3.1 Soit A € L(A), si R(d4) ne contient aucun opérateur
positif non nul, alors

Co(A) = {0}. (3.21)
I(A) = {A}. (3.22)

3.4 Spectre des opérateurs P-symétriques

Lemme 3.4.1 Soit A un opérateur dans L(H), alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. 3z € H, x # 0 avec Ax = \x , A*x = \x.
2.y € H,y+#0 avec Ay = \y, alors R((5A)W est auto-adjoint.

*

Remarque 3.4.1 Si )\ € 0(A*), alors A est P-symétrique.

Théoréme 3.4.1 Soit A, B € L(H) opérateurs P-symétriques, Si
o(A)No(B) ={0}, alors A® B est P-symétrique.

Corollaire 3.4.1 Soit A un opérateur P-symétrique d spectre dénom-
brable, alors les propriétées suivantes sont équivalentes

1. Cy ={0}.
2. A est diagonalisable.
3. In(A) = {A).

Preuve 16 1) = 2) : Supposons que Co(A) = {0}. Compte tenu du
théoréme (3.83.2), on en déduit que A*A — AA* = 0 i.e. A est normal.
Puisque le spectre de A est dénombrable, il s’ensuit que A est diagonali-
sable.

2) = 3) : En vertu du théoré¢me (3.3.2 ) et du lemme (5.5 )] 14], le
résultat est immeédiat.

3) = 1) : Supposons que Io(A) = {A} . Il suit du théoreme (3.8.1 )
que Io(A) est une C*-algébre et du théoréme (3.3.2 ) que A* € Io(A) i.e.
A est normal. Comme o(A) est dénombrable, alors A est diagonalisable.
Compte tenu du théoreme (4.2 )[14] et du lemme (5.5 )] 14] on obtient
le résultat.
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3.5 Les opérateurs D-symétriques

Définition 3.5.1 On appelé un opérateur A € L(H) D-symétrique si

R(54) = R(64,). (3.23)

L’ensemble des opérateurs D-symétrique noté par D(H).
Corollaire 3.5.1 Tout opérateur normal est D-symétrique.
Remarque 3.5.1 Si A est un opérateur normal alors A* € ker(d4).

Définition 3.5.2 Soit A un opérateur dans L(H), on dit que A est opé-
rateur isométrie si

A*A=1. (3.24)
Corollaire 3.5.2 Tout opérateur isométrie est D-symétrique.

Définition 3.5.3 Soit A un opérateur dans L(H), on dit que A est opé-
rateur essentiellement normal st A*A — AA*. est compact.

Corollaire 3.5.3 1. A un opérateur essentiellement normal est D-
symétrique si

AB = BA, etimpliqueAB* = B*A,VB € C1(H). (3.25)

2. B € Cy(H) (la classe de trace ), B on dit que D-symétrique ssi B
est normal.

Théoréme 3.5.1 Soit A et B deux opérateur dans L(H), si A et B sont
des spectres disjoints avec des opérateurs D-symétriques, alors A® B est
D-symétriques.

3.6 Relation entre le spectre et 'image numérique
d’un opérateur

Proposition 3.6.1 Soit A € L(H), et H un espace de Hilbert complexe
on a

o,(A) C W(A). (3.26)

Preuve 17 Soit A € 0,(A) et x € H, ||z|| =1, Az = .
Alors
(A= XNz.x) =0= (Az.x) = A

d’oii A € W(A).
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Théoréme 3.6.1 (Inclusion spectral) Soit A € L(H), on note la fer-

meture de 'image numérique de l'opérateur A par W (A), on a toujours

g(A) CW(A). (3.27)

Preuve 18 Soit A € 04,,(A) et soit (x,,) une suite de vecteurs unitaires
telle que
|(A = A, || — 0.

De l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

[((A = A)xp.2,)| < [[(A = M)zp| — 0,

donc (Az,.z,) — X et par suite A € W(A), alors oqpp(A) C W(A).
Ainsi, d’aprés la proposition (1.53.2), on a 0o(A) C 04p,(A) C W(A).
De la convexité de W (A), il s’en suit que o(A) C W(A).

Exemple 3.6.1 Soit A une matrice (2 x2) dans H = C x C définit par

A= (83) = (21,15)
e = (on) (22)- (2)
()G

= 297
alors,
W)= (A€ C I < 5,
et
det(A — AT) = 0 & det(A — AT) = “OA_&‘ _ A2 0.

Alors 0(A) = {0}.

Théoréme 3.6.2 Soit A € L(H) un opérateur unitairement diagona-
lisable, alors l'image numérique de A est l’enveloppe convexe de son
spectre ponctuel.

Preuve 19 Soit A un opérateur unitairement diagonalisable dans L(H),
alors il existe une base orthonormale {e,} de H et une suite {\,} des
nombres complexes tels que Ae,, = \e,. Pour tout entier positif n, on a

W(A) = {(Az.x) : x € H,||z|]| = 1}
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= {<AZ<£E.GZ €. Z z,ej)e;) rx € H |z]| = 1}
=0 7=0
=D Ml(we) we H, || =1}
n=0

= {i)xnan:an ZO,ian— 1}.
n=0 n=0

Donc W(A) est l’ensemble de toutes les combinaisons convexes des va-

leurs propres de A, i.e W(A) = coo,(A).

Exemple 3.6.2 Soit A € L(H) un opérateur unitairement diagonali-
sable définit par

A = diag(1, seees)s

‘v’n > 1, alors

C‘~'>I>--l

1
"2’
et on a Les valeurs propres de A est A =
1
op(A) = {=5n > 1},
n
Comme A est normal et compact (unitairement diagonalisable), alors
W(A) = coop(A) =|0, 1].
Théoréme 3.6.3 Siot W(A) = [m, M], alors m, M € o(A).

Preuve 20 On am € W(A), alors il existe une suite de vecteur unitaire
{z,} tel que (Ax,.x,) — m, donc

I{(A = mD)an )| = [I(A = mI)2aa|* — 0
alors, ||[(A—mlI)x,|| — 0, et donc m € 04y, C o(A).
Théoréme 3.6.4 Si A € W(A), avec |A| = || A||, alors
A€ ay(A). (3.28)
Preuve 21 Siot A € (Az.x), ||z|| = 1, alors
[All = Al = [{Az.z)| < |[Az]| < [ Al
Identiquement, |(Ax.z)| = ||Az||||z||, donc Iu € C, Ax = px.

D'oi (Azx.x) = (pxr.x) = p. Ainsi, Ax = Az, et par conséquent,
A€ ogy(A).
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3.7 L’mage numérique et 'opérateur auto-adjoints
et normaux

Théoréme 3.7.1 soit A € L(H) est un opérateur auto-adjoint ssi W (A)
est une intervalle de R.

Preuve 22 Si A est auto-adjoint, alors pour tout v € H

(Az.z) = (v.Azx) = (Az.x),

on a donc W(A) C R.
Inversement, si W(A) C R, alors pour tout x € H (Ax.x), est un
réel on a

(Av.x) — (2. Az) =0 <= ((A— A")z.x) =0

donc
(A-A") =0« A=A"

Alors A est auto-adjoint.
Théoréme 3.7.2 (1) Si A est un opérateur est auto-adjoint. Alors
r(4) = W(A) = [|A]. (3.29)
Théoréme 3.7.3 (1) Si A€ L(H) est un opérateur normal, alors
|A™|| = [|A|l" pourtout n > 1. (3.30)

De plus,
r(A) =W(A) = ||A]. (3.31)

Preuve 23 On a
r(A) < W(A) <[A].

pour tout x € H, on a
[Az||* = (Az.x) = (A"Az.x) < [|A"Az||l2]| = A% [[[|=]| < [|A*] [,

d’aprés (1,5)on a ||Az|| = ||A*z||.
Il découle donc que ||Al]* < ||A?%||. Comme Uinégalité || A" < || Al
est toujours vraie, on a ||A||* = || A?|.
De plus
|A"2||* = (A"2. A"x) = (A* A2 A" )
< AT Ar|[| A" ]| = A e[ A" ], Y > 2.

Donc

|A™(2 < || A" | AmY|, v > 2,

39



supposons que | Al[F < || A¥|| pour tout k € {1,2,....,n} et ¥n >2. On a
FAIP" < JJA™* < JATHIATH] < LA™ 1AL

Ainsi
JA™ < A

On déduit par induction que ||A"™ < ||A||",Vn > 1. Finalement, la for-
mule du rayon spectral entraine que r(A) = ||A||, et on a donc

r(A) = w(A) = [|Al
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