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I 

  ملخص

  

نعرف , Hالخطیة المحدودة على  المؤثرات جبر  L(H)و ,فضاء ھیلبرت مركب Hلیكن 

 : كما یلي   L(H)من Aالصورة العددیة للمؤثر

  W (A) = {< Ax.x >,  x ∈ H, ||x|| = 1},                              

  : كما یلي  L(H)من Aللمؤثر العددي ونصف القطر

w (A) = {sup |λ|,  λ ∈ W (A)}.                                           

في  ,محورینالھدف من ھذا العمل ھو دراسة الصورة العددیة لمؤثر خطي محدود في 

العامة من ھذا العمل نقدم الخصائص الھندسیة للصورة الرقمیة في الحالة المحور الثاني 

  .(3×3) ةوالصورة العددیة لمصفوف 2بعد خاصة في الفضاء ذو  وبصورة

المشتقة المعممة  وندرس العلاقة بین نصف القطر العددي ومؤثر المشتقة في المحور الثالث 

-Dوالمؤثر   P-symétrique والمشتقة المعممة ثم طیف المؤثر المشتقة طیف مؤثر, 

symétrique  لمؤثر وطیفھعلاقة بین الصورة العددیة ال وخصائصھ ثم نتطرق لدراسة. 

   



 

II 

Abstract 
 
 

Let H be a complex Hilbert space, and L(H) denote the algebra of all the 

bounded linear operators on H. We defined the numerical range of an operator A 

∈ L (H), by:  

                            W (A) = {< Ax.x >, x ∈ H, ||x|| = 1}.   

                 
And the numerical radius of an operator A ∈ L(H), by: 

 

w(A) = {sup |λ|, λ ∈ W (A)}.                                      

The objective of this work is study the numerical range of a bounded linear 

operator in two axes. In the chapter two we present the geometrical properties in 

the general case and especially in two dimensions and the numerical range of 

matrixe (3×3). 

In the chapter three we study the relationship between the numerical radius of an 

operator and the derivations operator and the generalized derivations operator, 

the spectrum of derivations and generalized derivations and spectrum of P-

symmetric operator, also we study the relationship between the numerical range 

of an operator and it’s spectrum. 

 
 

  



 

III 

Résumé 

 

Soit H un espace de Hilbert complexe, et L(H) l’algèbre des opérateurs linéaires 

bornés sur H. On définie l’image numérique d’un opérateur A ∈ L(H)  

par : 

                            W (A) = {< Ax.x >, x ∈ H, ||x|| = 1}.  

                  

Et le rayon numérique d’un opérateur A ∈ L (H) par : 

 

w(A) = {sup |λ|, λ ∈ W (A)}.                                       

L'objectif de ce travail est étudie l’image numérique d’un opérateur linéaire 

borné en deux axes. Dans le deuxième chapitre nous présentons les propriétés 

géométriques de l’image  numérique dans le cas général, et en particulier en 

dimension deux et l’image numérique d’une matrice (3×3). 

Dans le troisième chapitre nous étudions la relation entre le rayon numérique 

d’un opérateur et l'opérateur de dérivation et dérivation généralisée, le spectre de 

l'opérateur  de dérivation et dérivation généralisée puis le spectre de l’opérateur 

P-symétrique et leur propriété et nous étudions la relation entre l’image 

numérique d’un opérateur et son spectre.  
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Introduction

L’analyse fonctionnelle représente une partie trés important dans la
mathématiques pures, mais aussi mathématiques appliquées telles que
la théorie de l’approximation et la résolution d’équations opératorielles,
les spectres des opérateurs et leurs images numériques qui sont des tech-
niques indispensables pour les chercheurs dans plusieurs domaines des
sciences et techniques. Soit H un espace de Hilbert complexe, avec le
produit scalaire 〈.〉, et notons L(H) l’algébre des opérateurs linéaires
bornés sur H, l’image numérique d’un opérateur A ∈ L(H) est définie
par

W (A) = {〈Ax.x〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

Le rayon numérique w(A) de l’opérateur A est défini par

w(A) = {sup |λ|, λ ∈ W (A)}

et est un outils trés important et efficace pour étudier les propriétés des
opérateurs. Elle a aidé au développement de la théorie des opérateurs. En
1918, Toéplitz a prouvé que la frontiére ∂W (T ) est une courbe convexe
puis Hausdorff a donné en 1919 son théoréme, devenue classique sur la
convexité deW (A). Dans la physique quantique, il existe une correspon-
dance forte entre les notions de la valeur moyenne d’un observable et
l’image numérique d’un opérateur.
Dans le premier chapitre de ce travail, on va exposons quelques notions
et compléments mathématiques en relation avec ce travail. On citera en
particulier, rappel sur l’espace de Hilbert, les propriétés fondamentales
des opérateur linéaires bornés, les spectres, les résolvantes, et Les com-
mutateurs d’un opérateur.
Le deuxiéme chapitre est une notion de l’image numérique et le rayon
numérique d’un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert. Nous
donnons une synthése des définitions et propriétés principales, nous étu-
dions l’image numérique en dimension deux, principalement le théo-
réme elliptique de l’image numérique et l’image numérique de matrice
(3× 3), avec quelques exemples et leurs figures. nous démontrons l’éga-
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lité W (A) +W (B) = W (A+ B), avec A et B deux matrices carrées de
dimensions finies.
Au troisiéme chapitre, nous appliquerons les inégalités de le rayon nu-
mérique sur l’opérateur de dérivation et l’opérateur de dérivation géné-
ralisé avec les preuves. Plus précissement on va étudier des opérateur
P-symétrique et des opérateur D-symétrique puis á la présentations du
spectre d’opérateur de dérivation et l’opérateur de dérivation généra-
lisé, spectre d’opérateur P-symétrique, et aussi préseté la relation entre
l’image numérique et le spectre.

3



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre nous exposons quelques notions et compléments
mathématiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, rap-
pel sur l’espace de Hilbert, les propriétés fondamentales des opérateur
linéaires bornés, le spectre et la résolvante d’un opérateur.

1.1 Espace de Hilbert

On désigne par H un espace de Hilbert complexe muni d’un produit
scalaire noté 〈.〉 .

Proposition 1.1.1 Le produit scalaire 〈.〉 définit une norme sur H par

‖x‖ =
√
〈x.x〉, ∀x ∈ H.

Théorème 1.1.1 Soit x, y ∈ H alors :
1. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

|〈x.y〉| ≤ ‖x‖‖y‖,∀x, y ∈ H.

2. (Identité du parallélogramme)

2(‖x‖2 + ‖y‖2) = ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2,∀x, y ∈ H.

Lemme 1.1.1 Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire 〈.〉, alors

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x.y〉+ ‖y‖2, ∀x, y ∈ H.

Preuve 1 On a
‖x+ y‖2 = 〈x+ y.x+ y〉

= 〈x.x〉+ 〈x.y〉+ 〈y.x〉+ 〈y.y〉 = 〈x.x〉+ 〈x.y〉+ 〈x.y〉+ 〈y.y〉
= ‖x‖2 + 2Re〈x.y〉+ ‖y‖2.
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Définition 1.1.1 On dit que x et y deux vecteurs dans H sont ortho-
gonaux si vérifient 〈x.y〉 = 0.

Définition 1.1.2 Soit H un espace de Hilbert et H1, H2 deux sous-
espaces vectoriels . On dit que H est la somme directe orthogonale de
H1etH2 Si : H = H1 +H2 et H1 ∩H2 = {0}

et ∀x1 ∈ H1, ∀x2 ∈ H2 : 〈x1.x2〉 = 0.

Notation 1 On note la somme directe orthogonale par H = H1 ⊕H2.

Définition 1.1.3 La complémentaire orthogonal F⊥ d’un sous-espaces
F ⊂ H est :

F⊥ = {x ∈ H,∀y ∈ F : 〈x.y〉 = 0}.

Définition 1.1.4 On dit que H est un espace de Hilbert séparable s’il
posséde une suite de points qui est dense dans H.

Définition 1.1.5 On appelle base orthonormale de l’espace de Hilbert
séparable H, tout sous-ensemble fini ou dénombrable {en}n qui vérifie :

1. ‖en‖ = 1 et 〈en.em〉 = 0 si n 6= m.

2. le sous-espace vectoriel engendré par {en}n (par combinaisons li-
néaires finies ) est dense dans H.

Définition 1.1.6 L’espace de Banach est tout espace normé complet
pour la norme associée á la distance.

Définition 1.1.7 On peut définir une C∗-algébre comme une algébre de
Banach munie d’un opération adjoint A→ A∗, qui vérifie

‖A∗A‖ = ‖A‖2

Définition 1.1.8 Soit H un espace vectoriel normé. Un application li-
néaire f : E → F est appelée forme linéaire. l’espace de banach L(E,F )
de toute les formes linéaire continues est le dual topologique de H est
noté H ′.

Définition 1.1.9 la topologie faible-* sur le dual topologique H ′ d’un
espace vectoriel normé H est la topologie initiale σ(H ′, H) engendrée par
la fammille i(E) oú i : H → H ′′ est l’inclusion isométrique canonique.
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1.2 Les opérateurs linéaires bornés

Soient E et F deux espaces de Hilbert.

Définition 1.2.1 Soient un opérateur A : E → F telle que E,F ∈ H
est dite linéaire , s’il vérifié les conditions suivantes :
-condition additive : ∀α1, α2 ∈ E on a : A(α1+α2) = A(α1)+A(α2).

-condition homogéne : ∀α ∈ E, λ ∈ K (R ou C), on a

A(λα) = λA(α).

Définition 1.2.2 Soient A : E → F un opérateur linéaire est dit borné
s’il existe un constante strictement positive C , telle que :

‖A(x)‖F ≤ C‖x‖E,∀x ∈ F.

Notation 2 L’espace d’opérateur linéaire noté par L(E,F ).

Définition 1.2.3 Soient A : E → F un opérateur linéaire est dit borné
s’il existe un constante strictement positive C , telle que :

‖A(x)‖F ≤ C‖x‖E,∀x ∈ F.

Notation 3 L’espace d’opérateur linéaire borné noté par L(E,F ).

Définition 1.2.4 Soit un opérateur A : E → F on a :

1. L’image de A est l’ensemble défini par :

R(A) = {Ax, x ∈ H}. (1.1)

2. le noyau de A est l’ensemble défini par :

Ker(A) = {x ∈ H,Ax = 0}. (1.2)

Théorème 1.2.1 Soit un opérateur A : E → F on a :

- Si Ker(A) = {0} on dit que A est injectif.

- Si R(A) = F on dit que A est surjectif.

- Si A est injectif et surjectif alors, A est bijectif.
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Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire borné dans L(H), on dé-
fini la norme d’opérateur par :

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖H
‖x‖H

= sup
‖x‖=1

‖Ax‖H , x ∈ H. (1.3)

Théorème 1.2.2 (L’identité de polarisation généralisée )
Soit x, y ∈ H et A ∈ L(H) on a :

4〈Ax.y〉 =
3∑

k=0

ik〈A(x+ iky).x+ iky〉.

Définition 1.2.6 Soit l’opérateur A ∈ L(H) et x, y ∈ H, on note l’opé-
rateur adjoint de A par A∗, est défini par

〈Ax.y〉 = 〈x.A∗y〉.

Théorème 1.2.3 Si A et B sont deux opérateurs linéaires bornés dé-
finit sur un espace de Hilbert H, alors A∗ et B∗ est deux opérateurs
adjoints sont aussi deux opérateurs linéaires bornés sur H, les proprié-
tés suivantes sont vérifiées :

1. ‖A‖ = ‖A∗‖.
2. (A∗)∗ = A.
3. (AB)∗ = A∗B∗.
4. (A+B)∗ = A∗ +B∗.
5. (αA)∗ = αA∗ pour tout α ∈ C.
6. (A−1)∗ = (A∗)−1 ,telle que A est inversible.

Définition 1.2.7 Soit A un opérateur dans L(H), et A∗ son adjoint,
on dit que A est un opérateur auto-adjoint si A = A∗.

Définition 1.2.8 Soit A un opérateur dans L(H), et A∗ son adjoint,
on dit que A est un opérateur normal si

AA∗ = A∗A. (1.4)

Définition 1.2.9 Un opérateur A ∈ L(H) est dit :
.Compact, si 〈Axn.xn〉 → 0, pour toute suite orthonormée (xn) de H.
.De rang fini n, si R(A) est de dimension finie n.
.Positif, si 〈Ax.x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ H, on note A ≥ 0.
.Isométrie, si AA∗ = IH .
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.Unitaire, si T ∗T = TT ∗ = I .

.Dominant, si (A− λI) ⊆ (A− λI)∗, ∀λ ∈ C.

.dissipatife, si Re〈Ax.x〉 ≤ 0.

Théorème 1.2.4 Soit H un espace de Hilbert complexe, si A est un
opérateur sur H, on dit que A est normal ssi :
pour tout

x ∈ H, ‖Ax‖ = ‖A∗x‖. (1.5)

Définition 1.2.10 On dit que A ∈ L(H) est inversible, s’il existe un
opérateur B ∈ L(H) qui vérifie BA = AB = I, telle que I est l’opérateur
identité de L(H) et B son inverse de A, on note B = A−1.

Remarque 1.2.1 Si A un opérateur unitaire, alors A−1 = A∗.

Définition 1.2.11 Soit A ∈ L(H), on dit que A est coercif s’il existe
une constante C > 0 telle que

|〈Ax.x〉| ≥ C‖x‖2,∀x ∈ H. (1.6)

De même, si B ∈ S2(H) est dite coercif (ou elliptique) s’il existe une
constante C ≥ 0 telle que

|B(x, x)| ≥ C‖x‖2,∀x ∈ H. (1.7)

Proposition 1.2.1 Soit A ∈ L(H) est coercif, alors A est inversible
dans L(H).

Définition 1.2.12 Soit H un espace de Hilbert et A ∈ L(H), on dit que
A est unitairement diagonalisable s’il existe une base orthonormale {en}
de H constituée par les vecteurs propres de A, i.e. A s’écrit selon cette
base sous forme d’une matrice diagonale.

Proposition 1.2.2 Tout opérateur normal en dimension finie est uni-
tairement diagonalisable, et plus général tout opérateur normal compact
est unitairement diagonalisable.

Définition 1.2.13 Soit un sous-espace F de H, on appelle compression
de A sur F , et on note A|F la restriction de l’opérateur PFA sur F , (oú
PF est la projection orthogonale sur F.)
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1.3 Spectre et résolvante d’un opérateur

Définition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, A ∈ L(H) :
a) Le spectre de A noté par σ(A) est donné par

σ(A) = {λ ∈ C : A− λI, n′estpasinversible}. (1.8)

b) On dit que λ est une valeur propre de A s’il existe x ∈ H, (x 6= 0)
Ax = λx, l’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre
ponctuel de A, noté par σp(A) .

c) On dit que λ ∈ C est une valeur propre approchée de A s’il existe une
suite de vecteur de (xn) dans H telle que ‖xn‖ = 1 et (Axn − λxn)
converge vers 0. l’ensemble de ces valeurs est appelé le spectre ap-
proché de A , noté σapp(A).

Exemple 1.3.1 Soit A = I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , on cherche σ(I)

σ(I) = {λ ∈ C, I − λI n’est pas inversible }
= {λ ∈ C, (1− λ)I n’est pas inversible }.
Si λ ∈ σ(I) alors

det(I − λI) = det

1− λ 0 0
0 1− λ 0
0 0 1− λ

 = (1− λ)3 = 0

(1− λ)3 = 0⇐⇒ λ = 1,

donc σ(I) = {1} .

Définition 1.3.2 Soit A ∈ L(H), alors
a) L’ensemble résolvant ρ(A) d’un opérateur A ∈ L(H) est le com-

plémentaire du spectre, i.e

σ(A) = {λ ∈ C : (A− λI), estinversible}. (1.9)

b) Si λ ∈ ρ(A), on définit l’application résolvante Rλ par
Rλ(A) = (A− λI)−1.

Définition 1.3.3 Le rayon spectral d’opérateur A ∈ L(H) est définit
par :

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|. (1.10)
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Théorème 1.3.1 Soit A ∈ L(H), alors

r(A) = lim
n→∞

‖An‖
1
n (1.11)

Remarque 1.3.1 Soit A ∈ L(H) l’opérateur adjoint de A est A∗, alors
vérifiées :
a) r(A∗) = r(A).

b) r(An) = r(A)n.

Proposition 1.3.1 Soit H = H1⊕H2, on a σ(A1⊕A2) = σ(A1)∪σ(A2).

Théorème 1.3.2 Soit A est auto-adjoint et m = inf{〈Ax.x〉, ‖x‖ = 1}
et M = sup{〈Ax.x〉, ‖x‖ = 1}, alors
σ(A) ⊂ [m,M ] et m,M ∈ σ(A).

Proposition 1.3.2 ∂σ(A) ⊆ σapp(A), oú ∂σ(A) dénoté la frontiére de
σ(A)

(Décomposition spectrale des opérateurs normaux compacts)
Soit A ∈ H un opérateur normal compact, alors il existe une base

orthonormée (xn)n≥1 de H et une suite (λn)n≥1 des réels telles que :

∀x ∈ H;Ax =
∑
n≥1

λn〈x.xn〉x (1.12)

1.4 Les commutateurs

Définition 1.4.1 a) On appelle X ∈ L(H) commutateur, s’il existe
A,B ∈ L(H), tels que X = AB −BA.

b) Le commutant de A est défini par

{A}′ = {B ∈ L(H), AB = BA}.

c) Le bicommutant de A est défini par

{A}′′ = {C ∈ L(H), CB = BC,∀B ∈ {A}′}.

1.4.1 Propriétés
Soit A ∈ L(H), alors
1. {A}′′ = {{A}′}′ .
2. Une sous-algébre de L(H) est {A}′ .
3. Une sous-algébre commutative de L(H) est {A}′′ .
4. Tout polynôme de A ∈ {A}′′ .
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Chapitre 2

L’image Numérique et le Rayon
Numérique d’un opérateur

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés
de base de l’image numérique et le rayon numérique d’un opérateur dans
L(H). Nous allons également proposer plusieurs exemples des images
numériques des opérateurs et la somme de deux images numérique de
deux opérateurs dans un espace de Hilbert H et espace de Banach L(H)
de dimension fini. Plus précissement, on va voir propriétés et inégalités
sur le rayon numérique d’un opérateur avec les preuves.

2.1 Propriétés et définitions

Définition 2.1.1 l’image numérique W (A) de l’opérateure A dans un
espace de Hilbert L(H) est defini par

W (A) = {〈Ax.x〉 x ∈ H, ‖x‖ = 1}. (2.1)

Définition 2.1.2 Le rayon numérique w(A) de l’opérateur A est défini
par

w(A) = {sup |λ|, λ ∈ W (A)}. (2.2)

Proposition 2.1.1 Soient les opérateurs A , B dans L(H) et α, β ∈ C.
On a les propriétés suivantes

1. W (αI + βA) = α + βW (A).

2. W (A+B) ⊂ W (A) +W (B).
3. W (A∗) = {λ̄, λ ∈ W (A)} oú A∗ est l’adjoint de A.
4. W (Re(A)) = ReW (A) et W (Im(A)) = Im(W (A)).

11



Preuve 2 1) Soit A ∈ L(H) pour tout α, β ∈ C on a
W (αI + βA) = {〈(αI + βA)x.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈(αIx+ βAx).x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈αIx.x〉+ 〈βAx.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈αIx.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}+ {〈βAx.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= αW (I) + βW (A).

3) Soit A ∈ L(H) on a :
W (A∗) = {〈A∗x.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈x.Ax〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈Ax.x〉 : x ∈ H, |x| = 1}

= {λ̄, λ ∈ W (A)}.

Corollaire 2.1.1 L’image numérique W (A)de l’opérateur A est un en-
semble convexe dans le plan convexe.

Preuve 3 voire [1]

2.2 L’image numérique des opérateurs dans un es-
pace de dimension deux

Lemme 4 Soit A un opérateur dans un espace de Hilbert H de dimen-
sions deux. Alors W (A) est une ellipse dont les foyers sont les valeurs
propres de A.

Preuve 4 Dans ce preuve choisir A comme une matrice triangulaire
inférieure

A =

(
λ1 0
a λ2

)

Oú λ1etλ2 sont les valeurs propres de A. 1) Si λ1 = λ2 = λ nous
avons

W (A− λI) = {
(

0 0
a 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

12



W (A− λI) = {Z, |Z| ≤ |a|
2
}.

Donc W (A) est un cercle de centre 0 et de rayon |a|
2
.

2) Si λ1 6= λ2 et a = 0 nous avons

A =

(
λ1 0
0 λ2

)
W (A) = {(Ax.x) : x = (x1, x2) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(
λ1 0
0 λ2

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(
λ1x1
λ2x2

)
.

(
x1
x2

)
〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {λ1|x1|2 + λ2|x2|2 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}
= {tλ1 + (1− t)λ2 oú t = |x1|2 et x ∈ H, ‖x‖ = 1}. Donc W (A) est un
ensemble convexe (combinaison de λ1 et λ2 est un segment qui joigne λ1
et λ2).

3) Si λ1 6= λ2 et a 6= 0 nous avons

A− λ1 + λ2
2

=

(
λ1+λ2

2
a

0 λ1+λ2
2

)

e−iθ
λ1 + λ2

2
=

(
r e−iθ

0 −r

)
= F,

oú
λ1+λ2

2
= reiθ. W (F ) est un ellipse de centre (0, 0) et axe mineur |a| et

les foyers à (r, 0) et (−r, 0).
Ainsi W (A) est une ellipse avec des foyers á λ1, λ2 et le grand axe a

une inclinaison de θ avec l’axe réel.

Exemple 2.2.1 Soit A est une matrice (2× 2) :

A =

(
0 0
1 0

)
On a
λ1 = λ2 = 0

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2) ∈ H, ‖x‖ = 1, }
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et

W (A) = {〈
(

0 0
1 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈, ‖x‖ = 1}

= {〈
(

0
x1

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {x1x2 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

|〈Ax.x〉| = |x1||x2|

≤ 1

2
(|x1|2 + |x2|2)

≤ 1

2
.

Alors :
W (A) = {Z ∈ C, |Z| ≤ 1

2
},

et W (A) est un disque de center 0 et rayon 1
2
.

voir figure 2.1
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Figure 2.1 – disque de center 0 et rayon 1
2
.

Exemple 2.2.2 Soit A est une matrice (2× 2) :

A =

(
1 0
0 0

)
On a λ1 6= λ2 et a = 0

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2) ∈ H, ‖x‖ = 1},

W (A) = {〈
(

1 0
0 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(
x1
0

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {|x1|2, x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

Alors, W (A) est l’ensemble des combinaisons convexes de λ1 = 1 et
λ2 = 0 et le segment, donc : W (A) = [0, 1] .

Exemple 2.2.3 Soit A est une matrice (2× 2) :

A =

(
0 0
1 1

)
On a : λ1 6= λ2 et a 6= 0

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2) ∈ H, ‖x‖ = 1},
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= {〈
(

0 0
1 1

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(

0
x1 + x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}}

= {x1x2 + x22, x ∈ H, ‖x‖ = 1}}

|〈Ax.x〉| = {|x1||x2|+ |x2|2, x ∈ H, ‖x‖ = 1}}.

Alors, W (A) est le disque elliptique fermé avec des foyers á 0 et 1,
petit axe 1 et grand axe

√
2. voire figure 2.2
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Figure 2.2 – disque elliptique fermé avec des foyers á 0 et 1, petit axe
1 et grand axe

√
2.

2.3 L’image numérique d’une matrice (3× 3)

Proposition 2.3.1 L’image numérique d’une matrice (3× 3) est :
1) Enveloppe convexe de ses valeurs propres.
2) Enveloppe convexe d’une ellipse et un point (Ce qui réduit á une ellipse
si le point est á l’intérieur).
3) Cône (c’est l’union des segments dans un point avec tout les point
d’un disque fermé ).
4)Enveloppe convexe d’une ellipse.
5)Triangle equilateral.

Exemple 2.3.1 Soit A une matrice (3× 3) :

A =

0 0 0
1 0 0
0 0 1


On a :

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

0 0 0
1 0 0
0 0 1

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {|x1||x2|+ |x3|2, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}.
Alors, W (A) est la réunion de tous les segments fermés qui joindre le
point 1 et tous les points du disque fermé avec centre 0 et rayon 1
voire figure 2.3
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Figure 2.3 – Cône de la réunion des segments fermés [0,1] dans le point
1 avec le disque fermé de centre 0 et rayon 1

2
.

Exemple 2.3.2 Soit A une matrice (3× 3) :

A =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


On a :

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

0 0 1
1 0 0
0 1 0

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {|x3||x1|+ |x1||x2|+ |x2||x3|, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}.

Alors, W (A) est le triangule équilatéral dont les somme dont les trois
racines cubiques de 1, est 1, ω, ω2.
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Figure 2.4 – triangule équilatéral

Exemple 2.3.3 Soit A une matrice (3× 3) :

A =

1 3 + i 0
0−1

2
− i1

2
0

0 0 −
√
3
2
− i

√
3
2


On a :

W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

1 3 + i 0
0−1

2
− i1

2
0

0 0 −
√
3
2
− i

√
3
2

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

 x1 + (3 + i)x2
(−1

2
− i1

2
)x2

(−
√
3
2
− i

√
3
2

)x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {|x1|2 + (−1

2
− i1

2
)|x2|2

+(−
√

3

2
− i
√

3

2
)|x3|2 + (3 + i)x1x2, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}.

Alors , W (A) est une ellipse.

Exemple 2.3.4 Soit A une matrice (3× 3) :

A =

1 1 + i 0
0−1

2
− i1

2
0

0 0 −
√
3
2
− i

√
3
2


19



On a :
W (A) = {〈Ax.x〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

1 1 + i 0
0−1

2
− i1

2
0

0 0 −
√
3
2
− i

√
3
2

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈

 x1 + (1 + i)x2
(−1

2
− i1

2
)x2

(−
√
3
2
− i

√
3
2

)x3

 .

x1x2
x3

〉, x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {|x1|2 + (−1

2
− i1

2
)|x2|2 + (−

√
3

2
− i
√

3

2
)|x3|2 + (1 + i)x1x2,

x = (x1, x2, x3) ∈ H, ‖x‖ = 1}.

Alors, W (A) est un enveloppe convexe d’une ellipse et un point extérieur
à l’ellipse.

2.4 La somme de deux images numérique de deux
opérateurs défférent dans un espace de dimen-
sion fini

Théorème 2.4.1 Soit A et B deux opérateurs dans L(Rn) de dimen-
sions finies n , Alors La somme de l’images numérique W(A) et W(B)
est :

W (A) +W (B) = W (A+B) (2.3)

telle que : W (A),W (B) et W (A+B) est les images numériques de A,B
et A+B respectivement

Preuve 5 Soient A,B ∈ L(Rn) de dimensions finies n, Avec

{x = (x1, x2, ...., xn) ∈ Rn, ‖x‖ = 1},

on pose n = 2 , soient

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
B =

(
b11 b12
b21 b22

)
A+B =

(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)
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On calcule W (A)

W (A) = {〈
(
a11 a12
a21 a22

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

= {〈
(
a11x1 a12x2
a21x1 a22x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

= {a11x21 + a22x
2
2 + (a12 + a21)x1x2}.

On calcule W (B)

W (B) = {〈
(
b11 b12
b21 b22

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

= {〈
(
b11x1 b12x2
b21x1 b22x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

= {b11x21 + b22x
2
2 + (b12 + b21)x1x2}.

On calcule La somme de W (A) et W (B)
W (A) +W (B) = {(a11x21 + a22x

2
2 + (a12 + a21)x1x2) + (b11x

2
1 + b22x

2
2

+(b12 + b21)x1x2)}

= {(a11 + b11)x
2
1 + (a22 + b22)x

2
2 + (a12 + a21 + b12 + b21)x1x2}.

On calcule W (A+B)

W (A+B) = {〈
(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

{〈
(

(a11 + b11)x1 (a12 + b12)x2
(a21 + b21)x1 (a22 + b22)x2

)
.

(
x1
x2

)
〉}

= {(a11 + b11)x
2
1 + (a12 + b12)x2x1 + (a21 + b21)x1x2 + (a22 + b22)x

2
2}

= {(a11 + b11)x
2
1 + (a22 + b22)x

2
2 + (a12 + a21 + b12 + b21)x1x2}

= W (A) +W (B).
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On pose n = 3, soient

A =

a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

B =

b11 b12 b13b21 b22 b23
b31 b32 b33



A+B =

a11 + b11 a12 + b12 a13 + b13
a21 + b21 a22 + b22 a23 + b23
a21 + b21 a22 + b22 a33 + b33


On calcule W (A)

W (A) = {〈

a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉}
= {〈

a11x1 + a12x2 + a13x3
a21x1 + a22x2 + a23x3
a31x1 + a32x2 + a33x3

 .

x1x2
x3

〉}
= {a11x21+a22x22+a33x23+(a12+a21)x1x2+(a13+a31)x1x3+(a23+a32)x2x3}.

On calcule W (B)

W (B) = {〈

b11 b12 b13b21 b22 b23
b31 b32 b33

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉}
= {〈

b11x1 + b12x2 + b13x3
b21x1 + b22x2 + b23x3
b31x1 + b32x2 + b33x3

 .

x1x2
x3

〉}
= {b11x21+b22x

2
2+b33x

2
3+(b12+b21)x1x2+(b13+b31)x1x3+(b23+b32)x2x3}.

On calcule La somme de W (A) et W (B) W (A) + W (B) = {(a11 +
b11)x

2
1 + (a22 + b22)x

2
2 + (a33 + b33)x

2
3 + (a12 + b12 + a21 + b21)x1x2 + (a13 +

b13 + a31 + b31)x1x3 + (a23 + b23 + a32 + b32)x2x3}.
On calcule W (A+B)

W (A+B) = {〈

a11 + b11 a12 + b12 a13 + b13
a21 + b21 a22 + b22 a23 + b23
a31 + b31 a32 + b32 a33 + b33

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉}
= {〈

(a11 + b11)x1 + (a12 + b12)x2 + (a13 + b13)x3
(a21 + b21)x1 + (a22 + b22)x2 + (a23 + b23)x3
(a31 + b31)x1 + (a32 + b32)x2 + (a33 + b33)x3

x1x2
x3

 .

x1x2
x3

〉}
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W (A+B) = {(a11 + b11)x
2
1 + (a22 + b22)x

2
2 + (a33 + b33)x

2
3 + (a12 + b12 +

a21 + b21)x1x2 + (a13 + b13 + a31 + b31)x1x3 + (a23 + b23 + a32 + b32)x2x3}

= W (A) +W (B).

Pour n quelconque, on a

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . . . . ...
an1 an2 . . . ann

B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . . . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn



A+B =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

...
... . . . . . . ...

an1 + bn1 an2 + bn2 . . . ann + bnn

 .

On calcule W (A)

W (A) = {〈


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . . . . ...
an1 an2 . . . ann



x1
x2
...
xn

 .


x1
x2
...
xn

〉}

= {〈


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

 .


x1
x2
...
xn

〉}

= {
n∑
i=1

aiix
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(aij + aji)xixj}.

On calcule W (B)

W (B) = {〈


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . . . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn



x1
x2
...
xn

 .


x1
x2
...
xn

〉}

= {〈


b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn
b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn

...
bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnnxn

 .


x1
x2
...
xn

〉}
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= {
n∑
i=1

biix
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(bij + bji)xixj}.

On calcule La somme de W (A) et W (B)

W (A) +W (B) = {(
n∑
i=1

aiix
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(aij + aji)xixj)

+(
n∑
i=1

biix
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(bij + bji)xixj)}

= {
n∑
i=1

(aii + bii)x
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(aij + bij + aji + bji)xixj)}.

On calcule W (A+B)

W (A+B) =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

...
... . . . . . . ...

an1 + bn1 an2 + bn2 . . . ann + bnn



x1
x2
...
xn

 .


x1
x2
...
xn

〉}

= {〈


(a11 + b11)x1 (a12 + b12)x2 . . . (a1n + b1n)xn
(a21 + b21)x1 (a22 + b22)x2 . . . (a2n + b2n)xn

...
... . . . . . . ...

(an1 + bn1)x1 (an2 + bn2)x2 . . . (ann + bnn)xn

 .


x1
x2
...
xn

〉}

= {
n∑
i=1

(aii + bii)x
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j=2

(aij + bij + aji + bji)xixj)}

= W (A) +W (B).

d’oú W (A) +W (B) = W (A+B).

Exemple 2.4.1 Soient A,B ∈ L(H) défini par :

A =

(
1 0
0 0

)
B =

(
0 0
1 0

)
A+B =

(
1 0
1 0

)
On calcule W (A)

W (A) = {〈
(

1 0
0 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(
x1
0

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

|〈Ax.x〉| = {|x1|2, x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
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On calcule W (B)

W (B) = {〈
(

0 0
1 0

)(
x1
x2

)
,

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(

0
x1

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {x1x2 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}
|〈Bx.x〉| = {|x1||x2| : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

On calcule la somme de W (A) +W (B)

W (A) +W (B) = {|x1|2 + |x1||x2|, x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
On calcule W (A+B)

W (A+B) = {〈
(

1 0
1 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {〈
(
x1
x1

)
.

(
x1
x2

)
〉, x ∈ H, ‖x‖ = 1}

|〈(A+B)x.x〉| = {|x1|2 + |x1||x2|, x ∈ H, ‖x‖ = 1}
= W (A) +W (B).

2.5 Quelques inégalités sur le rayon numérique et
la norme :

Théorème 2.5.1 Soit A ∈ L(H) et H est de dimension finie, alors :
1

2
‖A‖ ≤ w(A) ≤ ‖A‖ (2.4)

Preuve 6 Soit A ∈ L(H) et x, y ∈ H oú ‖x‖ = ‖y‖ = 1 , par l’inégalité
de Cauchy-Schwartz on a :

|〈Ax.x〉| ≤ ‖Ax‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖x‖ = ‖A‖

on obtient w(A) ≤ ‖A‖ par l’identité de polarisation généralisée on ob-
tient

〈Ax.x〉 =
1

4
{〈A(x+ y).(x+ y)〉 − 〈A(x− y).(x− y)〉

+i〈A(x+ iy).(x+ iy)〉 − i〈A(x− iy).(x− iy)〉}
par la définition de w(A) et l’identité de paralélogram on obtient :

|〈Ax.y〉| ≤ w(A){‖x‖2 + ‖y‖2} = w(A){‖x‖2 + ‖y‖2}

et comme : ‖x‖ = ‖y‖ = 1 d’oú :

|〈Ax.y〉| ≤ 2w(A) (2.5)
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Corollaire 5 Soit A ∈ L(H), si A est nulpotante d’ordre 2 (A2 = 0) ,
alors :

1

2
‖A‖ = w(A). (2.6)

Si A un opérateur normal alors :

w(A) = ‖A‖ (2.7)

Corollaire 6 Soit l’opérateur A ∈ L(H) , définit le rayon numérique
de A par :

w(A) = sup‖Re expiθ A‖. (2.8)

oú : θ ∈ R

Proposition 2.5.1 En remplacent A par iA dans ( 2.8), on obtient :

w(A) = sup‖Im expiθ A‖. (2.9)

oú : θ ∈ R

Théorème 2.5.2 Soit L(H) un espace de Banach linéare ,pour tout
A,X ∈ L(H) on a :

‖Re expiθ(AX +XA∗)‖ ≤ 2‖A‖w(X). (2.10)

telle que : θ ∈ R

et
‖Re expiθ(AX −XA∗)‖ ≤ 2‖A‖w(X). (2.11)

telle que : θ ∈ R

Lemme 7 Soit A,X ∈ L(H) alors :

‖Re expiθ(AX +XA∗)‖ = ‖ARe expiθ(X) +Re expiθXA∗‖. (2.12)

Preuve 7 En utilisons, le lemme 8 on obtient :
‖Re expiθ(AX +XA∗)‖ = ‖ARe expiθ(X) +Re expiθXA∗‖

≤ ‖ARe expiθ(X)‖+ ‖Re expiθXA∗‖

≤ ‖A‖‖Re expiθ(X)‖+ ‖A‖‖Re expiθ(X)‖
≤ 2‖A‖w(X),

et ‖Re expiθ(AX −XA∗)‖ = ‖ARe expiθ(X)−Re expiθXA∗‖

≤ ‖ARe expiθ(X)‖+ ‖Re expiθXA∗‖

≤ ‖A‖‖Re expiθ(X)‖+ ‖A‖‖Re expiθ(X)‖
≤ 2‖A‖w(X).
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Corollaire 8 Soient A,X ∈ L(H) si A positif, alors

W (AX) ≤ 1

2
‖A‖(‖X‖+ w(X)) (2.13)

w(AX) ≤ (‖A‖+DA)w(X) (2.14)

Oú
DA = ‖A− λ0I‖

λ0 ∈ C et θ ∈ R

Définition 2.5.1 Un opérateur A est ditte positif si : 〈Ax.x〉 ≥ 0.
Un opérateur A est ditte dissipatif si : Re〈Ax.x〉 ≤ 0.
Un opérateur A est ditte coarcif si : ReA ≥ 0 oú ImA ≥ 0.

Lemme 9 Si A est coarcif , alors :

‖A‖2 ≤ ‖ReA‖2 + 2‖ImA‖2 (2.15)

Si A est dissipatif ,alors :

‖A‖2 ≤ ‖ReA‖2 + ‖ImA‖2 (2.16)

Théorème 2.5.3 Soient A,X ∈ L(H) si X coarcif alors :

w(AX) ≤
√

3‖A‖w(X). (2.17)

De puis, si X dissipatif , alors :

w(AX) ≤
√

2‖A‖w(X). (2.18)

w(AX) ≤ ‖AX‖ ≤ ‖A‖‖X‖ (2.19)

Preuve 8 On utilisons l’inégalités ( 2.15 )-(2.19) on trouve :

w(AX) ≤ ‖A‖
√
‖ReX‖2 + 2‖ImX‖2

≤ ‖A‖
√
sup‖ReX‖2 + 2sup‖ImX‖2

= ‖A‖
√

3w(X)2

=
√

3‖A‖w(X).

Corollaire 10 Soit 0 /∈ W (X) et l’opérateur A ∈ L(H) on a :

w(AX) ≤
√

3‖A‖w(X). (2.20)

Preuve 9 Soit 0 /∈ W (X) alors, expiθX est coercif. d’ou ,

w(AX) = w(A expiθX) ≤
√

3‖A‖w(expiθX) =
√

3‖A‖w(X)
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Chapitre 3

Les opérateurs P-symétriques et
les opérateurs D-symétriques

Introduction

Dans ce chapitre nous appliquerons quelques inégalité de le rayon
numérique d’un opérateur A dans L(H) oú H espace de Hilbert, sur
l’opérateur de dérivation et l’opérateur de dérivation généralisé .Plus
précissement on va étudier des opérateur P-symétrique et des opérateur
D-symétrique puis á la présentations du spectre d’opérateur de dériva-
tion et l’opérateur de dérivation généralisé et du spectre d’opérateur
P-symétrique ,et aussi préseté la relation entre l’image numérique et le
spectre.

3.1 Inégalité entre le rayon numérique et l’opérateur
de dérivation et l’opérateur dérivation généralisé

Définition 3.1.1 Soient H un espace de Hilbert complexe de dimen-
sion fini séparable et L(H) l’espace de l’opérateur linéaire bornée et
A ∈ L(H), on définie l’opérateur de dérivation par :

δA : L(H) −→ L(H)

δA(X) = AX −XA. (3.1)

Définition 3.1.2 Soient H un espace de Hilbert complexe de dimension
fini séparable et L(H) l’espace de l’opérateur linéaire bornée et
A,B ∈ L(H), on définie l’opérateur de dérivation généralisé par :

δA,B : L(H) −→ L(H)

δA,B(X) = AX −XB. (3.2)
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Théorème 3.1.1 Soit 0 /∈ W (X), et A,B ∈ L(H) alors :

w(δA(X)) ≤ 2‖A‖w(X). (3.3)

w(δA,B(X)) ≤ (‖A‖+ ‖B‖)w(X). (3.4)

Preuve 10 D’aprés (2,8) on a

w(δA(X)) = Sup‖Re expiθ(δA(X))‖,

en utilisons (2,10)

w(δA(X)) = Sup‖Re expiθ(AX +XA)‖

≤ 2‖A‖w(X),

donc
w(δA(X)) ≤ 2‖A‖w(X),

et d’aprés Corollaire (6) on a

w(δA,B(X)) = Sup‖Re expiθ(δA,B(X))‖,

en utilisons théorème (2.5.2)

w(δA,B(X)) = Sup‖Re expiθ(AX +XB)‖

= (‖A‖+ ‖B‖)w(X)

donc
w(δA,B(X)) ≤ (‖A‖+ ‖B‖)w(X).

Corollaire 11 Soient X, Y,A,B ∈ L(H), on a

w(δA(XY )) ≤ ‖A‖(w(X) + w(Y )) (3.5)

et

w(δA,B(XY )) ≤ max{‖δA,B(X)‖, ‖δA,B(Y )‖}(w(X) + w(Y )). (3.6)

Preuve 11 on a

δA(XY ) = δA(X)Y +XδA(Y )

w(δA(XY )) = w(δA(X)Y +XδA(Y )),

et d’aprés (2,10) on obtient :

w(δA(XY )) ≤ ‖δA(X)Y +XδA(Y )‖
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≤ ‖δA(X)Y ‖+ ‖XδA(Y )‖

≤ ‖δA(X)‖‖Y ‖+ ‖X‖‖δA(Y )‖

= ‖AX −XA‖‖Y ‖+ ‖X‖‖AY − Y A‖

donc

w(δA(XY )) ≤ ‖A‖(w(X) + w(Y ))

et on a

δA,B(XY ) = δA,B(X)Y +XδA,B(Y ),

et d’aprés théorème (2.5.2), on obtient :

w(δA,B(XY )) ≤ ‖δA,B(X)Y +XδA,B(Y )‖

≤ ‖δA,B(X)Y ‖+ ‖XδA,B(Y )‖

≤ ‖δA,B(X)‖‖Y ‖+ ‖X‖‖δA,B(Y )‖

≤ max{‖δA,B(X)‖, ‖δA,B(Y )‖}(w(X) + w(Y )).

•. On note l’image de δA, par R(δA), et en définie les ensembles suivants :

C0(A) = {C ∈ L(H) : CL(H) + L(H)C ⊂ R(δA)}. (3.7)

I0(A) = {Z ∈ L(H) : ZR(δA) +R(δA)Z ⊂ R(δA)}. (3.8)

B0(A) = {B ∈ L(H) : R(δB) ⊂ R(δA)}. (3.9)

Théorème 3.1.2 Soit Z ∈ I0(A) et X ∈ L(H) alors

w(δA(ZX)) ≤ 2‖A‖w(Z)w(X). (3.10)

w(δA(ZX)) ≤ 2‖Z‖(‖A‖w(X) + ‖X‖w(A)). (3.11)

Lemme 12 Soit A ∈ L(H), alors

I0(A) = {Z ∈ L(H), δZ(A) ∈ C0(A)}. (3.12)

Preuve 12 Si Z ∈ I0(A) et X ∈ L(H), alors,

δZ(A) = ZδA(X)− δA(ZX),

et
XδZ(A) = δA(X)Z − δA(XZ).
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On a
δZ(A)X ∈ R(δA),

et
XδZ(A) ∈ R(δA),

donc δZ(A) ∈ C0(A), et si Z ∈ L(H), alors

ZδA(X) = δA(ZX) + δZ(A)X,

et
δA(X)Z = δA(XZ) +XδZ(A),

donc Z ∈ I0(A).

3.1.1 Spectre d’une dérivation et une dérivation gé-
néralisée

Définition 3.1.3 Soit A et B deux opérateurs dans L(H), on définie le
spectre de l’opérateur de dérivation généralisé par l’ensemble

σ(δA,B) = {α− β : α ∈ σ(A), β ∈ σ(B)}. (3.13)

Remarque 3.1.1 Soit A,B ∈ L(H), on a
a) σ(δA,0) = {α : α ∈ σ(A)}.
b) σ(δ0,B) = {−β : β ∈ σ(B)}.

3.2 Les opérateurs P-symétriques

Définition 3.2.1 Soit A un opérateur dans L(H) et (en)n∈N est une
base orthonormal dans H, on dit que A est de trace classe si

‖A‖ =
∞∑
n=0

〈|A|en.en〉 <∞, (3.14)

l’espace d’opérateur de trace classe noté par C1(H)

Définition 3.2.2 Soit l’opérateur A ∈ L(H), on dit que A est P-symétrique,
ssi

AT = TA.impliqueA∗T = TA∗.∀T ∈ C1(H) (3.15)

(opérateur de classe trace), on note par F0(H) l’ensemble de touts les
opérateurs P-symétrique.
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Définition 3.2.3 Soit l’opérateur δA ∈ L(H), on dit que δA est P-
symétrique, ssi :

R(δA) = R(δA∗). (3.16)

Définition 3.2.4 Soient A,B ∈ L(H) le couple (A,B) est dite opéra-
teurs P-symétrique, ssi :

BT = TA,

implique
A∗T = TB∗ (3.17)

∀T ∈ C1(H), on note par GS(H) l’ensemble des couple P-symétriques.

Définition 3.2.5 Soit A ∈ L(H), A est un opérateur P-symétrique ssi
R(δA)

W ∗

est auto-adjoint. Soit A,B ∈ L(H), alors le couple (A,B) est
dite P-symétrique ssi :

R(δA,B) = R(δB∗,A∗). (3.18)

Proposition 3.2.1 Soit A ∈ L(H), s’il existe á non zéro vecteurs
f, g ∈ L(H) vérifie
(1) Af = λf et A∗f 6= λf .
(2) A∗g 6= λg .
Alors, A n’est pas P-symétrique.

Exemple 3.2.1 Soit (ei)i, i = 1, 2..., un base orthonormale de H, et

H0 = vect{e1, e2, e3}

suppose

A =

I 1 0
0−1 0
0 1 I

 ∈ L(H0).

On définie l’opérateur A comme suite A = A0 ⊕ I, avec
H = H0 ⊕ H⊥0 , il est facile de voir que Ae1 = ie1, A

∗e1 = −ie1 + e2 6=
−ie1, et
A∗(2e1 + ie2) = −i(2e1 + ie2),

d’oú A n’est pas opérateur P-symétrique.

Exemple 3.2.2 Soit H = H0 ⊕H0 ⊕H0 et défini l’opérateur

A =

0 I I
0 0 I
0 0 0

 ,
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on pose

T =

B C D
0 B C
0 0 B

 ∈ C1(H)

d’oú B 6= 0, C 6= 0, D 6= 0 par simple calcule on a A3 = 0 et AT = TA
mais

A∗T − TA∗ =

−D − C −D 0
−C 0 D
B C D + C

 6= 0

d’ou A n’est pas P-symétrique.

Théorème 3.2.1 Soit A ∈ L(H), si A est un opérateur nilpotente
d’ordre n (An = 0) alors, A n’est pas P-symétrique.

Lemme 13 Soit H = ⊕∞i=1Hi ( somme direct orthogonale ) et si
A = ⊕∞i=1Ai sur H alors, tout opérateur positif dans R(δA)

W
est nul.

Théorème 3.2.2 Si A ∈ C0(H), alors les assertions suivent sont équi-
valente

1. A est diagonalisable.

2. Tout opérateur positif dans R(δA)
W

est nul.

3. R(δA)
W

ne contient pas aucune projection orthogonale.

Preuve 13
1)⇒ 2) est consequence de lemme 13.
2⇒ 3) évedente.
3 ⇒ 1) on suppose que A n’est pas diagonalisable, c.á.d δp(A) = φ la
conclusion donnée par lemme 13.

3.3 Proprietés et discription de l’ensemble C0(A), I0(A),
et B0(A)

Théorème 3.3.1 Soit A est P-symétrique, alors
1. C0(A), I0(A)etB0(A) sont C∗-algébres (algébres de Von Neumann).
2. C0(A) est un idéal bilétéral de I0(A).

3. R(δB) ⊂ R(δA)
W ∗

∀B ∈ C∗(A).

Preuve 14 1. Il est claire que C0(A), I0(A), B0(A), sont C∗-algebre
fermmé par la topologie faible, donc
R(δA)

W ∗

= R(δA∗)
W ∗

, et
(δA)∗ = δA∗ , donc sont C∗-algébres.
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2. on démontre que C0(A) est un idéal bilétéral de I0(A),
pour Z ∈ I0(A) et C ∈ C0(A), alors ∀X ∈ L(H), on a
X(CZ) = (XC)Z ∈ R(δA)

W ∗

Z ⊂ R(δA)
W ∗

et
(CZ)X = C(ZX) ∈ R(δA)

W ∗

,
donc δA est idéal de droite est comme C0(A) est un C∗-algébre on
trouve que C0(A) est un idéal bilétéral de I0(A).

3. Si B0(A) est un C∗-algébres contient A et I, alors il contient
C∗(A).

Lemme 14 Soit A ∈ L(H), alors

I0(A) = {Z ∈ L(H), δZ(A) ∈ C0(A)}. (3.19)

Preuve 15 Soit A ∈ L(H), alors,

δZ(A)X = ZδA(X)− δA(ZX),

et

XδZ(A) = δA(X)Z − δA(XZ)

⇒ δZ(A)X ∈ R(δA)
W ∗

,

et
XδZ(A) ∈ R(δA)

W ∗

,

donc on a
δZ(A) ∈ C0(A),

Posons Z ∈ L(H), tel que

δZ(A) ∈ C0(A),

donc
ZδA(X) = δA(ZX) + δZ(A)X,

et
δA(X)Z = δA(XZ) = XδZ(A),

donc
δZ(A) ∈ I0(A).

Théorème 3.3.2 Soit A ∈ L(H), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A est P-symétrique.
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2. A∗A− AA∗ ∈ C0(A).

3. A∗R(δA) +R(δA)A∗ ⊂ R(δA)
W ∗

.

Corollaire 3.3.1 Soit A est un opérateur P-symétrique et X ∈ L(H),
et si AX −XA ∈ C0(A), alors

AX∗ −X∗A ∈ C0(A). (3.20)

Lemme 3.3.1 Soit A ∈ L(A), si R(δA)
W ∗

ne contient aucun opérateur
positif non nul, alors

C0(A) = {0}. (3.21)

I0(A) = {A}′ . (3.22)

3.4 Spectre des opérateurs P-symétriques

Lemme 3.4.1 Soit A un opérateur dans L(H), alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. ∃x ∈ H, x 6= 0 avec Ax = λx , A∗x = λx.

2. ∃y ∈ H, y 6= 0 avec A∗y = λy, alors R(δA)
W ∗

est auto-adjoint.

Remarque 3.4.1 Si λ ∈ σ(A∗), alors A est P-symétrique.

Théorème 3.4.1 Soit A,B ∈ L(H) opérateurs P-symétriques, Si
σ(A) ∩ σ(B) = {0}, alors A⊕B est P-symétrique.

Corollaire 3.4.1 Soit A un opérateur P-symétrique á spectre dénom-
brable, alors les propriétées suivantes sont équivalentes

1. C0 = {0}.
2. A est diagonalisable.
3. I0(A) = {A}′ .

Preuve 16 1) ⇒ 2) : Supposons que C0(A) = {0}. Compte tenu du
théorème (3.3.2), on en déduit que A∗A − AA∗ = 0 i.e. A est normal.
Puisque le spectre de A est dénombrable, il s’ensuit que A est diagonali-
sable.

2) ⇒ 3) : En vertu du théorème (3.3.2 ) et du lemme (5.5 )[ 14], le
résultat est immédiat.

3) ⇒ 1) : Supposons que I0(A) = {A}′. Il suit du théorème (3.3.1 )
que I0(A) est une C∗-algébre et du théorème (3.3.2 ) que A∗ ∈ I0(A) i.e.
A est normal. Comme σ(A) est dénombrable, alors A est diagonalisable.
Compte tenu du théorème (4.2 )[14] et du lemme (5.5 )[ 14] on obtient
le résultat.

35



3.5 Les opérateurs D-symétriques

Définition 3.5.1 On appelé un opérateur A ∈ L(H) D-symétrique si

R(δA) = R(δA∗). (3.23)

L’ensemble des opérateurs D-symétrique noté par D(H).

Corollaire 3.5.1 Tout opérateur normal est D-symétrique.

Remarque 3.5.1 Si A est un opérateur normal alors A∗ ∈ ker(δA).

Définition 3.5.2 Soit A un opérateur dans L(H), on dit que A est opé-
rateur isométrie si

A∗A = I. (3.24)

Corollaire 3.5.2 Tout opérateur isométrie est D-symétrique.

Définition 3.5.3 Soit A un opérateur dans L(H), on dit que A est opé-
rateur essentiellement normal si A∗A− AA∗. est compact.

Corollaire 3.5.3 1. A un opérateur essentiellement normal est D-
symétrique si

AB = BA, etimpliqueAB∗ = B∗A,∀B ∈ C1(H). (3.25)

2. B ∈ C1(H) (la classe de trace ), B on dit que D-symétrique ssi B
est normal.

Théorème 3.5.1 Soit A et B deux opérateur dans L(H), si A et B sont
des spectres disjoints avec des opérateurs D-symétriques, alors A⊕B est
D-symétriques.

3.6 Relation entre le spectre et l’image numérique
d’un opérateur

Proposition 3.6.1 Soit A ∈ L(H), et H un espace de Hilbert complexe
on a

σp(A) ⊂ W (A). (3.26)

Preuve 17 Soit λ ∈ σp(A) et x ∈ H, ‖x‖ = 1, Ax = λx.
Alors

〈(A− λ)x.x〉 = 0⇒ 〈Ax.x〉 = λ

d’oú λ ∈ W (A).
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Théorème 3.6.1 (Inclusion spectral) Soit A ∈ L(H), on note la fer-
meture de l’image numérique de l’opérateur A par W (A), on a toujours

σ(A) ⊆ W (A). (3.27)

Preuve 18 Soit λ ∈ σapp(A) et soit (xn) une suite de vecteurs unitaires
telle que

‖(A− λI)xn‖ −→ 0.

De l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

|〈(A− λI)xn.xn〉| ≤ ‖(A− λI)xn‖ −→ 0,

donc 〈Axn.xn〉 −→ λ et par suite λ ∈ W (A), alors σapp(A) ⊆ W (A).

Ainsi, d’aprés la proposition (1.3.2), on a ∂σ(A) ⊆ σapp(A) ⊂ W (A).

De la convexité de W (A), il s’en suit que σ(A) ⊆ W (A).

Exemple 3.6.1 Soit A une matrice (2× 2) dans H = C×C définit par

A =

(
0 1
0 0

)
, x = (x1, x2)

〈Ax.x〉 = 〈
(

0 1
0 0

)(
x1
x2

)
.

(
x1
x2

)
〉

= 〈
(
x2
0

)
.

(
x1
x2

)
〉

= x2x1

alors,

W (A) = {λ ∈ C, |λ| ≤ 1

2
},

et
det(A− λI) = 0⇔ det(A− λI) =

∣∣∣∣−λ 1
0 −λ

∣∣∣∣ = λ2 = 0.

Alors σ(A) = {0}.

Théorème 3.6.2 Soit A ∈ L(H) un opérateur unitairement diagona-
lisable, alors l’image numérique de A est l’enveloppe convexe de son
spectre ponctuel.

Preuve 19 Soit A un opérateur unitairement diagonalisable dans L(H),
alors il existe une base orthonormale {en} de H et une suite {λn} des
nombres complexes tels que Aen = λnen. Pour tout entier positif n, on a

W (A) = {〈Ax.x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}
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= {〈A
∞∑
i=0

〈x.ei〉ei.
∞∑
j=0

〈x, ej〉ej〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {
∞∑
n=0

λn|〈x.ei〉|2 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}

= {
∞∑
n=0

λnan : an ≥ 0,
∞∑
n=0

an = 1}.

Donc W (A) est l’ensemble de toutes les combinaisons convexes des va-
leurs propres de A, i.e W (A) = coσp(A).

Exemple 3.6.2 Soit A ∈ L(H) un opérateur unitairement diagonali-
sable définit par

A = diag(1,
1

2
,
1

3
, ....),

et on a Les valeurs propres de A est λ = 1
n
,∀n ≥ 1, alors

σp(A) = { 1

n
;n ≥ 1}.

Comme A est normal et compact (unitairement diagonalisable), alors

W (A) = coσp(A) =]0, 1].

Théorème 3.6.3 Siot W (A) = [m,M ], alors m,M ∈ σ(A).

Preuve 20 On a m ∈ W (A), alors il existe une suite de vecteur unitaire
{xn} tel que 〈Axn.xn〉 −→ m, donc

‖〈(A−mI)xn.xn〉‖ = ‖(A−mI)
1
2xn‖2 −→ 0

alors, ‖(A−mI)xn‖ −→ 0, et donc m ∈ σapp ⊆ σ(A).

Théorème 3.6.4 Si λ ∈ W (A), avec |λ| = ‖A‖, alors

λ ∈ σp(A). (3.28)

Preuve 21 Siot λ ∈ 〈Ax.x〉, ‖x‖ = 1, alors

‖A‖ = |λ| = |〈Ax.x〉| ≤ ‖Ax‖ ≤ ‖A‖.

Identiquement, |〈Ax.x〉| = ‖Ax‖‖x‖, donc ∃µ ∈ C, Ax = µx.
D’oú 〈Ax.x〉 = 〈µx.x〉 = µ. Ainsi, Ax = λx, et par conséquent,

λ ∈ σp(A).
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3.7 L’mage numérique et l’opérateur auto-adjoints
et normaux

Théorème 3.7.1 soit A ∈ L(H) est un opérateur auto-adjoint ssiW (A)
est une intervalle de R.

Preuve 22 Si A est auto-adjoint, alors pour tout x ∈ H

〈Ax.x〉 = 〈x.Ax〉 = 〈Ax.x〉,

on a donc W (A) ⊂ R.
Inversement, si W (A) ⊂ R, alors pour tout x ∈ H 〈Ax.x〉, est un

réel on a
〈Ax.x〉 − 〈x.Ax〉 = 0⇐⇒ 〈(A− A∗)x.x〉 = 0

donc
(A− A∗) = 0⇐⇒ A = A∗

Alors A est auto-adjoint.

Théorème 3.7.2 (1) Si A est un opérateur est auto-adjoint. Alors

r(A) = W (A) = ‖A‖. (3.29)

Théorème 3.7.3 (1) Si A ∈ L(H) est un opérateur normal, alors

‖An‖ = ‖A‖n pourtout n ≥ 1. (3.30)

De plus,
r(A) = W (A) = ‖A‖. (3.31)

Preuve 23 On a
r(A) ≤ W (A) ≤ ‖A‖.

pour tout x ∈ H, on a

‖Ax‖2 = 〈Ax.x〉 = 〈A∗Ax.x〉 ≤ ‖A∗Ax‖‖x‖ = ‖A2x‖‖x‖ ≤ ‖A2‖‖x‖2,

d’aprés (1,5)on a ‖Ax‖ = ‖A∗x‖.
Il découle donc que ‖A‖2 ≤ ‖A2‖. Comme l’inégalité ‖An‖ ≤ ‖A‖n

est toujours vraie, on a ‖A‖2 = ‖A2‖.
De plus

‖Anx‖2 = 〈Anx.Anx〉 = 〈A∗Anx.An−1x〉

≤ ‖A∗Anx‖‖An−1x‖ = ‖An+1x‖‖An−1x‖,∀n ≥ 2.

Donc
‖An‖2 ≤ ‖An+1‖‖An−1‖,∀n ≥ 2,
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supposons que ‖A‖k ≤ ‖Ak‖ pour tout k ∈ {1, 2, ..., n} et ∀n ≥ 2. On a

‖A‖2n ≤ ‖An‖2 ≤ ‖An+1‖‖An−1‖ ≤ ‖An+1‖‖A‖n−1.

Ainsi
‖A‖n+1 ≤ ‖An+1‖.

On déduit par induction que ‖An ≤ ‖A‖n,∀n ≥ 1. Finalement, la for-
mule du rayon spectral entraîne que r(A) = ‖A‖, et on a donc
r(A) = w(A) = ‖A‖.
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