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Résumé

Résumeé

Dans I’analyse et la commande des systémes lin€aires et non linéaires, la chose la plus
importante est d’¢tudier la stabilité, car un systeéme instable est généralement inutile et
dangereux. L’objectif de ce support de cours est de présenter les méthodes les plus utilisées
pour analyser la stabilité des systéemes non linéaires telles que : la méthode de plan de phase,
la méthode de Lyapunov ...etc. Ce support de cours présente également des lois de
commande pour les systémes non linéaires.

Ce cours est destiné aux étudiants dans les disciplines de I’automatique. Il présente aussi

plusieurs exercices avec solutions détailles et des séries de TD de module.



Abstract

Abstract

In the analysis and control of linear and nonlinear systems, the most important thing is to
study the stability, because an unstable system is usually useless and dangerous. The
objective of this course is to present the most used methods to analyze the stability of
nonlinear systems such as: the phase plane method, the Lyapunov method, etc. This course
presents also two control laws for nonlinear systems.

This course is intended for students in the disciplines of automatic control. It also presents

several exercises with detailed solutions and series of module tutorials.



Table de matiere

Table de matiere

R SUIMI . . [
Y 0] 1 0! I
Table de MatiCre. ... ..c.ooni i ii
INEOTUCTION. ... e et e e 1

Chapitre I : Introduction aux systemes non linéaires

[-1) INErOAUCTION. ..o e 3
I-2) Systemes linéaires vs systemes non lingaires.................ooooiiiiiiiiiiiiienin, 3
[-2-1) Points d'equiliBre. ... ..o 3
1-3) CYClES lIMITES. .. e e 7
I-4) Exemples des systémes non liNGaIres............coovviiiiiiiiiiiiie e, 10
[-4-1) Pendule SImMple. ... 10
[-4-2) Pendule ChaotiQUE. ... ..o e, 12
Chapitre Il : Plan de phase

H-1) INErOdUCTION. ... e e e, 14
11-2) Conceptiondu plande phase. ..o, 14
[1-2-1) POrtrait de Phase. ... ..ooviiti i e, 14
[1-2-2) POINtS SINQUIIETS. ...\ e, 14
[1-3) Construction du portrait de phase...........ccoiiiiiiiii i, 15
[1-3-1) Méthodes INFOrmMatiQUES..........oouiiriit it e 15
11-3-2) Méthode de résolution des équations différentielles............................... 15
[1-3-2-1) Elimination du temps exXpliCite..........cooviriiiiii e, 16
11-3-2-2) Elimination du temps implicite............coooiiii i, 16
11-3-3) Méthode des iSOCHNES. ..o, 16
I1-4) Plan de phase d’un systéme lin€aire..............ooveiiiiiiiiiiiiiiii e, 17
I1-5) Plan de phase d’un systéme non linéaire..................ooeviiiiiiiiiiiiinnnnnn 22
[1-6) Méthode des iSOCHINES. ........oeii e, 27
11-7) Existence des cycles lIMites. ... .. ... e 30



Table de matiere

[1-7-1) Théoreme de I'index (théoréme de Poincaré)...............coooeiiiiiiiiin... 30
[1-7-2) Théoreme de BendiXSON...........oouiiiiiriiii e, 32
[1-7-3) Théoreme de Poincaré-BendiXSON...........coviiiiiiriiii i, 33

Chapitre I11: Méthode du premier harmonique

TH-1) INtrOoUCTION. ..o e 37
- 2) PrIN I . et e e e e 37
[11-3) Caracteristiques de certains eléements non linaires.......................ooeevee. 38
[11-3-1) SYStemMe tOUL QU MBN......uit e e e 38
[11-3-2) Systeme tout ourienavec Seuil............ooooiiiii i, 38
TH1-3-3) HY S reSIS. . ettt e e e e 39
[11-4) Approximation du premier harmonique...........ccooveiiii i, 39
HH1-4-L) PrINCI DR, et e e 39
I11-5) Fonction de transfert genéralisée (gain complexe équivalent)..................... 41
I11-6) Stabilité des systemes non lINGaIresS..........c.cooviieiiiiii e 43

Chapitre 1V: Fondements de la theorie de Lyapunov

IV-1) INrOAUCTION. ... e e, 49
IV-2) DefINITIONS. ..o e e e 49
IV-2-1) Stabilite. ... .o 50
IV-2-2) Stabilité asymptotiQUe. .........ooviii e, 52
IV-2-3) Stabilité exponentielle.............cooi i 53
IV-2-4) Fonction définie positive et définie négative................coooiiiiiiiiiiinnn, 54
IV-2-4-1) Fonction définie POSItIVE.........c.oiirii i 54
IV-2-4-2) Fonction semi-definie poSitiVe............ooviiiiiiiiiiii e 54
IV-2-4-3) Fonction définie NégatiVe............oooviiii i, 55
IV-2-4-4) Fonction semi-definie négative.............cooeiiiiiiiiiiiii e 55
IV-3) Théories de la stabilité au sens de LyapunoVv..............cooooiiiiiiiiiiiiniiininnn, 58
IV-3-1) La premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)......................... 58
IV-3-2) La deuxieme méthode de Lyapunov (méthode directe)........................... 59
IV-4) Fonction de LYapuUNOV..........oiiriiii e e, 60



Table de matiere

IV-5) La stabilité au sens de LYapunOV..........ccooeiiniiniiii e 61
IV-5-1) Stabilite locale. ..., 61
IV-5-2) Stabilité locale asymptotiqUe. .........coviirii e, 61
IV-5-3) Stabilité globale asymptotique..........c.ooviiri i 61
IV-6) Fonction de Lyapunov pour les systemes linaires........................oeeene. 64
IV-7) Le principe d’invariance de LaSalle.................oooii, 65
IV-7-1) DefiNItiONS. ..ot e e 65
IV-7-1-1) Ensemble invariant......... ..o 65

IV-7-1-2) Fonction LIpSChitz. ... ... ..o e 66
IV-7-2) Théorie d’invariance de LaSalle................ccooiiiiiiiiiiiiii e, 66
IV-8) Construction de la fonction de Lyapunov............ccooviiiiiiiiiiiiiiiniiieanennn. 72
IV-8-1) Méthode de KrasoVvsKil..........c.o.oiuiiiiiii e, 72
IV-8-2) Méthode du gradient variable................ooooiiii e, 74
Chapitre V : Theorie de la Passivite

V-1) INErOAUCTION. ..o e 78
V-2) Definitionde la pasSiVIte. ........oooiiiii i 78
V-3) Passivité d’un systeéme dynamique..........c.eeviniiiiiieeiiiieiiieaieeeaneeaninns 79
V-4) Interconnexion des SyStemes PassifS..........oovviiiiiiiiii i 82
V-4-1) Connexionparallele........ ..o 82
V-4-2) Connexion rétrograde (feedback)...........ccooiiiiiiiiiii i 82
V-5) Passivité des systémes linéaires SISO............cooiiiiiiiiiiiii e 83
V-5-1) Systemes réels POSItifS. ... ...o.oiiriii e, 83
V-6) Lien entre Lyapunov et systéme réel positif...................cooiiiiiiiiinn. 88
V-6-1) Théoreme de Kalman-Yakubovich-Popov.................coooiiiiiiiiini. 89
V-7) Stabilité absolue...... ..ot 90
V-7-1) Conjecture d'AIZETMAN. ........vitieitt ittt ee e eeaeenans 91
V-7-2) Crit€re de POPOV.....oeiiii i e 91

Chapitre VI : Notion de géométrie différentielle
VI-1) INtrOdUCHION. ..o e e e 94



Table de matiere

VI-2) Champ de VECIBUN. ... ... e e e e 94
VI-3) Gradient. .. .o e 94
VI-4) DEMIVEE de LiB. ...t 94
VI-5) CroChet de LI ... .ouiii e e 95
VI-6) DIffeomorphisme. ... ..o 97
VI-T) Degré relatif. ... ..o 98
VI-8) Forme normale. ... ..o 100
VI1-9) Conditions de linéarisation................oooiiiiiiiii e 104
Chapitre VII : Commande de systemes non linéaires

VI1-1) Commande par linéarisation (Feedback linearization)........................... 106
VI1-1-1) Linearisation entrée-sortie (input-ouput linearization)......................... 106
VI1-1-1-1) Dynamique INtEINE. ....o.unt ittt e 116
VI1-1-1-2) Dynamique desS ZEr0S.........ouiiiriite it 116
VI1-1-2) Linearisation entrée-état (input-state linearization)............................. 119
VI11-2) Commande par mode glissant (sliding mode control)............................ 126
VI-2-1) INtrodUCHION. . ..., 126
VI11-2-2) Principe de la commande par mode glissant......................cooevvinn. ... 127
VI11-2-3) Etapes de construction de la commande par mode glissant.................... 128
VI1-2-3-1) Choix de la surface de glissement.............cooviiiiiiiiiiiiiiiiin, 128
VI11-2-3-2) Etablissement des conditions de CONVErgence............o.oovevienvenannn. 129
V11-2-3-3) Déetermination de la loi de commande................oooiiiiiiiiiiiiiiinnn, 129
VI1-2-4) Phénomene de Chattering..........o.oiiriiiiiii e, 130
VI11-2-5) Solutions pour atténuer le phénomene chattering......................o.oeeeee. 131

Vi



Introduction

Introduction

En automatique, la modélisation d’un systéme consiste a représenter son comportement
dynamique par un modele mathématique. Le modéle mathématique obtenu est généralement
sous forme des équations différentielles linéaires (qui en résulte un systéme linéaire) ou non
linéaires (un systeme non linéaire).

Les méthodes utilisées dans 1’analyse et la commande des systemes linéaires sont tres
puissantes a cause d’existence des outils disponibles (algébre linéaire, équations
différentielles linéaires a coefficients constants et les représentations associées comme la
transformée de Laplace et la fonction de transfert, ...etc). Cependant, ces méthodes d’analyse
et de commande linéaires présentent plusieurs limitations:

* La plupart des systemes ne sont pas linéaires, donc, les méthodes linéaires ne sont
applicables que dans un domaine limité.

* Certains phénomeénes ne peuvent pas étre déecrits par des modeéles linéaires.

* Certains phénomeénes sont difficiles ou impossibles a modéliser.

* Certains systemes présentent des incertitudes dans leurs structures ou leurs parametres.

Ces limitations expliquent la complexité et la diversité des systemes non linéaires et les
méthodes d’analyse et de commande qui s'y appliquent. Donc, Il n’existence pas des théories
génerales pour les systéemes non linéaires, mais ils existent plusieurs méthodes adaptées a
certaines classes de systemes non linéaires.

Ce support de cours est diviseé en sept chapitres :

- Le premier chapitre présente : la différence entre les systemes linéaires et non linéaires,
I’existence de cycle limite et quelques systémes non linéaires.

- Le deuxiéme chapitre est destiné a la méthode de plan de phase, qui est une méthode
graphique qui permet d’étudier la stabilit¢ des systémes linéaires et non linéaires de
deuxiéme ordre. Son avantage principal consiste a résoudre graphiquement les équations
différentielles du systeme sans chercher la solution analytique. Ce chapitre contient aussi les
méthodes d’analyse d’existence ou pas des cycles limites : méthode de Poincaré, Bendixson
et Poincaré-Bendixson.

- Le troisieéme chapitre est autour de 1’approximation du premier harmonique qui consiste a
remplacer un élément non linéaire par son équivalent linéaire invariant. Cette méthode peut

étre utilisée principalement pour prévoir les cycles limites (déterminer approximativement

1
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I'amplitude et la fréquence des oscillations) dans les asservissements comportant un élément
non linéaire.

- Le quatrieme chapitre consiste a analyser la stabilité des systémes (linéaires ou non
linéaires) par la méthode de Lyapunov en se basant sur une fonction de type énergétique : le
systéme était stable lorsque cette fonction énergétique soit conservée ou décroissante dans le
temps.

- Le cinquieme chapitre est consacré a la théorie de passivité et la stabilité d’un systéme
linéaire quand il est bouclé par une non-linéarité statique comprise dans un secteur.

- Le sixiéme chapitre est consacré aux outils mathématiques nécessaires pour assimiler la
technique de la commande par linéarisation entrée-sortie et linéarisation entrée-état.

- Le septieme chapitre a été consacré aux techniques de commande des systemes non
lineaires qui sont : la commande par linéarisation entrée-sortie et entree-état et la commande

par mode glissant.
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Chapitre I: Introduction aux systemes non linéaires

I-1) Introduction

Les méthodes utilisées dans I'étude des systémes linéaires sont trés puissantes a cause des
outils disponibles (algébre linéaire, équations différentielles et systemes différentiels
linéaires, ...etc). Mais, ces méthodes linéaires présentent plusieurs limitations:
* Aucun systeme physique n'est complétement linéaire, donc, les méthodes linéaires ne sont
applicables que dans un domaine de fonctionnement limite.
* Certains phénomenes ne peuvent pas étre décrits par des modéles linéaires.
* Certains systémes sont impossibles & modéliser.
I-2) Systemes linéaires vs systemes non linéaires

Un systéeme non linéaire est un systeme qui ne peut pas étre décrit par des équations
différentielles linéaires a coefficients constants. Cette définition explique la complexité et la
diversitée des systéemes non linéaires et des méthodes qui s'y appliquent. Il n'y a pas une
théorie genérale pour ces systemes, mais plusieurs méthodes adaptées a certaines classes de
systémes non linéaires.
I-2-1) Points d'equilibre

Les systemes linéaires possedent un seul point d'équilibre, mais, les systemes non linéaires
peuvent avoir plusieurs points d'équilibre.
Exemple 1:
Soit un systéme linéaire décrit par I'equation différentielle suivante :
X(@®) =-X(®),X(0) =X, (1.1)

{Point d'équilibre X = 0

X(@®) =-X(t) Solution X(t) = Xye

(1.2)
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Systéme linéaire avec différentes conditions initiales
T T

x(t)

-5 1 1 1 I 1
0 1 2 3 4 5 6

Figure 1.1: Point d'équilibre d'un systeme linéaire

Ce systeme linéaire posséde un point d'équilibre unique X = 0. Dans le cas linéaire, le
point d'équilibre est stable et toutes les trajectoires pour différentes conditions initiales,
convergent vers I'état d'équilibre.
Exemple 2:
Soit un systéme non linéaire décrit par I'équation différentielle suivante:
X)) =-X@®)+ X?2@), Xx0)=2X, (1.3)
Le systeme non linéaire a les caractéristiques suivantes:

Points d équilibre X = 0 et 1

X)) ==X+ X%(t X,et 1.4
© © © Solution X(t) = 0 — 1.4
1—X0+X08 t
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S!stéme non linéaire avec différentes conditions initiales

T T T T T T T

1.5 1

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figure 1.2: Points d'équilibre d'un systéme non linéaire

Le systeme non linéaire possede deux points d'équilibre X =0 et X = 1. Le point X =1
est instable constitue en quelque sorte une frontiére de stabilité. L'axe est divisé en deux
régions de conditions initiales pour lesquelles les trajectoires sont convergentes vers I'état
d'équilibre 0 ou sont divergentes.
Exemple 3:
Soit le systeme linéaire décrit par I'équation différentielle suivante:
X®)=-X@®)+u, X(0) =X, (1.5)

Avec u est I’entrée du systéme.
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: Stabilité avec différentes valeurs de u

X(t)

6 8 10
t
Figure 1.3: Stabilité avec différentes valeurs de u
D’aprés la figure ci-dessus, la stabilité du systeme linéaire est indépendante de 1’entrée.
Exemple 4:
Soit le systeme decrit par I'équation différentielle suivante:
X@®) =ux@®), X(©0)=X, (1.6)

Avec u est I’entrée du systéme.
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Stabilité avec différentes valeurs de u

25 . .

Figure 1.4: Stabilité avec différentes valeurs de u

La stabilité du systéeme non linéaire peut dépendre de I’entrée u :

* Si u <0, la trajectoire converge vers le point d’équilibre X = 0 , donc le systéme est

stable.

* Siu > 0, la trajectoire converge vers 1’infinie , donc le systéme est instable.

Le tableau ci-dessous récapitule la différence entre un systeme linéaire et non linéaire.

Systeme linéaire

Systeme non linéaire

Il peut étre modélisé par des équations

différentielles linéaires.

Il ne peut pas étre modelisé par des équations

différentielles linéaires.

Un seul point d’équilibre.

Il peut avoir plusieurs points d’équilibre.

La stabilité est indépendante des conditions

initiales.

La stabilité peut dépendre des conditions

initiales.

La stabilité est indépendante de ’entrée du
systéme : stabilité de x = Ax implique la

stabilité de x = Ax + Bu.

La stabilité peut dépendre de I’entrée du

systeme.

I-3) Cycles limites

Un systeme linéaire invariant dans le temps, pour osciller, doit avoir une paire de pdles sur

I'axe imaginaire. Cette condition est évidemment trés fragile vis a vis des perturbations qui
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peuvent affecter la valeur de ces poles. De plus, I'amplitude de l'oscillation obtenue en
théorie dépend uniguement de la condition initiale.

Au contraire, les systémes non linéaires peuvent étres le siége d'oscillations, (cycles
limites), caractérisées par leur amplitude et leur fréquence indépendantes de la condition
initiale X, , et sans excitation extérieure. Il est donc indispensable d'utiliser un systeme non
linéaire si I'on souhaite réaliser en pratique une oscillation stable. Donc certains systémes non
linaires présentent des oscillations d'amplitude et de période constante avec entrée nulle.
Ces oscillations sont appelées cycles limites (auto oscillation).

On fait appel a la relation qui relie les coordonnees polaires et les coordonnées cartésiennes:

x = rcos(6) r?=x*+y?
{y = rsin(6) {9 = tan™? (X) (1.7)
x

Par différentiation par rapport au temps, on aura:

I(er: 2xx +.2y5/ = X%+ yy I{rr—xx+yy
yx = &y =iy Jx =iy
4 fo_— X2 =), =>49 rZcos(6) (1.8)
| _1 Y)? o= 1+tan2(9) I _1
k +(x) k cos?(6)
T = XX +yy T_A:xxrﬂ
. )X — Xy = . . 1.9
t9=u . YX—Xy (1.9)
r2 f="——
r

Donc, la relation qui relie les coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes s'écrit:

_xx+yy
r
. YXx —Xy (1.10)
0=—s5—
r
Exemple 5:

On considere le systéeme non linéaire suivant:

{x=y+x(1—x2—y2)

1.11
y=—-x+y(l—-x*—y?) (111)
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1.5 . ! .

x(t) et y(t)

_1.5 1 1 1
0 5 10 15 20

temps t
Figure 1.5: Evolution de x et y

Cette figure montre bien que ce systeme non linéaire posséde un cycle limite (ce systeme
oscille tout seul sans qu'on lui applique une excitation externe) et il oscille autour des deux
valeurs™1"et™"-1"

Pour faciliter I'analyse du systeme, on doit le transformer en coordonnées polaires.

([ xx+yy (. x(y+x(1—=712)) +y(—x+y(1 —712)
y = — r =
r r 1.12
). Xy =Xy = . x(—x+yQ-r))-(y+xA -7y (1.12)
o=——7— |6=
r )
(. xy+x*(A-r) —xy+y*(1—r1?)
T r =>{r-=r(1_r2) (1.13)
p —x? +xy(1—1r?) —y* —xy(1 —1?) 6=—-1 '
S 72

On a deux solutions: r = 0, = 1. La premiere solution r = 0 correspond a un foyer instable
a l'origine. La seconde r = 1 représente la forme polaire de I'équation d'un cercle de demi-
rayon "1" et centre d'origine "0". Cela implique que le cercle est traversé dans le sens des
aiguilles d'une montre avec une vitesse angulaire constante d'une unité. On a donc une
solution du systéme qui est une orbite fermée:

* si r < 1 alors 7 > 0 toutes les trajectoires a I'intérieur du cercle vont en spirale vers le

cercle fermé.
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*si r > 1 alors 7 < 0 toutes les trajectoires a I'extérieur du cercle vont en spirale vers le

cercle fermé.

dr = r(1 - r?), dtheta = -1

1.5 .

_1.5 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure 1.6: Cycle limite stable
Remarque :

Il existe trois types des cycles limites:
* Cycle limite stable: les trajectoires a l'intérieur et a I'extérieur du cercle convergent en
spirale vers celui-ci.
* Cycle limite instable: les trajectoires a l'intérieur et a I'extérieur du cercle s'éloignent de
cercle.
* Cycle limite semi-stable: I'un des trajectoires a lI'intérieur ou a I'extérieur s'éloigne du cercle
et I’autre converge vers le cercle.
I-4) Exemples des systémes non linéaires
I-4-1) Pendule simple

Soit le systeme suivant qui représente un pendule simple, avec [ est la longueur de la corde
considérée comme rigide et sans masse, m est la masse en mouvement et k est le coefficient

de friction. On note 6 I'angle que la corde fait avec 1’axe verticale.

10
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Figure 1.7: Pendule simple

Le modele mathématique représentant ce systéme est donné par I'équation suivante:

mlé = —mg sin(@) — kl6

(1.14)

A partir de ce modele mathématique, il est possible d’en dériver un modele dans I'espace

d'état non linéaire en choisissant les variables d'état: x, = 6, x, = 6.

k
=— gsin(xl) - —X,
m

X1=9 J'Cl=x2
{xz— l

) .. g . .=
X, =0 = —Tsm(e) _EQ

o
o

l'angle teta
o

|
o
- (&)
T T
e
—
1

1
—_
. 1
()]
T
—
1

10 20 30 40 50
t
Figure 1.8: L'évolution de l'angle 6

Les points d'équilibre de ce systeme:

x _ 0 xz == 0 xZ = 0
D k = _
{xz =0 {—%sin(xl) — X = 0 {—%sm(xl) =0

Y
o

Les points d'équilibre sont: (x;,x,) = {(0,0), (km, 0)}.

11
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Il est clair que de point de vu physique que ces deux points d'équilibre sont distincts, en
effet, le pendule peut rester en équilibre en (0,0), et il ne peut pas rester dans sa position
d'équilibre en (7, 0). On parle d'équilibre stable et instable.

I-4-2) Pendule chaotique

Les systéemes chaotiques sont des systémes non linéaires qui sont extrémement sensibles
aux conditions initiales, et dont les sorties sont non prévisibles. Certains comportements
chaotiques font ainsi apparaitre un aspect aléatoire malgré leur nature déterministe
intrinséque.

La figure ci-dessous représente un systéme non linéaire d'un double pendule.
m, et m, représentent respectivement la masse de deux pendules et [, et [, représentent leur

langueur.

Figure 1.9: Pendule chaotique
Le modele mathématique est donné par les équations suivantes:

( 61 = x;
0, = x,
Ly - —g(2my + m,) sin(6,) — m,g sin(6; — 26,) — 2m, sin(; — 0,) (x51, — x?1, cos(6, — 6,))
! l,(2my + m, — m, cos(26, — 26,))
. 2sin(0; — 6;) (x71,(my +my) + g(my +my) cos(6;) + x51,m, cos(6; — 65,))
\ *2 = l,(2m; + m, —m, cos(26, — 26,))

12
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20 .

l'angle theta1

_40 1 1 1
0 5 10 15 20
t
Figure 1.10: L'évolution de I'angle 8, pour des conditions initiales differentes

4 :

I'angle theta2

-8 1 I |
0 5 10 15 20
t
Figure 1.11: L'évolution de I'angle 6, pour des conditions initiales différentes

Les deux figures 10 et 11 montrent bien que ce systéme non linéaire est tres sensible aux
variations des conditions initiales.
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Chapitre I1: Plan de phase

I1-1) Introduction

La méthode de plan de phase est une méthode graphique qui permet d’analyser et étudier
(généralement la stabilité des systemes linéaires et non linéaires) le comportement des
systémes autonomes de deuxieéme ordre. Son principe consiste a résoudre graphiquement
I’équation différentielle de deuxieme ordre sans chercher la solution analytique.

L'idée de base est de générer dans I'espace d'état d'un systéeme dynamique de deuxieme
ordre (un plan bidimensionnel appelé plan de phase), des trajectoires correspondant a
diverses conditions initiales, puis d'examiner les caractéristiques qualitatives des trajectoires.
Avantages :

* Le comportement du systeme peut étre analysé sans passer par la résolution analytique des
équations mathématique du systéme.

* La méthode peut étre appliquée aux systemes non linéaires.

* Cette méthode est tres utilisée, car la plus part des systémes réels peuvent étres approximeés
par des systemes de deuxiéme ordre.

Inconveénient :

La méthode du plan de phase n’étre applicable qu’aux systémes de deuxi¢me ordre.

11-2) Conception du plan de phase
I1-2-1) Portrait de phase

La méthode du plan de phase est limitée aux systémes autonomes invariants de deuxiéme

ordre dont le comportement est exprimé sous la forme suivante :

{551 = f1(x1,x3) 2.1

X, = fo(xq,x2)
Avec : x, et x, sont les variables d’état du systéme, f; et f, sont des fonctions non linéaires.
La solution de ce systeme peut étre représentée géométriqguement dans un plan ayant
comme coordonnées x; et x,. On appelle ce plan le plan de phase.
L’ensemble des trajectoires du plan de phase correspondant a diverses conditions initiales est

appelée le portrait de phase du systeme.

11-2-2) Points singuliers
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Un point singulier ou point d'équilibre est défini comme étant un point ou I’état du
systéme peut rester indéfiniment, c’est-a-dire x = 0:

S

Dans le plan de phase 1’équation des trajectoires est la solution de 1’équation différentielle du

(2.2)

premier ordre :

dx, . fz(xpxz)
dx, f1(x1;x2)

Avec des conditions initiales choisies. Cette derniére équation précise de fagon unique la

(2.3)

tangente en chaque point de la trajectoire, sauf aux points singuliers ou critiques.

Par définition, le point d’équilibre ou critiques (x;, X5,) s’obtient en résolvant le systéme

d’équation :

X, =0 {f1(x1rx2) =0

. = 2.4
{xz =0 f2(x1,%,) =0 (24

En effet, le rapport % = 0 n’est pas défini au point (x,,, x,,). Les points singuliers sont des
1

positions d’équilibre du systéme.
Ce point singulier sera stable si toutes les trajectoires de phase convergent vers ce point et
instable dans le cas contraire, c¢’est-a-dire si certaines (il en suffit d’une) trajectoires s’en
écartent.
11-3) Construction du portrait de phase

Il existe plusieurs techniques qui permettent de construire des trajectoires de plan de phase
pour les systéemes linéaires ou non linéaires, parmi ces méthodes : les méthodes informations,
les méthodes de résolution analytique des équations différentielles et la méthode des
isoclines.
11-3-1) Méthodes informatiques

Il existe plusieurs logiciels (Matlab, Scilab,...etc) qui ont des solveurs permettant de
résoudre numériquement les équations différentielles ordinaires. Donc, il est trés aisé de
tracer des trajectoires de plan de phase d’un systéme dynamique pour diverses conditions
initiales a 1’aide des solveurs numériques.

11-3-2) Méthode de résolution des équations différentielles
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Lorsque le systeme est relativement simple, on pourrait obtenir la solution de 1’équation

différentielle du systéme de maniére explicite ou implicite.
11-3-2-1) Elimination du temps explicite

Soit I’équation d’un systeme dynamique suivante :
X+x=0, x(0) = x4, x(0) = x,

La solution de cette équation différentielle est donnée par :
x(t) = xq cos(t) + x, sin(t)

On pourrait donc écrire :

{ x(t) = xq cos(t) + x, sin(t)
x(t) = —x, sin(t) + x, cos(t)

Pour pouvoir se débarrasser du temps, il est possible de faire comme suit :

{xz(t) = x& cos?(t) + 2xy%, cos(t) sin(t) + xZ sin?(t)
x2(t) = xZ sin?(t) — 2xy%, cos(t) sin(t) + xZ cos?(t)

x2(t) + x2(t) = x2[cos?(t) + sin?(t)] + x&[cos?(t) + sin?(t)] = x2 + x&
x2(t) + x2(t) = x2 + x2

Cette équation représente un cercle de centre (0,0) et de demi-rayon /x2 + xZ.

11-3-2-2) Elimination du temps implicite
On considére le méme systeme dynamique :
X+x=0, x(0) = x4, x(0) = x,
Onpose : x; = x et x, = X.

X1 =X X1 =X
{ 1 :,{1 2

X, =X =—x X, = =X
dx1 _ xz(t) xl(t)
de P 4 _Ta g dx, = j d ] d
—= = X,dx, = —x,dx XpdXy; = — X ax
dxz dx, %, 20Xy = —X10Xq 20X, 10X,
= —Xx; x5(0) x1(0)

=>[2 ]xz(t) [2 ]x;() xzz(t)—fcg——xl(t)-l-xo

0
x2(t) + %%(t) = x§ + x¢
11-3-3) Méthode des isoclines

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

La méthode des isoclines est une méthode graphique qui permet de construire de portrait

de phase pour des systéemes qui ne peuvent pas étres résolus analytiquement. Cette méthode
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ne représente pas exactement le portrait de phase, mais, elle représente seulement certaines
informations concernant la direction de la tangente en plusieurs points du plan de phase.
Cette méthode sera détaillée par la suite.
11-4) Plan de phase des systéemes linéaires

L’analyse du plan de phase des systémes linéaires nous permet d'analyse les systémes non
linéaires par la suite, car les systemes non linéaires se comportent de la méme maniéere que
les systémes linéaires autour de chaque point d'équilibre.

La forme générale d’un systeme linéaire s’écrit comme :

X1 = 0aq1%X1 + a,%x ) X a1 Qe (%1 .
{.1_ 1141 122:>x=(.1)=( () =% = Ax (2.16)
Xy = Qp1X1 + X, X Az1 A/ \X;

A, et A, sont les valeurs propres de la matrice A :

_ _ a;; — A aqy ) _
det(A—1,) = 0 = det( D e )= 2.17)

v, et v, sont les vecteurs propres de la matrice A :
(A-AL)v=0 (2.18)
Pour obtenir le portrait de phase de ce systeme linéaire, on doit résoudre 1’équation

différentielle x = Ax:

x(t) = (283) = C,eMty, + Cyet2ty, (2.19)

Pour les systémes linéaires, il n'y a qu'un seul point d’équilibre et les trajectoires au voisinage
de ce point peuvent présenter des caractéristiques assez différentes selon les valeurs de 4, et
As.

Les valeurs propres 1, et A, permettent de déterminer la stabilité ou non du systéeme. On peut
envisager différentes situations :

1) Les valeurs propres A, et A, sont réelles non nulles et A1,,4, < 0 : dans ce cas, quelle que
soit la condition initiale, les trajectoires de phases tendent vers zéro, et le point d'équilibre ou
critique est un nceud stable.

2) Les valeurs propres A, et A1, sont réelles non nulles et A,,4, > 0 : quelle que soit la
condition initiale, les trajectoires de phases tendent vers I’infinie et le point d'équilibre est un

nceud instable.
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3) Les valeurs propres A, et A, sont réelles avec des signes différents : quelle que soit la
condition initiale, une partie des trajectoires de phases tend vers I’infinie tandis que I’autre
tend vers zéro et le point d'équilibre est un point selle.

4) Les valeurs propres A, et A, sont imaginaires et Re(/ll,z) < 0, quelle que soit la condition
initiale, les trajectoires de phases convergent (en prenant la forme d’une spirale) vers le point
d’équilibre. Le point d’équilibre est un foyer stable.

5) Les valeurs propres A, et A1, sont imaginaires et Re(/ll,z) > 0, quelle que soit la condition
initiale, les trajectoires de phases convergent (en prenant la forme d’une spirale) vers
I’infinie. Le point d’équilibre est un foyer instable.

6) Les valeurs propres A, et A, sont purement imaginaires, quelle que soit la condition
initiale, les trajectoires de phases sont des ellipses dont le rayon dépend aux conditions
initiales. Le point d’équilibre est un centre (stable ou marginalement stable).

Le tableau ci-dessous récapitule les différents cas.

Les valeurs propres A, et A, | Nature du point d’équilibre Stabilité du systéme
A, 45, >0 nceud instable instable
AMA=1,>0 nceud propre instable instable
A4, <0 nceud stable stable
AM=1,<0 nceud propre stable stable
des signes différents Selle instable
Re(112) >0 foyer instable instable
Re(1,,) <0 foyer stable stable
Imaginaires pure centre Stable ou marginalement stable
Exemples :

Soit les systemes dont on veut analyser la stabilité.

X\ _(-1 0 X1
) (xz) -(5 )G (2.20)
La stabilité de ce systeme dépend des valeurs propres de la matrice A.

Les valeurs propres de la matrice A :
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o ~1=2 0 \_o_ _
det(A—AL) =0=det(T " 7 )=0=2+30+2=0
-3-1
/11= > = -2
N A (2:21)
2 = 2 = —

A, et A, sont réelles non nulles et 1,,1, < 0, donc, le point d'équilibre est un nceud stable.

10 . ! .
5_ 4
% of |
-5 F 4
/
_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

x1
Figure I1.1 : Neeud stable

Les trajectoires de phase convergent vers le point d’équilibre. Le point d’équilibre est un

nceud stable.

Xq (=2 =2\ (%1
0 (3)= (3 )G 2.22)
Les valeurs propres de la matrice A :
—-2—-1 -2

2 -2—-2

det(A — A1) = 0= det ( )=0=>/12+4/1+8=0

(2.23)

A, et A, sont imaginaires et Re(ALZ) < 0, donc, le point d'équilibre est un foyer stable.
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10 T ! .

X2
o

_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

x1
Figure 11.2 : Foyer stable

Les trajectoires de phase convergent en spirale vers le point d’équilibre. Le point d’équilibre

est un foyer stable.

o()=C¢ P 20

Les valeurs propres de la matrice A :

2—-1 =2
2 2—-1

A, et A, sont imaginaires et Re(ALZ) > 0, donc, le point d'équilibre est un foyer instable.

— 2 _ _
)=0=A2-41+8 o:{/12=2+2i

det(A — A1) = 0 = det ( (2.25)
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10 T ! .

X2
o

_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

x1
Figure 11.3 : Foyer instable

Les trajectoires de phase convergent en spirale vers I’infinie. Le point d’équilibre est un

foyer instable.

Xq (-1 —-1\r/*
9 (xz) B ( 2 1 )(xz) (2.26)
Les valeurs propres de la matrice A :

_1 _ 2 _ /11=—l
)=0=2 +1_o=>{/12=i

A, et A, sont imaginaires pures, donc, le point d'équilibre est un centre.

det(A — AL) = 0 = det (_12_ A (2.27)
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10 T ! .

_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

x1
Figure 11.4 : Centre

Les trajectoires de phases sont des ellipses. Le point d’équilibre est un centre.
11-5) Plan de phase des systemes non linéaires

L'analyse du plan de phase des systemes non linéaires est liée a celle des systemes
linaires, car le comportement local d'un systeme non linéaire est similaire a celui d'un
systéme linéaire.
La méthode du plan de phase ne peut étre appliquée que pour des systémes autonomes de

deuxiéme ordre dont le comportement est exprimeé sous la forme suivante :

%1 = f1(x1, %)

. 2.28
{xz = f2(x1,x2) ( )
Soit le point d’équilibre de ce systéme (x;q, X20) :

X1 = f1 (%10, %20) =0

. 2.29
{xz = f2(X10,%20) = 0 ( )

Le développement limit¢ de série de Taylor du systeme autour du point d’équilibre

(x10,X20) S écrit comme :

. 0 f1(x10, X20) 011 (x10, x20)
X1 = f1(X10,X20) + % (x1 — x10) + % (%3 = x50) + hy(x1, x3)
1 2 2.30)
_ 015 (x10,X20) 0f5(x10, X20) (
kxz = fo(x10,%20) + % (x1 — x90) + %(xz — X20) + hy(xy, x5)
1 2

Avec h, et h, contiennent des termes d'ordre supérieur.
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Au voisinage du point d’équilibre (x4, x50), les termes d'ordre supérieur h, et h, peuvent

étre négligés, donc, on peut écrire :

0f,(x10,%20) 0f1(x10,Xx20)
(xl _ f1(x10, %20 (= x10) + f1 (10, X20 (t, — %50)
dxq dx, (2.31)
. 0f5(x10,x20) 0 f2 (%10, X20) '
kxz = a—x1 (x1 — x10) + T (2 — X20)

R {3&1 = a,, (0] — x10) + a12(x; — x30) N (xl) _ (a11 a1z) (x1 - x1o) iy (x1 - x1o)

562 = a21(x1 - xlo) + azz(xZ - xzo) xz a1 Q2 X2 = X20 X2 = X20

Avec ] est la matrice Jacobienne :

0f1(x1,x;)  0f1(x1,%3)

_ (M1 Gaz\ _ 0x4 0x;
S x2) = (a21 a22) T 0f2(x1,x5)  0f3(xq,X2) (2.32)
\ dxq dx, /

La matrice Jacobienne a coefficients constant permet de décrire le comportement du systeme
au voisinage du point d’équilibre (x;¢, X50).
On pose : z; = x; — X10 €t z, = x, — X5, ON Obtient :

7, = 7 a a Z Z
Gr = e+ o= ()= (ar ) ) =1 G) 33
Exercice 1:
Soit le systéme masse-ressort-amortisseur dont le modele s’exprime par :

X = f1(x1,x3) = x,
. 1 (2.34)
Xy = fo(xy, %) = _E (kyxq + k2x13 + kyx3)

. xz == O xz == 0
Xl == 0 {XZ == 0

) = 1 = 1 = 2.35
a2 {—mm +lpxd + kyxy) = 0 j—;xl(kl i) =0 by =0 359

Le point d’équilibre du systéme est (x;, x,) = (0,0).

L’approximation linéaire du systéme peut obtenue comme suivant :

0f1(xy,x2)  0f1(x1, x3)

0x ox 0 1
Xq,X5) = 1 2 = 1 k 2.36
J G, x2) afz(xpxz) afz(xp x2) _E(kl + Zklez) _Ev> ( )
dxq dx,
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0 1 X1 =Xy
J(0,0) = ( ky kv) = { ki ky (2.37)
- T Xop = ——X1 =X
m m m m
.7.C1 = Xy xl = X2
> 1. 1
{xZ =~ Vaxs + kpxi +koXa) | Lingarisation autour | (%2 =~ (kaxa + ko)
du point d’équilibre —
Systeme non lineaire (0,0) Systeme linéaire
3 T T T
2.5

Systéme linéaire

2
1.5
Point d'équilibre
1
>

0.5

0

-0.5

«<—| Systéme non linéaire

_1'5 1 1 1
0 5 10 15 20

Temps
Figure I1.5 : Le systéme non linéaire et le systéme liné¢arisé autour du point d’équilibre

D’aprés la figure ci-dessus, le systeme linéaire est équivalent au systeme non linéaire
seulement autour du point d’équilibre.

* La nature du point d'équilibre (x;,x,) = (0,0):

](0,0):(_(;:_1 1ku>=(0 1),det(j—zzz)=o=>azet("1 1A)=o

_r -1 -1 -1 -1-
m m
. —1-iV3
1= 5
R24l+1=0> 2 2.38
/1_—1+i\/§ (2.38)
277 2

A, et A, sont imaginaires et Re(ALZ) < 0, donc, le point d'équilibre ou critique (0,0) est un
foyer stable.
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Le systeme linéaire est stable, donc, le systeme non linéaire est aussi stable.

Figure 11.6 : Plan de phase du systeme non linéaire

Exercice 2:

Soit le systéme non linéaire d’écrit par les équations différentielles suivantes :

X1 = f1(x, x%2) = x,
. x; (2.39)
Xy = fo(x1, %) = —xq +? - X2
Analyser la stabilité des points d'équilibre.
Solution :

* La premiere €tape consiste a trouver les points d’équilibres.

x2=0 x2=0
%;,%,) = (0,0) > x3 = x7 2.40
( 1 2) ( ) —X1+z1—x2=0 x1<€1_1>=0 ( )

{ x, =0
=
x, =0, oux, = V6, oux, = -6

Les points d'équilibre sont: (x, x,) = {(0,0), (V6,0), (—V6,0)}.

* La deuxiéme étape consiste a linéariser le systeme non linéaire autour de ces trois points

(2.41)

d’équilibre.
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0f1(xy,x2)  0f1(x1,x3)

dx d0x 0 1
= 1 2 = xZ 242
JGa, x2) 0f2(x1, %) 0f>(xq, x3) —1+=4 —1> (2:42)
dxq dx,

* Linéarisation du systéeme non linéaire autour du point d'équilibre (x;, x,) = (0,0):

(0 1
J(0,0) = (_1 _1) (2.43)
On obtient le systéme linéaire suivant :
X1\ _(0 1\ /%1
(xz) n (—1 —1) (xZ) (244)

* La troisiéme étape permet d’étudier la stabilité du systéme lin€aire obtenu en analysant les
valeurs propres de la matrice J.

Les valeurs propres de la matrice J :

([ -1-iV3

det(/—,11)—():>det(_’1 1 )—o:>/12+/1+1—o:>4&1: 2
v -1 -1-V" I A A
2= 2

A, et A, sont imaginaires et Re(ALZ) < 0, donc, le point d'équilibre ou critique (0,0) est un
foyer stable.

* La nature du point d'équilibre (x,, x,) = (V/6,0):

0 1
J(x1, %) = (_H%f _1> (2.45)

)’1=_2

](\/E,O)=((2) 1)=>,det(_)L 1 )=0=>/12+/1—2=0=>{/12=1

1 5 11 (2.46)
A, et A, sont réelles avec des signes différents, donc, le point d'équilibre (\/8 O) est un point
selle.

* La nature du point d'équilibre (x;,x,) = (—V6,0):

0o 1
J(xy,x3) = (_1+x_12 _1> (2.47)
2
_ — 0 1 _/1 1 — 2 _ — 2'1=_2
J(=8.0)= () 1) =dec( L )=0srea-2=0-{1 77" s
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A, et A, sont réelles avec des signes différents, donc, le point d'équilibre (—v/6,0) est un

point selle.
4 T T T T
O
3t \%\\\\Qﬁ\&\
SNOSSONONON
\\\\\\\\\\\
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L I T NN ——
}:}If,,,,,ff\
< O?x*:\:(:(::
| ,' ANV Vv vy NNL. - L L L
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I AN AT
R
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N\l
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-4 -3 2 1 0 1 2 3 4

X4

Figure 11.7 : Portrait de phase du systéeme non linéaire
Dans le portrait de phase de la figure ci-dessus, on constate que, contrairement aux
systemes linéaires qui ont un seul point d’équilibre, ce systétme non linéaire posseéde trois
points d’équilibre (0,0), (V6,0),(—V6,0), et les caractéristiques des trajectoires au
voisinage de ces trois points d’équilibre ressemblent beaucoup aux systémes linéaires : le
point (0,0) est un foyer stable et les deux autres (i\/g, 0) sont des points selles.

11-6) Méthode des isoclines

On considere le systéeme de deuxieme ordre suivant :

%1 = f1(x1, %)
. 2.49
{xz = f2(x1,x3) ( )

A chaque point (x;, x,) dans le plan de phase, la pente de la trajectoire passant par ce point

est donnée par :

oG du_flux)
X,  ap X X1, X
2_dt TR _ vt (2.50)
X dxy o odxy fi(xg,x)

dt
Une isocline (de pente «) est définie comme étant la courbe satisfaisant 1’équation suivante :
fa(x1, %) — afy(x1,x2) = 0 (2.51)
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Avec a € R, et chaque valeur de a définie une isocline.

Cette courbe représente I'ensemble des points ou la pente des trajectoires a la méme valeur de
a. Contrairement aux trajectoires, les isoclines sont relativement faciles a tracer et donnent
beaucoup d'informations sur I'ensemble de toutes les trajectoires pour un systeme donné.
Exemple :

Soit le systéme suivant :

{XZ :x_l.xZ f20.5.76'1 (252)
L’équation des isoclines est :

dx, x, + 0.5x; 0.5

d—xlz—x—zz(x:)_xzz—a—-i-lxl (253)

. . . 0.5
Les isoclines sont des droites de pente ——

En faisant varier la valeur de a, on obtient un ensemble des isoclines de pente différentes.

a -1 -1.5 -2 o0 0 —-0.5

X, o X, 0.5x; 0 —0.5x; —X;

La construction de portrait de phase en utilisant la methode des isoclines se fait comme suit :
* On trace un certain nombre approprié des isoclines (des droites de pente —ﬁ) suivant

certaines valeurs de «a.

* Sur chaque isocline ou droite, on trace une droite ayant la méme pente «a.

Par exemple sur I’isocline x, = oo, on trace une ligne de pente @ = —1 (on choisi une
condition initiale (x;, x,) = (0,4)).

Sur I’isocline x, = x4, on trace une ligne de pente a = —1.5 passant par le point
d’intersection entre la ligne de pente ¢ = —1 et I’isocline x, = x;.

Sur l’isocline x, = 0.5x;, on trace une ligne de pente o = —2 passant par le point

d’intersection entre la ligne de pente @ = —1.5 et I’isocline x, = 0.5x,, et ainsi de suite.
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e ——————— By el el a:—o's -:- B el ~ o \

Figure 11.8 : Isoclines pour différentes valeurs de «

On trace le portrait de phase en utilisant les lignes tracées.
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Figure 11.9 : Plan de phase par la méthode des isoclines

Pour avoir plus de précision, on augmente le nombre des isoclines.
11-7) Existence des cycles limites

Il est d'une grande importance de prédire I'existence de cycles limites dans les systemes de
contréle. Dans cette section, on énonce trois théoremes classiques simples a cet effet.
I1-7-1) Théoréme de I'index (théoreme de Poincaré)

Le théoréme de I’index révele une relation simple entre I'existence d'un cycle limite et le
nombre de points singuliers ou d’équilibre du systéme.
Théoreme : un cycle limite existe dans le systeme autonome de deuxieme ordre, alors :

N=S+1 (2.54)
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N : représente le nombre des points nceuds, de centres et de foyers enfermés par un cycle
limite.

S : représente le nombre des points selles enfermés par un cycle limite.

Remarque :

* Un cycle limite doit au moins inclure un point d’équilibre.

* Si la relation N =S 4+ 1 n’est pas vérifiable, cela implique qu’il n’existe pas un cycle
limite.

* Si la relation N = S + 1 est vérifiable, cela n’implique pas 1’existence ou pas d’un cycle
limite, ¢’est-a-dire, on ne peut rien conclure.

Donc, le théoréme de Poincaré fournit une condition suffisante pour I'inexistence de cycles
limites.

Exemple :

Soit le systeme non linéaire d’écrit par les équations différentielles suivantes :

{3&1 = —x; + 2% + x, (2.55)

Xy = —X1 — X3
Analyse de I’existence d’un cycle limite.
* Détermination les points d’équilibres :

{xl =0 R {—xl +2x3+x,=0 R {—le(l -x3)=0

X, =0 —X1 =% =0 X2 = =X (2:56)

{xl =0, oux; =1, oux; =-—1 (2.57)

xz = _xl
Les points d'équilibre sont : (x;, x,) = {(0,0), (1,—1), (—1,1)}.

* Linéarisation du systéme non linéaire autour de ces trois points d’équilibre :
0f1(xy,x2)  0f1(xy, xz)\

_ dx 0x _(-1+6xf 1
’(xl'xz)"\afz(xf,xz) 0, Cer, %) /"( ) 259

dxq dx,

* Linéarisation du systéme non linéaire autour du point d'équilibre (x,, x,) = (0,0):

-1 1
jo0=("; ) (2.59)
On obtient le systeme linéaire suivant :

(2) - (j —11) (2) (2.60)
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* Nature du point d’équilibre (0,0) en analysant les valeurs propres de la matrice J.
Les valeurs propres de la matrice J :

1
—1-2

A, et A, sont imaginaires et Re(/ll,z) < 0, donc, le point d'équilibre (0,0) est un foyer stable.

Al=_1_l

_ -1-2
det(]—/llz)—0=>det( _1 A, =—1+i

)=0=>/12+2/1+2=0=>{

* Linéarisation du systéeme non linéaire autour du point d'équilibre (x4, x,) = (1,—1):

J@,-1) = (_51 _11) (2.61)

* Nature du point d’équilibre (1, —1) en analysant les valeurs propres de la matrice J.

Les valeurs propres de la matrice J :

=2-2V2

A, =2+2V2

A, et A, sont réelles avec des signes différents, donc, le point d'équilibre (1, —1) est un point

5-1 1

det(]—/112)20:>det( 1 _1-3

)=0:>/12—4,1—4=0:>{

selle.

* Linéarisation du systéme non linéaire autour du point d'équilibre (x,, x,) = (—1,1):

J(-1,1) = (_51 _11) (2.62)

* Nature du point d’équilibre (—1,1) en analysant les valeurs propres de la matrice J.

Les valeurs propres de la matrice J :

A =2-2V2
=2+22

A, et A, sont réelles avec des signes différents, donc, le point d'équilibre (—1,1) est un point

5-1 1

det( —Alp) =0=det(° " 7

)=o:>,12—4,1—4=o=>{

selle.

Donc, la nature des points d'équilibre (x;, x,) = {(0,0), (1,—1),(—=1,1)} est :

- (0,0) : est un foyer stable.

- (1,—1) : est un point selle.

- (—1,1) : est un point selle.

D’apres le théoréme de I'index: N =1 et § =2, alors la relation N =S+ 1 n’est pas
vérifiable 1 # 2 + 1. On peut en déduire qu’il n’existe pas un cycle limite.

11-7-2) Théoréme de Bendixson

Soit un systéme dynamique décrit sous la forme suivante :
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{551 = f1(x1, x2) (2.63)
Xy = fo(xq,x2)

Soit Q une région simplement connexe, ¢’est-a-dire sans trou. Si la quantité Z—i + Z% ne
s'annule pas et ne change pas de signe, alors, il n’existe pas un cycle limite dans Q.
Remarque :

* Si la relation Z—£+Z—Z ne s'annule pas et ne change pas de signe, cela implique qu’il
n’existe pas un cycle limite.

* Si la relation 2—2 + Z—Z s'annule ou change de signe, cela n’implique pas I’existence ou pas

d’un cycle limite, ¢’est-a-dire, on ne peut rien conclure.

Donc, le théoréme de Bendixson fournit une condition suffisante pour I'inexistence de cycles
limites.

Exemple 1:

Soit le systéme suivant :

{ 5C1=—x1 +x2

X, = g(x1) +axy’ a1 (264)

df1 + 0f,  0l—x; + x,] + d[g(x,) + ax,]
ox; 0x, dxq dx,

=—1+4a (2.65)

Onal 2% qui est de signe constant. Par application de critére de Bendixson, il ne peut

axl a_xz
pas exister un cycle limite pour ce systeme.
Exemple 2:

Soit le systéme suivant :

J'Cl == xz
{xz _ (2.66)
dfy  0f;
—+—=0 2.67
dxq * dx, ( )

] ] o . : .
Ona f + f est nul. Par application du critére de Bendixson, on ne peut rien conclure.
1 2

11-7-3) Théoréme de Poincaré-Bendixson
Le théoréme de Poincaré-Bendixson est un outil trés important dans 1’étude des systémes
dynamiques. Grace a ce théoréme, on peut assurer 1’existence d’un cycle limite.

Soit le systéme dynamique suivant :
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X1 = f1(xg, x3)
{552 = f,(x1,x3) (2.68)

Soit 2 un ensemble positivement invariant associé a ce systéme, c’est-a-dire : quelle que soit
la condition initiale (x4, x,0) € 2, la trajectoire correspondante reste dans 2 lorsque t — co.
Donc l'une des affirmations suivantes sont vraies :

* La trajectoire du systéme converge vers un point d'équilibre stable.

* La trajectoire tend vers un cycle limite asymptotiquement stable.

* La trajectoire est un cycle limite.

Exemple :

Soit le systéme dynamique suivant :

( v — _ 2 2 2
.x x+y—x(x 2+ y 2 (2.69)
y =—x+y—yx*+2y°)
( x(x+y—x(x?+2yD)) +y(—x +y —y(x? + 2y?))
r =
< r 2.70
. x(—x+y—y(x?+2yD)) —y(x +y — x(x* + 2y?)) (270
0= r2
(L X Hxy—x*0?+y?) —xy+y° —yi(r* +y?)
T =
T
2.71
. =ty —xy(? +y?) —xy =y + 9GP +)2) (@71)
0= r2
(1% — xPr?—x2y? —y2y2 _ (. r2 — r2(x% + y2) — y2(x? + y?)
r = r =
r = { r 2.72
< . —rf—xyr? —xy3 4+ xyr* + xy3 . e (2.72)
0 = 2 \ 0=—5
(2 —rt—y?yp2 o r2—r* —rtsin?(9)
{r= - == - (2.73)
\ 6=-1 6=-1
. .2 )
{r = r(l r (1 + sin (9))) (2.74)
0 =-1

Ona: 0 <sin?(20) <1
* Si on remplace I'expression sin?(26) par sa valeur maximale: sin?(26) = 1, on aura:
{r‘ =r(1-r*(1+ 1) _ {r‘ =r(1-2r?) 2.75)

* Si on remplace sin?(20) par sa valeur minimale: sin?(28) = 0, on aura:
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. .2
{r =rd—-r9) (2.76)
6 =-1
Ces deux formes polaires impliquent: quand r < \/ii =7r>0et quandr > 1 =17 <0.
Donc, la région de piégeage (trapping region) est: \/ii <r<Il1.
1.5 . ; : : ;

NS

et~ N,

\\\\\\\\\\

ST

_15 1 1 1 1 1
-1.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X
. . . 1
Figure 11.10 : Trapping region: 5 <r<l1
1 T T T T T
0.5
>
@ Of 1
X
-0.5 1
_1 Il 1 1 Il 1
0 5 10 15 20 25 30

Temps t
Figure 11.11 : Evolution de x ety
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Quand les trajectoires a l'extérieur de la région de piégeage ou de l'anneau (\% <r<1)

rentrent dans cette région, elles sont forcées d'y rester. Similaire pour les trajectoires a

I'intérieur de cette région, quand elles rentrent dans cet anneau, elles ne vont pas en sortir.
D’aprés le théoréme de Poincaré-Bendixson, si une trajectoire de systeme autonome de

deuxieme ordre reste dans une région finie 2 dans laquelle il n’y a aucun point d’équilibre

stable, cela implique qu’il doit y avoir au moins un cycle limite stable dans cette région.
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Chapitre I11: Méthode du premier harmonique

I11-1) Introduction

La méthode de linéarisation harmonique consiste a remplacer un élément non linéaire par
son équivalent linéaire invariant. Cette méthode peut étre utilisée principalement pour
prévoir les cycles limites (déterminer approximativement I'amplitude et la fréquence des
oscillations) dans les asservissements comportant un élément non linéaire.
111-2) Principe

Lorsqu'on injecte un signal sinusoidal a un systéme linéaire, la réponse du systéme linéaire
est un signal sinusoidal de méme fréquence, mais d'amplitude différente et un déphasage par
rapport a l'entree.
Exemple 1:

On considére un systeme linéaire dont la fonction de transfert est donnée comme suit:

Y(p) 5
H = = 3.1
®) =) " 22p 7 1 (3.1)
Avec une excitation sinusoidale x(t) = 5 sin(1007t).
L‘entr(v-'ze sim,soidalg appliquée a,u systéme quéaire La sortie c"un sy‘stéme‘linéair‘e avec‘une eqtrée sinusoidale

0.07

0.06 [

0.05

0.04 |-

0.03 1

0.02 -

0.01

0

6 . . . . . . . -0.01 . . . I . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

temps t temps t

Figure I11.1: Sortie d'un systeme linéaire avec une entrée sinusoidale
Le signal de sortie est aussi un signal sinusoidal avec la méme fréquence que le signal
d'entrée.
Exemple 2: Maintenant, si on injecte un signal sinusoidal a un systéme non linéaire

(saturation par exemple).
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Ié‘entrée sinusoidale appliquée au systéme non linéaire La sgrtie d'un systéme non linéaire avec une entrée sinusoidale

| /)

Saturation

6 . . . . . . . 6 . . . \ . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
temps t temps t

Figure 111.2: Sortie d'un systéme non linéaire avec une entrée sinusoidale
Le systeme non linéaire fournit une réponse périodique de méme période que la sinusoide
d'entrée, mais non sinusoidale. Donc, le signal de sortie du systéeme non linéaire peut étre
décomposé en serie de Fourier.
111-3) Caractéristiques de certains elements non linéaires
I11-3-1) Systéme tout ou rien

Le systeme tout ou rien (appelé aussi plus ou moins) est caractérisé par une sortie qui ne
peut prendre que deux valeurs distinctes.

+M , x>0
o= 120 @

v

—-M

Figure I11.3: Non linéarité tout ou rien
111-3-2) Systéme tout ou rien avec seuil
La sortie d'un systeme tout ou rien avec seuil peut prendre trois valeurs distinctes. Sa

valeur de sortie est déterminée par l'intervalle dans lequel se trouve la valeur d'entrée (voir
figure 4).
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+M , X > h
s(x) =40 ,-h<x<h (3.3)
-M ,x < —h
A
S
M
—h -
h X
—-M

Figure 111.4: Non linéarité tout ou rien avec seuil
111-3-3) Hystéresis
L'hystéreésis est une propriété d'un systéme dont I'évolution de la sortie ne suit pas le méme

chemin quand I'entrée augmente ou diminue.

A

v

4

—-M

Figure I11.5: Non linéarité tout ou rien avec hystérésis
111-4) Approximation du premier harmonique
I11-4-1) Principe
On consideére un élément non linéaire a I'entrée duquel on applique un signal sinusoidal
x(t) = x; sin(wt). Le signal de sortie s(t) de cet élément non linéaire est un signal

périodique pouvant étre décomposé en série de Fourier.
+00
a
s(t) = ?0 + Z a, cos(nwt) + b,, sin(nwt) (3.4)
n=1

Les coefficients de série de Fourier sont donnés par:
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w w

ag = ;f s(t) dt, a, = ;f s(t) cos(nwt) dt, b, = %f s(t) sin(nwt)dt  (3.5)
0 0 0

L'hypothese de I'approximation de I'équivalent harmonique consiste & prendre uniquement le

premier harmonique du signal s(t).
s(t) =~ a; cos(wt) + by sin(wt)
Les coefficients de série de Fourier deviendront:

T T
w w
a; = ;f s(t) cos(wt) dt, b, = ;f s(t) sin(wt) dt
0 0

On peut écrire:

a b

s(t) = a; cos(wt) + by sin(wt) = —1x1 cos(wt) + —1x1 sin(wt)
X1 X1

Avec:

a, , _ b
q(x;, w) = . (%1, w) = x1
L'expression de s(t) devient:

s(t) = q(xqy, w)x; cos(wt) + q' (x4, w)xq sin(wt)

/ q q .
s(t) =x, |q% +q'? <— cos(wt) + —sm(wt))

!

On pose: @ = ——c¢et B = —=

1/q2+q’2 1/q2+q’2

Puisque a? + 2 = 1, on pourrais supposer: a = sin(¢) et § = cos(¢p)

s(t) = x; fqz + q"%*(a cos(wt) + B sin(wt))

s(t) = x; [q? + q'*(sin(¢) cos(wt) + cos(e) sin(wt))

s(t) = x; [q? + q'*(sin(wt + @))

Avec (¢ = arctg (%)

Sionpose B(xy,w) =+/q%+q'*, s(t) peut réécrire sous la forme:

s(t) = B(xy, w)x, sin(wt + ¢)
Avec:

40

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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q
IB (x4, @) = /q2 +q'%, @ =arctg (?) (3.16)

q(x, w) = x%f s(t) cos(wt) dt, q' (x;,w) = xlinj s(t) sin(wt) dt (3.17)
0 0

I11-5) Fonction de transfert généralisée (gain complexe équivalent)
On peut définir la fonction de transfert généralisée (ou le gain complexe équivalent) de
I'élément non linéaire comme étant le rapport complexe entre son entrée sinusoidale et sa

sortie (premier harmonique du signal s(t)).

x sin(wt) B(x;, w)x; sin(wt + @)
B N(xll 0)) >

En notation complexe, on pourrait écrire x(t) = x,e/“t et s(t) = B(x;, w)x;e/ @) Donc,
la fonction de transfert genéralisee ou le gain complexe équivalent est:

B(xy, w)x el @t+e)

N(xl' (1)) - xlej(a)t)

= B(x;, w)e/ 1@ (3.18)

Remarque:

Pour pouvoir appliquer la méthode du premier harmonique a un systéme asservi non linéaire,
deux conditions doivent étres vérifiées:

* Condition de séparabilité: le systéeme asservi doit avoir un seul élément non linéaire qu'il
est possible de l'isoler. Les autres eléments sont supposés linéaires.

* Condition de filtrage: la partie linéaire du systéeme asservi est un filtre passe-bas qui filtre
les termes 2w, 3w,... etc.

Exemple :

Soit I'élément non linéaire tout ou rien suivant;

+M ————
x(t) s(t)

\4

v
v
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Figure 111.7: Non linéarité tout ou rien
On applique un signal sinusoidal x(t) = x; sin(wt) a l'entrée de I'élément non linéaire et on

observe le premier harmonique de la sortie s = NL(x).

+M ——— +M
x(t) = x; sin(wt)

»
>

v

v

N~

Entrée: signal sinusoidal

-M -M

Sortie: signal périodique
Elément non
linéaire
Figure 111.8: Non linéarité tout ou rien

* La fonction de transfert généralisee ou le gain complexe équivalent:

. (BGe,w) = Ja2 +47
N(x;, w) = B(xq, w)e/PE1®) { (3.19)

kqb(xl, w) = arctyg (%)

(x, w) = i.[Ts(t) cos(wt) dt, q'(x;,w) = iJTS(IE) sin(wt) dt (3.20)
q\xy, xlﬂo , 4 \Xq, x17T0 .

Remarque :
* s(t) est impair, donc : q(x;,w) =0

* s(t) ne dépend pas de w (non linéarité statique): N(x;, w) = N(x,)

(B(x ) — 2 12 _ 1
= ,/q +q'" =q'(x)
N(xl' (J)) = B(xl’ w)ejqb(xl;a)) = B(xl)ej(p(xl), { ! q ! (321)
k ¢(x,) = arctg <?> =0

* Calcul de q' (x,):

X

og’wlﬂ

T T
) ) w
q'(x) = —j s(t) sin(wt) dt = — | M sin(wt) dt — —J M sin(wt) dt (3.22)
xln'- 17T x17l' ¥
0 r

2
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M ont\i|f M o\ M M
q'(x;)) =— [— cos (—)] 2 + [cos( )] I'=—TJ1+1]+—[1+1] (3.23)
x]_T[ T 0 x17T T E xlﬂ xlﬂ
) = M 3.24
q\x) = X (3.24)

La fonction de transfert généralisée ou le gain complexe équivalent pour un élément non

linéaire de type tout ou rien est:

N(x,) = — (3.25)

XqTC
Ce gain complexe équivalent ne dépend que de I'amplitude du signal d'entrée et non de sa
fréquence.
111-6) Stabilité des systemes non linéaires
On considere un schéma géneéral d'une boucle d'asservissement non linéaire dont la partie

non linéaire et linéaire peut étre separee, comme le montre dans la figure ci-dessous.

Elément non S ie linéai y
linéaire > Partlg Inéaire >
N(x,) (»)

Figure 111.9: Schéma général d'une boucle d'asservissement non linéaire separable
On definit la fonction de transfert généralisée de ce systeme en boucle fermée par:

_ N(x1)G(P)
" 1+ N(x)G(p)

1+ N(x;)G(p) = 0. Le cycle limite est alors caractérisé par son amplitude x; et sa pulsation

H(p) (3.26)

w qui doivent vérifier la condition d'existence:

N(x,)
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Imag *
O .
Réel
Stable Instable
AZ
G(jw)

Figure 111.10: Plan de Nyquist de G(jw) intersecté avec — N& )
1

Il y a deux intersections A; et A,, indiquant deux possibilités d'existence des points
d'oscillations (cycles limites).

- Si on suppose que le systeme oscille au point A,, s'il y a une perturbation a I'entrée de
I'élément non lineaire, x; peut changer légerement :

* Lorsque x; augmente, A, passe a By, alors, le systéme en boucle fermée devient stable.

* Lorsque x; diminue pour atteindre C;, alors, le systeme en boucle fermée est instable.

Ces observations indiquent que l'oscillation se produisant au point d'intersection A; est
stable.

- Si on suppose que le systeme oscille au point A,:

* Lorsque x; augmente, A, passe a C,, alors, le systeme en boucle fermeée devient instable.

* Lorsque x; diminue pour atteindre B,, alors, le systeme en boucle fermée est stable.

Ces observations indiquent que l'oscillation se produisant au point d'intersection A, est
instable.

Exemple :

Soit une boucle d'asservissement comportant un relais simple et systeme linéaire :
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1
> p(1+p)(2+p)

v

J
Y

Figure 111.11: Schéma général d'une boucle d'asservissement comportant un relais simple et
un systéme linéaire
* La fonction de transfert généralisée pour un élément non linéaire de type relais simple est:
N(x,) = — (3.28)
X1TC

* Le lieu critique:

() = - = T 3.29
WETNGD T M (3.29)
* La fréquence et I'amplitude d'oscillation (intersection entre plan de Nyquist de G (jw) avec
. .. 1 .
le lieu critique — TR
C(x1) ! G(p) (3.30)
x = -_ = .
! N(x,) P
1 —j(1—jw)(2—j —3w + j(w? -2
G(jw) = - | _ JA - jo)2 - jo) 3w+ jlw ) (331)
jo(1+jw)2+jw) o+ w?)@d+w?) ood+w?)@+ w?)
I{ X4 -3 . oM
- = XqT
4aM (1 + w?)(4 + w? A _ 2
" N(xy) =G = 4 ( (wg)—)g) = =) M 6=1"" 3n (3:32)
1 | w = \/E w = \/E

0=
\ w(1 + w?)(4 + w?)
Donc, I'amplitude et la fréquence d'oscillation sont respectivement x; = % etw = V2.

Le tracé du lieu de Nyquist et du lieu critique
-3 _ (w? —2)

(Vo) =aronared VoG r oD+ od) (3.33)
w =0 - Real(G(jw)) = —Z,Imag(G(jw)) = —o0 (3.34)
w =2 - Real(G(jw)) = —%,Imag(G(jw)) =0 (3.35)
w =40 - Real(G(jw)) = 0,Imag(G(jw)) =0 (3.36)
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Cxy) = 1 __ar 3.37
WETNGD T aM (3:37)
x; =0 > Real(C(x;)) = 0,Imag(C(x,)) =0 (3.38)
X; =+ > Real(C(xl)) = —o0, Imag(C(xl)) =0 (3.39)
Nyquist Diagram
10 \ T
5r d
System: G
;
> Frequency (rad/s): -1.41
g 0+« =
g 1
B " N(xy) Point d'intersection entre
5 le lieu de Nyquist et le lieu -
G(jw) critique
-10 L L L 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Real Axis
Figure 111.12: Plan de Nyquist de G(jw) intersecté avec le lieu critique — N& )
1

La figure 12 montre que le lieu critique —ﬁ coupe graphiquement le tracé de Nyquist
1

de G(jw). Donc, il y a une intersection entre le lieu de Nyquist et le lieu critique et la
pulsation « et l'amplitude x; par rapport a l'intersection fournissent une possibilité

d'existence d'un cycle limite.

1
N(xq1)

Quand — atterrit dans la zone a gauche du tracé de Nyquist de G(jw), le systeme en

boucle fermée est stable.
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1.5

_1 .5 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
Temps s
Figure II1.13: L’entrée de 1’élément non linéaire x(t)
6 T T T T
4 i
2 .
SN |
/2]
-2
4
_6 1 1 1 1
0 5 10 15

20
Temps s

25
Figure II1.14: La sortie de 1’élément non linéaire s(t)
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1.5 . [

_1.5 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Temps s
Figure I11.15: La sortie du systeme linéaire y(t)
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Chapitre 1V: Fondements de la théorie de Lyapunov

IVV-1) Introduction

Dans I’¢tude et I’analyse des systemes (lin€aires et non linéaires), la premicre chose la plus
importante est d’¢tudier la stabilité, car un systeéme instable est généralement inutile et
dangereux. L'approche la plus genérale et la plus utilisée pour étudier la stabilité des
systémes est celle de la théorie de la stabilité de Lyapunov. Cette approche a été introduite a
la fin du 19°™ siécle par le savant mathématicien Russe Alexandr Mikhailovich Lyapunov.
Avant de présenter 1’énoncé des théorémes concernant la stabilité des systemes selon la
méthode de Lyapunov, voici quelques définitions utiles.
D’aprés la figure ci-dessous, 1’état de la bille peut étre représenté sous trois formes : stable,

asymptotiquement stable et instable.

O J
(@) (b) (c)

Figure IV.1: Les différents cas de I’état de la bille
a) Globalement asymptotique stable : lorsque la bille est bousculée de son point d’équilibre,
elle converge vers son point d’équilibre apres certain temps.
b) Localement asymptotique stable : lorsque la bille est 1égérement bousculée de son point
d’équilibre, elle converge vers son point d’équilibre aprés certain temps.
c) Globalement stable : lorsque la bille est bousculée de son point d’équilibre, elle reste
proche ou au voisinage de son point d’équilibre.
d) Instable : lorsque la bille est bousculée de son point d’équilibre, elle diverge de son point
d’équilibre.
IVV-2) Définitions
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Chapitre IV : Fondement de la théorie de Lyapunov

IV-2-1) Stabilité

On dit qu'un point d'équilibre x* d'un systeme autonome x = f(x(t)) est un point stable
Si:
*Ve>0,38>0,|lxg— x| <6 = |lx(t,x) — x*|| <&, Vt=t,.

A

X2

Figure IV.2: Point d'équilibre stable
Le point d'équilibre est stable, si on choisit une valeur initiale x, proche du point d'équilibre
x*, la solution du systeme reste éventuellement proche du point d'équilibre.
Il'y a un cercle (circonférence du cercle vert) dans lequel toutes les trajectoires qui
commencent a l'intérieur du cercle ne vont pas sortir du cercle bleu.
Exemple 1:

Soit le systéme suivant :

5C1 == xz
{552 = X1 (+1)

Le point d'équilibre de ce systéme est: (x;,x,) = (0,0).
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15 T . .

10

-10

_15 1 1 1
0 5 10 15 20

Temps
Figure IV.3: L’évolution de x, avec plusieurs conditions initiales proches du point

d’équilibre (0,0)

1 5 T T T T T
10 :
5 L -
¥ of |
5+ -
10 | :
_1 5 1 1 1 1 Il
-15 -10 -5 0 5 10 15
x1
Figure IV.4: Plan de phase avec plusieurs conditions initiales proches du point d’équilibre
(0,0)

D’aprés les deux figures ci-dessus, on remarque que les trajectoires du systéme restent

proches du point d’équilibre (0,0), donc, le systeme est stable.
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Chapitre IV : Fondement de la théorie de Lyapunov

I\VV-2-2) Stabilité asymptotique

On dit qu'un point d'équilibre x* d'un systéme autonome x =f(x(t)) est un point
asymptotiquement stable si:
* Le point d'équilibre x* doit étre stable.

* S'il existe &, si: ||xg — x*|| < 6, = |[x(t,x9) —x*|| = 0 quand t — oo.

A

X2

Figure IV.5: Point d'équilibre asymptotiquement stable
Le point d'équilibre est asymptotiquement stable si pour certain valeur initiale x, proche du
point d'équilibre x*, la solution du systeme converge vers le point d'équilibre.
Exemple 2:
Soit le systéme suivant :
x = —sin(x) (4.2)

Les points d'équilibre de ce systeme sont: (x) = {(0), (kn)}, k = 1,n.
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Temps
Figure IV.6: L’évolution de x avec plusieurs conditions initiales proches du point

d’équilibre (0)
D’aprés cette figure, toutes les trajectoires qui commencent proches du point d’équilibre (0)
convergent vers ce point. Donc, le point (0) est asymptotiquement stable.
* Les points (km): sont instables.
IVV-2-3) Stabilité exponentielle
On dit qu'un point d'équilibre x* d'un systéme autonome x = f(x(¢)) est un point
exponentiellement stable si:

* Ve >0,38,a,8 > 0,|lxy —x*|| < 8 = ||x(t, xo) — x*|| < allxy — x*|le7FE, vt > t,.
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Figure IV.7: Point d'équilibre exponentiellement stable

I\VV-2-4) Fonction definie positive et définie négative
I\VV-2-4-1) Fonction définie positive

On dit que la fonction continue V(x) est une fonction définie positive (ou localement
définie positive) si dans un domaine (boule de rayon B,.) qui inclut le point x = 0, elle vérifie
les deux conditions suivantes:
*V(0) = 0.
*V(x) >0, x+0, VxE€EB,.
Si la fonction V (x) vérifie les deux conditions précédentes pour tout ’espace R, elle est dite
globalement définie positive.
IVV-2-4-2) Fonction semi-définie positive

On dit que la fonction continue V (x) est une fonction semi-définie positive (ou localement
semi-définie positive) si dans un domaine (boule de rayon B,) qui inclut le point x = 0, elle
vérifie les deux conditions suivantes:
*V(0) = 0.
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*V(x) =0, Vx € B,.
IVV-2-4-3) Fonction définie négative

On dit que la fonction continue V(x) est une fonction définie négative (ou localement
définie négative) si dans un domaine (boule de rayon B,) qui inclut le point x = 0, elle
vérifie les deux conditions suivantes:
*1(0) = 0.
*V(x)<0, x#0, VxE€EB,.
Si la fonction V (x) vérifie les deux conditions précédentes pour tout ’espace R, elle est dite
globalement définie négative.
I\VV-2-4-4) Fonction semi-définie négative

On dit que la fonction continue V(x) est une fonction semi-définie négative (ou
localement semi-définie négative) si dans un domaine (boule de rayon B,.) qui inclut le point
x = 0, elle vérifie les deux conditions suivantes:
*V(0) = 0.
*V(x) <0, Vx € B,.
Exemple 1:
Soit la fonction suivante :
V(xy,x,) = xZ + x3, (x1,x,) € R? (4.3)
*V(0,0) = 0.
*V(xy,x3) >0, (x1,x2) # (0,0)

Donc, V (x4, x,) est une fonction définie positive.
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0
x1

Figure 1V.8: Fonction définie positive

x2 '5 '5

Exemple 2:

Soit la fonction suivante :

V(xy,x;) = x1, (x1,x;) € R? (4.4)
*1(0,0) = 0.

*V(xq1,x,) = 0.

Il y a d’autres points auxquels la fonction V(x,, x,) = 0. Par exemple x, = a avec a € R, la

fonction V(0,a) = 0. Donc, V (x4, x,) est une fonction semi-définie positive.
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25 4

20

15 5

Vv =x1?

10

5 5 : 5
x2 55 x1
Figure 1V.9: Fonction semi-définie positive
Exemple 3:
Soit la fonction suivante :
V(x1,%,) = = (1 + %)%, (x1,x;) € R? (4.5)

*17(0,0) = 0.

*V(xq1,x,) < 0.

Il y a d’autres points auxquels la fonction V(x;,x,) = 0. Quand x; = —x, la fonction
V(—x,,x,) = 0.

Donc, V (x4, x,) est une fonction semi-définie négative.
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Figure 1V.10: Fonction semi-définie negative
I\VV-3) Théories de la stabilité au sens de Lyapunov

La théorie de Lyapunov est un outil indispensable pour 1’analyse des systémes dynamiques
représentés mathématiquement par un ensemble d’équations différentielles que ce soient
linéaires ou non linéaires. Il existe deux méthodes de Lyapunov : la méthode directe et
indirecte.

I\VV-3-1) La premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiere méthode de Lyapunov est basée sur I’analyse du comportement du systéme
non linéaire autour de son point d’équilibre x*. Le principe consiste a linéariser le systeme
non linéaire autour de son point d’équilibre. Le comportement du systéme non linéaire est
identique a celui de son approximation linéaire.

On considere le systéme non linéaire autonome suivant :

X1 = f1(xq, x5, o, Xp)
¥ = Xp = fz(x1: X3, s Xp) (4.6)
Xn = fr (X1, X2, o, X))
La linéarisation du systéme non linéaire autour de son point d’équilibre x* est donnée par :
X = Ax (4.7)

Avec A une matrice carrée (n * n) de composants constants :
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/af1(x) df1(x) df1(x)

dxq dx, dxy,
df,(x) 0f,(x) df2(x)

AX) = ox, dx, 0xy, (4.8)
\af,{(x) 000 T f)

0x4 ox,  0x,
L’analyse de la stabilité du systéme lin€aire X = Ax se fait a travers I’étude des signes des
valeurs propres de la matrice Jacobienne A.
* Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives,
alors le systéme linéaire est strictement stable et le point d’équilibre est localement
asymptotiquement stable pour le systéeme non linéaire.

* S’1l y a au moins une seule valeur propre avec une partie réelle strictement positive, alors le
systéme linéaire est instable et le point d’équilibre est instable pour le systéme non linéaire.

* Si le systeme linéaire est marginalement stable, on ne peut rien dire sur le systéeme non
lineaire.

La méthode indirecte présente certains inconvénients :

* Elle ne fournit pas une analyse détaillée pour le comportement d’un systéme non linéaire,
cela signifie que si le systéme est assez loin de son point d’équilibre, I’approximation linéaire
devient invalide et ne peut pas étre considérée pour analyser le systeme non linéaire.

* Cette méthode ne donne pas de conclusions sur la stabilité du systéeme non linéaire lorsque
le systéme linéaire résultant de I’approximation est marginalement stable.

* |l existe certains systemes non linéaires qui ne sont pas linéarisables ou difficile a
lineariser.

IVV-3-2) La deuxieme méthode de Lyapunov (méthode directe)

La deuxieme méthode de Lyapunov est une remédiassions aux limitations de la méthode
indirecte. Le concept de base de cette méthode consiste a générer une fonction scalaire
positive V(x) de type énergétique (1’énergie totale du systéme) et observer 1’évolution de
I’énergie totale du systéme :

* Si I’énergie du systéme (linéaire ou non linéaire) est continiment décroissante, alors le
systéme doit obligatoirement converger vers son point d’équilibre. Alors, le systéme est

stable.
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* Si I’énergie du systéme (linéaire ou non linéaire) est continliment croissante, alors le
systéme s’¢éloigne de son point d’équilibre. Alors, le systéme est instable.

Donc, les propriétés de stabilité d’un systeme peuvent étre deduites & partir du sens de
variation de son énergie totale (décroissante ou croissante). Pour ce faire, il suffit de calculer
la dérivée de la fonction scalaire positive V(x) et déterminer son signe.

L’avantage principal de la méthode directe consiste a étudier la stabilité des systémes
(linéaires et non linéaires) sans résoudre explicitement les équations des systéemes (la
résolution analytique des équations différentielles).

IV-4) Fonction de Lyapunov
La fonction ou candidate de Lyapunov possede deux propriétes fondamentales :
* La premiere propriété est la qualité d’étre un extremum (minimum ou maximum) au point
d’équilibre du systéme. Quand cet extremum est un minimum, le point d’équilibre a
tendance a étre stable. La fonction de Lyapunov est une fonction définie positive:
1-V(0) = 0.
2-V(x) >0, x+0, VxE€EB,.
* La deuxiéme propriété de la fonction d’énergie est d’avoir tendance a diminuer ou d’étre
conservé gquand le systeme est stable. Donc, la fonction de Lyapunov doit &tre une fonction
continlment différentiable et sa dérivée doit étre négative.

av

V() = (a)Tf(x) (4.9)

La construction de la fonction candidate de Lyapunov est souvent basée sur 1’énergie
totale du systéme. Toutefois, il n’est pas toujours simple d’avoir I’expression analytique de
cette énergie. Pour simplifier le choix d’une fonction de Lyapunov, une fonction candidate

peut étre choisie comme :

1
V(x) = E(xl2 + xZ 4+ -+ x2) (4.10)

Avec : x = [xq, X, .o, X 7.

Remarque :
* L’existence d’une fonction de Lyapunov est une condition suffisante pour la stabilité.
* La fonction de Lyapunov n’est pas unique.

* On peut générer différentes candidates dont on ne peut pas étre sar des résultats.
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IVV-5) La stabilité au sens de Lyapunov
IVV-5-1) Stabilité locale

Soit x = 0 le point d'équilibre du systéme autonome x = f(x(t)).

On considére V: B, — R une fonction continlment différentiable tel que:

1-V(0) = 0.

2- V(x) > 0 (fonction définie positive x # 0, Vx € B,.).
3- V(x) < 0 (fonction semi-définie négative Vx € B,).
Alors le point x = 0 est localement stable dans B,.
I\VV-5-2) Stabilité locale asymptotique

Soit x = 0 le point d'équilibre du systéme autonome % = f(x(t)).

On considére V: B. = R une fonction continiment différentiable tel que:

1-vV(0) = 0.

2- V(x) > 0 (fonction définie positive x # 0, Vx € B,.).

3- V(x) < 0 (fonction définie négative Vx € B,).

Alors le point x = 0 est localement asymptotiquement stable dans B,.
I\V-5-3) Stabilité globale asymptotique

Soit x = 0 le point d'équilibre du systéme autonome x = f(x(©)).
On considere V: R — R une fonction continiment différentiable tel que:
1-V(0) = 0.

2- V(x) > 0 (fonction définie positive x # 0, Vx € R).

3- V(x) < 0 (fonction définie négative Vx € R).

4-V(x) —» —oo quand ||x|| = +oo.

Alors le point x = 0 est globalement asymptotiquement stable.
Exemple :

On considere le systéeme non linéaire suivant:

{ 5C1 == xz
X, = —x; + axix,

(4.11)

Pour analyser la stabilité de ce systeme, on a choisi la fonction de Lyapunov suivante:

1 2 2
V(xy,x;) = E(x1 + xz)
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Le choix de la fonction de Lyapunov est basé sur une considération physique.

Le seul point d'équilibre de ce systéeme est: (x4, x,) = (0,0).
Analyse de la stabilité:

1-v(0,0) = 0.

2- V (x4, x,) > 0 (fonction définie positive x # 0, Vx € R).
3-V(xy, x5):

: av . av . X X
V(xy,xy) = a’ﬁ + sz = (1 X2) (x;) =(x1 X3) (—x1 +2ax12x2>
1 2

V(xy,x,) = axZx?

*Sia > 0= V(x,x,) > 0, donc, le point d'équilibre (0,0) est instable.

(4.13)

(4.14)

*Sia < 0= V(x,x,) <0 (fonction semi-définie négative), donc, le point (0,0) est stable

(les trajectoires restent proches du point d'équilibre (0,0)).

x1
x2

x1 & x2

_4 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

t
Figure IV.11: Le systeme est instable pour @ > 0
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x2

_4 1 1 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

x1
Figure 1V.12: Le systéme est instable pour & > 0

Les trajectoires divergent du point d'équilibre (0,0) et tendent vers I’infini.

1.5

W

X1~
x2

x1 et x2
S
(6)] o

-1.5
20

t
Figure 1V.13: Le systéme est stable pour a < 0
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15 T T T T T

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figure 1V.14: Le systeme est stable pour a < 0
La trajectoire reste proche du point d'équilibre (0,0).
I\VV-6) Fonction de Lyapunov pour les systéemes linéaires
Soit un systéeme linéaire x = Ax. Soit P une matrice symétrique definie positive P > 0. On
considere la fonction de Lyapunov quadratique :
Vix)=x"TPx, P=PT>0 (4.15)

La fonction de Lyapunov V(x) est une fonction définie positive. La dérivée de la fonction de

Lyapunov est :

V(x) = xTPx + xTPx (4.16)
xT = (Ax)T = xTAT (4.17)
V(x) = xTATPx + xTPAx = xT(ATP + PA)x (4.18)

Donc: V(x) = xT(ATP + PA)x.

On pose : ATP + PA = —Q, alors I’expression de V (x) devient :

V(x) = —xTQx (4.19)
Le systeme x = Ax est asymptotiquement stable si et seulement si Q > 0.

Exemple:

On consideére le systeme linéaire suivant :

%= Ax = (‘1) :1)x (4.20)
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On considere 1’équation de Lyapunov :

P, P 1 0
T _ _(F11 Fi2 _
ATP+PA=—Q, P-= (Plz Pzz)’ Q= (0 1) (4.21)

Le systéme est asymptotiqguement stable si et seulement si la solution P de 1’équation de

Lyapunov est définie positive.

0 1\(Pu P12) (P11 P12) 0 -1_ (1 0
(—1 1) (P12 pP,) t\p, P, (5 _1) =~(o o (4.22)
Py, Py, ) (P12 _P11_P12) 1 0
(_P11_P12 —Py; — Py, Py =P — Py (0 1) ( )
2Py, Pzz_P11_P12)__ 10
(Pzz — Py =P, 2P, —2Py ) (0 1) (4.24)
2P, = —1 (Pe=-3 ; ‘%
PZZ_Pll_P12:0:> _3 :>P: 1 (425)
—2P, — 2P,, = —1 Pi=5 _2 9
P22 == 1 2
Les valeurs propres de la matrice P :
3 1 (( 5-+5
det(P — A1,) = 0 = det E_A 2 :O:>/12—E/1+E:0:>4/11: 4
i _1 1=2 2 4 | 5++/5
2 M="3

Les valeurs propres de la matrice P sont positives, alors, la matrice P est definie positive. Le
systéme est asymptotiquement stable.
IV-7) Le principe d’invariance de LaSalle

Le principe d’invariance de LaSalle est une relaxation de la théorie de Lyapunov qui
permet d’analyser la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre quand V(x) est semi-
définie négative. Il permet aussi d’étudier la stabilité des cycles limites.
I\VV-7-1) Définitions
IV-7-1-1) Ensemble invariant

Un ensemble invariant un ensemble dans lequel toute trajectoire du systéeme qui

commence a I’intérieur de I’ensemble, reste indéfiniment a 1’intérieur de cet ensemble.
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Figure 1V.15 : Ensemble invariant
* L’ensemble 2 est dite ensemble invariant en respectant le systtme x = f(x), x(0) = x,
Si :
N ={x/x,€N=>x() €NVt €ER} (4.26)
* L’ensemble 2 est dite ensemble positivement invariant en respectant le systeme x = f(x),
x(0) = x, Si:
N={x/x, € N=x(t) NVt >0} (4.27)
I\VV-7-1-2) Fonction Lipschitz

On dit que f est une fonction localement Lipschitz si :

3k > 0, tel que :|f(x) — fF()| < k|x — y|, Vx,y € B, (4.28)
On dit que f est une fonction Lipschitz si :
3k > 0, tel que :|f(x) — fF()| < klx — y|, Vx,y ER (4.29)

IV-7-2) Théorie d’invariance de LaSalle

Soit f est une fonction localement Lipschitzienne définie dans le domaine D c R" et 2 c
D est un ensemble positivement invariant en respectant x = f(x). Soit V(x): D — R une
fonction continiment différenciable.
1) 2 c D est un ensemble positivement invariant :
X0 €EN=>x()ENVt=0 (4.30)
2) V(x) < 0 dans tout I’ensemble de £.
3) E : ¢’est I’ensemble des points pour lesquels V(x) = 0 :
E={x/x€ V() =0} (4.31)
4) M est le plus grand ensemble invariant dans E:

M CE x(ty) € M = x(t) € M,Vt > t, (4.32)
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Alors chaque solution commence dans 1’ensemble (2 s’approche de M quand t — oo.

iy

x(t)

Figure 1V.16 : Principe d’invariance de LaSalle
Exemple :

Soit les équations d'un pendule simple avec friction (k # 0):

)Zl == xZ
. g . k (4.33)
X, = —Tsm(xl) X

La fonction de Lyapunov choisie représente I'énergie cinétique + I'énergie potentielle.

2

m
V(xy,x,) = mgl(1 — cos(x;)) + szz (4.34)

Si x; € [0, m[, utiliser la méthode de Lyapunov pour analyser la stabilité de I’origine :

Pour la fonction V (x4, x,), si x; € [0, [, on peut vérifier que :

1-V(0,0) = 0.

2- V(xq,x,) > 0 (fonction définie positive (x;, x,) # (0,0)).

3- V (x4, %5):

: av . av _ 5 X,

V(xy,x,) = a—%x1 + a—xzx2 = (mglsin(x;) ml®x,) (Xz) (4.35)
X2

/ = i 2 k = —kl]? 2

V(xq1,x,) = (mglsin(x;) ml4x,) (—%sin(xl) _ §x2> kl“x5 (4.36)

V(xy,x,) = —kl?x2 <0 (4.37)
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V(x;,x,) <0, 11y a dautres points auxquels la fonction V(x;, x,) = 0. Par exemple x; = a
avec a € [0,7[, la fonction V(a,0) = 0. Donc, V(x;,x,) est une fonction semi-définie

négative.

Donc, le point (0,0) est stable.

_2 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
t
Figure IV.17: L’évolution de x;
5 T T T T T T
Y of
_5 1 Il 1 Il 1

2 15 -1 05 0 0.5 1 1.5 2
x1
Figure 1V.18: Plan de phase du systeme
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Remarque :

D’aprés les résultats de la méthode de Lyapunov, le point d’équilibre (0,0) est stable,
pourtant il est asymptotiquement stable d’aprés les figures ci-dessus (la trajectoire du
systéme converge vers le point d’équilibre (0,0)).

La méthode de LaSalle permet de montrer que le point d’équilibre (0,0) est
asymptotiquement stable.

L’ensemble 2 est souvent choisi comme le niveau de I’ensemble de V si la fonction est
définie positive.

U 50+
>
o
& 404
o
T 30,
x
Z 20
8 ~
;gm\
n 04

\'

Figure 1V.19 : Evolution de la fonction de Lyapunov

On choisit par exemple autour de I’origine :

0 ={(x1,x,) € R:V(xy,x,) < C} (4.38)
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x1
Figure IV.20 : Contour de la fonction de Lyapunov

L’ensemble E c (2 c’est I’ensemble des points pour lesquels V(x) = 0 :
Vi) =0=> —kl’x2=0=x,=0 (4.39)
E ={(x;,x,) € 2:x, =0} (4.40)

o

2:V(xy,x) <C

x1
Figure 1V.21 : Contour de la fonction de Lyapunov

L’ensemble M est le plus grand ensemble positivement invariant dans E.
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Pour trouver I’ensemble M, on considére x, = 0 dans tout t > 0, donc : x, = 0

k
X, =0> —%sin(xl) Xy = 0= —%sin(xl) =0>x,=0 (4.41)
M = {(x1,x;) = (0,0)} (4.42)
8

N:V(xy,x) <C

X2
o

-
e —ar—

|~

M: (xq,x,) = (0,0
1

E:xz =0
0 1 2

x1
Figure IV.22 : Contour de la fonction de Lyapunov

-3 2 -

Le principe d’invariance de LaSalle : toute solution commence dans {2 s’approche de M

quand t — oo,
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' M(1, ) = (0,0 Fix, =0
. X1, X J X

-3 -2 -1 3
x1
Figure 1V.23 : Contour de la fonction de Lyapunov

D’aprés les résultats de la méthode de LaSalle, le point d’équilibre (0,0) est
asymptotiquement stable (la trajectoire du systéme converge vers le point d’équilibre (0,0)).
IVV-8) Construction de la fonction de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov est la technique la plus utilisée pour étudier la stabilité
des systémes non linéaires. L’analyse de la stabilité¢ par la méthode de Lyapunov se fait a
travers la fonction de Lyapunov V(x) (fonction définie positive). Le bon choix de la
fonction de Lyapunov permet d’avoir des meilleurs résultats (certaines fonctions de
Lyapunov donnent des résultats meilleurs que d’autres). Il y a plusieurs méthodes permettant
de construire la fonction de Lyapunov, parmi ces méthodes, il y a la méthode de Krasovskii
et la méthode du gradient variable.

IV-8-1) Méthode de Krasovskii
Théoreme 1:
Soit le systéme décrit par 1’équation suivante : x = f(x). On considére la fonction de

Lyapunov suivante :
V(x) = fTGof (x) (443)
V() = fT)f () + T f (x) (4.44)

d 0 d 0
fay = LB _TDE_UTD, _ jeore (445)
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J(x) est la matrice Jacobienne.

/afl(xl, v Xn)  0f1(xq, e, X) f1 (%1, o) Xp)

0x, 0x, 0xp
afz(xp---;xn) 5f2(x1,x2) afz(x1, ...,xn)
J(xq, e, %) = 9, dx, %, (4.46)

\afn(xl:...,xn) 6fn(x1,'...,xn) afn(xl:...,xn)/

dxq dx, dx,
V() = UEfI ) + fT)J G f () = fFTJT () f () + fT)J () f(x)  (447)
V(x) = fTe)T () +JO)1f (x) (4.48)
Comme V(x) est une fonction définie positive, pour que le systéme soit asymptotiquement
stable, la matrice J7 (x) + J(x) doit étre définie négative.
Théoreme 2 :
Soit le systéme décrit par 1’équation suivante : x = f(x). On considere la fonction de

Lyapunov suivante :

V(x) = fT(x)Pf(x) (4.49)
Avec P est une matrice symétrique définie positive.

V(x) = fTx)Pf(x) + fT(x)Pf (x) (4.50)
V(x) = U@ fEI"PFx) + fT )P () f () = fT )" (0)Pf (x) + fT(x)P](x)f (x)
V(x) = 1)U ()P + PJ(0)]f (x) (4.51)

Onpose: JT(x)P + PJ(x) = —Q.

Comme V(x) est une fonction définie positive, pour que le systéme soit asymptotiquement
stable, la matrice Q doit étre définie positive.

Exemple :

Vérifier la stabilité de systeme suivant en utilisant la méthode de Krasovskii.

X1 = fi(x1,x2) = x,
{552 = f(x1,%;) = —x3 — x; (452)
On consideére la fonction de Lyapunov suivante :
V(xy, %) = (filx, x2)  f2(x1,x2)) (2&1,2;) (4.53)
V) = (FiCrums) o xa )7 Ge ) + 1G] (1120 22)) (454)

La matrice Jacobienne J(x,, x,) :
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0f1(xy,x2)  0f1(x1,x3)

_ 0x4 0x, _ ( 0 1 )

S x2) = 0f,(x1, %) 0fp(1,%2) | —3x7 -1 (4.55)
dxq dx,
r (0 _3x2) ( 0 1)_( 0 1—3x12)
JT (g, x5) + ] (xq, x3) = (1 _11 sz —1) = %2 -2 (4.56)
La matrice JT(xq, x,) + J (x4, x,) doit étre définie négative.
Donc, la fonction de Lyapunov peut étre choisie comme suit:
X1, X
V(xy,x) = (fi(xg, x2)  f2(x1,x3)) (fl( ! 2)) = xzz + (—x13 - xz)z (4.57)
f2(x1, x2)

V(xy,xy) = x2 + (—x3 — x,)? (4.58)

I\VV-8-2) Méthode du gradient variable
Le principe de cette méthode consiste a supposer que le gradient g(x) de la fonction de
Lyapunov V(x) (fonction de Lyapunov est inconnue) est connu, et en intégrant le gradient

suppose, on arrive a trouver la fonction de Lyapunov.

wo wfi
V(x) = —x =g"()f(x) = . 6x2 axn l » \ (4.59)
fu ()
f1(x)
V) = [0 6200 o ga(@)] lfz (")\ (4.60)
fu ()
V (x) est une fonction définie positive.
V (x) est une fonction semi-définie négative ou définie négative.
Le gradient g(x) est une fonction scalaire si et seulement si :
dg;(x) _ dg;j(x) (4.61)

ax] axi
* On choisit g(x) tel que : gT(x)f(x) < 0 (définie négative).
*0n calcule : V(x) = [, g"(»dy

X2 Xn

Vix) = f 91(¥1,0,...,0)dy; + J- 2(x1, ¥z, ...,0)dy, + -+ + J In (X1, X9, o, X1, Y )d Yy
Exemple 1:
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Soit les équations d’un systéme non linéaire :

{J'Cl = _x]_ + foxz
.X'Z = _xz

On sélectionne la fonction de Lyapunov suivante :

v 0\ A
( ai”) =9 =V = | g0y

0

T

(OV(xl,xz) 6V(x1,x2)) _ (gl(xpxz)) _ (a11 a12) (x1) _ (a11x1 + aq2x;

Ay1X1 + A%y

0x; 0x; 92 (x1, x2) A1 A2/ \X3

V(xy,x3) = (g1(x1,%2)  g2(x1, x2)) (2)

. X
V(xy,x5) = (A11%1 + Q12X;  Az1X1 + Az2X3) (xl)
2

—x; + foxz)

V(xy,xy) = (11X + a1aX%;  Ap1x1 + Azz%;) ( o
2

' _ 2 3 2.2 2
V(x1,%,) = —A11X] — Q12X1X, + 2011X7 X, + 201,X7X5 — Qp1X1X; — ApX5

On suppose que : a;; = 1,a,, = 0,a,; = 0,a,, = 1, on obtient :

y _ 2
A2
Donc :
oV (xy,x,) OV (xy,x 9 9
( (%1, x2) (1 2))=(x1 x3), ﬂzﬁzo
axl axz axz axl

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

Apres avoir trouvé le gradient de la fonction de Lyapunov, on peut déterminer I’expression

de la fonction de Lyapunov.

g x) = (D7) = ()

g2(x1,%;)
X1 X X1 X2
V(xy, %) = j g1(y1,0)dy, +J 92(x1,y2)dy, = J y1dy, +J y2dy;
0 0 0 0
2 1 2
V(xy,x;) = 5x1 +§x2

Exemple 2:

Soit les équations d’un systéme non linéaire :
{ 5(1 = xZ
J'CZ = _h(xl) - axZ
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Avec h est une fonction localement Lipschitz qui satisfait h(0) = 0 et ya(y) > 0,Vy # 0.
Le parameétre est positif a > 0.

On sélectionne la fonction de Lyapunov suivante :

X

v\
0
OV (xy,x3) 0V (xq,x5) r . 91(x1, x5) _ P, (xy) + @q(xy)
( axl axZ ) a (gZ(x1; xz)) B (1,02(961) + (pz(xz)) (476)

Le gradient g(x;, x,) doit satisfaire:

091 (1, x2) _ 09, (%1, %)

o, o (4.77)
On suppose que : @1 (x;) = yx; et,(x;) = yx,

Ve, x2) = @ 0e) + 018 200 +026) (L y - ax, ) (4.78)
Vx) = s + 720 v +0:60) Ly — an,) (4.79)

V(xy,%2) = 201 (1) +¥x5 — yx1h(xy) — ayxyx; — h(xy) @, (x2) — ax,@,(x,) (4.80)
Pour éliminer les termes sélectionnés en bleu, on met :

Y1(x1) = ayx; + 6h(xy) et @,(x;) = 6x,.

V(xy,x2) = x5(ayxy + 6h(xy)) + yx3 — yxyh(xy) — ayx,x; — 6x,h(x;) — ax,6x, (4.81)
V(xy,x,) = ayx,x, + 8x,h(x;) + yx2 — yx h(x,) — ayx x, — 8x,h(x;) — adx?  (4.82)
V(x1, %) = =yx,h(xy) — (@8 — y)x3 (4.83)
If faut choisir a8 —y > 0 pour que V (x;,x,) < 0.

Apres avoir trouvé le gradient de V (x,, x,), on peut déterminer 1’expression de la fonction de

Lyapunov.
g1 (xl,xz)) (ayx1 + 6h(xy) + yxz)
X1,Xp) = = 4.84

910, %2) (gz(xpxz) Yx; + 6x;, ( )
X1 X

V(xy,x3) = j 91(y1,0)dy, +J 91(x1,¥2)dy, (4.85)
0 0
X1 X2

V(xy,x3) = f (aVJ’1 + 5h(3’1))dJ’1 + J- (yx1 + 6y,)dy, (4.86)
0 0
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X1
1 1
V(xy,x) = anxlz + (Sf h(y)dy, + yxix, + E(szz (4.87)
0
X1
_ 1 ay v\ (%
V(xy,x,) = 6f r)dy +50 % () 5) () (4.88)
0
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Chapitre V: Theorie de la Passivite

V-1) Introduction

Dans le chapitre précédent, on a defini la stabilité des systémes selon la méthode de
Lyapunov en se basant sur une fonction de type énergétique : le systéme était stable lorsque
cette fonction énergétigue soit conservée ou décroissante dans le temps.
Le présent chapitre consiste a ¢élargir le concept d’énergie a une plus large classe de systéeme.

Il s’agit d’envisager la présence d’une entrée supplémentaire u.

* Stabilité

Soit le systéme autonome :

x = f(x) (5.1)
Vi) <0 (5.2)
* Passivite

Soit le systéme non autonome :

x=f(x,u)
Uy 3)
V(x) < puissance fournie (5.4)

V-2) Definition de la passivité

Le systeme passif est un systéme qui n’est pas capable de produire son propre énergie. En
d’autre terme, un systéme est passif si sa puissance stockée est inférieur a celle fournit a son
entrée.
énergie fournie = énergie stockée + énergie dissipée
Exemple :

Soit le circuit suivant :

Figure V.1 : Résistance est systeme passif
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u et y représentent respectivement 1’entrée et la sortie du systéme (tension d’alimentation V
en son courant i).
Il faut que le produit uy soit positif afin que la puissance fournie soit dissipée dans le
systeme.

La puissance fournie par le couple entrée-sortie (u et y) est dissipée instantanément dans
la résistance électrique R par ’effet joule. Donc, il n’y a pas de stockage interne de 1’énergie.
On dit que le systéme (résistance électrique) est passif si : uy = 0

A

y

uy =0

v

Figure V.2 : Représentation graphique d’un systéme passif (résistance électrique)
V-3) Passivité d’un systéme dynamique
Soit le systéme non autonome suivant :

{x = f(x,u)
y = h(x,u)

On dit que ce systéme est passif s’il existe une fonction V(x) (fonction de stockage)

(5.5)

continlment différentiable et semi-définie positive telle que :

uTy > V(x) (5.6)
* e systéme est passif si u’y > V(x).

* e systéme est strictement passif si u”y > V(x) + ¢(x) avec ¢(x) est une fonction définie
positive.

* e systéme est sans perte si u’y = V(x).

* e systéme est entrée-passif si u’y > V(x) + uT ¢ (w).

* e systéme est strictement entrée-passif si u”y > V(x) + uT¢(u) avec u’¢(u) > 0,Vu #
0.

* e systéme est sortie-passif si u”y > V(x) + y"p(w).
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* |e systéme est strictement sortie-passif si u”y > V(x) + yTp(u) avec yTp(u) > 0,Vy #

0.
Exemple 1:

On consideére les systémes suivants :

OF

X =U

La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

V() = 6V(x)

X =xu=yu

Donc : uy = V(x), alors le systéme est sans perte.
=Uu
(b){ i tha G >0,vu 0

La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

aV(x)
0x
uy = V(x) + uh(u)

V(x) =

X =xu= (y h(u))u = uy — uh(u)

Etant donné que : uh(u) > 0,Vu # 0, alors, le systeme est strictement entré-passif.

© {x =u—h(x)

y=x , xh(x) >0,vx #0

La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

aV(x)
0x

uy = V(x) + yh(y)

V(x) = X = x(u — h(x)) = ux — xh(x) = uy — yh(y)

Etant donné que : yh(y) > 0,Vu # 0, alors, le systéme est strictement sortie-passif.

@ " x> 0,vx %0

La fonction de stockage est : V(x) = f(f h(t)dr.

VG = agc 2

x =h(x)(—x +u) = uh(x) — xh(x) = uy — xh(x)

uy = V(x) + xh(x)

Etant donné que : xh(x) > 0,Vx # 0, alors, le systéme est strictement passif.

Exemple 2:
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Soit le circuit RLC suivant :

|||+

Figure V.3 : Circuit RLC

La représentation d’état du ce systeme :

x=Ax, x= (I./C) (5.18)
L

On applique la loi des mailles sur le circuit RLC, on aura :

.. dVe v, 1

l, = l¢ lL:C— —:—iL

o dip > dt -, dt C (5.19)
V:RLL+LE+VC V = Ri +L&+V ﬂ_z_lv —El

P %ae T Nde LoLC Lt

La puissance fournie par le couple entrée-sortie V et i (la source et son courant) est dissipée
partiellement dans la résistance et stockée dans le condensateur C et la bobine L.

Soit donc la fonction de stockage :

o1 1
V(Vc, l’L) = ECVC? + Eng (5.20)
On calcule I’évolution de I’énergie stockée par rapport au temps.
V(VC, lL) = a—VCVC + a—iLlL = CvcglL + LLL (Z - ZVC - ZLL) (521)
V(V,i,) = Vi, + Vi, — V¢i, — Ri? = Vi, — Ri? (5.22)
V(V,i,) = Vi, — Ri? (5.23)

On considére que I’entrée du systéme est IV = u et sa sortie est i; = y. Donc, la puissance
fournie est uy.

V(V,i,) = uy — Ri? (5.24)
uy = V(V,,i,) + Ri? (5.25)

Puisque Ri? > 0, alors uy > V(V,,i,).
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Donc, ce systéeme (circuit RLC) est un systeme passif, car, ce circuit ne génere pas d’énergie
et dissipe ou stocke 1’énergie qui lui a avait été fournie.

V-4) Interconnexion des systémes passifs

V-4-1) Connexion paralléle

Soit la connexion paralléle suivante :

Uuq 1

Vi, 91

\ 4

+
u Y

+

U Y2

V2,92

A 4

Figure V.4 : Connexion paralléle
Chague systéme comporte une fonction de stockage interne V; et de dissipations g;.

D’apres la figure de la connexion paralléle, on a :

Vi=uly, — g4 (5.26)
Vo = U3y, — g2 (5.27)
V=Vi+V,=uiy; — g1 + U35, — g2 (5.28)
Ona:u=u =u, ety=y; +y,.

V=uys—gi+uTy, — g =u" (1 +¥,) — (g1 + g2) (5.29)
V=uys—gi+u'y, — g =u" (1 +¥,) — (g1 + g2) (5.30)
V=uTy—g (5.31)

Le calcul montre que la connexion parallele de deux systemes passifs résulte un systeme
passif, donc, la passivité est préservée.
V-4-2) Connexion rétrograde (feedback)

Soit la connexion par rétroaction négative :

u Uy Vi, 01 Y1 y
+

v

V2 Vs, 9o U

)l

Figure V.5 : Connexion rétroaction

D’apres cette figure, on a :
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Vi=uiy; — g (5.32)
V, = uzy, — g, (5.33)
V=Vi+V, =uy; — g1 + U3y, — g2 (5.34)
Ona:u;=u—y, etu, =y, =y.

V=w-y)"y—g1+Y"y:— g2 (5.35)
V=" -y)y-01+¥ v =g =u"y-yiy—g1+¥"v— 9, (5.36)
V=u"y—(g+g2) (5.37)
V=uTy—g (5.38)

V-5) Passivité des systémes linéaires SISO

Les propriétés de la passivité s’appliquent aussi bien aux systémes linéaires que non-
lineaires. Car on peut obtenir des caractérisations de la passivité a la fois dans le domaine
temporel et dans le domaine fréquentiel.

Dans le domaine fréquentiel, on pense aux fonctions de transfert et on peut rattacher la
passivité a la satisfaction de certaines conditions pour la fonction de transfert.
Soit un systéme linéaire défini dans le domaine fréquentiel par la fonction de transfert G (jw).

* On dit que ce systéme est passif s’il est un systéme a partie réelle positive :

Re(G(jw)) =0, Vw=0 (5.39)
* On dit que ce systéme est strictement passif s’il est un systéme a partie réelle strictement
positive :

Re(G(jw)) >0, Vw>0 (5.40)

V-5-1) Systemes réels positifs

Pour détecter les systemes a partie réelle positive, il existe quelques critéres simples :
Définition 1 :

Le systeme est réel positif si la partie réelle de sa fonction de transfert est positive :
Re(G(jw)) =0, Vw=0 (5.41)
Définition 2 :

Le systeme est réel positif si :

1- Le degré relatif doit étre nul ou égale a “’1°” (le degré relatif d’un systéme linéaire est
défini comme la différence entre le nombre de péles et le nombre de zéros de la fonction de

transfert).
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2- La fonction de transfert G(p) est a minimum de phase : tous les zéros ont la partie réelle
strictement négative Re(z;) < 0.

3- Le systéme est stable : tous les pdles de la fonction de transfert G(p) sont a partie réelle
négative Re(p;) < 0.

Exemple 1 :

Soit la fonction de transfert d’un circuit RC :

G(p) = ——— 5.42
() 1T RCp (5.42)
* En utilisant la premiere définition :
1—jRCw 1— jRCw
G(j = = = 5.43
o) = T3 Rt ~ T JRCo)(A —jRCa) ~ 1+ jR:C7w? (.43)
Re(G(jw)) = ! >0 5.44
VO ¥ iR Cw? (544

Donc, le systeme (circuit RC) est réel positif.

* Si on utilise la deuxiéme définition :

1- Degrérelatif:n—-m=1-0=1=>=0.

2- Le systéme est stable : le pole de cette fonction de transfert est — é < 0.
Donc, le systeme est réel positif.

Nyquist Diagram

/ \
f \
/ v
III III
] | '
= |’ 1
> | | |
[
= !
o . |
E \ |
|Il'I .I:I !__
'\._". - lIl-
\ /
) 0 0.5 1
Real Axis
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Bode Diagram
|:| [ T = T

4

10° 10" 10° 10

10°
Freguency (rads)

Figure V.6 : Degre relatif est 1, le systeme est stable : le systeme est réel positif
Exemple 2 :

Soit la fonction de transfert suivante :
p+1

R s ey (5:43)
* En utilisant la premiére definition :
L 1+ jw (1 +4jo)2-jo)E —jw) 6+ jw+ 40’ —jo’
(U0) = oG - Gread0+e) - Greod@+w) OO
_ 6 + 4w?
Re(G(jw)) = Groneion° (5.47)

Donc, le systeme (circuit RC) est a partie reelle positif.

* Si on utilise la deuxiéme définition :

1- Degrérelatif:n—-m=2-1=12>0.

2- Le systeme est a minimum de phase : le zéro de G(p) est —1 < 0.
3- Le systeme est stable : les pdles de G(p) sont —2 < 0 et —3 < 0.

Donc, le systeme est a partie réelle positif.
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Nyquist Diagram
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Figure V.7 : Degre relatif est 1, le systeme est a minimum de phase, le systeme est stable : le

systeme est réel positif

Exemple 3 :

Soit la fonction de transfert suivante :
p—1

(p+2)(p+3)

* En utilisant la premiére définition :

G(p) =
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Clio) = —1+jw _(-1+jw)2 - jw)E —jw) -6+ 1ljo +6w? — jw?
(o) = Q2+ jw)(3+jw) (4 + 0w?)(9 + w?) (4 + w?)(9 + w?)
Re(G(jw)) = —2 —° (5.50)

4+ w?)(9 + w?)

La partie réelle de G(jw) n’est pas positive, donc, le systéme n’est pas positif.
* Si on utilise la deuxieme définition :

1- Degrérelatif:n—m=2-1=1>0.

2- Le systéme n’est pas a minimum de phase : le zéro de G(p) est 1 > 0.

3- Le systeme est stable : les pdles de G(p) sont —2 < 0 et —3 < 0.

Le systéme n’est pas @ minimum de phase , donc, le systéme n’est pas positif.

Nyquist Diagram

027
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0.17

0.2

-1 0.8 -0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4
Real Axis
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Bode Diagram
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Figure V.8 : Degre relatif est 1, le systéme est stable, mais n’est pas a minimum de phase : le

systeme n’est pas réel positif
V-6) Lien entre Lyapunov et systéeme reel positif
Si la fonction de transfert d’un systéme linéaire est réelle positive, c’est-a-dire :
Re(G(jw)) =0, Vw=0 (5.51)
Alors :
1- Le degré relatif est nul ou eégal a 1.
2- La fonction de transfert G (jw) est a phase minimale.
3- Le systeme est stable.

On cherche a déterminer la structure de la représentation d’état d’un systéme linéaire
passif. Comme le systéme est nécessairement stable, 1’équation de Lyapunov pour le systéme
linéaire ATP + PA = —Q admet toujours une solution P > 0 pour tout choix de matrice Q >
0. La passivité est alors imposée par la relation entre 1’entrée u et la sortie y en relation avec
la solution P obtenue lors de la résolution de I’équation de Lyapunov. Une différence
essentielle réside dans le fait que le choix de Q ne peut plus se faire complétement
arbitrairement.

Soit le systéme linéaire suivant :

{9&=Ax+Bu

= Cx (5.52)
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La fonction de transfert de ce systeme linéaire s’écrit :

pX(p) = AX(p) + BU(p) = (pl — A)X(p) = BU(p) = X(p) = (pI — A)"'BU(p) (5.53)

Y(p) = CX(p) = C(pl — A)~'BU(p) (5.54)
G(p) = % =C(pl —A)"'B (5.55)
Soit G(p) = C(pI —A)™1B une fonction de transfert d’un systtme commandable et
observable :

rang(B AB .. A™B)=n (5.56)
rang(CT ATcT .. (AN ICT)=n (5.57)

Sous ces hypothéses, la fonction de transfert G(p) est strictement réelle positive si, et

seulement si, il existe deux matrices symétriques définies positives P et Q telles que :

ATP + PA = —Q

5.58
{ PB=CT ( )
V-6-1) Théoréme de Kalman-Yakubovich-Popov
Soit le systéme linéaire suivant :
x = Ax + Bu
{ y = Cx (5.59)

Le systeme linéaire admet deux matrices symetriques définies positives P et Q satisfaisant les

deux équations :

ATP + PA=—(Q
5.60

{ PB=CT ( )
Soit la fonction de stockage :

1
V(x) = ExTPx (5.61)
Soit le terme de dissipation :

1
glx) = ExTQx (5.62)
Calculant la dérivée de la fonction de stockage :
: 1 1 1
V(ix) = E)’CTPx + ExTPfc =5 [(Ax + Bu)TPx + xTP(Ax + Bu)] (5.63)
: 1
V(x) = > [(xTAT + uTBT)Px + xTPAx + x" PBu] (5.64)
: 1
V(x) = > [xTATPx + u"BTPx + xTPAx + x" PBu] (5.65)
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. 1

V(x) = 3 [xT(ATP + PA)x + u" BT Px + xTPBu] (5.66)
Ona:u’BTPx = xTPBu

) 1 1

V(x) = > [xT(ATP + PA)x] + uBTPx = —ExTQx + uBT Px (5.67)

Onaaussi:y = CxetPB = CT,donc:y = BTPx

Finalement, on obtient :

i 1
V(ix) =uy — ExTQx (5.68)

Donc, le systéme respecte bien la définition de la passivite.
V-7) Stabilité absolue
La théorie de la stabilité¢ absolue garantit la stabilit¢ d’un systéme linéaire quand il est

bouclé par une non-linéarite statique. La structure est donnée par la figure ci-dessous.

u y =Cx
x = Ax + Bu

A

)

Figure V.9 : Diagramme de blocs d’un systéme linéaire bouclé par une non-linéarité statique
Avec u et y sont respectivement 1’entrée et la sortie du systéme linéaire.

La non-linéarité statique ¢ (y) doit étre comprise dans un secteur [k, k,] :

Vy #0=kiy < dp(y) <k,y (5.69)

¢(y)‘
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Figure V.10 : Secteur dans laquelle se trouve la non-linéarité statique

Les équations du systeme linéaire peuvent étres réécrites comme :

X =Ax —Bp(y)
{ e (5.70)
Remarque :

La condition de secteur implique : ¢(0) = 0 et y¢p(y) = 0.
Définition :
Le systéme linéaire x = Ax + Bu avec y = Cx est dit stable au sens absolue vis-a-vis de la
non-linéarité ¢ de secteur [kq, k,], si le systétme décrit par 1’équation (5.70) est stable quelle
que soit la valeur de la fonction statique comprise dans le secteur [k, k,].
V-7-1) Conjecture d'Aizerman

Quand le secteur [kq,k,] se rétrécit, c’est-a-dire k; — k,, la caractéristique de la non-
linéarité statique ¢(y) devient un gain constant ¢(y) = ay, alors la stabilité de tout le
systéme (en boucle fermée) peut étre déterminée en calculant les valeurs propres de la
matrice A — aBC. Par contre, avec une non-linéarité, I’analyse de la stabilit¢ de tout le
systéme sera plus difficile.
Cette conjecture est fausse. Les restrictions sur le systeme linéaire doivent étre plus séveres
afin d’aboutir a une conclusion satisfaisante. Ceci fait 1’objet du critére du cercle et du critére
de Popov.
V-7-2) Critere de Popov

Le critere de Popov est une exploitation de la propriété de passivité lors de
I’interconnexion d’un systéme linéaire et d’une non-linéarité de type secteur.
Le non linéarité du systéeme est dans le secteur ¢ € [0, k].

S’il existe un constant « tel que pour tout w = 0 :
1
Re[(1 + ajw)G(jw)] + % >0 (5.71)

Alors le systéeme en boucle fermée est globalement asymptotique stable.
L’utilisation du critére revient a tracer une droite dans un plan convenable et de garantir que

la réponse harmonique G (jw) demeure du bon c6té de la droite.
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Im[G(w)]]

/ > Re[G(jo)]
1 >
Tk

Figure V.11 : Interprétation géométrique de critére de Popov

La droite passe par le point % et possede une pente de i :

Exemple :
Soit la fonction de transfert suivante :

U
G(p) =
®) ap?+bp + 1

Avec : a, b et u sont des parametres positifs.

(5.72)

1) Vérifier si on peut trouver un constant a tel que le critére de Popov est satisfait pour

toute valeur de k positive.

. u u(1 - aw? — bjw)
Gjw) = 2 = 2Y2 1 p2,2
1—-aw?+bjw (1 —aw?)?+ b*w
_ (1 - aw?) —bw
Gjw) =pn

(1 —aw?)? + b?w? tH (1 —aw?)? + b?w?
(1 — aw?) + aubw? ~w(a—b—aaw?)
(1 —aw?)? + b?w? T (1 —aw?)? + b?w?
1+ (ab — a)w?
(1 —aw?)? + b?w?
1+ (ab — a)w? 1

1
Re|(1 w)G (j ->0 ->0

1+ agjw)G(jw) =p

Re[(1+ ajw)G(jw)] = p

a

ab—a>0=>a>5

Si on choisit a > %, alors la condition de Popov est satisfaite pour tout k > 0.
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Chapitre VI: Notion de la géométrie différentielle

VI-1) Introduction
Ce chapitre est consacré aux outils mathématiques nécessaires pour assimiler la technique

de la commande par linéarisation entrée-sortie et linéarisation entrée-état.

V1-2) Champ de vecteur

On appelle un champ de vecteur une fonction f: D € R™ — R™ donnée par :
f1(x1, X2, e, %)

fQ) = [ J2w e ) 6.1)
fo (X1, X2 000y X))

V1-3) Gradient

Pour une fonction scalaire f: D € R™ — R, le gradient est défini par :

(af(xl,xz, ey X))
dxq
af(xl:er "')xn)
Vf(x1:x21 "-:xn) = axz (62)

\af(xl,x;, "'rxn)/

0xy,
V1-4) Dérivee de Lie
Soit une fonction scalaire h: D € R™ — R et un champ de vecteur f:D € R™ - R™. La

dérivée de Lie de h par rapport a f (ou au long de f) est une fonction scalaire définie par :

oh = Oh
Leh(x) =%f(x) - ai’f)

i=1

fi(x) (6.3)

Donc, la dérivée de Lie est la dérivée directionnelle au long du vecteur f.

Les dérivées de Lie d’ordre supérieur sont données par :

( L2h(x) = h(x)

OL:h
) Lzh(x) = Ly (th()f)) = gx(x) f(x) (6.4)
| 1m0 = 1 (17'h)

Soient f et g deux champs de vecteurs, alors on a:
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O0x

LoLeh(x) = Ly (Lh(x)) = g(x) (6.5)

Exemple :

Soit le systéme non linéaire suivant :

2
(x1=—x1+2+—xiu . _ 2 + x2
1+ x3 X1 X1 >
{ %, = X =>x=<x2>=<x3>+ T4x3 |y (6.6)
X3 = X1X3 + U X3 X1X3 (1)
Yy =Xz

On doit représenter ce systeme sous la forme suivante :

x=f(x)+gxu
{ RO 6.7)

_x 2+ x3
flx) = ( X3 ) g =1 T)xg ,  hx)=y=x, (6.8)

X1X3

1
* La dérivée de Lie de h par rapporta f est :

dh 0h Oh
0x; 0x, 0x;

—x,
Leh(x) = ( ) f) =0 1 o)( X3 ) = X, (6.9)

X1X3
* La dérivée seconde de Lie de h par rapport a f est :

)f(x) =0 0 1)( X3 >=x1x3 (6.10)

X1X3

dL¢h  dL¢h  OdLgh
dx; 0x, 0x;

12h() = Ly (Lh(o) = (

* La dérivée seconde de Lie de Lyh(x) par rapporta g est :
2 + x2
2
)g(x)=(0 0 1) 12’“3 =1

1

dL¢h  dL¢h  OdLgh
dx; 0x, 0x;

LoLeh() = Ly (Lh(x)) = (

V1-5) Crochet de Lie
Soient f et g deux champs de vecteurs, le Crochet de Lie entre f et g est un champ de

vecteur defini par :

ag of
drg = =—f—= 6.11
adsg = [f,g1 =5~ (611)

Les Crochets de Lie d’ordre supérieur sont donnés par :
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( adpg(x) = g(x)
dadrg of
ad?g(x) = [f,ad;g] = —2L=f — ——ad;g
f [ f ] | Ox ox 7 6.12)
"dadrlg  of
ladfg(x) = [f, ad}l_lg] = af—xf _ aad?"lg

Le Crochet de Lie posséde les propriétés suivantes :
* Bilinéarité :

Soient £, f1, f2, 9, g1 et g, des champs de vecteurs et soient « et 5 deux scalaires, on a:

d d +
lafi + Bf2 9] = %(“ﬁ +Bf2) — (aflax ﬁfZ)g
_ 0Og dg 0f1 af,
=ahtboh-azg-F5 g (6.13)
lafi + Bf2 g] = alfi, 9] + Blf2, 9] (6.14)
d d
[f,ag1 + Bg.] = (agla: ﬁgZ)f - % (ag, + B9g2)
0 0 d d
—a g g%y oy g, (6.15)
[f,ag1 + Bg2] = alf, 9.1 + BIf, g.] (6.16)

* Antisymétrie :

Soient f et g deux champs de vecteurs, on a :

[f.9] = —19.f] (6.17)
* Identité de Jacobi :

Soient f et g deux champs de vecteurs et h une fonction scalaire, on a:

dh(x)
L[f’g]h(X) = 7 [f,g] = Lngh - Lgth (618)

Exemple :

Soit les deux fonctions suivantes :

_ X2 _ (%
FO =y —att—st) 9@ =() (6.19)
99, 09: 9h Oh
dg . Of dx, 0x —X; dx, dx, | /1
d = , = —_— —_——_— = 1 2 ( > — 1 2
0x; 0x; 0x; 0x,
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_ 1 0 —X3 0 —1 X1
a9 = (0 1) (—x1 —a(l- xf)xz) - (—1 + 2ax,x, —a(l-— xf)) (xz) (6.20)
0
adsg = (—Zaxlzxz) (6.21)
dadrg of
adfg = [f.adrg] =57 f =5 a8 (6.22)
aadfgl aadfgl % %
dx dx X2 0x, O0x 0
2g = 1 2 _ 1 2
adgg = dadrg, Oadsg, (—x1 —a(l - xlz)xz) of, of, (—2ax12x2) (6.23)
axl axz axl axz
d?g = ( 0 0 )( —X2 )
a fg - —40(X1x2 —Zaxlz —X1 — a(l — xlz)xz
0 -1 0
- <_1 +2ax;x; —a(l - xf)) (—Zaxfxz) (6.24)

—2axix, )

49 dax,xs + 2ax3 (6.25)

V1-6) Diffeomorphisme
La représentation d’état d’un systéme n’est pas unique. En fait, il existe une infinité¢ de
représentation.

Soit la représentation d’état d’un systéme linéaire :

x =Ax + Bu

{ y = Cx (6.26)
On peut définir une matrice T (T est inversible) telle que :
z=Tx=>x=T"1z (6.27)

On peut réécrire la représentation d’état du systéme en remplacant x par Tz, on obtient :

{T‘lz' = AT 1z + Bu {z =TAT 1z + TBu R {z = Ax + Bu
y =CT 1z y=CT 1z y=Cz

Avec: A =TAT L,B=TBetC =CT™!

(6.28)

Dans le cas des systémes non linéaires, on a: z = T(x) avec T:R™ — R™ est une fonction
qui doit étre difféomorphisme.
Définition :

Une fonction T: D € R™ —» R™ est un difféomorphisme si son inverse T~ existe et T et
T ~!sont continiiment dérivables.

Remarque :
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T est un difféomophisme si et seulement si Z—Z est inversible pour tout x € D.

Exemple :

Soit le vecteur T (x4, x,) € R?:

T(xy,x,) = (xl;’zxz) (6.29)
(2) =T(xy,x;) = (xljj;xz) = {xl - le_z x=2 Z=2 nT (6.30)

(2) = T_l(ZpZz) = (Z1Z_222) (6.31)
Donc, T est inversible. Cela implique que T est difféomorphisme.

VI1-7) Degré relatif

Soit la représentation d’état d’un systéme non linéaire affine :

{x = f(x) + g(x)u
y = h(x)

Avec :

(6.32)

X € R™ : est le vecteur d'état du systeme.

u : est le vecteur d'entrée du systeme.

y : est le vecteur de sortie du systeme.

f et g sont des fonctions non linéaires continument différentiables.

Le degré relatif r du systéme est défini par le nombre de fois qu’il faut dériver la sortie du
systéme y pour faire apparaitre explicitement 1’entrée du systéme u.

* La premiére dérivée par rapport au temps de la sortie du systeme y est :

oh(x) 0h(x)ox ah(x) ah(x) h(x) ah(x)
=3t " ax 9t_ ox [f(x) + g()u] = flo)+ g(xu
y = Leh(x) + Lyh(x)u (6.33)

Si I’entrée du systéme u n’apparait pas dans la premiere dérivée de la sortie du systéme 7y,
c’est-a-dire : Lyh(x)u = 0 (v ne dépend pas de u). Alors : y = Lch(x). On passe a la dérivee
seconde.

* La dérivée seconde de la sortie du systéme y est :

OL.h OL:h dL:h OL:h
= ) O 11y 4 g ot = 20 iy + P g (63w
¥ =1, (th(x)) + 1, (th(x)) u = I2h(x) + LyLh(x)u (6.35)
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Si I’entrée du systéme u n’apparait pas dans la deuxieme dérivée de la sortie du systeme y,
c’est-a-dire : LyLeh(x)u = 0 (§ ne dépend pas de u). Alors:§ = L?h(x). On passe a la
dérivée troisieme et ainsi de suite jusqu’a I’apparition de la commande u.

y@ = Lih(x) + Lyl th(x)u (6.36)
Remarque :

Les dérivées successives de la sortie du systéme y : L2h(x), Lth(x), ..., L~ *h(x) peuvent
étres choisies comme des nouvelles coordonnées du systéme (une nouvelle représentation
d’état simplifiée du systeme).

Exemple :

Soit le systéme non linéaire suivant:

X=X
{. e (6.37)
X, = —x;+a(l—x{)x, +u

1) Calculer le degre relatif de ce systeme.
*Siy = x,.

*Siy = x;.

Solution :

On peut représenter ce systeme sous la forme suivante :

x=f(x)+glu
{ y = h(x) (6.38)
: 1 =1 2 X1 X2 0
X, =—x; +a(l—xD)x, +u= (x ) = (—x +a(l - xD)x ) + (1)u (6.39)
y = h(X) 2 1 1 2
FO =Ly patt—xty,) 9®=() y=r@ (6.40)
1- Caspoury = h(x) = x, :
* On calcule la premiére dérivée de la sortie du systeme :
y = Leh(x) + Lyh(x)u (6.41)
dh 0h
Leh(x) = (6_x1 a—xz)f(x) =0 1) (_xl N ag _ xlz)x2> =—x; +a(l—x)x, (6.42)
dh 0h
Lyh(x) = (6_x1 6_x2> g =0 1) ((1)) =1 (6.43)
y = Leh(x) + Lyh()u = —x; + a(1 —x{)x, +u (6.44)
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On remarque que I’entrée du systeme est apparue dans la premicre dérivée, donc, le degré
relatif dans ce cas est égal ar = 1.
2- Caspoury = h(x) = x; :

* On calcule la premiére dérivée de la sortie du systeme :

y = Leh(x) + Lgh(x)u (6.45)
oh  oh )

Leh(x) = (6_x1 a_xz)f(x) =1 0) (—x1 + a?l _ x12)x2) = x, (6.46)
on  oh

Lyh(x) = (6_x1 a—xz)g(x) =(1 0 ((1)) =0 (6.47)

y = Leh(x) + Lyh(x)u = x; (6.48)

On remarque que ’entrée du systéme n’est pas apparue dans la premiere dérivée, donc, on

passe a la deuxiéme deériveée.
3 = Le (Lph()) + Ly (Leh(x) ) u = L2h(x) + LyLeh(x)u (6.49)

0L-h(x) OLsh(x) X3
L%h(x) N ( gxl gxz )f(x) =0 D <—x1 +a(l- x12)xz>

= —x; + a(l — x{)x, (6.50)
0L-h(x) 0Lsh(x) 0
LoLeh(x) = ( gxl 5x2 )g(x) =0 1(;)=1 (6.51)
y = Lth(x) + LyLeh(0u = —x; + a(1 — x{)x; +u (6.52)

On remarque que ’entrée du systéme est apparue dans la deuxiéme dérivée, donc, le degré
relatif dans ce cas est égal a r = 2.

V1-8) Forme normale

Soit le systéme non linéaire affine suivant :

{a'c =f(x) + gx)u
y = h(x)

Avec :

(6.53)

X € R™ : est le vecteur d'état du systeme.
u : est le vecteur d'entrée du systeme.
y . est le vecteur de sortie du systeme.

f et g sont des fonctions non linéaires continument différentiables.
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1- Si le degré relatif de ce systéme est égal a I’ordre du systeme r = n, alors ce systeme non
linéaire peut étre transformé sous une nouvelle représentation d’état simplifiée appelée la
forme normale dont les variables d’état sont linéairement indépendantes.

Soient : z,, z,, ..., z, les nouvelles coordonnées du systeme non linéaire :

Z y L?h(x)
Zy y th(x)
z=Tx)=>| 2% | = y =| Lih(x) (6.54)
Zr yr—b Ly h(x)
Donc, le systéme non linéaire peut étre représente sous la forme normale suivante :
( Z) = 7
Zy =173
{ Z3 = Z, (6.55)

\z, = Lih(x) + Ly L *h(x)u
2- Si le degré relatif de ce systéme est inférieur a I’ordre du systéme r < n, on peut mettre le

systéme sous la forme normale suivante :

Loh(x)
y f
fa (3 (e
Z:r (7”:—1) r—1:
TX)=|-————|= = %_h_(x_) (6.56)
n M @1 (x)
" )" 02
n—r \ nn.—r / :
On—r(x)

AVeC : 24,2y, ..., Z, €1 1, M5, ..., N—y SONt les nouvelles coordonnées du systeme non linéaire.

Les fonctions ¢, (x), ¢, (x), ..., @,,_(x) Vérifient les conditions suivantes :

dp;(x)
dx

et la transformation T (x) est difféomorphisme.

gx) =0, 1<i<n-r (6.57)

Donc, la forme normale devient :
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( Z1 =23
ZZ = 23
23 = Z4

!z, = Lih(x) + Lyl h(x)u (6.58)

n = ¢:(n,2)
e = ¢o(, 2)

\ Mn-r = ¢n—r(77rz)
Exemple :

Soit le systéme non linéaire suivant :

Xy = —x, +ue*?
X, = xl_xz + au (6.59)
X3 = X
Yy =Xx3
1) Calculer le degre relatif de ce systeme pour: a =0 eta = 1.
2) Deéterminer la forme normale de ce systéeme pour : a = 0 et a = 1.
Solution :
1) Le degré relatif du systeme :
*pour a = 0:
Yy =X3 (6.60)
Y =%x3 =% (6.61)
V=1X3=X; =x1%; (6.62)
Y =X3 =X, = XX, + X%, = —X1X, + ux,e* + x%x, (6.63)

Le degré relatif est égal a r = 3 qui est égal a ’ordre du systéme n = 3.
2) La forme normale du systeme :
*pour a = 0:

Transformation des coordonnées :

Zq y X3
r T = () _ (y> _ ( Y ) (664)
Z3 y X1X7

Donc, ce systeme non linéaire peut étre représenté sous la forme normale suivante :

. . Zl == Zz
h=y=2 ;
.1 _ y _ 2 ZZ = Z3
=Y =23 = 42 (6.65)
. . 3
Z3 =Y = —x1X, + ux,e*2 + x¥x, |Zs = —2 + uz,e? + —
2
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1) Le degré relatif du systéme :

*pour a =1:

Y= X5 (6.66)
Y =2X3 =X, (6.67)
V=%X3 =% =x1X% tuU (6.68)

Le degré relatif est égal a r = 2 qui est inférieur a I’ordre du systéme n = 3.
2) La forme normale du systeme :
*pour a = 1:

Transformation des coordonnées :

Z1 y X3
Tu>:(@>:(y>:( Y, ) (669
YR M1 @1 (x)

La fonction ¢, (x) est choisie telle que : T (x) est difféomorphisme.

La fonction ¢, (x) vérifie la condition suivante :

? 9 ? ? e ? 9
¢1(x)g(x) — 0o ( p1(x) 09q(x) 901(35)) 1 )1=0> @1(x) o%z 4 @1(x)
ox 0x4 0x, 0x3 0 0x4 0x
=0 (6.70)
dp,(x) X 9, (x)
= —p~X2 6.71
- dxq dx, ( )

C’est une équation aux dérivées partielles. Pour résoudre cette équation, on peut utiliser la

méthode de séparation des variables :

|{ 9 (x) _q
a(pl(x) _ —x, a(pl(x) _ 0x - agg (X) — Jx
= 1) oo Tlop = e, 67
k_ dx,
ja¢1(X) =]ax1 _
p1(x) =x; +
- > vy = —es4 (6.73)

j@(pl(x) = —fexz 0x,

On peut choisir ¢, (x) = 1 + x; — e*2, on obtient alors :
Zq X3

T@>=(Q)=( . ) 6.74)
M1 1+ x; —e*2
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X1 N, — 14+ e*
(x2> =T 1(2) = ( Z, ) (6.75)
X3 Zq

T est inversible, donc, T est difféomorphisme.

Ce systéme peut étre représenté sous la forme normale suivante :
1=y =2
Z, =Y =X1%, + U (6.76)
Nn=1+x —e*2=1—x; +ue* — (x;x, + u)e*?

Z1 = 7

= Zy =M —1+4+e?)z,+u (6.77)
n=1-—0 —1+e?)(1 +z,e%)

V1-9) Conditions de linéarisation
Soit la représentation d’état d’un systéme non linéaire affine :

{x =f(x) +glu
y = h(x)

Ce systéme admet une linéarisation exacte par retour d’état si et seulement si :

(6.78)

* Les vecteurs : {g, adg, ..., ad} " g} sont linéairement indépendants.

* La distribution A= span{g, ad;g, ..., ad}~ g} est involutive et de rang constant.
Remarque :

La premiere condition reflete la condition de commandabilité pour le systeme
linéaire : (B, AB, A%B, ..., A" 'B).

Exemple :

Soient f; et £, deux champs de vecteurs definis par :

2x, 1
i=( 1) (o) (679
0 Xy

Soit la distribution A= span{f,, f>} :

* Veérification de la premiéere condition :

On peut remarquer que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, donc la dimension
de la distribution est égale a 2 :

dim(8) = rang{f,, o} = 2

* Vérification de la deuxieme condition :
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0fa1 0fa1 0fz4 0fin 0fi1 0fi4
dx; 0x, Oxg dx; 0x, 0x3 N

afa 0fy . | 0fz22 0f22 0f2z 2%; 0fi. 0fio 0fi
adpfr==-fH—5-f. = 1 |- 0
1 dx dx dx; 0x, Ox; 0 dx; Ox, 0Oxg X,

0fa3 0fas 0fz3 dfiz 0fiz 0fis

dx; 0x, Ox; dx; Ox, 0Oxg

o

0 0 0\/2x, 0 2 0\/1 0
adf1f2=<0 0 0)(1)—(0 0><0>=<1> (6.80)
0 1 0/\0 0 0 0/ \x, 0

On verifie si ady, f, € A, c’est-a-dire si le vecteur adg f, peut étre généré par les deux
vecteurs f; et f5.

On peut remarquer que le vecteur ad, f, est indépendant des deux vecteurs f; et f5.

2x, 1 0
rang{fl,fz,adflfz} = rang( 1 0 1) = 3 = ady, f, & span{fy, f>} (6.81)
0 x, O

Donc, A n’est pas involutive.
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Chapitre VII: Commande des systemes non linéaires

VI1-1) Commande par linéarisation (Feedback linearization)

L’idée principale de cette technique est de transformer la dynamique du systéme non
linéaire en un systéme completement (ou partiellement) linéaire, de telle sorte que les
techniques de commandes linéaires peuvent étres appliquées.

Celle approche de linéarisation se distingue entierement de la linéarisation Jacobéenne
autour d'un point d’équilibre (le modele lin€aire obtenu par la linéarisation Jacobéenne n'est
valide qu’au voisinage du point d’équilibre). Par contre le modele linéaire obtenu par la
linéarisation par retour d’état est une transformation exacte de la dynamique du systéme non
linéaire.

Il existe deux techniques de linéarisation :

* Linéarisation entrée-état (input-state linearization) : cette technique linéarise complétement
le systéme non linéaire en systeme linéaire en utilisant une loi de commande non linéaire.

* Linéarisation entrée-sortie (input-output linearization) : cette technique ne linéarise que le
comportement entre I'entrée et la sortie d'un systeme en utilisant une loi de commande non
linéaire, et par conséquence, elle peut garantir un comportement linéaire d’une partie
seulement de I’espace d’état.

Avantages :

* Elle transforme le systeme non linéaire en systéme completement (ou partiellement)
lineaire.

* Elle peut assurer la stabilité asymptotique du systéme linéarisé.

Inconvénients :

* Elle n’est pas robuste face a l'incertitude des paramétres du systéme et aux perturbations.

* La technique de linéarisation n’existe pas pour tous les systémes, donc, elle n’est pas
applicable pour tous les systémes non linéaires.

* Elle cotte plus d’énergie, car, elle est basée sur 1’élimination des non-linéarités dans le
systéme non linéaire.

V11-1-1) Linéarisation entree-sortie (input-ouput linearization)
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Les problémes de poursuite dans le cas des systéemes non linéaires sont difficiles, car
souvent la sortie dépend de I’entrée de facon trés complexe. Donc, il n’est pas toujours facile
de trouver I’entrée permettant d’obtenir la sortie désirée.

L’idée de la linéarisation entrée-sortie consiste, si c’est possible, a linéariser la relation
entre 1’entrée et la sortie du systeme en utilisant une loi de commande non linéaire.

Soit un systéme non linéaire affine décrit par les équations suivantes :

{x = f(x) + g(x)u
y = h(x)

Avec :

(7.1)

x € R™ : est le vecteur d'état du systéme.

u : est le vecteur d'entrée du systeme.

y : est le vecteur de sortie du systeme.

f et g sont des fonctions non linéaires continument différentiables.

Les procédures de linearisation entrée-sortie sont :

1- La premiere étape de la commande par linéarisation entrée-sortie consiste a déterminer le
degré relatif du systéme.

La dérivée par rapport au temps de la sortie du systéme y est donnée par :

oh dh(x) 0 oh oh oh oh
y = 20O _ IR~ 2D () + gt = B iy + 2 gy
La dérivée de Lie est definie par :
ke =22 1, 1, = 8 g (7.2)

Donc, on peut écrire :
y = Leh(x) + Lyh(x)u (7.3)
Si Lyh(x)u = 0, alors : y = Leh(x) (v ne dépend pas de u).

La dérivée seconde de la sortie du systéme y est :

dL¢h dLch L¢h dLch
= ’;x(x)x E (") [FGO) + g()ul = fa—x(")fm $ L= (’“) gu  (74)
5 = Ly (Lh(0) + L (th(x)) u = L2h(x) + LyLh(Ou (7.5)

Si LyLeh(x)u = 0, alors : § = Lzh(x) (¥ ne dépend pas de u).

inue a deri ie y jusqu’a I’apparition de la commande wu.
On continue a dériver la sortie y jusqu’a I’apparition de 1 d
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y® = LLh(x) + Ly L h(x)u (7.6)
r : le degré relatif qui est le nombre de fois qu’il faut dériver la sortie du systéme y jusqu’a
ce que I’entrée du systéme u apparaisse.

On peut écrire :

( y = L?ch(x)
< y = th(x) (7.7)
™ = Leh(x) + LgL;™ Th(x)u

Remarque :
* Si le degré relatif r est égal a I’ordre du systéeme n (r = n), alors le systeme admet une
linéarisation exacte.
* Si le degré relatif r est inférieur a I’ordre du systéme n (r < n), alors le systeme admet une
linéarisation partielle.
* Si ’entrée u n’apparait pas apres n dérivations de la sortie du systéme, alors, le systéeme
n’est pas commandable.
2- La deuxieme étape de la commande par linéarisation entrée-sortie consiste a déterminer
une transformation de coordonnées pour mettre le systeme sous la forme normale.
On met le systéeme sous la forme suivante :
L2h(x)

(=) (3] e

z=T(x)=>| 2 | = = | th(x) | (7.8)

Zy y(r—l)/ Lr 1h(x)

Avec : z4, Z,, ..., Z, sont les nouvelles coordonnées du systéme non linéaire. Donc, le systéme

non linéaire peut étre représenté sous la forme normale suivante :

Zl == ZZ
22 == Z3
Z'3 =27 (79)

\z, = LFh(x) + Lyl *h(0)u
Onpose : a(x) = Lrh(x) et f(x) = LgL}‘lh(x), on obtient :
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( 71 =7
Zy, = 73
{ 23 = Z4 (710)
kz’r =a(x) + L(x)u
3- La troisieme étape de la commande par linéarisation entrée-sortie consiste a déterminer la

loi de commande qui permet de linéariser le systéme non linéaire en un systéme linéaire

équivalent.

[v-—a®)], Bx)*0 (7.11)

u

_ 1
Ne)
Avec : v est la nouvelle entrée (nouvelle variable de commande) pour laquelle le systeme est
linéaire. Elle est généralement utilisée pour stabiliser le systéme en boucle fermée.

On substitue 1’expression de la commande u dans la représentation d’état du systéme non
linéaire, cela permet d’éliminer les non-linéarités dans le systeme non linéaire.

4 = y® = p (7.12)
Une fois le systeme non linéaire est linéarisé, on peut concevoir un controleur pour le
systéme linéarisé en utilisant n'importe quelle méthode de conception des controleurs
linéaires classiques. Par exemple, on peut utiliser la commande linéaire par retour d’état.
v=—Koy = K1y — Kz — = Kpp_yy" ™V (7.13)
Avec les K; sont choisis de sorte que le polynéme p™ + K, _;p™ ™V + ... + K, ait des
racines avec des parties réelles négatives.

Si on considere que y, est la sortie désirée, et e est I'erreur de suivi e = y — y,, donc la loi

de commande devient :

v =y —Kye — K16 — K& — - — K,_je™™D (7.14)
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Commande lineaire  Commande non linéaire  Systéme non linéaire

, P AN I u | = £ +geou| ¥
+Q> o I e el s U ol e RO

v

Boucle de linéarisation

( z=y= Lj(lh(x)
l Z; =y = th(x)
1=1@={ 4 =y-= L2h(x)
| .

\z, =y~ = L7 h(x)
Figure VII.1 : Schéma de principe de la commande par linéarisation entrée-sortie

Exemple 1 :
Soit le systéme non linéaire suivant :
. — a2
X1 = X1 +xy
Xp =U (7.15)
V=X
Les procédures de linearisation entrée-sortie sont :

1- Détermination du degré relatif du systeme :

y=X (7.16)
y == 'X.'l - xlz + xz (7.17)
y == .‘X"l - 2561)61 + .X'Z - fo + lexz +u (7.18)

On remarque que le degré relatif r = 2 est égal a ’ordre du systéme n = 2.
2- Transformation des coordonnées :

La nouvelle représentation d’état du systéme contenant les dérivées de la sortie du systéme :

— (71 _ (I X1
z=Tlx) = (Zz) - (y) a (xf + xz) (7.19)
La forme normale du systéme est donnée par les équations suivantes:
Zy =Yy =2, Z1 = 7,

3- La loi de commande qui permet de linéariser le systéme non linéaire en systeme linéaire
équivalent est donnée par :
u=v-—2x}—2x.%, (7.21)
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On substitue 1’expression de la commande u dans la représentation d’état du systéme non

linéaire pour éliminer les non-linéarités dans le systéme non linéaire, on obtient :

21 = Z Zl = Z
. =3 . 7.22
{zz = 2%} + 2x1, + v — 2x3 — 2x1%, {Zz =v (7:22)

On obtient le systeme linéaire suivant :

)= D)+ 023

Une fois le systeme linéarisé est déterminé, on peut appliquer par exemple la commande

linéaire par retour d’état :

V=g — k(Y —Ya) —ko(y —Ya) = Va — ki(z2 — Ya) — ko(z1 — ya) (7.24)
v =Jg — ki (xf +x, — ya) — ko(x1 — ¥a) (7.25)
Donc, I’expression finale de la loi de commande linéarisante est :
u =g —ki(xf +x, = yg) — ko(xy — ya) — 2x37 — 2x1x, (7.26)
Ya v ; u X1 =x%+x, y
HQ—P v=—kz p U=V —2Xx] — 2X1X5 b X, =u >
+ A y = xl

Boucle de linéarisation

1=y =X
Z, =y =xi+x,

<
<

Z=T(x)={

Figure VI1.2 : Commande par linéarisation entrée-sortie
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xd
x1

1

O 1
0 0.5

1
Temps sec

1.5

Figure VI1.3: Evolution de x;

1

0 0.5

1
Temps sec

1.5

Figure VI11.4 : Evolution de x,
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300 . ! .

200

100

-100

-200 I L I
0 0.5 1 1.5

Temps sec
Figure VIL5 : Variable de commande u

Exemple 2 :
On considére un systeme linéaire suivant :

X1 =Xy t+u
XZ:u
y=X1

Procédures de linéarisation entrée-sortie :
1- Le degré relatif du systeme :
Yy =X

)7=X1=x2+u

(7.27)

(7.28)
(7.29)

Donc, le degré relatif est égal a r = 1 (le degré relatif est inférieur a 1’ordre du systéeme n =

2).

2- Transformation des coordonneées : La nouvelle représentation d’état du systéme est :

z=T(x)=z,=y=x

La forme normale du systéme est donnée par les équations suivantes:

Z.1=y=x2+u: Zl=x2+u
J'Cz=u .72,'2=u

3- L’expression de la loi de commande est :

U=v-—2x,
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On substitue I’expression de la commande u dans la représentation d’état du systéme, on

obtient :

{xz “ fxz (7.33)

Sionchoisit:v=—x,2u=—x; —x,

{Z% —ThETA { 5=n (7.34)
X2 = —X1 — X2 X2 =721~ X2

Remarque :

La dynamique de la partie non observable dans le systeme x, = —x; — x, est appelée la
dynamique interne. La stabilité de cette partie est exigée avant d’effectuer la conception de la
commande du systeme.

La premiére équation différentielle du systeme 2z, = —z; est asymptotiquement stable, car la

solution de cette équation est : z,(t) = z;(0)e~* et z, (t) — 0.

Donc, I’équation de la dynamique interne devient (dynamique des zéros) :x, = —x, =

x,(t) = x,(0)e "t et x,(t) — 0, donc, la dynamique des zéros est asymptotiquement stable.
2 2 2 00

X1=XZ+U. y
X, =U >

Ya v u
_>( )_> V=—x4 > U=V — X,
+ Yy =X

\4

Boucle de linéarisation

z=Tx)=z,=y=x,

A

Figure VI1.6 : Commande par linéarisation entrée-sortie
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x1d
x1
4 6 10
Temps sec
Figure VIL.7: Evolution de x;
4 6 10
Temps sec

Figure VI11.8: Evolution de x,
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Temps sec
Figure VI1.9 : Variable de commande u

D’apres la figure 8, on remarque que la dynamique interne est asymptotiquement stable (x,
converge vers 0).
V1I-1-1-1) Dynamique interne

La dynamique interne est la partie non observable dans le systeme (quand le degré relatif r
est inférieur a I’ordre du systéme r < n). L’étude la stabilit¢ de la dynamique interne est
nécessaire pour la conception de la commande.

Pour les systemes linéaires, la dynamique interne est stable si tous les zéros de la fonction
de transfert ont la partie réelle strictement négative Re(z;) < 0 (systtme a minimum de
phase).  Par analogie, la notion de la dynamique des zéros a été introduite pour étudier la
stabilité de la dynamique interne d’un systéme non linéaire.

V11-1-1-2) Dynamique des zéros

La dynamique des zéros est la dynamique interne lorsque 1’entrée du systéme est choisie

de maniére & maintenir les sorties a zéro.

Remarque :

Si la dynamique des zéros n’est pas asymptotiquement stable, la méthode de linéarisation
entrée-sortie ne doit pas étre utilisée.

Exemple 3 :
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On considére un systeme linéaire suivant :

J'Cl = xz +u
y=Xx1

Procedures de linéarisation entrée-sortie :

1- Le degré relatif du systeme :

Y =X (7.36)
y=X1=x,+u (7.37)
Donc, le degré relatif est égal a r = 1 qui est inférieur a I’ordre du systéme n = 2.

2- Transformation des coordonnées : La nouvelle représentation d’état du systéme est :
z=Tx)=2z,=y=x, (7.38)

La forme normale du systéme est donnée par les équations suivantes:

{Zl :xf: Brs {leficz_iu (7:39)
3- L’expression de la loi de commande est :

U=v-—x, (7.40)
On substitue I’expression de u dans la représentation d’état du systéme, on obtient :

{3&2 =Zl—vl-?|— Xy (7.41)
Sionchoisit: v =—x; 2 u=—x; — X,.

{le2_= 22 Ixzz1 = {55221=_Z1 ‘flxz (7:42)
La dynamique interne dans le systeme (la partie non observable) est :

Xy, = X1 + X, (7.43)

La premiére équation différentielle du systeme 2z, = —z, est asymptotiquement stable, car la

solution de cette équation est : z;(t) = z,(0)e~t et z,(t) t—>0, donc, I’équation de la
dynamique des zéros est: x, = x, = x,(t) = x,(0)e’ et x,(t) 2 donc, la dynamique

des zéros est instable.
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yd v u x1.=x2+u
4’@—’ UvV=—Xq > U=V — Xy Xy = —U
+ y=X1

\4

v

Boucle de linéarisation

z=TxX)=2z, =y =x, |a

«

Figure VI11.10 : Commande par linéarisation entrée-sortie

5 . . ;
x1d
x1

4+ 4

3r 4

*

2r 4

1

0 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10

Temps sec
Figure VI1.11: Evolution de x,
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4
10 x10 . !

X2

Temps sec
Figure VI1.12: Evolution de x,

x 10

_10 1 1

Temps sec
Figure VI11.13: Variable de commande u

D’apres les figures 12 et 13, on remarque que la dynamique interne est instable (x, tend
vers I’infini ainsi que la commande u), dans ce cas, la technique de linéarisation entrée-sortie
ne peut pas étre utilisée.

VI11-1-2) Linéarisation entrée-état (input-state linearization)
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La technique de linéarisation entrée-état permet de lineariser complétement le systéme non
linéaire en systéme linéaire en utilisant une loi de commande non lineaire.

Comme il est illustré précédemment, la linéarisation entrée-sortie permet de linéariser
seulement la relation entre 1’entrée et la sortie du systéme, cependant, quand le degré relatif r
est inférieur a I’ordre du systéme r < n, la stabilité du systeme en boucle fermée dépend de
la stabilité asymptotique de la dynamique des zéros.

Dans la technique de commande par linéarisation entrée-état, on cherche une nouvelle
sortie de telle sorte que le degré relatif r soit égal a ’ordre du systéme r = n. En d’autre
terme, un systeme est linéarisable entrée-état s’il existe une transformation d’état z = T (x)
(un difféomorphisme) qui transforme le systéme non linéaire original a un systeme linéaire
équivalent.

Remarque :

Dans le cas ou le degré relatif r est égal a I’ordre du systéme r = n, la linéarisation entrée-
état est la méme que la linéarisation entrée-sortie.

4 4 Linéarisation ) \

.. entrée-sortie L
Linéarisation Linéarisation

, . r=n .
entree-sortie Linéarisation entree-etat
r<n

entrée-état r<n

N\ \ J _J

Figure VI1.14: Linéarisation entrée-sortie et entrée-état

Soit le systéeme non linéaire affine suivant :

{x =f(x)+g®u
y = h(x)

Avec :

(7.44)

X € R™ : est le vecteur d'état du systeme.

u : est le vecteur d'entrée du systeme.

y . est le vecteur de sortie du systeme.

f et g sont des fonctions non linéaires continument différentiables.

Les procédures de linéarisation entrée-état sont :

1- La premiéere étape de la commande par linéarisation entrée-état consiste a déterminer le

degré relatif du systeme.
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La derivée par rapport au temps de la sortie du systeme y est donnée par :

y = Leh(x) + Lyh(x)u (7.45)
Si Lyh(x)u = 0, alors : y = L¢h(x) (indépendance de u).

La dérivée seconde de la sortie du systéme y s’écrit comme :

y = Lzh(x) + LyLeh(x)u (7.46)
Si LyL¢h(x)u = 0, alors : j = L}%h(x) (indépendance de wu).

On continue a dériver la sortie y jusqu’a I’apparition de la commande u.

y™ = Leh(x) + LgL;_lh(x)u (7.47)
7 : est le degré relatif (le nombre de fois qu’il faut dériver la sortie y jusqu’a I’apparition de
u).

On peut écrire :

( y = Lth(x)

y = th(x)
< ¥ = L2h(x) (7.48)
" = LEh(x) + LyLf th(x)u

2- La deuxiéme étape de la commande par linearisation entrée-état consiste a determiner une
transformation de coordonnées.
Si le degré relatif r est inférieur a ’ordre du systéme n (r < n), on peut mettre le systeme

sous la forme normale suivante :

L2h(x)
y f
/ 2 / y / Lih(x) \
Z:r (7”:—1) r—1:
TX)=|—-————|= o= L_f_h_(x_) (7.49)
h M @1 (x)
7722 2 <P:(x)
n-r \ nn.—r / 5
Pn—r(x)

Les fonctions ¢, (x), @,(x), ..., ¢,_-(x) sont choisies telles que : a“';;fc)g(x) =0,1<i<

n — r et la transformation T (x) est difféomorphisme.
Avec : z4,2,, ..., Z, €t 1,15, ..., N, SONt les nouvelles coordonnées du systeme non linéaire.

Donc, le systéeme non linéaire peut étre représenté sous la forme normale suivante :
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( Z1 =23
Zz = Z3
Z3 = Z4

{2 = Lih(x) + LyLF th(x)u (7.50)
= ¢:(n,2)
e = ¢,(n,2)

\ Ny = ¢n—r(77:Z)

Onpose : a(x) = Lth(x) et B(x) = LgLF " h(x), on obtient :
( Z) = 7,

Zy = Z3

Z3 = 7,4

{2y = alx) + f()u (7.51)
n = ¢:(n,2)
e = ¢,(n,2)

\ Mn—r = ¢n—r(n:z)
L’équation 1 = ¢(n, z) représente la dynamique interne du systeme (la partie non observable

dont il est nécessaire d’étudier la stabilité).

Ya - v 1 u | = F) + g@u| Y
—+>Q—> v=—kz —» ChalTes [v—aC)l — { y = h(x)

v

Boucle de linéarisation

( zy=y=Lyh(x)
Z; =y = th(x)

z, =y = 7 h(x)

n = ¢ (x)
N2 = @5 (x)

A

T(x) =4

L e = O ()
Figure VI1.15 : Schéma de principe de la commande par linéarisation entrée-état
Exemple :

Soit le systéme non linéaire suivant :
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Xl = x3 + 8x2

X3 =x—2x3 +J;2{’t3;312 —u (7.52)
y=X1
Procédures de linéarisation entrée-état :
1- Le degré relatif du systéme :
y =X (7.53)
y =% =x3+8x, (7.54)
J=X% =%;3+8%, =xf —xZ—u—8x, +7x3 (7.55)

Donc, le degré relatif est égal a r = 2 qui est inférieur a I’ordre du systéme n = 3.

2- Transformation des coordonnées : La nouvelle représentation d’état du systéme est :

Z4 y X1
T(x) = (Zz> = ()’) = (xs + 8x2> (7.56)
M M ®1(x)

La fonction ¢, (x) est choisie telle que : T (x) est difféomorphisme.

La fonction ¢, (x) vérifie la condition suivante :

0y (x 2 2 2 0 A, (x
@4 ( )g(x) — 0o ( 01(x) dp1(x) 901(35)) 0)l=0= @1 (x) —0 (757)
0x 0x4 0x, 0x3 1 O0x3
On peut choaisir ¢, (x) = x,, on obtient alors :
X1
X2

X4 Z4
<x2> =T 1(z) = ( M1 ) (7.59)
X3 Z, — 8my

T est inversible, donc, T est diffeomorphisme.

Ce systéme peut étre représenté sous la forme normale suivante :

Z; =y =12, Z) = 7
Zy, =Y =xf —xf—u—8x,+ 7x3 =37, = xf —xf —u—8x, + 7x3 (7.60)
N =X; ==X, + X3 N =2z, — 914

3- L’expression de la loi de commande est :
u=—-v+xi—xf—8x,+7x3 (7.61)
On substitue I’expression de la commande u dans la représentation d’état du systéme, on

obtient :
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Z.l = ZZ
{ Z, =V (7.62)
N =2z, —9m
Si on choisit :
V=Yg — k(Y —Ya) —ko(y —Va) = Va — ki(z2 — V) — ko(z1 — ya) (7.63)
AVEC . ko = 1,k1 =1 etyd = 0
v = _Zz - Zl (764‘)
Zl == ZZ
{Z'Z == _Zz - Zl (765)
N =2z;—9m
La dynamique interne dans systéme (la partie non observable) est :
N1 =2 —9M (7.66)

La premiere et la deuxiéme equation differentielle du systéme présente un systéme
asymptotiquement stable, car z, (t) 2 0 etz,(t) — 0.
L’équation de la dynamique interne devient (dynamique des zéros) : 17, = —9n, = n,(t) =

n,(0)e % etn,(t) 2 0, donc, la dynamique des zeros est asymptotiquement stable.

5(1 = X3 +8x2

ﬁg_y k v 4_ 2 _g ; u Xy = —Xy + X3 y
V= —KZ > = — — — > .
u=x; —xj Xy +7xX3— v i3 =—x3+xf—xf—u

/'Y
) Yy=x1

v

Boucle de linéarisation

Z1 =Y =X
T(x): Zzzy:X3+8X2
m = ¢@1(x) =x,

Figure VI1.16 : Commande par linéarisation entrée-état
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x1

x2 et x3

25

1.5

0.5

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x1d
x1 ||
\\/
5 10 15
Temps
Figure VII1.17: Evolution de x;
x2
X3
5 10 15
Temps
Figure VI11.18: Evolution de x, et x5
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30 T .

25

T
1

20

10 1 1

_5 1 1
0 5 10 15

Temps
Figure VI1.19 : Variable de commande u

V11-2) Commande par mode glissant (sliding mode control)
V11-2-1) Introduction
Les techniques de commande classiques sont trés efficaces pour commander les systémes
linéaires a parameétres constants. Pour les systémes linéaires (ou non linéaires) a parametres
non constants, ces techniques de commande seront insuffisantes. Donc, on doit faire appel
aux techniques de commande dites a structure variable. Ces techniques sont robustes aux
variations des paramétres des systemes, aux perturbations et aux non linéarités des systemes.
La technique de commande par mode glissant est un type particulier de commande a
structure variable. Sa dynamique est alors robuste aux variations paramétriques du systeme et
aux perturbations externes.
Avantages :
* Commande simple a mettre en ceuvre.
* Commande converge en temps fini.
* Commande robuste aux variations paramétriques du systeme.
* Commande robuste aux perturbations externes.

Inconvénients :
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* Présence des oscillations (phénomene de chattering) provoquées par la partie discontinue
de la commande.
* Le systeme (commandé par la commande en mode glissant) est soumis a chaque instant a
une commande a fréquence ¢levée afin d’assurer sa convergence vers 1’état désiré, ce qui
n’est pas souhaitable ou possible pour certain systemes.
V11-2-2) Principe de la commande par mode glissant

Le principe de la commande par mode glissant consiste premiérement a attirer toutes les
trajectoires d’état du systéme dans une région appelée surface de glissement, et ensuite les
amener vers 1’état désiré. Donc, cette commande se fait en deux phases :
* La phase de convergence : la trajectoire d'état du systeme se déplace a partir d’un état
initial (xg, x,) et converge vers la surface de glissement en temps fini. Durant cette phase, le
systéme reste sensible aux variations paramétriques, aux incertitudes et aux perturbations
externes.
* La phase de glissement : la trajectoire d'état du systeme a atteint la surface de glissement et
tend vers I’état désiré. Le comportement du systéeme durant cette phase ne dépend plus du
systéme lui-méme ou des perturbations, mais uniquement des propriétés de la surface de
glissement.

La figure ci-dessous montre le principe de commande par mode glissant.

A - . e .
(0 Condition initiale

(%0, %o)

x(t)

v

Phase de convergence

Phase de glissement

Surface de glissement
St)=0

Figure V11.20 : principe de la commande par mode glissant

En résumé, une commande par mode glissant se fait principalement en trois parties :
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1- Le choix de la surface de glissement.

2- L’établissement des conditions de la convergence.

3- La détermination de la loi de commande.

V11-2-3) Etapes de construction de la commande par mode glissant

Soit un systeme non linéaire affine dont le comportement dynamique est décrit par
I’équation différentielle suivante :
x=f(x)+gxu (7.67)
Avec :

X = [x1 X3 e .. x,]T: représente le vecteur d'état du systéme.
f et g: sont des fonctions linéaires ou non linéaires.
u : représente le vecteur commande.

On peut resumer les étapes de construction de la commande par mode glissant en trois
étapes principales : la détermination d’une surface de glissement convenable, 1’établissement
des conditions de convergence de la trajectoire du systeme vers la surface de glissement
choisie, puis la détermination de la loi de commande qui permet de ramener la trajectoire du
systéme vers cette surface et y demeure.

V11-2-3-1) Choix de la surface de glissement

La surface de glissement est une fonction scalaire sur laquelle la trajectoire d'état du
systeme a régler glisse sur cette surface et tend vers I’état désiré. Il existe plusieurs formes de
la surface de glissement, mais la surface la plus utilisée pour garantir la convergence vers

1’état désiré est donnée par :

r—1

G (% N a) . (7.68)

Avec:

e: représente I’erreur entre la valeur actuelle et désirée.

a : estun constant positif.

r . représente le degré relatif, qui est égale au nombre de fois qu'il faut dériver la sortie du
systéme pour faire apparaitre la commande wu.

*Sir=1:5=ce.

*Sir=225=%+ae=e’+ae.
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. d 2
*Slr=3:S=(—+a) e=¢+2ae + a’e.
dt
La surface de glissement doit satisfaire les deux conditions suivantes :
1-Si: S=0=x = x,4.
2- S contient le vecteur commande w.

La dérivée par rapport au temps de la surface de glissement s’écrit par :

. 0S 0Sox 0S S
= — = k= — () + 9w (7.69)

~ ot oxot ox
V11-2-3-2) Etablissement des conditions de convergence

Les conditions de convergence sont les critéres qui permettent aux dynamiques du systéeme
de converger vers la surface de glissement. Pour ce faire, la méthode de Lyapunov est utilisée
pour garantir la stabilité et la convergence de la loi de commande.
Soit la fonction candidate de Lyapunov V(S) qui est une fonction scalaire définie positive,

c’est-a-dire :V(0) =0etV(S) >0, S # 0.

1
V(s) = 552(0) (7.70)

La dérivée de la fonction de Lyapunov est :
V(S) = S(x)S(x) (7.71)
Pour déterminer une loi de commande capable d’assurer la convergence de la trajectoire

d’état du systéme vers la surface de glissement, il suffit d’assurer que la dérivée temporelle
de la fonction de Lyapunov V(S) soit définie négative : V(S) < 0.
Donc, afin que la fonction de Lyapunov V (S) puisse décroitre et converger vers zéro, il suffit
d’assurer que : S(x)S(x) < 0.
V11-2-3-3) Détermination de la loi de commande

La loi de commande par mode glissant se divise en deux parties: la commande
équivalente et la commande discontinue :
U= Upq + Ugs (7.72)
Ueq : st la commande équivalente, elle permet de conduire la trajectoire d’état du systeme

vers la surface de glissement. Elle est obtenue par la résolution de I’équation S = 0.

. as ~ _(es ' (as
S=0= a(f(x) + g(x)ueq) =0= Ueqg = — ag(x) &f(x) (7'73)
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Ugis - €St la commande discontinue, une fois la trajectoire d’état du systeme atteint la surface
de glissement, la commande discontinue I’amene vers 1’état désiré.
Il'y a plusieurs choix pour la commande discontinue, mais la fonction la plus simple est la

fonction signe (relais simple) :

1,5>0
sign(§) ={0 ,S=0 (7.74)
-1,5<0
A
Ksign(S)
+K

v

Figure VI1.21 : Fonction signe

Le gain K doit étre positif pour vérifier la condition de stabilité. La valeur de K est tres
influente, car, s’il est choisi trés petit, le temps de réponse sera trés long, s’il est choisi trop
grand, il y aura des fortes oscillations (phénoméne de chattering) au niveau de I’organe de la
commande.
V11-2-4) Phénomene de Chattering

Durant la phase de glissement, 1’utilisation de la fonction sign(S) signifie que la
commande u commute entre deux valeurs +K avec une fréquence élevée et se manifeste par
des fortes oscillations autour de la surface de glissement S, Ce phénomeéne est connu sous le
nom de réticence ou chattering. Cependant, dans la pratique, ce phénomene est indésirable,
car la fréquence de commutation peut : détériorer la précision de la commande, endommager
les actionneurs et des organes mécaniques et peut provoquer une augmentation de

température dans les systemes électriques.
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Phase de glissement .1

Phénomene de
chattering

A I .
2(0) Condltlon. initiale
(%0, %o)
) x®,
/ .

7

~
S o
~o
~

Phase de convergence

Surface de glissement
S =0

Figure VI1.22 : Phénoméne de chattering

V11-2-5) Solutions pour attenuer le phénomene chattering

Pour atténuer ou éliminer le phénoméne de chattering, plusieurs solutions ont été

proposees, parmi ces propositions, on peut citer :

* Solution de couche limite : cette solution consiste a remplacer la partie discontinue dans la
commande par des fonctions plus adéquates qui filtrent les hautes fréquences. Parmi les

fonctions utilisées, il existe: la fonction saturation, la fonction sigmoide et tangente

hyperbolique. Ces fonctions réduisent le phénomene de chattering.

1 ,S>a
1
sat(S) =<— ,—a<S<a
a
1 ,S5<-a

sat(s) 1

v
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Figure VI1.23 : Fonction saturation

sigm(S) 15 o (7.76)
A
sigm(S)
1 /
/] S,
Figure VI1.24 : Fonction sigmoide
e¥ — =X
tanh(S) = ——— 7.77
anh(S) gy (7.77)
A
tanh(S)
1 -

v

Figure VI11.25 : Fonction tangente hyperbolique

Le phénomeéne de chattering est réduit en utilisant ces fonctions (saturation, sigmoide et
tangente hyperbolique), cependant, le systéme ne converge pas précisément vers 1’état désiré
mais vers un voisinage de cette derniéere.
* Solution par mode glissant d’ordre supérieur : pour remedier au probleme de chattering, le
mode glissant d’ordre supérieur a été introduit tout en gardant les propriétés de la commande
par mode glissant classique (robustesse et convergence vers 1’état désiré en temps fini). Dans
cette approche, le terme discontinu n’apparait pas directement dans I’expression de la
commande synthétisée, mais dans une de ses dérivees supérieures ce qui permet de réduire le
Chattering.

Exemple :
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On considére le systeme non linéaire suivant (pendule simple) :

. g .
0 = —ZSII’I(H) + Wu (7.78)
On considére que: x; = 6,x, = 6.
561 = 9 =X xl =X,
X —9——gsin(9)+iu——gsin(x)+—u X =—gsin(x)+—u
) MLz~ LYY T M2 AN TR
€ = Xiq — X1 (7.79)
e : I’erreur entre la sortie désirée x4 et la sortie du systeme x;.
1- La premiere étape est la détermination de la surface de glissement :
d r—1
S = (— + ) 7.80
e e (7.80)
Le degré relatif est r = 2.
S—(de+ )—'+ 7.81
=\ ae| =¢é+ ae (7.81)
La dérivée de la surface de glissement :
S=é+aé=Fy— % +a(iyy— %) =Fg — % +allyg — x,) (7.82)
: 1
S =%14 + gsin(xl) ———u+altyy — x3) (7.83)

L ML?

2- La deuxiéme étape est 1’établissement de la condition de convergence. On considére la

fonction de Lyapunov suivante :

V(s) = %Sz (7.84)

La dérivée de la fonction de Lyapunov est :

Vi) =S5S=S <5c'1d + gsin(xl) — Lu + a(kg — x2)> (7.85)
L ML?

3- La troisiéme est la détermination de I’expression de la loi de commande (la commande
équivalente et la commande discontinue) :
U= Upq + Ugs (7.86)

* La commande équivalente u,, : elle est obtenue en mettant S=0.
: 2 [ g . .
S=0>u, =ML* (%4 + Zsm(xl) + a(kg — x3) (7.87)

* La commande discontinue ug;, : la fonction la plus simple est celle de signe :
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Ugis = Ksign(S), K>0 (7.88)

L’expression finale de la loi de commande est :
U = Upy + Ugys = ML? <5c'1d + %sin(xl) + a(Xyg —x3) + Ksign(S)) (7.89)

Vérification de la convergence et la stabilité de la loi de commande :

V(i) =S55=S (de + %sin(xl)

1
_ WMLZ <5c‘1d +%sin(x1) + a(xyg —x) + Ksign(S)) + a(xy — x2)>

V(S)=S5=S <5c'1d +%sin(x1) — X1q — %sin(xl) —a(x,g — x;) — Ksign(S)

V(S) = —KSsign(S) (7.91)
1,5>0 S ,5>0

sign(S) = { 0,5=0 = S=sign(S) :{ 0,S=0 = Sx*sign(s) = |S| (7.92)
-1,5<0 -5,5<0

V = —K]|S| < 0, donc, la condition de stabilité et de convergence est bien Vérifiée.

oy
i\

0 5 10 15 20
Temps

Figure VI11.26 : Evolution de x; et x,

x1
X2

\ I
Hil

x1 et x2
o

134



Chapitre VII : Commande des systémes non linéaires

3 T T T T T

i Point d'équilibre

Condition initiale

1.5

x1
X2

x1 et x2

_2 1 1 1

0 0.5 1 1.5
Temps
Figure VI11.28: Evolution de x; et x,
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1.5 T T T T T T
1 -
L'état désirée
0.5r PSRN PP .
/ Condition initiale
O - -
0.5 7
N
X
1 F 4
-1.5F ]
Phase de glissement
2t -
25l Phase de convergence |
Surface de glissement——>
_3 1 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
x1
Figure VI1.29 : Plan de phase du systéme
50 . . .

_30 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2

Temps
Figure VI1.30 : Variable de commande u

D’apres la figure 29, la trajectoire du systéme converge a partir d’'une condition initiale
vers la surface de glissement en un temps fini (phase de convergence), et une fois arrivée sur
cette surface, la trajectoire glisse vers le I’état désiré (phase de glissement).

L’inconvénient de la commande par mode glissant est illustré dans la figure 30 (probléme
de chattering causé par la commande discontinue).

136



Annexe

Annexe
Chapitre 11 : Plan de phase

Exercice 1:

Pour chaque systeme, trouver les points d'équilibre et déterminer leur nature :

. . 2X1X
X1 = X2 (xl = (1 - xl)xl - ﬁ
@ __.d__, L, s
2 — T A1 T A2 ., =1 — ———
6 | %= a+ xl)) %
)'Cl =Xy )'Cl = —X1 + (1 + xl)xz
(C) {xZ = —X1 + (1 - 3x12 - 2x22)x2, (d){ J'Cz = _(1 + xl)xl ’

(e) {9&1 = (x, — xz)(x12 + xz2 -1)
Xy = (0 +x)(xf + x5 — 1)
Exercice 2:
Trouver les points d'équilibre et déterminer leur nature.

(a){. X1 =X

)'Cl == 2x1 - x1x2
X, =x, — 2tan"1(x; +xp) '

® ]

Xy = 2x% — x,

Exercice 3:

1) Pour toute valeur positive de a,b et c, trouver les points d'équilibre pour le systéme
suivant:

{‘X.'l == axl - xlxz
X, = bx? — cx,

2) Déterminer la nature des points d'équilibre trouvés.

Exercice 4:

1) Déterminer la nature de cycles limite pour les systemes d'équations différentielles donnés
en coordonneées polaires.

r=r(1l-2r)
6=-1

) {7” =.r(1 —r?) © {f =r G - r) (r—1)

@] oo 27

(d){f‘=r3—6r2+11r—6
0 =2
Exercice 5:

Soit le systéme suivant :
.. 1
9+9+§9=1
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1) En posant x; = 6,x, = 6, trouver la représentation d’état du systéme.

2) Etudier la stabilité de ce systéeme par la méthode des isoclines.

3) Déduire le point d’équilibre et sa nature a partir des isoclines.

Exercice 6:

Soit les systémes non linéaires décrits par les équations différentielles suivantes :

(@) {XI ='2_=x 1—-|J_clszx-: =, (b) {XI zl:_x)ilxzz ’ ) {xlxzz :x Zsfr?(sif)l)

1) En utilisant le théoréme de I’index (théoréme de Poincaré€), analyser I’existence ou pas
d’un cycle limite.

Exercice 7:

Soit les systemes suivants :

xl = _xl + x2 { 561 - xZ {xl = g(xZ) + 4x1x22
5 ) i 1; b o ) 5
(a) {xz = g(xl) + ax; 4 ( ) X2 = —X1 (C) Xy = h(xl) + 4x2x12
X1 = X3
(d){xz = ax, + bx, — xix, — x3 b <0

1) Analyser I’existence ou pas d’un cycle limite en utilisant le théoréme de Bendixson.

Exercice 8:

Soit les systemes non linéaires décrits dans les coordonnees cartésiennes :
x=x+y—x(x?*+2y?)

y=-x+y—-yk*+2y?)

x=x—y—x(x*+2y?)
y=x+y—-y*+y)’
x=y+x3—x(x?+ y?)?
(. _ 3 2 242
y=—x+y> -y +y*)
1) Trouver la présentation de ces systémes dans les coordonnées polaires.

@] O

2) Trouver la région de piégeage (trappig region). Déduire qu’il y a au moins un cycle limite
dans cette région (théoreme de Poincaré-Bendixson).

Chapitre 11 : Méthode du premier harmonique

Exercice 1: Rappel sur la série de Fourier

1) Trouver les coefficients de série de Fourier pour les signaux périodiques suivants:

(a)
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_2 1 L 1 1 1 Il 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

Temps t
Figure 1: Signal périodique carré
Exercice 2: gain complexe équivalent
Soit I'éelément non linéaire tout ou rien présenté dans la figure 3:
On applique un signal sinusoidal x(t) = x; sin(wt) a l'entrée de I'élément non linéaire et on

observe le premier harmonique de la sortie s = NL(x).

+M

x(@) s(t)

v

-M

Figure 3: Non linéarité tout ou rien
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A A
+M | +M
x(t) = x; sin(wt) T
Entree: signal sinusoidal M -M 5
Elément non Sortie: signal périodique
lineaire

Figure 4: Non linéarité tout ou rien

1) Déterminer le gain complexe équivalent et le lieu critique en fonction de x; et de w.

On considére un élément non linéaire tout ou rien avec seuil h (figure 5).

A A
Ml +M
x(t) = x4 sin(wt) T+a 2m—a
: ' h hooo @ m-a g
Entrée : ) 3
signal sinusoidal —M— -M
Elément non Sortie: signal périodique
linaire

Figure 5: Non linéarité tout ou rien avec seuil

2) Déterminer le gain complexe équivalent et le lieu critique en fonction de x; et de w.

On considéere un élément non linéaire hystérésis présentant un seuil h (figure 6).

x(t) = x; sin(wt)

»

Entreée:
signal sinusoidal

Figure 6: Non linéarité tout ou rien avec hystérésis

A A
+M o
o +M
JL T+a 21
h th ] ]
2 2 —M—
—M
Sortie: signal périodique
Elément non
linéaire

3) Déterminer le gain complexe équivalent et le lieu critique en fonction de x; et de w.
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On considere un élément non linéaire saturant de pente k dont la caractéristique est donnée

sur la figure 7.

A A

+M +M

x(t) = x; sin(wt)

v

|
I
; —Qa' a
Entrée : |
signal sinusoidal || —M

Elément non Sortie: signal periodique
linéaire
Figure 7: Non linéarité saturation
4) Determiner le gain complexe équivalent et le lieu critique en fonction de x; et de w.
Exercice 3: prediction de I'existence des cycles limites
On considére une boucle d'asservissement comportant un seul élément non linéaire et une

partie linéaire dont la partie non linéaire et linéaire peut étre séparée.

A

A

M

v

A\ 4

10

v

1+p)2+p)B+p)

Figure 8: Schéma géneéral d'une boucle d'asservissement non linéaire séparable
1) Trouver la fonction de transfert généralisée de I'élément non linéaire.
2) Trouver le lieu critique.
3) Trouver la fréquence et I'amplitude d'oscillation.
Chapitre 1V : Fondements de la théorie de Lyapunov
Exercice 1:
Déterminer si les fonctions suivantes sont : définie positive (négative) ou semi-définie

positive (semi-négative).

1
a) V(xy,x,) = 3 (x? + x3), (x1,x,) € R?
1
b) V(xy,x,) = > (xZ — x3), (x1,x,) € R?
) V(xy,x,) = x2, (x4, x,) € R?
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d) V(xq, %) = —(x1 + %)%, (x1,x;) € R?
e) V(xy, x,) =log(1 + x% + x3), (x1,x,) € R?
) V(xy,x,) = 9x2 — 30x;,x, + 25x2, (x1,x,) € R?
9) V(x1,%3) = x§ + 6x1%, + x5, (x1,%;) € R?
h) V(xy,x2) = —x7 + X%, — X3, (x1,x;) € R?
D V(x,x2) = x{ (xf — 1% + x5, (x1,x;) € R?
Exercice 2:

Considere 1’équation d’un pendule simple :

)'Cl - xZ
. g . k
X, = —Tsm(xl) - X

Avec : m est la masse, [ est la longueur, k est le coefficient de friction:

La fonction de Lyapunov choisie représente I'énergie cinétique + I'énergie potentielle.

2

m
V(xqy,x,) = mgl(1 — cos(x;)) + szz

1) Si x; € [0, «[, utiliser la méthode de Lyapunov pour analyser la stabilité de I’origine :
*k=0.

*k #0.

Exercice 3:

Soit le circuit RLC suivant :

1) Donner la représentation d’état du ce systéme :
: V
x = Ax, x = (C)
93
2) Trouver une fonction de Lyapunov basée sur 1’énergie physique du systéme, puis vérifier

que cette fonction est bien une fonction de Lyapunov.
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3) Résoudre 1’équation de Lyapunov : ATP + PA = —Q.

P=(o £2)=(5 1)

Ondonne:R = 1KQ,C =33nF etlL = 1uH.

Exercice 4:

On consideére le systéeme suivant :

x = f(x) =ax?

1) Montrer que la théorie de linéarisation de Lyapunov ne permet pas de déterminer la
stabilité de I’origine.

2) Utiliser la fonction de Lyapunov V pour montrer que le systeme est asymptotiquement
globalement stable pour a < 0.

V(x) = x*

3) Qu’est-ce que vous pouvez dire sur le systéme si a = 0.

Exercice 5:

On consideére le systéeme linéaire suivant :

5c=Ax=((1) :1)3(

1) Calculer les valeurs propres de la matrice A et veérifier que le systéeme est
asymptotiquement stable.

2) On connait que la caractérisation équivalente de la stabilité peut étre obtenue en
considérant I’équation de Lyapunov :

ATP + PA=—Q

Avec : Q = QT est une matrice définie positive. Le systeme est asymptotiquement stable si

est seulement si la solution P de 1’équation de Lyapunov est définie positive.

P11 P12)
P12 P22

On considére que : P = (
Veérifier que V(x) = xT Px est une fonction définie positive si est seulement si :

Py >0, Py 1Py — P, >0

3) Résoudre 1’équation de Lyapunov avec Q est une matrice d’identité. Est-ce que la solution
P est une matrice définie positive.

Exercice 6:

Soit les équations d'un systeme masse-ressort:
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X1 = X
. k b k>0m>00b>0
x2=—ax1—;x2

La fonction de Lyapunov choisie représente I'énergie cinétique + I'énergie potentielle.

k m
V(xy,x,) = §x12 +5x22

1) Montrer que la méthode de Lyapunov V(x;,x,) ne permet pas de conclure la stabilité
asymptotique de 1’origine.

2) Utiliser le principe d’invariance de LaSalle pour éprouver la stabilit¢ asymptotique de
’origine.

Exercice 7:

Soit le systéme suivant:

{ X1=x2
X, = —2x; —3x, +u

La commande du systéme u (commande par mode glissant) est : u = —sgn(ax; + bx,).

{ Xl = xz
X, = —2x; — 3x, — sgn(ax; + bx,)
La fonction de Lyapunov choisie est :
1
V(xg,x,) = > (ax? + Bx32)
1) Etudier la stabilité du I’origine du systéme
Ondonne:a =2, =1.

Exercice 8 :

Soit le systéme suivant :

{ X1 = X

X, = —g(x1) — h(xy)

Ou g et h sont localement des fonctions Lipschitz satisfaisant :

g(0) =0etyg(y) > 0pourtouty =0,y € [—a,al,a > 0.

h(0) = 0etyh(y) > 0 pourtouty # 0,y € [—a,a],a > 0.

1) Montrer que le systéme posseéde un point d’équilibre unique.

2) Montrer que la fonction V(xy,x,) = foxlg(y)dy + %xzz est définie positive pour tout x €
RZ

3) Montrer que le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
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Chapitre V : Théorie de la passivite
Exercice 1:

Etudier la passivité des systémes suivants :

@]

X=u
y=x
La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

®Of, i ha G >0vu 0

La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

(c) {x - u_— h(x)’ xh(x) >0,vx =0
y=Xx
La fonction de stockage est : V(x) = %xz.

=u

¥ =
C {y = h(x)
La fonction de stockage est : V(x) = fox h(7)dr.

(e) {xy::_;(:)u, xh(x) >0,Vvx # 0

La fonction de stockage est : V(x) = fox h(7)dr.

Exercice 2:

Soit le circuit suivant :

v

|+

Figure 1 : Circuit RLC
1) Déterminer la représentation d’état du systeme avec x; = Vi, x, = i;.

2) On considére que ’entrée du systéme est u = V et sa sortie est y = i;.

La puissance fournie est uy et la fonction de stockage est V(V,i,) = %CVC2 + %Lif
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Montrer que ce systeme est passif.

Exercice 3 :

Soit les équations d’un systéme masse-ressort :
mX+C,x+kx=F

Avec : m est la masse, C,, est le coefficient d’amortissement, k
x . est la position de la masse.

F : est la force appliquée a la masse.

La fonction de stockage (énergie cinétique et potentielle) est :

1 1
V(x,x)= Ekx2 + Ema’cz

1) Déterminer la représentation d’état du systéme.
2) Etudier la passivité du systeme.
Exercice 4:

Les équations €lectrique et mécanique d’un moteur a courant continu sont données par :

.1 R K
lezv—ZlL—Ta)
. _Kr. B
wWw=—1l ——w
J T

Soit donc la fonction de stockage :

. 1, 1,
Vi, w) = ELLL +E]a)

1) Montrer gue ce systéme est passif.
Exercice 5:

On considere les fonctions de transfert suivantes :

p+1 G.(p) = p—1
P+00+3) P T o+D@+3)

G,(p) = Gy(p) =

@+ Dp+2)
p+c

(p+a)(p +b)

G,(p) =

Avec : a, b et c sont des constants positifs.
1) Déterminer les systemes qui sont réel positifs.
Chapitre VI : Géométrie différentielle

Exercice 1 :
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Soit le systéme non linéaire suivant :
X, =—ax;+u
.X'Z = _bxz + k - CX1X3
X3 = dx1x2
Yy = X3
1) Déterminer les dérivées de Lie suivantes :
Leh(x), Lgh(x), L:h(x)etLyLeh(x)
Exercice 2 :
On considere 1’équation d’un pendule simple :
Xy = X
g b

X, = —Tsin(xl) %

Avec : m est la masse, [ est la longueur, k est le coefficient de friction:

La fonction de Lyapunov choisie représente I'énergie cinétique + I'énergie potentielle.

mi2
V(xg,x,) = szz — mgl cos(x;)

1) Calculer LgV (x4, x3).
Exercice 3 :
On consideére le systéeme non linéaire suivant :

{xl = asin(x,)
X, =—xf+u

1) Déterminer le Crochet de Lie ad,g.
Exercice 4 :

On consideére le systéeme non linéaire suivant :

{ 5(1 == xz
X, = —sin(xy) — x, + xqu
1) Déterminer le Crochet de Lie adg et adj?g.

Exercice 5 :

Soit le systéeme non linéaire suivant (oscillateur de Van der Pol) :
{ 5(1 == xz

X, =—x,+a(l—xHx,+u

1) Calculer le degré relatif de ce systeme :

*Sly = x,.
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* SI y = xl.
Exercice 6 :
Soit le systéme non linéaire suivant :
X, =—ax;+u
Jzz = _bxz + k - Cx1X3
X3 = dx1x2
Yy = X3
1) Calculer le degré relatif de ce systeme.
2) Trouver la forme normale de ce systeme.
Exercice 7 :
Soit le systéme non linéaire suivant :

2 +x2
u
14 x2

{ xZ:xg
k X3 =X1X3+u
Yy =Xz

(5(1 == —x1 +

1) Calculer le degre relatif de ce systeme.
2) Trouver la forme normale de ce systeme.
Exercice 8 :

Soit la distribution A= span{f;, >} avec: f; et f, deux champs de vecteurs définis par :

2x3 —X1
fi= <—1>:f2 = (—2x2>
0 X3

1) Veérifier si les deux vecteurs f; et £, sont indépendants ou pas.
2) Vérifier ’involutivité de la distribution A.

Exercice 9 :

Soit le systéeme non linéaire suivant :

561=X2
{_ b . k. 1

2 3
Xp=——x3——x; +—F
m? mt om

1) Vérifier la commandabilité et I’involutivité de ce systeme et montrer qu’il admet une

linéarisation exacte.
Chapitre VII : Commande des systémes non linéaires

Partie | : Feedback linearization
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Exercice 1:

Soit les équations mathématiques d’un pendule simple :

5(1 =x2
b 1
X, = —gsin(xl) ——Xx, +—u
l m ml
y=X1

1) Calculer le degré relatif du systéme.

2) Donner la forme normale de ce systéme.

3) En utilisant la méthode de linéarisation entrée-sortie, construire la loi de commande non
linéaire pour que la sortie suive la référence y; = x,;4 = 0.

Exercice 2 :

Soit le systéme non linéaire suivant :

X, = xZ + x,

5C2=JC3
.7&3:“,
V=X

1) Calculer le degre relatif du systeme.

2) Donner la forme normale de ce systeme.

3) En utilisant la méthode de linéarisation entrée-sortie, construire la loi de commande non
linéaire qui permet a la sortie de suivre la référence y; = x4 = 3.

Exercice 3 :

Soit le systéme non linéaire suivant :

.X.'l - x3 + 8x2

XZ =—X2 +x3
X3 =—x3+x;f—xf—u
y=X1

1) Calculer le degre relatif du systeme.

2) Donner la forme normale de ce systeme.

3) En utilisant la méthode de linéarisation entrée-sortie, construire la loi de commande non
linéaire qui permet a la sortie de suivre la référence y; = x,4 = 5.

4) Etudier la stabilité de la dynamique interne dans le systéme.

Exercice 4:

Soit le systéme non linéaire suivant :
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J'Cl = xz - xf
.X'Z =Uu
V=X
1) Calculer le degré relatif du systéme.
2) Donner la forme normale de ce systéme.
3) En utilisant la méthode de linéarisation entrée-état, construire la loi de commande qui
permet a la sortie de suivre la référence y,; = x,;, = 0.
4) Etudier la stabilité de la dynamique interne dans le systeme en utilisant la méthode de
Lyapunov. On donne la fonction de Lyapunov : V (x) = 0.5x?
Exercice 5:
Soit le systéme non linéaire suivant :
(% =27 +x,
{ X, =x5+u
X3 == xZ - ax:;
k y=X1

1) Calculer le degreé relatif du systeme.

2) Donner la forme normale de ce systéme.

3) En utilisant la méthode de linéarisation entrée-état, construire la loi de commande qui
permet a la sortie de suivre la référence y,; = x;4 = 0.

4) Etudier la stabilité de la dynamique interne dans le systeme.

Partie Il : Commande par mode glissant (sliding mode control)

Exercice 1:

Soit le systéme linéaire suivant :

X=u

1) Donner la représentation d’état de ce systeme.

2) Parmi les expressions de la surface de glissement suivantes, quelle est la surface de
glissement la plus adéquate.

a)S =e.

b) S =e.

c)S=¢é+ae, a>0.

Avec e = x4 — X;.

e : représente ’erreur entre la sortie désirée x; 4 et la sortie du systéme x;.
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3) En utilisant la technique de la commande par mode glissant, déterminer 1’expression de la
commande u. (La commande non linéaire discontinue u; choisie est la fonction signe).

4) Verifier la stabilité de la loi de commande trouveée wu.

Exercice 2 :

Soit le systéme linéaire suivant :

X=u

1) Donner la représentation d’état de ce systeéme.

2) Parmi les expressions de la surface de glissement suivantes, quelle est la surface de
glissement la plus adéquate.

a)S =e.

b) S =eé.

c)S=é+ae, a>0.

d)S=¢é+ 2aé + a’e, a > 0.

Avec :e = x4 — x;.

e : représente ’erreur entre la sortie désirée x,; et la sortie du systeme x; .

3) En utilisant la technique de la commande par mode glissant, déterminer 1’expression de la
commande u. (La commande non linéaire discontinue u,;, choisie est la fonction signe).
Exercice 3 :

Soit le systéme non linéaire suivant :

X+ ax?cos(3x) =u

On ne connait pas précisément la valeurde a : 0.5 < a < 1.

1) Donner la représentation d’état de ce systeme.

2) On vaudrait commander la sortie de ce systéeme x,; a suivre la sortie désirée r = 0 en
utilisant la technique de commande par mode glissant, déterminer 1’expression de la
commande u (la commande non linéaire discontinue u;, choisie est la fonction signe).

Avec : e = r — x,. e : représente I’erreur entre la sortie désirée r et la sortie du systéme x; .
3) Si on remplace la commande non linéaire discontinue ug,;; par la fonction tangente
hyperbolique. Que remarquez-vous ?

Exercice 4 :

Soit le systéme linéaire suivant :
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{ X, =X,

X, = —25x, + 133u+d

d est une perturbation externe avec : |d| < D.

1) On vaudrait commander la sortie de ce systeme x; a suivre la sortie désirée r =1 en
utilisant la commande par mode glissant, déterminer I’expression de la commande u (la
commande non linéaire discontinue u;, choisie est la fonction signe).

Avec : e = r — x,. e : représente I’erreur entre la sortie désirée r et la sortie du systéme x;.
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	Soit un système dynamique décrit sous la forme suivante :
	Soit Ω une région simplement connexe, c’est-à-dire sans trou. Si la quantité ,𝜕,𝑓-1.-𝜕,𝑥-1..+,𝜕,𝑓-2.-𝜕,𝑥-2.. ne s'annule pas et ne change pas de signe, alors, il n’existe pas un cycle limite dans Ω.
	Soit le système dynamique suivant :
	Soit 𝛺 un ensemble positivement invariant associé à ce système, c’est-à-dire : quelle que soit la condition initiale ,,𝑥-10.,,𝑥-20..∈𝛺, la trajectoire correspondante reste dans 𝛺 lorsque 𝑡→∞.  Donc l'une des affirmations suivantes sont vraies :

