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 والتجارмة טقتصادیة العلوم مسار د،.م.ل כوڲʄ السنة لطلبة المطبوعة ɸذه توجه

 المفاɸیم من متɢاملة حزمة أخرى  مسارات لطلبة وحۘܢ ،خاصة بصفة الȘسی؈ف وعلوم

 للمقیاس الرسمیة الȘسمیة حسب 2 לحصاءأو الرʈاعۜܣ   לحصاء ࢭʏ כساسیة وכدوات

 المطبوعة ɸذه تألیف عند راعینا .العل׿ܣ والبحث العاڲʏ التعلیم لوزارة الرس׿ܣ المقرر  وفق

 :التالیة العناصر

 الدراسة موضوع לحصائیة כدوات علٕڈا تقوم الۘܣ العلمیة والقواعد כسس عرض -

 .التطبیقیة الناحیة من ضرورмة غ؈ف نظرмة جوانب ࢭʏ الغوص ࢭʏ نبالغ أن دون 

 .أداة ɠل تحملɺا الۘܣ التحلیلیة والوظیفة לحصاǿي للمدلول  اݍݨید טسȘیعاب ضرورة -

  .النȘیجة شرح مع تطبیقیة أمثلة إعطاء -

  .الواقع من شاملة تطبیقیة بمسائل فصل ɠل آخر ࢭʏ النظرмة المفاɸیم تدعیم -

دراسة טحتمالات، ومبادئ من أɸداف ɸذا المقياس التحكم ࢭʏ أدوات לحصاء الرʈاعۜܣ 

  .و التوزʉعات טحتمالية ة ذات البعد الواحدالعشوائي اتالمتغ؈ف 
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  مقدمة

 2 "إحصاء" لمقياس الوزاري  ال؄فنامج حسب לحصاء محاضرات عن عبارة ۂʏ المطبوعة ɸذه

  כوڲʄ جذع مش؅فك علوم اقتصادية. للسنة

 عند اكȘسبوɸا الۘܣ القاعدة من الطلبة ʇستفيد لɢي ،כوڲʄ السنة لطلبة المقياس ɸذا برمج

 ࢭʏ التطبيقي לحصاء لدراسة التمɺيد ɸو כسا؟ۜܣ ɸدفه لكن الوصفي، לحصاء دراسة

 الرʈاعۜܣ כساس أي الرʈاعۜܣ، לحصاء علم تقديم ɸو المقياس ɸذا ɸدف .الثالثة السنة

 .التطبيقي للإحصاء

לحصاء الرʈاعۜܣ وحساب טحتمالات، مدخلا تمɺيديا لمقياس  Ȗشɢل ɸذه اݝݰاضرات

 ʄعات טحتمالية.مبادئ טحتمالات و ليتعرف عڴʉالمتغ؈فات العشوائية ثم التوز  

ࢭɠ ʏل ٮڈدف ɸذه المطبوعة إڲʄ تȎسيط وشرح المفاɸيم כساسية للمقياس مع כمثلة المȎسطة 

و୒زالة الغموض ثم التغلب عڴȖ ʄعقيدات المعادلات الرʈاضية مرة، من أجل تقرʈب الفɺم 

  للمتغ؈فات العشوائية.

 ʄذا العمل إڲɸ عةتم تقسيمȌالفصل כول التحليل التوافقي حيث تم فصول؛  أر ʏجاء ࢭ

 موضوع الثاɲيالفصل  تناول التطرق إڲʄ طرق العد وɠل من التباديل، ال؅فاتʋب والتوفيقات، و 

؛ حيث شمل المفاɸيم כساسية للنظرʈة טحتمالية ثم التعرʈف بالاحتمالات نظرʈة טحتمالات

المتغ؈فات العشوائية ذات البعد الواحد عڴʄ  الثالثالفصل  واحتوى واݍݨوانب المتعلقة ٭ڈا، 

بنوعٕڈا ثم خصائص ɸذه المتغ؈فات بصفة عامة، وتم تخصيص الفصل כخ؈ف لدراسة أɸم 

  .للمتغ؈فات العشوائيةأشɺر التوزʉعات טحتمالية 
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افقي  الفصل כول: التحليل التو

ࢭʏ كث؈ف من التطبيقات نɢون مɺتم؈ن بمعرفة عدد العناصر المنتمية إڲʄ مجموعة مـا. 

وɲـستخدم طرق العد لإيجاد عدد عناصر مجموعة ما دون اݍݰاجة إڲʄ سـرد عناصـرɸا. وɸـذه 

وɸذا بدوره  ،ࢭʏ إيجاد عدد الطرق اݝݵتلفة والممكنة لإجراء أي تجرȋة أيضاالطـرق Ȗساعدنا 

وȋالتاڲʏ يصبح حساب טحتمالات من أɸم التطبيقات  .ࢭʏ دراسة علم טحتمالكث؈فا يفيدنا 

  العملية للتحليل التوافقي، وعليه  فانه سʋتم ࢭɸ ʏذا اݝݰور ال؅فك؈ق عڴʄ الموضوعات التالية:

  )Les Permutations( التباديل_ 

  )LesArrangements( _ ال؅فاتʋب

افيق    )LesCombinaisons( _ التو

  مبدأ طرق العد إڲɸʄذه المواضيع لابد من التطرق  إڲʄوقبل التطرق 

  مبدأ طرق العدأولا: 

ــ  مبدأ الضرب: - 1 طرʈقة  ʇ𝟏عتمد مبدأ طرق العد عڴʄ أنه إذا أمكن القيام Ȋعمل ما بــــــــ

ــ:  طرʈقة مختلفة وɸذا من أجل ɠل طرʈقة من  𝟐مختلفة، و୒ذا امكن القيام Ȋعمل آخر بـــــــ

 ʄعدد من الطرق مساو اڲȊ _ الطرق السابقة فيمكن القيام بالعمل؈ن معا _ بآن واحد

𝟏 ݳ  𝟐 طرʈقة ممكنة. وʈمكن Ȗعميم ɸذ المبدأ عڴʄ أك؆ف من عامل؈ن، والمثال التاڲʏ يوܷ

  ذلك.

 تلمسانإڲʄ اݍݨزائر، ومن اݍݨزائر إڲʄ  تȎسةإذا ɠان لدينا ثلاث طرق للوصول من مدينة  مثال:

 ʄعدد الطرق الممكن للوصول إڲ ʏق؈ن فما ۂʈتلمسانلدينا طر.  
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:ʏمه أك؆ف سندرج اݝݵطط التاڲɺن وفʈحۘܢ يتم تحليل التمر 

𝟏اݍݨزائر بالرمز   إڲʄحيث أننا س؇فمز للطرق المؤدي  𝟐 عڴʄ ال؅فتʋب أما الطرق    𝟑

 ʄتلمسانالمؤدية إڲ ʏ𝟏:بالرمز التاڲ  .عڴʄ ال؅فتʋب𝟐

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑮𝟏 

𝑮𝟐 

𝑻𝟏 

𝑻𝟏 

𝑻𝟐 

𝑻𝟐 

𝑮𝟑 

𝑻𝟏 

𝑻𝟐 

𝑮𝟏𝑻𝟏 

𝑮𝟏𝑻𝟐 

𝑮𝟐𝑻𝟏 

𝑮𝟐𝑻𝟐 

𝑮𝟑𝑻𝟏 

𝑮𝟑𝑻𝟐 

𝒏𝟏 الجزء الثاني𝟐 الأول الجزء𝟏 × 𝒏𝟐 عدد الطرق  

اݍݨزائر  إڲʄالطرق المؤدية 

تȎسةالعاصمة من   

ائر  تلمسانلطرق المؤدية إڲʄ ا  من اݍݨز

 العاصمة

 تȎسةمن  تلمسان إڲʄالطرق المؤدية 

 مرورا باݍݨزائر العاصمة
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طرق وȋالتاڲɸ6  ʏو  تلمسانمن خلال الشɢل نلاحظ أن عدد الطرق المؤدية إڲʄ ولاية 

العملية الۘܣ يمكن تطبيقɺا ۂʏ: عدد الطرق ࢭʏ المرحلة כوڲʄ ضرب عدد الطرق ࢭʏ اݍݰالة 

  :الثانية

  

  

  

إذا كنا نرʈد حدوث طرʈقة واحدة إما اݍݰدث כول أو اݍݰدث الثاɲي ولʋس مبدأ اݍݨمع:  - 2

ଵالضرب أي:  ولʋسحدوث טثن؈ن معا فإن ذلك يطلب استخدام اݍݨمع  ଶ.قةʈطر  

ࢭʏ طرʈقة اݍݨمع تɢون العمليات متنافية، أي أن إجراء إحدى العمليات ينفي (أو  :ملاحظة

  .כخرى  يمنـع ) إجـراء العمليات

اتخذ  إذاولديه أرȌع طرق  تȎسةمن مدينة  تلمسانمدينة  إڲʄإذا أراد أحد السفر  :)1( مثال

  .تلمسان إڲʄتبع طرʈق قسنطينة، بكم طرʈقة يمكن أن يصل  إذاطرʈق عنابة وثلاث طرق 

  اݍݰل:

  ɸو  إتباعɺاعدد الطرق الممكن  

الفرق ب؈ن ɸذا المثال والمثال السابق أنه ࢭʏ اݍݰالة כوڲɠ ʄان لابد وأن يتم دمج طرʈق؈ن 

 כخرحۘܢ الوصول، لذلك استخدمنا الضرب، أما ࢭɸ ʏذا المثال فɢل طرʈق مستقل عن 

  وȋالتاڲʏ استخدمنا عملية اݍݨمع.

 أوبكم طرʈقة مختلفة يمكن أن يختار أحد الطلاب مقررا واحدا فقط من לحصاء  ):2مثال (

مقررʈن مختلفـ؈ن  2مقررات مختلفة للإحصاء و  3الف؈قياء إذا علم أن ɸناك  أوالرʈاضـيات 

  ء.ن للف؈قيامقررʈن مختلف؈ 2للرʈاضـيات و 

  :اݍݰل 

𝒏𝟏 × 𝒏𝟐 × 𝒏𝟑 … … … … … 𝒏𝑵 
:ʏالتاڲɠ ان لدينا أك؆ف من مرحلت؈ن فتكون القاعدةɠ ذا୒و 

𝟏 𝟐  
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  .ଵاختيار مقرر לحصاء وعدد طرق إجراء ɸذه العملية ʇساوي  :العملية כول  

 .ଶاختيار مقرر الرʈاضيات وعدد طرق إجراء ɸذه العملية ʇساوي  :العملية الثانية

  .ଷاختيار مقرر الف؈قياء وعدد طرق إجراء ɸذه العملية ʇساوي  :العملية الثالثة 

اݍݨمع فإن عدد الطرʈق اݝݵتلفـة لاختيـار وحيث أن العمليات متنافية وȋاستخدام قاعدة 

  (طرʈقة مختلفة) n = n1+ n2 + n3 = 3+ 2 + 2 = 7 :المقـرر ʇساوي 

 تȎسةنقصد عملية الضرب مثلا ࢭʏ المثال כول ɲستخدم طرʈق  وعند استخدام  ملاحظة:

وȋالتاڲʏ  واستخدمنا حرف  الثانية ࢭɸ ʏذه اݍݰالة و، تلمسانالطرʈق כول إڲʄ و اݍݨزائر 

  ɲعوضه Ȋعملية الضرب.

نقصد عملية اݍݨمع مثلا ࢭʏ المثال الثاɲي ɲستخدم احد الطرق فلا يوجد  أوعند استخدام 

  .ارتباط ب؈ن الطرق، أي ɲستخدم الطرʈق כول 

  ، ال؅فتʋب والتوفيقاتالتباديلثانيا: 

  )(Les Permutations.التباديل - 1

لعدة أشياء بأخذɸا ɠلɺا أو Ȋعضɺا ࢭɠ ʏل مرة مع مراعـاة ال؅فتيـب. فعـدد  التبديلة ۂʏ ترتʋبة

ا n التباديل ݝݨموعة مɢونة من
ً
مٔڈا ࢭɠ ʏل مرة ʇساوي عـدد ال؅فتʋبـات  r من כشياء مأخوذ

من ɸذه כشياء مع  r من כشياء بحيث تحوي ɠل ترتʋبة عڴn ʄ اݝݵتلفة الۘܣ يمكن تɢوʈٔڈا من

  .ال؅فتʋبمراعاة 

  ب؈ن حالت؈ن مɺمت؈ن وɸما: التباديلنم؈ق ࢭʏ  أنيمكن   

  دون تكرار  التباديل_ 

 مع التكرار التباديل_ 
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  دون تكرار التباديل .1- 1

ࢭɠ  ʏل     Kمن العناصر اݝݵتلفة بأنه تبديلة ɸذه العناصر مأخوذة  Nيمكن أن ɲس׿ܣ ترتʋب 

. ۂʏ عدد اݝݨموعات الۘܣ يمكن Ȗشكيلɺا مرة، Ȋشرط أن تؤخذ جميع العناصر أي 

من ɸذه العناصر الۘܣ  تختلف باختلاف ترتʋب ɸذه العناصر عڴʄ כقل، وʉع؄ف عٔڈا بالعلاقة 

  التالية: 

  

  

  

  

  

  

  

  

  : دون تكرار التالية כعدادɸو عدد الطرق الممكنة ل؅فتʋب  ما مثال:

  ۂɠ ʏالتاڲʏ: دون تكرار الطرق الممكنة الɢلية

  

  

  

  

௡  

 

 

 

 

 

 

  . حيث أن:عامڴʏ أو مضروب  : يقرأ 

{11; 12; 13} 

{11; 13; 12} 

{12; 11; 13} 

{12; 13; 11} 

{13; 11; 12} 

{13; 12; 11} 
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طرق، ɠل طرʈقة من ɸذه  6نلاحظ أن عدد الطرق الممكنة ل؅فتʋب ɸذه כرقام ɸو 

  دون تكرار כعداد هتبديلات ممكنة لɺذ 6الطرق Ȗس׿ܢ تبديلة، بمعۚܢ انه لدينا 

  :ةوʈمكن حسا٭ڈا بالطرʈقة التالي

  

  

  

  

  

اݍݰالات لا يحدد لنا  عضبالɴسبة للتكرار لʋس من الضروري أن يكون ࡩʏ المعطيات لأنه ࡩȊ ʏ :ملاحظة

رار مثلا ترتʋب مجموعة من الكتب ࡩɸ ʏذه اݍݰالة ككرار أم لا لأنه ʇستحيل فيه التتɸل التبديل دون 

.يمكن وضع كتاب ࡩʏ نفس الوقت لا التكرار مستحيل لأنه  

ࢭʏ حالة العدد الكڴʏ اك؄ف من ال؅فتʋبات، مثلا Ȗشكيل ɠلمة مɢونة من ثلاث حروف مع 

  اݍݰروف المتاحة ۂʏ خمسة حروف، يمكن Ȗعرʈف ذلك كما يڴʏ: أنالعلم 

ܧݵصا لمعرفة عدد الطرق اݝݵتلفة الۘܣ  مرقما وɸناك  كر؟ۜܣ نفرض أن لدينا              

طرʈقة، والثالث  طرʈقة، والثاɲي له   כول له  الكر؟ۜܣ. الكرا؟ۜܣيمكن ٭ڈا ملء 

ـــــــــ  الكر؟ۜܣطرʈقة وɸكذا حۘܢ     طرʈقة.  כخ؈ف وʈمكن لأن يملأ بــــــــــــ

  :ɸو الكرا؟ۜܣأي أن: عدد الطرق اݝݵتلفة لملء 

  

  

𝑝ଷ = 3! = 3 × (3 − 1) × (3 − 2) × (3 − 3)! 

𝑝ଷ = 3! = 3 × 2 × 1 × 0! 

𝑝ଷ = 3! = 6 

    أي 

  ومنه:

 

𝑁(𝑁 − 1)(𝑁 − 2)(𝑁 − 3) … … (𝑁 − 1) 

𝑃௡:          أي
ே =

ே!

(ேି௡)!
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ɸس׿ܢ ذʇ رمز له بالرمز  تباديل  ا العددʈو௡
ே  

ࢭʏ اݍݰالات  (A B C D E)  ۂʏ عدد الɢلمات الۘܣ يمكن Ȗشكيلɺا من ɸذه اݍݰروف مامثال: 

  :التالية

  .إذا ɠانت الɢلمة مɢونة من خمسة حروف لا ٱڈم المعۚܢ -

  .إذا ɠانت الɢلمة مɢونة من ثلاثة حروف لا ٱڈم المعۚܢ -

ʄون عدد اݍݰروف : اݍݰالة כوڲɢت ʏالتاڲȋلمة منه وɠ شكيلȖ ساوي العدد المطلوبʇ ʏלجماڲ

:ʏالتاڲɠ  

  

  

خمسة حروف وذلك  إجماڲɸʏذه اݍݰروف اݍݵمسة من  لȘشكيلديلة بت ɸ120ناك  أنبمعۚܢ 

  دون تكرار اݍݰرف

  

  

   .ۂʏ العدد الذي يراد ترتʋبه و  ۂʏ العدد טجمالحيث أن 

وعدد اݍݰروف المطلوب إيجاد عدد التباديل  وȋما أن العدد לجماڲʏ لݏݰروف ɸو  

  الممكنة لɺا ɸو 

 :ʏملاحظة يمكن حل العملية باستخدام القانون التاڲ𝒏
𝑵 𝑵!

(𝑵ି𝒏)!
  أيضا

  

  

𝑝ହ = 5! = 5 × (5 − 1) × (5 − 2) × (5 − 3)

× (5 − 4) × (5 − 5)! 

𝑝ହ                                                                        ومنه  = 5 ! = 120  

 

𝑷𝟓
𝟓 =

𝟓!

(𝟓 − 𝟓)!
= 𝟓! = 𝟏𝟐𝟎 

 

௡:       أي
ே ே!

(ேି௡)!
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المطلوب Ȗشكيل ɠلمة منه وȋالتاڲʏ تɢون عدد اݍݰروف לجماڲʏ أقل من العدد : اݍݰالة الثانية

:ʏالتاڲɠ  

  

  

تبديلة ممكنة دون  60أي أن عدد التبديلات الممكنة لثلاثة حروف من خمسة حروف ɸو 

  .تكرار

  التبديل الدائرʈة. 2- 1

  التباديل الدائرʈة: ɲستع؈ن بالتمثيل البياɲي التاڲʏ لفɺم

  

 

  

  

ɸناك تباديل متغ؈فة وذلك بإزاحة ɠل لون  أن نلاحظ حسب التمثيل البياɲي السابق

  .إدارة الدائرةب ɠأننا قمنا اللون السابق واللاحق يبقى نفسه أن إلارتبة واحدة 

حسب درجة واحدة  وࢭɠ ʏل مرة نزʈح اللون ط مستقيم خ عڴʄإذا ɠانت ɸذه כلوان  أما

 ʏل المواڲɢغ؈ف ࢭالشȖ نجد أنه حدث ʏ ان قبله لون  כزرقاللونɠ مثلاʏعده لون  برتقاڲȌو

لم يصبح Ȋعده أي لون؛ أي  כزرقاللون  أنإلا أنه Ȋعد إزاحة اللون رتبة واحدة نجد أسود،

 الموضوعةاللون כول، وɸذا عكس ما نجده ࢭʏ כلوان  أصبحȖغ؈ف موضع כلوان اللون כخ؈ف 

 دائرʈا. 

 

𝑃ଷ
ହ =

5!

(5 − 3)!
=

5!

2!
=

5 × 4 × 3 × 2!

2!
= 5 × 4 × 3 = 60 
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ࢭʏ حالة التباديل ف مɢانه ؈غيȖيتم  أننقوم بتȞبʋت أحد العناصر دون  أنلابد  لɺذا

بمثابة بوصلة لتحديد  ليصبحɠل العناصر تتغ؈ف حسب ɸذا العنصر الثابت وȋالتاڲʏ الدائرʈة، 

 .التغ؈فات، وࢭɸ ʏذا المثال سنقوم بتȞبʋت اللون כسود واعتباره بوصلة التغ؈فات

  

  

  

  

      

  

تبديلات وȋالتاڲʏ القانون ࢭʏ حالة التبديلات الدائرʈة  6لدينا  هالشɢل السابق نلاحظ أن حسب 

  :ɸو

  

  

ɸذه التباديل الدائرʈة ۂʏ حالة خاصة وۂȖ ʏعتمد عڴʄ طرح واحد من  أنمع العلم 

.ʏللباࢮ ʏوحساب العدد العامڴ ʏالعدد לجماڲ  

𝑝௡ = (𝑛 − 1)! 

𝑝ସ = (4 − 1)! 

3! = 3 × (3 − 1) × (3 − 2) 

3! = 6 
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  ࢭʏ طاولة دائرʈة؟ عضو 11من  مɢون  أعضاء مجلس לدارةيجلس  أنبكم طرʈقة يمكن  مثال:

ࢭʏ مɢان ثابت حۘܢ  اݝݨلس أفرادبما أن الطاولة دائرʈة فɺذا ʇعۚܣ أنه لابد وأن يɢون أحد 

  Ȗغي؈ف تبديلاٮڈم بناء عليه. ךخرʈنيتمكن כܧݵاص 

  

  

 .تبديلة 3628800وȋالتاڲʏ فان عدد التبديلات الممكنة ɸو 

  مع التكرار التباديل. 3- 1

ɢون العناصر متماثلة. تأي عندما  ࢭȊ ʏعض اݍݰالات لا يمكن أن نفرق ب؈ن عناصر اݝݨموعة

  ࢭɸ ʏذه اݍݰالة يمكن معرفة عدد التباديل من خلال الصيغة العامة التالية:

  

  تمثل العناصر المتماثلة حيث: ௞حۘܢ ଵحيث أن ɠل من  

  

وحۘܢ يتم توضيح وȋرɸنة ɸذه النظرʈة، نف؅فض أننا نرʈد تɢوʈن جميع التباديل الممكنة 

، ࢭʏ اݍݰالة العدية يɢون FSFFK ة وذلك باستخدام اݍݰروف التالية:معۚܢ الɢلم إڲʄدون النظر 

بديلة تم حسا٭ڈا كما يڴʏ:   120ممكنة ݍݵمسة حروف لʋست متكررة ɸو  عدد التباديل

  

ɸଵذه اݍݰروف ɲعت؄فɸا لʋست متكررة  أنمع العلم  ଶ ଷ   حيث تم التفرقة

ଵب؈ن اݍݰروف المكررة عن طرʈق ال؅فقيم  ଶ ଷ  

 التاڲʏ:نحصل ال؅فتʋب  تم القيام بالتبديلات  فإذا

 

𝑝௡ = (𝑛 − 1)! 

𝑝ଵଵ = (11 − 1)! 

10! = 3628800 

𝑃௡
௡భ௡మ௡య……..௡ೖ =

𝑛!

𝑛ଵ! 𝑛ଶ! 𝑛ଷ! … … … . 𝑛௞!
 

𝑛ଵ + 𝑛ଶ + 𝑛ଷ + ⋯ … … . 𝑛௞ = 𝑛 



17 
 

  

  

  

  

تبديلات ࢭʏ حالة ما إذا فرقنا ب؈ن اݍݰرف المكرر  ثلاث مرات بالأرقام  6نلاحظ أن ɸناك 

تبديلات   6لكن الملاحظ ɸنا أنه إذا حذفنا כرقام فأن الست وɸو ناتج من حساب  

 :ʏالتاڲɠ سوف تصبح تبديلة واحدة  

  

  

  

  

  

 6واحدة ولʋس  أي أنه لدينا تبديلة نلاحظ أن ɠل التبديلات عبارة عن تبديلة واحدة؛

بد من أن لا  ،التخلص من التكرار الذي لʋس له معۚܢ ࢭʏ التبديلاتيجب ستة تبديلات لذلك 

ومنه ݍݰساب التبديلات ࢭɸ ʏذه   أي    6المكررة وɸنا  ɸو  تنقسم عڴʄ عدد التبديلا 

:ʏاݍݰالة الۘܣ فٕڈا رقم واحد مكرر نقوم بما يڴ  

20=
ଵଶ଴

଺
=

ହ!

ଷ!
  

التباديل اݝݵتلفة الممكن تɢوʈٔڈا من اݍݰروف التالية Ȋغض النظر عن احسب عدد : )1( مثال

   BOSSOSRABOANA:المعۚܢ

  اݍݰل: 

متكررة وȋالتاڲʏ لا يمكن التمي؈ق بٕڈا ࢭʏ عملية التبديل وتكرار  أحرفنلاحظ أن ɸناك 

:ʏالتاڲɠ اݍݰروف  

  ଵن متكرر مرت؈ Bحرف 

𝐹ଵ𝐹ଶ𝐹ଷ𝑆𝐾 
𝐹ଵ𝐹ଷ𝐹ଶ𝑆𝐾 
𝐹ଶ𝐹ଵ𝐹ଷ𝑆𝐾 
𝐹ଶ𝐹ଷ𝐹ଵ𝑆𝐾 
𝐹ଷ𝐹ଶ𝐹ଵ𝑆𝐾 
𝐹ଷ𝐹ଵ𝐹ଶ𝑆𝐾 

 

𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
𝐹𝐹𝐹𝑆𝐾 
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  ଶمتكرر ثلاث مرات  Oحرف 

  ଷمتكرر ثلاث مرات Sحرف 

  ସمتكرر مرة واحدة Rحرف

 ହمتكرر ثلاث مرات Aحرف 

  ଺متكرر مرة واحدة Nحرف 

:ʏيمكن تطبيق القانون التاڲ ʏالتاڲȋو  

  

  

 اثنانبيضاء و  ثلاثةكرات خمسة حمراء و  10اوجد عدد الطرق الممكنة ل؅فتʋب  :)2( مثال

  .زرقاء

  اݍݰل: 

 :ةفٕڈا تكرارات لذلك ɲستخدم العلاقة التالي ألوانɸناك  أنبما 

ـــ    ଵنرمز للكرات اݍݰمراء بــــ

  ଶنرمز للكرات البيضاء بـــــــ 

ــ    ଷنرمز للكرات الزرقاء بـــــ

ʏالتاڲȋو :ʏيمكن تطبيق القانون التاڲ  

  

  

  

  

  .تبديلة يمكن اݍݰصول علٕڈا ࢭɸ ʏذه اݍݰالة 2520ومنه ɸناك 

  Les Arrangements )(  ال؅فاتʋب  - 2

  من الɢل. ؛ أي جزءترتʋب ݝݨموعة من العناصر بصفة جزئيةۂʏ  ال؅فتʋبات

𝑃௡
௡భ௡మ௡య……..௡ೖ =

𝑛!

𝑛ଵ! 𝑛ଶ! 𝑛ଷ! … … … . 𝑛௞!
 

𝑃ଵଷ
ଶ×ଷ×ଷ×ଵ×ଷ×ଵ =

13!

2! 3! 3! 1! 3! 1!
= 1108800 

𝑃௡
௡భ௡మ௡య =

𝑛!

𝑛ଵ! 𝑛ଶ! 𝑛ଷ!
 

𝑃ହ×ଶ×ଵ =
10!

5! 3! 2!
= 2520 

  :ʄض نحصل عڴʈبالتعو  
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 ال؅فاتʋب دون تكرار.. 2-1

  وطلب منا ترتيّڈا اثن؈ن اثن؈ن ب؅فتʋبات مختلفة دون تكرار: ةالتالي כحرفإذا ɠان لدينا 

  

  

  

 ʄبة 12نلاحظ أننا حصلنا عڴʋترت :ʏل التاڲɢقة أخرى نلاحظ الشʈوحۘܢ نب؈ن بطر  

  تݏݵيص عملية ال؅فتʋب

ࡩʏ اݍݰالة כوڲʄ لدينا أرȌع حروف يمكن أن 

  نضعɺا ࡩʏ ال؅فتʋب כول 

ࡩʏ اݍݰالة الثانية لدين فقط ثلاث اختيارات لأننا 

ʄاݍݰالة כوڲ ʏنكون قد وضعنا حرف ࡩ  

4  3  

  12ۂʏ  ةوالنȘيج ɲ3×4ستخدم عملية الضرب لنجدوȋالتاڲʏ بما أن اݍݰروف مع Ȋعضɺا أي 

  :ةمن خلال القاعدة التالي اوʈمكن حسا٭ڈ

عنصرا،  من  عنصرا وɸو Ȗشكيل مرتب لـــ  عنصرا اخ؅فناه من ب؈ن  إن ترتʋب 

  حيث ɠل واحد مٔڈا يظɺر مرة واحدة عڴʄ כك؆ف ࢭʏ نفس ال؅فتʋب 

ــ  ௡إذا رمزنا بــ
௣

  إڲʄ عدد ال؅فتʋبات 

  ،  عنصرا مختارا من ب؈ن  

   ʏالعدد الكڴ  

  

  

  .12ه عدد ال؅فتʋبات الممكنة دون تكرار ɸو ومن

سيɴتقل مٔڈم  ،2019ࢭʏ اݍݨزائر سنة  رئاسيةانتخابات لأخر مرܧݰ؈ن  خمسةلدينا ɠان  مثال:

  .أحدɸما رئʋس وכخر نائب، فما ɸو عدد ال؅فاتʋب الممكنة اثن؈ن

𝑽𝑺𝒁𝑲 

⟨𝑽𝑺 |𝑽𝒁|𝑽𝑲⟩ 

⟨𝑺𝑽 |𝑺𝒁|𝑺𝑲⟩ 

⟨𝒁𝑽 |𝒁𝑺|𝒁𝑲⟩ 

⟨𝑲𝑽 |𝑲𝑺|𝑲𝒁⟩ 
 

𝐴௡
௣

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑝))!
= 𝐴ସ

ଶ =
4!

(4 − 2))!
=

4!

(2)!
=

4 × 3 × 2!

(2)!
= 4 × 3 = 12 
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  تݏݵيص عملية ال؅فتʋب

ࡩʏ اݍݰالة כوڲʄ لدينا خمسة مرܧݰ؈ن يمكن أن 

يكون أي مٔڈم ࡩʏ ال؅فتʋب כول ʇعۚܣ خمسة 

  خيارات

ࡩʏ اݍݰالة الثانية لدين فقط أرȌع مرܧݰ؈ن لأننا 

 ʏنكون قد اخ؅فنا مرܧݰا ࡩʄاݍݰالة כوڲ  

5  4  

  20والنȘيجة ۂʏ  4×5وȋالتاڲʏ بما أن اݍݰروف مع Ȋعضɺا أي ɲستخدم عملية الضرب لنجد

  

ــ  ௡إذا رمزنا بــ
௣

  إڲʄ عدد ال؅فتʋبات 

  ،   عنصرا مختارا من ب؈ن  

   ʏالعدد الكڴ  

  

  

  ترتʋبة ɸ20و  رئʋسومنه عدد ال؅فتʋبات الممكنة لاختيار رئʋس ونائب مع ال

  ال؅فاتʋب مع التكرار.. 2-2

من ب؈ن العناصر المتاحة أك؆ف من  ار عنصر ينقصد بال؅فاتʋب مع التكرار إمɢانية اخت

  .مرة

  وطلب منا ترتيّڈا اثن؈ن اثن؈ن ب؅فتʋبات مختلفة مع  التكرار: التالية כحرفإذا ɠان لدينا  مثال:

  

  

 ʄبة 16نلاحظ أننا حصلنا عڴʋترت.  

:ʏل التاڲɢقة أخرى نلاحظ الشʈوحۘܢ نب؈ن بطر  

𝐴௡
௣

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑝))!
= 𝐴ହ

ଶ =
5!

(5 − 2))!
=

5!

(3)!
=

5 × 4 × 3!

(3)!
= 5 × 4 = 20 

𝑽𝑺𝒁𝑲 

⟨𝑽𝑺 |𝑽𝒁|𝑽𝑲|𝑽𝑽⟩ 

⟨𝑺𝑽 |𝑺𝒁|𝑺𝑲|𝑺𝑺⟩ 

⟨𝒁𝑽 |𝒁𝑺|𝒁𝑲|𝒁𝒁⟩ 

⟨𝑲𝑽 |𝑲𝑺|𝑲𝒁|𝑲𝑲⟩ 
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  تݏݵيص عملية ال؅فتʋب

ࡩʏ اݍݰالة כوڲʄ لدينا أرȌع حروف يمكن أن 

 ʏا ࡩɺب כول نضعʋال؅فت  

 ࡩʏ اݍݰالة الثانية لدين أيضا أرȌع اختيارات لأنه

  مسموح بتكرار اݍݰرف الذي اخت؈ف سابقا

4  4  

  16والنȘيجة ۂʏ  4×4وȋالتاڲʏ بما أن اݍݰروف مع Ȋعضɺا أي ɲستخدم عملية الضرب لنجد 

  

 ʏنا ٭ڈا ۂȎأي:   44حيث أن العملية اݍݰسابية الۘܣ حسଶ  

  وȋما أن 

  ،   عنصرا مختارا من ب؈ن  

   ʏالعدد الكڴ  

  :نرمز لل؅فتʋبات مع التكرار بالرمز

௡
௣ ௣  

   .يمثل العدد לجماڲʏ حيث أن:  

  .يمثل العدد الذي نختاره من العدد לجماڲʏ لأجل ترتʋبه 

عدد الطرق الۘܣ يمكن  وɸ فما 10،12،14،16،18،19،11التالية:  כعدادإذا ɠان لدينا  مثال:

  .أن نحصل ٭ڈا عڴʄ ترتʋبات مɢونة من أرȌعة أرقام ࢭʏ حالة التكرار وࢭʏ حالة عدمه

  لدينا:

𝑝  عنصرا مختارا من ب؈ن𝑛   ،𝑝 = 4  

𝑛   ʏ{10,12,14,16,18,19,11}العدد الكڴ = 7  
  التكرارعدم ࡩʏ حالة 

𝑨𝒏
𝒑

=
𝒏!

(𝒏 − 𝒑))!
= 𝑨𝟕

𝟒 =
𝟕!

(𝟕 − 𝟒))!
=

𝟕!

(𝟑)!
=

𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒 × 𝟑!

(𝟑)!
= 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒 = 𝟖𝟒𝟎 

𝟖𝟒𝟎 
  التكرار أي: عدممٔڈا ࡩʏ حالة  ف كرار أك؄أن عدد ال؅فتʋبات ࡩʏ حالة الت نلاحظ

𝑨𝒏
𝒑෢ > 𝑨𝒏

𝒑
 

𝒑إذا ɠان   إلا Șساوى ال؅فتʋبات ࡩʏ حالة التكرارات وعدم التكرارات ت = 𝟏 
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  Les Combinaisons   التوفيقات -3

 ɠلɺا بأخذɸا أشياء عدة من مجموعة من اختيارɸا يمكن مجموعة ɠل ۂʏ التوليفة أو التوفيقة

  .ال؅فتʋب مراعاة دون  Ȋعضɺا أو

ȋدون و  من مجموعة كب؈فة بݲݨم ࢼܣ اختيار عدد من المفردات بݲݨم وȋالتاڲʏ ف

  .،حيث ترتʋب

، أحضر،  ، أبيض لدينا أرȌع كرات متجاɲسة وملونة بالألوان التالية: أحمر  مثال:

  . ونرʈد أن نختار اثن؈ن من الكرʈات، وȋالتاڲʏ تɢون الطرق الممكنة للاختيار كما يڴʏ:اسود

  

  

  

  

   .توفيقات ممكنة 6نلاحظ أن لدينا 

  :ملاحظة

Ȗቄشبه ال؅فتʋبات لكن ࡩɸ ʏذه اݍݰالة الȘشكيلت؈ن   التوفيقات 
𝑵𝑷
𝑷𝑵

ɲعت؄فɸما Ȗشكيلة واحدة فمثلا  

أعطيۚܣ  اݝݰلقولك لصاحب  ʇعت؄ف أزرق،  وقميصاحمر  قميص٭ڈدف شراء ملاȊس ݝݰل  ذɸابكعند 

  .نفس الآۜܣءأحمر قميص أزرق و  قميص أو أعطيۚܣ أزرق قميصحمر و أ قميص

عنصرا ۂȖ ʏشكيل غ؈ف مرتب لɺذه  اخ؅فناه من ب؈ن إن توافقية عنصرا  Ȗعرʈف:.1- 3

  العناصر حيث يظɺر ɠل واحد مٔڈا مرة واحدة عڴʄ כك؆ف.

التوفيقاتالممكنة  
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ـــ    ௡نرمز بـــ
௉     وأحيانا௡

௣
عنصرا   إڲʄ عدد التوفيقات الممكن إجراؤɸا بواسطة   

  حيث أن  نختاره من ب؈ن 

  

،  بالعودة إڲʄ المثال السابق: لدينا أرȌع كرات متجاɲسة وملونة بالألوان التالية: أحمر 

. ونرʈد أن نختار اثن؈ن من الكرʈات، وȋالتاڲʏ تɢون الطرق ، اسود خضر ، أ أبيض

:ʏالممكنة للاختيار كما يڴ  

  و            ࢭɸ ʏذه اݍݰالة 

  

أي يؤثر عڴʄ  لل؅فتʋب فٕڈا معۚܢالفرق ب؈ن التوفيقة وال؅فتʋبة ɸو أن ال؅فتʋبة يɢون ملاحظة: 

وطلب منا Ȗشكيلɺا اثن؈ن اثن؈ن دون  (1,2,3,4,5)المشاɸدة مثلا: إذا ɠانت لدينا כرقام التالية: 

قرأ  واحد  (21|12)تكرار فإننا نجد فرق ب؈ن ترتʋب رقم؈ن مثلا 
ُ
قرأ  أثۚܢ عشر وכخرى ت

ُ
כوڲʄ ت

خرى بيضاء وכخرى وعشرون، أما إذا ɠانت لدينا مثلا أرȌع كرات ملونة واحدة حمراء وכ 

  ضعنا ترتʋب  وכخ؈فة سوداء وطلب من Ȗشكيلɺا اثن؈ن اثن؈ن وو  خضراء

  

  من ɸنا نلاحظ أن التغ؈ف ࢭʏ ال؅فتʋب لʋس له أي معۚܢ وȋتاڲȖ ʏعت؄ف Ȗشكيلة واحدة,

  توضيح الفرق ࡩʏ القانون ب؈ن ال؅فتʋبة والتوفيقة

𝑨𝒏
𝑷 =

𝒏!

(𝒏−𝒑)!
 ترتʋبة:     

𝑪𝒏
𝑷 =

𝒏!

𝒑!(𝒏−𝒑)!
 توفيقة:

  نقسم عڴʄ ةوالتوفيقة ࢭʏ القانون ɸو أننا ࢭʏ التوفيق الفرق ب؈ن ال؅فتʋبة

  

𝐶௡
௉ =

𝑛!

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
 

𝑪𝒏
𝑷 =

𝒏!

𝒑! (𝒏 − 𝒑)!
𝑪𝟒 أي

𝟐 =
𝟒!

𝟐! (𝟒 − 𝟐)!
=

𝟒 × 𝟑 × 𝟐!

𝟐! 𝟐!
=

𝟏𝟐

𝟐
= 𝟔 

خضراء حمراء حمراء خضراء  

𝒑! (𝒏 − 𝒑) 
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قا فان ال؅فتʋب لʋس له معۚܢ وȋالتاڲʏ حنا سابر كما ش لأنهال؅فتʋب  إلغاءɸو  !𝒑ة والɺدف من إضاف

 !𝒑عڴʄ بالقسمة  إلغا٬ڈامن  ك لابدتحسب واحدة فقط لذل الȘشكيلات الۘܣ Ȗغ؈ف فٕڈا ال؅فتʋب

  خصائص التوفيقات:. 2- 3

:ʄاݍݵاصية כوڲ ʏان الفرق ب؈ن العدد الكڴɠ والعدد المܦݰوب واحد إذا(𝑛 − ن عدد إف (1

 لعد الكڴʏاساوي ʇالتوفيقات 

  

عدد التوفيقات يɢون مȘساوي فان إذا ɠان العدد الكڴʏ والعدد المܦݰوب  :الثانيةاݍݵاصية 

 واحد.مساوي للعد 

  

  

عدد التوفيقات فان  المܦݰوب ɸو صفر من العدد الكڴʏإذا ɠان العدد  :الثالثةاݍݵاصية 

  توفيقة واحدة.يɢون 

  

  

عدد التوفيقات فان  من العدد الكڴʏ 1المܦݰوب ɸو إذا ɠان العدد  :الراȊعةاݍݵاصية 

  .لعدد الكڴʏيɢون مساوي ل

𝑪𝒏
𝟏 =

𝒏!

𝟏! (𝒏 − 𝟏)!
=

𝒏(𝒏 − 𝟏)!

(𝒏 − 𝟏)!
= 𝒏 

𝑪𝒏
𝟏 = 𝑨𝒏

𝟏      وʈكون ࡩɸ ʏذه اݍݰالة:

 

𝑪𝒏
𝒏_𝟏 =

𝒏!

(𝒏 − 𝟏)! (𝒏 − (𝒏 − 𝟏))!
=

𝒏 × (𝒏_𝟏)!

(𝒏 − 𝟏)! (𝒏 − 𝒏 + 𝟏))!
=

𝒏

(𝟎 + 𝟏))!
= 𝒏 

𝑪𝒏
𝒏 =

𝒏!

(𝒏)! (𝒏 − (𝒏))!
=

(𝒏)!

(𝒏)! (𝟎))!
=

(𝒏)!

(𝒏)!
= 𝟏 

𝑪𝒏
𝟎 =

𝒏!

(𝟎)! (𝒏 − 𝟎)!
=

(𝒏)!

(𝒏)!
=

(𝒏)!

(𝒏)!
= 𝟏 
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  )خواص التوفيقات( :)1( مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )2( ــــــثال:م

مرܧݰ؈ن ولم نأخذ  خمسةمن ب؈ن  لمنصب رئʋس مصݏݰة مرܧݰ؈نأرȌعة أخذنا  إذا

 Ȋع؈ن טعتبار ال؅فتʋب. فما ۂʏ عدد التوفيقات الممكنة واذكرɸا؟

 

 

  

  :)3(ــــــثالم

 20لاعب، يتم اختيارɸم من ب؈ن  11مدرب فرʈق كرة القدم Ȗشكيل فرʈق من  أراد 

  لاعب. فما ɸو عدد الفرق الۘܣ يمكن Ȗشكيلɺا؟

𝑪𝟓
𝟓 = 𝟏 

𝑪𝟏𝟎𝟎
𝟏𝟎𝟎 = 𝟏 

𝑪𝟕𝟎
𝟕𝟎 = 𝟏 

 

𝑪𝒏
𝒏 = 𝟏 

 
ثالــــــــــــــــــم  

𝑪𝟕
𝟏 = 𝟕 

𝑪𝟏𝟐
𝟏 = 𝟏𝟐 

𝑪𝟒𝟓
𝟏 = 𝟒𝟓 

 

𝑪𝒏
𝟏 = 𝒏 

 
ثالــــــــــــــــــم  

𝑪𝟏𝟎
𝟎 = 𝟏 

𝑪𝟏𝟗
𝟎 = 𝟏 

𝑪𝟔𝟔
𝟎 = 𝟏 

 

𝑪𝒏
𝟎 = 𝟏 

 
ثالــــــــــــــــــم  

𝑪𝟗
𝟖 = 𝟗 

𝑪𝟖𝟔
𝟖𝟓 = 𝟖𝟔 

𝑪𝟒𝟐
𝟒𝟏 = 𝟒𝟐 

𝑪𝒏
𝒏ି𝟏 = 𝒏 

 
ثالــــــــــــــــــم  

𝑃 = 4 →  المܦݰوب

𝑛 = 5 →  الكڴʏ العدد

𝐶௡
௉ = 𝐶ହ

ସ =
5 × 4!

4! (5 − 4)!
= 5 
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 ʏق وۂʈشكيل الفرȘانية 167960أن المدرب له خيارات عديدة لɢإم.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃 = 11 →  المܦݰوب

𝑛 = 20 →  الكڴʏ العدد

C୬
୔ = Cଶ଴

ଵଵ =
20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12 × 11!

11! (20 − 11)!
= 167960 
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  : نظرʈة טحتمالاتالثاɲيالفصل 

  טحتمالات نظرʈة ࡩʏ أساسية : مفاɸيمأولا

فة شرح معۚܢ التجارب العشوائية وذكر أمثلة مٔڈا ؛ شرح دور الصد الفصلنȘناول ࢭɸ ʏذا 

والتفرʈق  العشوائية، لتجرȋةل قابلالمعينة ال فضاء؛ تحديد ࢭʏ مثل ɸذه التجارب العشوائية

تنافية، כحداث المو ، טحتمال ةمȘساوʈכحداث ݵتلفة من כحداث مثل اݝنواع כ ب؈ن 

  المستقلة....  . شاملةال כكيدة،

  Random Experiment   العشوائية التجرȋة. 1

لا يمكن الۘܣ  رباتجتلك ال وۂʏ ؛عشوائيةال رباتجالذج اعڴʄ نم لاتنظرʈة טحتما ترتكز

  .ɸاقبل إجراء يقيɴيةا أن تɢون نȘيجْڈ

  ʏأجل غ؈ف إطار الࢭ ʄا إڲɸة يمكن تكرارȋة يف؅فض أن التجرʈة טحتمالية التكرارʈنظر

مس׿ܢ ࢭʏ ظل نفس الظروف. ɸذا טف؅فاض مɺم لأن النظرʈة التكرارʈة ٮڈتم بالسلوك طوʈل 

عڴʄ نقيض ذلك ࢭʏ نظرʈة טحتمالية النظرʈة والۘܣ ٮڈتم بقياس  المدى حيث يتم تكرار التجرȋة.

טعتقاد حول ما سيحدث عند القيام التجرȋة، ࢭɸ ʏذا לطار يɢون التكرار اف؅فاضًا أقل 

تتطلب التجرȋة Ȗعرʈفا دقيقا لما يتم Ȗܦݨيله بالضبط من المعلومات حول لذلك أɸمية. 

  التجرȋة.

التجرȋة الۘܣ يمكن ملاحظْڈا وتحديد النواتج الممكنة  عڴʄ أٰڈاالتجرȋة العشوائية Ȗعرف 

تجرȋة رمي  - كدة. من כمثلة عڴʄ التجارب العشوائية: ؤ قبل إجرا٬ڈا، مع عدم التɴبؤ بنȘيجة م

وࢭʏ حال . تجرȋة رمي ݯݨر نرد وȖܦݨيل الوجه العلوي  -ود وȖܦݨيل الوجه الظاɸر. قطعة نق

  .تكرار ɸذه التجرȋة ࢭʏ نفس الظروف لا نحصل حتميا عڴʄ نفس النتائج
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 الشروط כساسية للتجرȋة العشوائية:

  قبل إجرا٬ڈا.مسبقا جميع النتائج الممكنة للتجرȋة تɢون معلومة  -

  التجرȋة Ȋشɢل قطڥʏ ومؤكد قبل إجرا٬ڈا. بنȘيجة لا يمكن التɴبؤ -

 يمكن معرفة أو قياس فرصة ظɺور ɠل نȘيجة من نتائج التجرȋة قبل إجراء التجرȋة. -

    Sample Space  :العينة فضاء. 2

جميع النتائج الممكنة  المɢونة من ݨموعةاݝفضاء العينة للتجرȋة العشوائية ۂȖ1:(  ʏعرʈف (

  .n(S)وʈرمز لعدد عناصر فضاء العينة بالرمز  S بالرمزلفضاء العينة ونرمز  للتجرȋة.

نقطة العينة ۂʏ أي نȘيجة من نتائج التجرȋة العشوائية أي أٰڈا أي عنصر من  ):Ȗ2عرʈف (

  .Sفضاء العينة عناصر 

 الوقت ذاته.ࢭʏ  لا يمكن حدوٯڈا بحيث ؛التباديلتɢون النتائج محددة Ȋشɢل يɢون فيه نوع من 

  ):1(مثال 

  أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالية:

  تجرȋة قذف قطعة النقود مرة واحدة وȖܦݨيل الرمز الظاɸر عڴʄ الوجه العلوي.

  تجرȋة قذف قطعۘܣ نقود معا وȖܦݨيل الرمز الظاɸر عڴʄ الوجه العلوي لɢل قطعة.

  اݍݰل:

  . تجرȋة قذف قطعة النقود مرة واحدة:1

  : Tوللكتابة بالرمز  Hل؇فمز للصورة بالرمز 

  ʏإن النتائج الممكنة ۂH  أوT  و:ولذلك فإنɸ فضاء العينة S = {H , T}   وعدد عناصره

  .ʇ n(S) = 2ساوي:  

  . تجرȋة قذف قطعۘܣ النقود معا:2

ݳ النتائج الممكنة للتجرȋة.Tوللكتابة بالرمز  Hل؇فمز للصورة بالرمز    . الشɢل التاڲʏ يوܷ
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  ۂʏ: إن النتائج الممكنة

(H,H), (H,T), (T,H), (T,T) 
  فضاء العينة ɸو:ولذلك فإن 

S = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} 
 ʇ n(S) = 4ساوي:  وعدد عناصره 

) باستخدام حاصل الضرب فضاء العينةيمكن إيجاد مجموعة نتائج التجرȋة ( :ملاحظة

:ʏي كما يڴȖارɢالدي  

S = {H,T} {H,T} ={(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} 
) يمكن فضاء العينةباستخدام قاعدة الضرب فإن عدد عناصر مجموعة نتائج التجرȋة (

:ʏحسابه كما يڴ  

n(S) = 2  2 = 4  

  ):2مثال (

  أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالية:

 وجه العلوي.وȖܦݨيل الرقم الظاɸر عڴʄ المرة واحدة ݯݨر ال؇فد تجرȋة رمي 

  .لɢل رمية الرقم الظاɸر عڴʄ الوجه العلوي مرت؈ن متتاليت؈ن وȖܦݨيل ال؇فد تجرȋة رمي ݯݨر 

  اݍݰل:

  مرة واحدة:  ݯݨر ال؇فد . تجرȋة قذف1

 :ʏو:ولذلك فإن  6أو  5أو  4أو  3أو  2أو  1إن النتائج الممكنة ۂɸ فضاء العينة  
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S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}   ساوي: وعدد عناصرهʇ n(S) = 6.  

  مرت؈ن:ال؇فد . تجرȋة رمي ݯݨر 2

) 1مرت؈ن Ȋعدة طرق. نذكر من ɸذه الطرق: (ال؇فد لتجرȋة رمي ݯݨر  فضاء العينةيمكن إيجاد 

ــــــــــــطرʈق ــ) طرʈق3ة الܨݨرة و(ــــــــــــــ) طرʈق2ارȖي و(ــــــــــرب الديكـــــــــــة حاصل الضـــــ ــة الشبكـــــــــ ة (أو ـــــــ

  اݍݨدول):

  باستخدام حاصل الضرب الديɢارȖي: فضاء العينةإيجاد  :)أ

S = {1,2,3,4,5,6}{1,2,3,4,5,6} 

   = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

       (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

       (5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} 

  n(S)=66=36وعدد عناصر فضاء العينة (باستخدام قاعدة الضرب) ʇساوي: 

  باستخدام طرʈقة الܨݨرة: فضاء العينةإيجاد  :ب)

  

 

  باستخدام طرʈقة الشبكة (أو اݍݨدول): فضاء العينةإيجاد  :ج)

6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 

5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 

4 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 

3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 

2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 

1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 

  1 2 3 4 5 6 

  ʄيجة الرمية כوڲȘن  
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ۂʏ نقطة عينة وذلك لأن (4,3) عنصر من عناصر فضاء العينة وȋالتاڲʏ فإن  (4,3)إن  ملاحظة:

(4,3)S يجةȘور الرقم  (4,3). كما أن النɺعۚܣ ظȖ4  ور الرقمɺوظ ʄالرمية כوڲ ʏالرمية  3ࢭ ʏࢭ

ࢭʏ الرمية כوڲʄ  3والۘܣ Ȗعۚܣ ظɺور الرقم  (3,4)الثانية وɸذه النȘيجة تختلف عن النȘيجة 

  ࢭʏ الرمية الثانية. 4وظɺور الرقم 

  اݍݰوادث وحساب טحتمالات  ثانيا:

  اݍݰوادث -1

  Eventاݍݰدث    أو اݍݰادثةȖعرʈف .1-1

ɠانت إذا حادثةأٰڈا  A، ونقول عن حادثة ɸΩو فئة جزئية من النتائج المɢونة لفراغ العينة 

A.  اݍݰادثة أن ونقولA  ذه  عناصر أحد إذا وقع أو حدث وقعتɸثة خلال اݍݰاد

  ..التجرȋة العشوائية

  أنواع اݍݰوادث.1-2

 :ينقسم اݍݰادث إڲʏ نوع؈ن ɸما

 اݍݰوادث الȎسيطة.1-2-1

 6؛ مثال ذلك ظɺور الرقم المɢونة لفراغ العينة ɸو الذي يحتوي عڴʄ نȘيجة واحدة من النتائج

  .......... ɠلɺا حوادث Ȋسيطة.3أو  4أو  5أو 

 اݍݰوادث المركبة.1-2-2

Ȗ ونة لفراغ العينة، أي أن اݍݰادث المركب يمكنɢيجت؈ن أو أك؆ف من النتائج المȘشمل ن

ذلك حالات ظɺور الصورة مرة واحدة ࢭʏ تجرȋة رمي قطعة  ؛ مثال.تقسيمه إڲʄ حوادث Ȋسيطة
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},{ نقدية م؅قنة مرت؈ن. THHTA  ، ة رميȋتجر ʏعدد فردي ࢭ ʄأو اݍݰصول عڴ

  . B}5,3,1{ ݯݨر نرد مرة واحدة

 اݍݰوادث المتنافية.1-2-3

 لا أي ، نمنفصلا  أو ن؈متقاطع غ؈ف اɠان إذا تانمتنافيأٰڈما   B و   Aن اݍݰادث؈ نقول أن

  .ךخر وقوع ينفي ɸمااأحد وقوع وȋالتاڲʏ يɢون  ،ࢭʏ نفس الوقت وقوعɺما يمكن

  اݍݰوادث الشاملة.1-2-4

أٰڈا حوادث شاملة إذا ɠان   A1 ,A2, A3 , A4 ,………….. An عن اݍݰوادث  نقول 

خلال التجرȋة ɠل ɸذه اݍݰوادث ʇعادل فضاء العينة؛ ومنه فلا بد من وقوع واحدة مٔڈا  إتحاد

  العشوائية. ونكتب:

 nAAAA ...................321  

  ࢭʏ تجرȋة رمي ݯݨر ال؇فد مرة واحدة فإن: مثال:

  حادثتان: B = {1, 3, 5}و   A = {2, 4, 6}اݍݰادثتان 

 .AB  = متنافيتان لأن:   

  .AB = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = Sشاملتان لأن:   

  حوادث شاملة ولكٔڈا غ؈ف متنافية.  A3 = {3,4,5,6}و  A2 = {2,3,4}و  A1 = {1,2,3}اݍݰوادث 

  

  



34 
 

  اݍݰوادث المستقلة.1-2-5

  

قا يتأثر لاڈا حدوٯ احتمال يɢون عڴʄ أٰڈا تلك اݍݰوادث الۘܣ ݍݰوادث المستقلة ا Ȗعرف
ً
 مطل

بحيث لا يوجد ارتباط بئڈا، وت؄فز استقلالية  ،כخرى  اݍݰوادث حدوث عدم أو بحدوث

 اݍݰادثة احتمال ب؈ن فرق  لا إذ اݍݰوادث عند حساب טحتمال الشرطي؛ كما س؇فى لاحقا

  .لɺا فيما بئڈا الشرطي وטحتمال

   المستحيلة اݍݰادثة.1-2-6

ة، التجرȋة، أو ɸو اݍݰدث المؤلف من اݝݨموعة اݍݵالي إجراءعند  أبداɸو اݍݰدث الذي لا يقع 

 .نرد مرة واحدة زɸرةࢭʏ تجرȋة رمي  مثال ظɺور عدد سالب

 المؤكدة اݍݰادثة.1-2-7

التجرȋة العشوائية، أو ɸو اݍݰدث الذي ʇساوي الفضاء  إجراءɸو اݍݰدث الذي يقع دائما عند 

  .Ω؛ إذن ۂʏ الفضاء العيۚܣ

 وȖܦݨيل الرقم الظاɸر عڴʄ الوجه العلوي ࢭʏ مثال تجرȋة رمي ݯݨر ال؇فد مرة واحدة  ):1مثال (

  .Ω فإن اݝݨموعات التالية Ȗشɢل حوادث لأٰڈا مجموعات جزئية من فضاء العينة
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  اݍݰادثة    عدد العناصر

n(A) = 3 A  Ω A = { ʏور عدد زوڊɺظ } = {6 ,4 ,2}; 

n(B) = 3 B  Ω B = ور عدد فرديɺظ } {  = {1, 3, 5}; 

n(C) = 5 C  Ω C = { ور عدد أقل من ستةɺظ } = {5 ,4 ,3 ,2 ,1}; 

n(D) = 1 D  Ω D = { ور العدد ستةɺظ } = {6}; 

n() = 0   Ω  = { ور عدد سالبɺظ } = { }; 

n(S) = 6 S  Ω S = { ور عدد موجبɺظ } = {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}; 

  

و  Cو  Bو  Aࢭɸ ʏذا المثال يمكن أن نمثل اݍݰوادث بأشɢال فن. فالشɢل التاڲʏ يمثل اݍݰوادث 

D:  

Ω 

  
  

  ࢭɸ ʏذا المثال:

 ʏور العدد الزوڊɺنقول بأن حادثة ظA={2,4,6}  أحد ʏة ۂȋيجة التجرȘانت نɠ وقعت إذا

وقعت إذا ɠانت نȘيجة التجرȋة ۂD={6}  ʏ. ونقول بأن اݍݰادثة 6أو  4أو  2כعداد الزوجية 

  ، وɸكذا.6العدد 
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حسب اݍݰوادث التالية وعدد عناصرɸا ثم مثلɺا باستخدام أشɢال فن وذلك ࢭʏ أ ):2مثال (

  تجرȋة قذف قطعة النقود مرت؈ن متتاليت؈ن:

A = { ʄالرمية כوڲ ʏصورة ࢭ ʄاݍݰصول عڴ } 

B = { ʄالرمية כوڲ ʏكتابة ࢭ ʄاݍݰصول عڴ } 

C = { כقلا ʄصورة واحدة عڴ ʄݍݰصول عڴ  } 

  نحسب فضاء العينة واݍݰوادث وعدد العناصر كما يڴʏ: اݍݰل:

Ω ={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)};  n(Ω)  = 4 

A = {(H,H),(H,T)};  n(A)  =  2 

B = {(T,H),(T,T)};  n(B)  =  2 

C = {(H,H),(H,T),(T,H)};  n(C)  = 3 

  ):3مثال (

احسب اݍݰوادث التالية وعدد عناصرɸا وذلك ࢭʏ تجرȋة رمي ݯݨر نرد مرت؈ن متتاليت؈ن باعتبار 

  يرمز لنȘيجة الرمية الثانية: (y)يرمز لنȘيجة الرمية כوڲʄ و (x)أن 

A = { (x,y):  x + y  < 4 } 

B = { (x,y):  x  =  y } 

C = { (x,y):  x  = 5 } 

D = { (x,y):  x+y  = 1 } 

 نمثل فضاء العينة واݍݰوادث بالشɢل التاڲʏ: اݍݰل:

Y        

 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)  

 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)  

 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)  

 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)  

 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)  

 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)  

   

A 

    

C 

 X 
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:ʏا كما يڴɸل نحسب اݍݰوادث وعدد عناصرɢذا الشɸ ومن  

A = { (x,y):  x + y  < 4 } = {(1,1), (1,2), (2,1)};    n(A) = 3 

B = { (x,y):  x  =  y } = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} ;  n(B) = 6 

C = { (x,y):  x  = 5 } = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)} ;  n(C)  = 6 

D = { (x,y):  x + y  = 1 } = { } = ;       n(D) = 0 

 

  اݍݰوادث عڴʄ العملياتأɸم .1-3

بما أن فضاء العينة ما ɸو إلا مجموعة واݍݰوادث عبارة عن مجموعات جزئية مٔڈا فإن جميع 

 ʄاݝݨموعات تنطبق عڴ ʄدراسة احتمالات اݍݰوادث فإننا نحتاج العمليات عڴ ʏاݍݰوادث. وࢭ

 إڲȖ ʄعرʈف Ȋعض اݍݰوادث والۘܣ يمكن تɢوʈٔڈا من حوادث أخرى.

   Union) ( حادثت؈ن اتحاد.1-3-1

وۂʏ اݍݰادثة المɢونة من جميع العناصر  ABبالرمز  ايرمز لɸɺو حادثة  Bو  Aاتحاد حادثت؈ن 

  ʄت׿ܣ إڲɴالۘܣ تA  ʄت׿ܣ إڲɴأو تB ما معًا. وتقع اݍݰادثةɺت׿ܣ لɴأو ت AB   إذا وقعت إحدى

  معًا.  Bو  Aأو إذا وقعت  Bأو إذا وقعت  Aأي إذا وقعت  اݍݰادثت؈ن عڴʄ כقل

  ɸو: Bو  Aݰادثت؈ن اݍاتحاد وȋاستخدام اݝݨموعات فإن 

 BxAxxBA  ;  

  و"أصل "فيرمز لل ˅للتذك؈ف الرمز 

   (Intersection) ؈ن  حادثت تقاطع. 1-3-2

  

وۂʏ اݍݰادثة المɢونة من  ABأو بالرمز  ɸABو حادثة يرمز لɺا بالرمز  Bو  Aتقاطع حادثت؈ن 

 ʏجميع العناصر المش؅فكة ࢭA  ʏو ࢭB  معًا. وتقع اݍݰادثةAB   إذا وقعت اݍݰادثتانA  وB  معًا

  ࢭʏ نفس الوقت. 

  ɸو: Bو  Aوȋاستخدام اݝݨموعات فإن تقاطع اݍݰادثت؈ن 
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 BxAxxBA  ;  

  يرمز للوصل "و" ˄للتذك؈ف الرمز 

  : (Complement) حادثة متممة .1-3-3

وۂʏ اݍݰادثة المɢونة من جميع  Aأو  ACۂʏ حادثة يرمز لɺا بالرمز  Aمتممة أو مكملة اݍݰادثة 

  ʄت׿ܣ إڲɴعناصر فضاء العينة الۘܣ لا تA وتقع متممة اݍݰادثة .A  إذا لم تقع اݍݰادثةA .اɺنفس  

  ɸو: Aوȋاستخدام اݝݨموعات فإن متممة اݍݰادثة 

 AxxAA C  ;  

  )Difference between Two Events( حادثت؈ن ب؈ن الفرق .1-3-4

وۂʏ اݍݰادثة المɢونة من جميع  ɸA  Bو حادثة يرمز لɺا بالرمز  Bو  Aالفرق ب؈ن حادثت؈ن 

إذا وقعت  A B. وتقع اݍݰادثة Bولا تɴت׿ܣ إڲʄ اݍݰادثة   Aالعناصر الۘܣ تɴت׿ܣ إڲʄ اݍݰادثة 

  .Bولم تقع اݍݰادثة  Aاݍݰادثة 

  ۂA B :ʏوȋاستخدام اݝݨموعات فإن حادثة الفرق 

 BxAxxBA  ;  

  ):1نȘيجة (

(AC)C  =  A  
SC =  

C = S 

AC = S  A 

AA  =  A 

AA  = A 

AS  =  A 

AS  =  S 

A  =   

A  = A 
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AB    AB  = A 

AB    AB  = B  

  ):2نȘيجة (

  ، أي أن: ABCتɢاࢭȃ حادثة التقاطع  A  Bحادثة الفرق 

A  B = ABC 

  (Morgan’s rules)  قانون دي مورغان.1-3-5

CCC

CCC

BABA

BABA





)(

)(

 

  نقود ثلاث مرات متتالية.قذفت قطعة  ):1مثال(

  . أكتب فراغ العينة وعدد عناصره.1

 . أكتب اݍݰوادث التالية وعدد عناصرɸا:2

A ʄالرمية כوڲ ʏور صورة ࢭɺظ ʄاݍݰادثة الدالة عڴ =  

B כقل ʄور صورة واحدة عڴɺظ ʄاݍݰادثة الدالة عڴ =  

C .الرمية الثالثة ʏوصورة ࢭ ʄالرمية כوڲ ʏور كتابة ࢭɺظ ʄاݍݰادثة الدالة عڴ =  

  . أكتب اݍݰوادث التالية وعدد عناصرɸا:3

AB,  AC,  AC  BC,  (A  B)C,  A  B = ABC  
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  اݍݰل:

  . فراغ العينة لɺذه التجرȋة ɸو:1

S  = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),  

(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 

  عدد عناصر فراغ العينة ʇساوي:

n(S) = 2  2  2 = 23 = 8  

ݳ فراغ العينة:   وشɢل الܨݨرة التاڲʏ يوܷ

  

  فࢼܣ:C وB و A. وأما اݍݰوادث 2

A = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)},  n(A) = 4 

B ={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H)}, 

 n(B)  = 7 
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C = {(T,H,H), (T,T,H)}, n(C) =2  

  . ךن ɲܦݰب اݍݰوادث المطلوȋة بملاحظة أن:3

A = {(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)} 

B ={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H)} 

C = {(T,H,H), (T,T,H)}  

AC = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 

BC = {(T,T,T)} 

:ʏواݍݰوادث ۂ  

AB = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T)};  n(AB) = 4  

AC = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T), (T,H,H), (T,T,H)}; 

n(AC) = 6 

ACBC = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)}  {(T,T,T)} 

           = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; n(ACBC) = 4 

(AB)C= {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; n((AB)C) = 4 

ABC = A  B =   ; n(ABC) = 0  

  



42 
 

  טحتمالات. 2

 ʏࢭ 
ً
 ɸاما

ً
نظرʈات وتطبيقات علم לحصاء ونظرʈة טحتمال Ȗعۚܢ تلعب نظرʈة טحتمال دورا

بدراسة التجارب العشوائية. ففي اݍݰياة العملية لا يمكن تصور حركة السوق التجارʈة 

والمالية وלنتاج دون أن تɢون خاضعة لتأث؈فات عشوائية لا يمكن السيطرة علٕڈا من ɸنا 

ت التصادفية وʉعرف טحتمال بأنه جاءت أɸمية دراسة טحتمال ࢭʏ مجال نظرʈة العمليا

  .ɲسبة اݍݨزء إڲʄ الɢل

  Ȗعرʈف טحتمال. 2-1

يُقاس טحتمال بأنه رقم ب؈ن الصفر والواحد  1.ما حدث وقوع إمɢانية قياس ɸو טحتمال

حيث ʇش؈ف الصفر إڲʄ טستحالة وʉش؈ف الواحد إڲʄ التأكيد. ɠلما زاد احتمال اݍݰدث، زادت 

أحد כمثلة الȎسيطة ۂʏ رمي العملة (غ؈ف المنحاز). لأن العملة غ؈ف  2.إمɢانية وقوع ɸذا اݍݰدث

أي أن احتمالية ظɺور  ،منحازة، فإن الناتج؈ن (وجه ونقشة) مȘساوʈان ࢭʏ טحتمال تماما

ولأنه لا يوجد احتمالات أخرى فإن إمɢانية ظɺور  الوجه Ȗساوي احتمالية ظɺور النقشة،

 ʏ50أو  0.5يمكن كتابْڈا  (والۘܣ½ "الوجه" أو "النقشة" ۂ%.  

 حقيقية بقيمة العشوائية للتجرȋة العينة فضاء عڴʄ معرفة )حدث أو (حادثة ɠل نقرن 

  .اݍݰادثة باحتمال القيمة ɸذه Ȗس׿ܢ .التجرȋة إجراء عند اݍݰادثة ɸذه وقوع فرصة تقʋس

                                                           
1  David Siegmund (14-8-2018), "Probability theory" ،www.britannica.com, Retrieved 19-02-2022. 
Edited. 
 
2 Some Useful Terms in Probability", www.toppr.com, Retrieved 10-10-2020. Edited. 
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 اݍݰادثة وقوع فرصة وʈقʋس P(A) بالرمز له يرمز اعددي امقياس A  اݍݰادثة احتمالʇعت؄ف 

A ة إجراء عندȋون وت  .التجرɢ ذا قيمةɸ الصفر و الواحد ب؈نما  المقياس .  

  . טحتمال التجرʈۗܣ2-2

  اݍݰادثة وقوع مرات عدد وɠان الظروف نفس مع توفر مرة  nعشوائية تجرȋة قمنا بتكرار إذا

A ʏذه ࢭɸ ساوي  التكراراتʇ R(A)  اݍݰادثة احتمال فإن  Aءبنا ʄف عڴʈسۗܣ التكراري  التعرɴال 

  :التالية الصيغة أخذي

)(lim)(
n

R
AP A

n 


 
  ملاحظة:

لاحظ أن 
 nr A

n  سۗܣ لعدد مرات وقوع اݍݰادثةɴو التكرار الɸA  ةȋعند تكرار إجراء التجرn 

ɸو ɸذا التكرار الɴسۗܣ عندما نكرر إجراء التجرȋة ما لا  Aمرة وȋالتاڲʏ فإن احتمال اݍݰادثة 

  ٰڈاية من المرات.

   

عڴʄ أٰڈا اݍݰادثة الدالة عڴʄ ظɺور الصورة ࢭʏ تجرȋة قذف العملة  Aلنعرف اݍݰادثة  مثال:

ɸو عدد مرات ظɺور الصورة  rn(A)مرة وليكن  1000الم؅قنة. ولنفرض أننا كررنا ɸذه التجرȋة 

. قمنا بمحاɠاة ɸذه العملية باستخدام اݍݰاسب ךڲʏ فحصلنا عڴʄ الشɢل nعند اݝݰاولة رقم 

  أدناه. وɸذا الشɢل يب؈ن لنا بوضوح حقيقة أنه للعملة الم؅قنة فإن:

     
0 5n

n

r A
P A P H .

nlim


  
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 טحتمال التكراري الɴسۗܣ

  

 أنواع من نوع لأي وعام مفيد للاحتمال الɴسۗܣ التكراري  التعرʈف أن من بالرغم ملاحظة:

 لو نفسɺا الɴسبة عڴʄ نحصل سوف أننا من التأكد ɲستطيع لا أننا إلا العشوائية التجارب

 التعرʈف ɸذا تطبيق جدا الصعب من فإنه كذلك . آخر وقت ࢭʏ مرة n التجرȋة إجراء كررنا

 Ȋعض له التعرʈف ɸذا أن كما . المرات من كب؈ف عدد التجرȋة إجراء تكرار عڴʇ ʄعتمد لأنه

 التعرʈف ظɺر فقد כسباب ولɺذه ،الٔڈاية توجد لا قد إذ الرʈاضية اݍݨɺة من الصعوȋات

  .כساسية المسلمات Ȋعض عڴʇ ʄعتمد والذي للاحتمال الرʈاعۜܣ

  (Classical Definition of Probability)   :טحتمال الكلاسيɢي(التقليدي). 3- 2

 .احتمال حدوٯڈا اݝݰتملة لݏݰدث لɺا نفساݍݰالات جميع  تɢون  الكلاسيɢي ɸو أن טحتمال

 عڴʄ טحتمال الكلاسيɢي، لأن  رميوفقًا للتعرʈف الوارد أعلاه ، ʇعت؄ف حدث "و 
ً

العملة" مثالا

  ظɺور الوجه أو الصورة ɸو احتمال 
2

1
)( AP
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 فضاء عناصر وعدد اݍݰدوث فرصة مȘساوʈة نتائجɺا جميع عشوائية تجرȋة لدينا ɠان إذا

 :التالية بالصيغة ʇعرف اݍݰادثة احتمال فإن  وʉساوي  محدود لɺا العينة




n

n
AP A)(  

عڴʄ عدد عناصر فضاء   ʇAساوي عدد عناصر اݍݰادثة A ونقرأ احتمال اݍݰادثة

  .Ωالعينة 

عڴʄ عدد  لɺذه اݍݰادثة المواتية ʇساوي عدد اݍݰالات ɲ Aستطيع القول أن احتمال اݍݰادثة

 اݍݰادثة ɸذه  وقوع إڲʄ تؤدي الۘܣ اݍݰالات ۂʏ المواتية ɠل اݍݰالات الممكنة؛ حيث أن اݍݰالات

ʏعبارة أخرى ۂȌة نتائج وȋتؤدي الۘܣ التجر ʄذه وقوع إڲɸ اݍݰادثة.  

  

ݯݨر نرد م؅قنة مرة واحدة وɲܦݨل النȘيجة من  لتكن التجرȋة العشوائية؛ رمي :)1(مثال

:ʏعرف כحداث التالية كما يڴɲالوجه العلوي و ʄعڴ  

  ؛ 2ظɺور عدد زوڊʏ أك؄ف من  Aاݍݰدث 

  ؛ 1ظɺور عدد فردي أك؄ف أو ʇساوي العدد  Bاݍݰدث 

  ؛ 1ظɺور عدد أك؄ف من العدد  Cاݍݰدث 

  ؛ 6ظɺور عدد أك؄ف من العدد  Dاݍݰدث 

 ؛ 1ظɺور عدد أك؄ف أو ʇساوي العدد  Eاݍݰدث 

  اݍݰل:

 تحديد فضاء العينة:                                       6;5;4;3;2;1  

:                         Aاݍݰادثة  - 1
 6;4A
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  ɸو A، احتمال اݍݰادثة  ɸ2و  Aعدد عناصر اݍݰادثة 

p(A) =
(n୅)

(nஐ)
=

2

6 

:                         Bاݍݰادثة  - 2
 5;3;1B

  

  ɸو B، احتمال اݍݰادثة  ɸ3و  Bعدد عناصر اݍݰادثة 

p(B) =
(n୆)

(nஐ)
=

3

6
=

1

2 

:                         Cاݍݰادثة  - 3
 6;5;4;3;2C

  

  ɸو C، احتمال اݍݰادثة  ɸ5و  Cعدد عناصر اݍݰادثة 

p(C) =
(nେ)

(nஐ)
=

5

6 

:                         Dاݍݰادثة  - 4
 D

  

   ɸ0و D، احتمال اݍݰادثة  ɸ0و  Dعدد عناصر اݍݰادثة 

p(D) =
(nୈ)

(nஐ)
=

0

6
= 0

 

:                       Eاݍݰادثة  - 5
 6;5;4;3;2;1E

    

  ɸو احتمال اݍݰادثة כكيدة: E، احتمال اݍݰادثة  ɸ6و  Eعدد عناصر اݍݰادثة 

p(E) =
(n୉)

(nஐ)
=

6

6
= 1 

  :  3ۂʏ مضاعفات العدد  Aعناصر  ):2مثال(

A = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,49} 

  :  4ۂʏ مضاعفات العدد  Bعناصر 

B = {0,4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,39,44,48} 

  :  4و مضاعفات العدد  3ۂʏ مضاعفات العدد  Cعناصر 

C = A⋂B = {0,12,24,36,48} 
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  : 4او مضاعفات العدد  3ۂʏ مضاعفات العدد  Dعناصر 

D = A⋃B = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39, 

42,45,49,4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,39,44,48} 

حساب الɴسبة المئوʈة لɢل لɢل جزء مٔڈا ࢭʏ   - ب

Ω
  :  

𝑷(𝑨) =
ଵ଻

ଵ଴଴
× 50 = 34%،𝑷(𝑩) =

ଵଷ

ଵ଴଴
× 50 = 26%  

𝑷(𝑪) =
ହ

ଵ଴଴
× 50 = 10%    ،𝑷(𝑪) =

ଶହ

ଵ଴଴
× 50 = 50%  

  التعب؈ف عن الɴسب السابقة بكسر ناطق غ؈ف قابل للإخ؅قال : - ج

𝑷(𝑨) =
ଷସ

ଵ଴଴
=

ଵ଻

ହ଴
   ،𝑷(𝑩) =

ଶ଺

ଵ଴଴
=

ଵଷ

ହ଴
  

𝑷(𝑪) =
ଵ଴

ଵ଴଴
=

ଵ

ଵ଴
     ،𝑷(𝑪) =

ହ଴

ଵ଴଴
=

ଵ

ଶ
  

  حساب احتماڲʏ اݍݰادثت؈ن :  -  2

𝑭 = {𝟏𝟏, 𝟐𝟐, 𝟑𝟑, 𝟒𝟒} 

𝑬 = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47} 

𝑷(𝑬) =
ଵହ

ହ଴
=

ଷ

ଵ଴
        ،𝑷(𝑭) =

ସ

ହ଴
=

ଶ

ଶହ
  

    טحتمال Ȋعض قوان؈ن. 2-4

 فإن: Ωحدثان من فضاء العينة    Bو Aإذا ɠانت 

 فإن: Ωحدثان من فضاء العينة    Bو Aإذا ɠانت  )1

)()()()( BApBpApBAp    

 فإن: Ωحدثان من فضاء العينة    Bو Aإذا ɠانت  )2

)()()()( BApApBApBAp c    

3(                      )(1)( ApAp c  

)(0     حدثا مستحيلا فإن:  Aاݍݰدث  إذا ɠان )4 Ap 
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)()(1     ا فإن:ديأكحدثا   Aاݍݰدث  إذا ɠان )5  pAp 

nAAAAAإذا ɠانت اݍݰوادث  )6 .;.........;;;  حوادث متنافية مثۚܢ مثۚܢ4321

 فإن: 





n

i
i

n

i
i AAp

11

)(  

7)                 )()()( BApBApAp c    

8)                )()()( BApBApBp c    

9)          )()()( BApApBAp c    

10)   )()()( cBApBpBAp    

11) )(1)( BApBAp cc    

  )(Conditional Probabilityטحتمال الشرطي . 5- 2

غ؈ف فٕڈا المعلومات اݍݨديدة احتمال وقوع כحداث. عڴʄ سȎيل 
ُ
Ȗ טحتمالات، ثمة حالات ʏࢭ

بطاقة. بناء عڴʄ  52المثال، نف؅فض أننا نحاول تخم؈ن بطاقة اختارɸا صديقنا من ب؈ن 

טف؅فاضات البحتة، يمكننا تخم؈ن أن صديقنا اختار ךس الȎستوɲي. وȋما أنه لا توجد أي 

p(A)البطاقة الܶݰيحة، فإن احتمال أن يɢون تخميɴنا ܵݰيحًا ʇساوي معلومات عن  =

ଵ

ହଶ
ماذا لو أعلن صديقنا أن البطاقة الܶݰيحة علٕڈا شɢل الȎستوɲي؟ بمعلومية ɸذه .   

ʄنا ܵݰيحًا إڲɴون تخميɢالمعطيات اݍݨديدة، س؈قداد احتمال أن ي  p(A) =
ଵ

ଵଷ
  

ݳ ɸذا مفɺوم نلاحظ أن قيمة احتمال تخميɴنا Ȗغ؈فت بمعرفة  المعلومة اݍݨديدة. وʈوܷ

ظɺور ناتج مع؈ن ݍݰدث آخر. ࢭɸ ʏذا  Ȋشرط טحتمال الشرطي، وɸو احتمال وقوع حدث

p(A) السياق، فإن טحتمال =
ଵ

ଵଷ
   ʏون البطاقة الܶݰيحة ۂɢيمثل טحتمال الشرطي أن ت

  .ךس الȎستوɲي Ȋشرط أن تɢون البطاقة الܶݰيحة عڴʄ شɢل الȎستوɲي
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 نɢون  قد فمثلا . اݍݰادثة وقوع ط شرȊ لݏݰادثة الشرطي טحتمال بإيجاد مɺتم؈ن نɢون  أننا أي

 :يڴʏ ما Ȋعرفة مɺتم؈ن

بدلا من   GPLباستعمال  قام قد بأنه علمنا إذا السائق؈ن لأحد Ȗعطل السيارة احتمال .1

  الب؇قين.

 ɸذا بأن علما قادمة يوما 100 لمدة العمل ࢭʏ الكɺرȋائية כجɺزة أحد ʇستمر أن احتمال .2

   .الماضية يوما 30  لمدة عاملا ظل اݍݨɺاز

 ضد تلقيحه تم قد الܨݵص ɸذا بأن علما بالɢورونا الܨݵص يصاب أن احتمال .3

 .الɢورونا

 فضاء ɸو جديد عينة فضاء إڲʄ مɴسوȋا A اݍݰادثة احتمال إيجاد نرʈد أننا سبق مما يفɺم

  . المشروطة اݍݰادثة عناصر من المɢون  العينة

             حساب טحتمال الشرطي قاعدة
)(

)(
)(

Bp

BAp
BAp


        

مستقلان فإنه لا فرق ب؈ن טحتمال الشرطي وטحتمال العادي؛    Bو Aإذا ɠان اݍݰدثان 

  :وȋالتاڲʏ يɢون 

)(

)(
)()(

Bp

BAp
ApBAp


  

)(*)()( BpApBAp  

  

عادة التدخ؈ن ومستوى ضغط الدم اݍݨدول التاڲʏ يصنف أرȌعمائة ܧݵصًا حسب  ):1مثال (

:ʏالنحو التاڲ ʄعڴ  
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        عادة التدخ؈ن

  لا يدخن  اݝݨموع

DC  

  يدخن

D  

      

50 10  40  A مرتفع  

200 130  70  B متوسط  

150 95  55  C منخف

  ض

  اݝݨموع 165 235  400

  

  اݍݰوادث التالية:ولتكن التجرȋة ۂʏ اختيار أحد ɸؤلاء כܧݵاص Ȋشɢل عشواǿي. ولنعرف 

  A حادثة اختيار ܧݵص ضغط دمه مرتفع :  

D حادثة اختيار ܧݵص مدخن :  

  المطلوب ɸو إيجاد احتمال أن الܨݵص اݝݵتار:

 ضغط دمه مرتفع. .1

 مدخن. .2

  ضغط دمه مرتفع و يدخن. .3

  ضغط دمه مرتفع علمًا بأنه مدخن. .4

  اݍݰل:

عدد نتائج التجرȋة  
400

400
1

n S
 

  
 

  وۂʏ مȘساوʈة الفرص.  

1. P(A) = n(A)/n(S) = 50/400 = 0.125  
2. P(D) = n(D)/n(S) = 165/400 = 0.4125  
3. P(AD) = n(AD)/n(S) = 40/400 = 0.1  
4. P(A | D) = P(AD) / P(D) = 0.1 / 0.4125 = 0.2424  

  P(A | D) = n(AD)/n(D) = 40/165 = 0.2424أو     
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  ):2مثال (

كرات  4يحتوي صندوق عڴʄ عشر كرات حمراء وعشرʈن كرة بيضاء. اخ؅فنا عينة مɢونة من 

من ɸذا الصندوق عشوائيًا دون مراعاة ال؅فتʋب. أوجد احتمال اݍݰصول عڴʄ ثلاث كرات 

  حمراء وكرة واحدة بيضاء.

  اݍݰل:

  اءعڴʄ أٰڈا حادثة اݍݰصول عڴʄ ثلاث كرات حمراء وكرة واحدة بيض Aلنعرف اݍݰادثة 

  n(S)كرات من ثلاث؈ن كرة =  4عدد طرق اختيار 

  n(A)عدد طرق اختيار عڴʄ ثلاث كرات حمراء  وكرة واحدة بيضاء = 

  P(A) = n(A)/n(S) وɢʈون טحتمال المطلوب ɸو:

n(S) = 







4

30
 

n(A) = 















1

20

3

10
 

P(A) = 
 
 

10 20

3 1

30

4

n A

n S

   
   

   
 
 
 

 = 0.088 

  

 نظرʈة بايز  و الكڴʏ טحتمال قانون . 3

    Total Probability Law)     (الكڴʏ טحتمال قانون . 1- 3

  أو تبادليا بحيث:متنافية مثۚܢ مثۚܢ و  شاملة حوادث B1, B2, . . . , Bkلتكن כحداث  

  

  

  من فضاء العينة فإن:    Aومɺما يكن اݍݰدث 

 



 










 k

i
i

ji

k

i
i

Bp

jiBB

B

1
1 1)(

;


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



k

i
ii BAPBPAP

1

)()()(  

  ) (Bayes’ Theoremنظرʈة بايز . 2- 3

، عالم اللاɸوت לنجل؈قي ࢭʏ القرن  نظرʈة بايز اق؅فاحًا فضيًا من قبل القس توماس بايز ɠانت

الثامن عشر والذي ɠان أيضًا عالم رʈاضيات. ɠان مؤلف العديد من כعمال ࢭʏ علم اللاɸوت، 

اثن؈ن من כطروحات الرʈاضية، ومن بئڈا نظرʈة بايز  أنه أوجدولكن من المعروف حاليًا 

 .المذɠورة سابقًا والۘܣ ت؄فز باعتبارɸا النȘيجة الرئʋسية

تناول بايز ɸذه النظرʈة ࢭʏ ورقة Ȋعنوان "مقالة نحو حل مشɢلة ࢭʏ عقيدة الفرص"، الۘܣ 

تطوʈر כعمال الكب؈فة ݍݰل مشɢلة ࢭʏ عقيدة من خلالɺا ، والۘܣ تم ɲ1763شرت ࢭʏ عام 

  .ࢭʏ مختلف مجالات المعرفة تطبيقɺا وتمטحتمالات. 

ȋات اوɠيجة، تمكنت مجموعات البحث والشرȘذه النɸ لمتنوعة من تحس؈ن النظم فضل

 .القائمة عڴʄ المعرفة

عڴʄ سȎيل المثال، ࢭʏ دراسة כمراض، يمكن لنظرʈة بايز أن Ȗساعد ࢭʏ اكȘشاف احتمال وجود 

مرض ࢭʏ مجموعة من כܧݵاص ذوي خصائص معينة، مع כخذ ࢭʏ טعتبار المعدلات العالمية 

  כܵݰاء والمرعۜܢ. اءللمرض وɸيمنة اݍݵصائص المذɠورة ࢭʏ الناس عڴʄ حد سو 

 

ة لɺذا اݍݰدث. ݍݨميع "כسباب" اݝݰتمل اف؅فض أننا ɲعرف טحتمالات الشرطية لݏݰدث

 عڴʄ أساس ،ةب اݝݰتملاسبأحد تلك כ احتمال  المعلومات للعثور عڴʄ هيمكننا استخدام ɸذ

  .وقعأن ɸذا اݍݰدث قد 

  مثۚܢ أو تبادليا بحيث:متنافية مثۚܢ و  شاملة حوادث B1, B2, . . . , Bk كنلت

  





k

i
iBp

1

1)(
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  ( قانون بايز)   :من فضاء العينة فإن Aومɺما يكن اݍݰدث 

)()(

)()(
)(

1
ii

k

i

ii
i

BPBAP

BPBAP
ABP






  

  )prior probabilitiesبالاحتمالات القبلية ( ɲP(B1), P(B2), . . . , P(Bk)س׿ܣ טحتمالات 

 posteriorبالاحتمالات اللاحقة ( ɲP(B1|A), P(B2|A), . . . , P(Bk|A)س׿ܣ טحتمالات 

probabilities(  

  .بايز تحديث ʇس׿ܢ لاحقةال טحتمالات إڲʄ قبليةال טحتمالات من التحول 

حساب טحتمال الشرطي العكؠۜܣ اعتمادا عڴʄ كما نلاحظ أنه من خلال قانون بايز يتم  

  الشرطي כصڴʏ وتطبيقا لقانون טحتمال الكڴʏ.טحتمال 

𝐧نفرض أن  𝟒 𝟑 𝟐 سلسلة من احداث غ؈ف مش؅فكة واتحادɸا ɸو الـ  𝟏

  يتقاطع مع ɠل טحداث الموجودة عڴʄ الـ  , اف؅فض ɸناك اݍݰدث  

  

  

  وךن بصدد برɸنة صيغة טحتمال الشرطي لـ بي؈ق 

 

 

B 

A1 

A5 

A2 

A4 

A3 

An 
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  ال؄فɸان :

ଵ ଶ ଷ ସ ୬  

 لذلك 
ً
  وتبعا

ଵ ଶ ଷ

୬  

  Mutually Exclusiveحوادث متماɲعة  ୧حيث ان 

  :Ȗي) فيɢون ɠالآ1טحتمال لكلا الطرف؈ن للمعادلة (وعند اخذ 

ଵ ଶ ଷ ୬

 

 لفرضيات قياس טحتمال 
ً
  وفقا

ଵ ଶ ଷ

୬  

 

  نظرʈة حاصل الضرب , نجد أن لقانون טحتمال الشرطي  وȋاستخدام

୧
୧

୧
 

  ) 2وȋالتعوʈض بالمعادلة رقم (

ଵ ଵ ଶ ଶ ଷ

ଷ  

୬ ୬  

ʏقانون טحتمال الشرطي التاڲ ʏض ࢭʈالتعوȋو  
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୧
୧

 

  ) 4) , وعن المقام بالعلاقة رقم (3التعوʈض عن الȎسط بالعلاقة رقم (

୧
୧ ୧

ଵ ଵ ୬ ୬

 

  ) كما يڴʏ:5وʈمكن اختصار المعادلة رقم (

୧
୧ ୧

୧
୬
୧ୀଵ ୧

 

  وتدڤɸ ʄذه الصيغة بصيغة ب؈ق.

الكڴʏ لمصنع ما.  לنتاج% عڴʄ التواڲʏ من C,B,A 50 , %30 , %20تɴتج ثلاث ماكنات  :)1( مثال

 ʏذه الماكينات ۂɺسبة טنتاج المعيب لɲأيضا% 5% , 4% , 3و  ,ʏالتواڲ ʄاخت؈فت وحدة  إذاعڴ

  ɸو احتمال ان تɢون ɸذه الوحدة معيبة؟ واحدة من טنتاج بطرʈقة عشوائية, ما

  اݍݰل:

  ۂʏ الوحدة اݝݵتارة المعيبة Xنفرض ان 

 من معادلة رقم (
ً
  ) 4اذا

 

 

  التالية:وʈمكن اعتبار ɸذا المثال عملية عشوائية تمثلɺا الܨݨرة البيانية 
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بطرʈقة  לنتاجلو أعيد منطوق المثال السابق وɢʈون إذا اخت؈فت وحدة واحدة من  :)2( مثال

  .Aالماكينة  إنتاجعشوائية ووجد اٰڈا معيبة . فما ɸو احتمال ان تɢون ɸذه الوحدة من 

  اݍݰل : المطلوب ممكن تݏݵيصه بلغة טحتمالات ɸو 

 

 

  

  و Mଶو  Mଵإذا ɠانت ךلات ف، بواسطة ثلاث آلاتصاɲع الم أحدࢭʏ يتم לنتاج  :)3(مثال

Mଷ   تهȎسɲ 60،  % 25،  % 15تقوم بإنتاج ما %   ʄب، من مجموع לنتاج اليومي   عڴʋال؅فت

 للآلات الثلاثةمن לنتاج اليومي     % ɲ 1 %  ،2 %  ،3سبة לنتاج التالف ۂʏ مع العلم  أن

  عڴʄ ال؅فتʋب. 

  .حد כيامأعشوائيا من إنتاج واحدا  منتجاɲܦݰب 
 ال أن يɢون المنتج المܦݰوب تالفا؟ما ɸو احتم -

0.50 

0.30 

0.2 

0.03 

 

0.04 

 

0.05 
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  يڴʏ:، أحسب ما المنتج المܦݰوب تالفإذا ɠان بالمعلوم أن  -

 ؟ Mଵمن إنتاج ךلة  المنتج ما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا  .1

 ؟ Mଶمن إنتاج ךلة  المنتج ما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا  .2

 ؟ Mଷمن إنتاج ךلة المنتج ما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا  .3

  اݍݰل:

  اݍݰالة الۘܣ يɢون فٕڈا المنتج المܦݰوب تالفا.   ɲAعت؄ف اݍݰادثة 

اݍݰالة  B2اݍݰادثة  ، و من ךلة כوڲʄالمنتج مصدر اݍݰالة الۘܣ يɢون فٕڈا  ɲB1عت؄ف اݍݰادثة 

اݍݰالة الۘܣ يɢون فٕڈا مصدر المنتج  B3اݍݰادثة ، و مصدر المنتج من ךلة الثانيةالۘܣ يɢون فٕڈا 

  .   لثةمن ךلة الثا

 احتمال أن يɢون المنتج المܦݰوب تالفا-

0245.003.0*6.002.0*25.001.0*15.0)()()(
1




k

i
ii BAPBPAP

  

  مع العلم المنتج المسحوب ʫلفا:  ଵمن إنتاج الآلة  المنتج احتمال أن يكون هذا  .1

061.0
0245.0

0015.0

0245.0

01.0*15.0

)()(

)()(
)( 3

1

11
1 




ii
i

BPBAP

BPBAP
ABP  

  مع العلم المنتج المܦݰوب تالفا:  Mଶأن يɢون ɸذا المنتج من إنتاج ךلة   احتمال .2

204.0
0245.0

0050.0

0245.0

02.0*25.0

)()(

)()(
)(

3

1

22
2 




ii
i

BPBAP

BPBAP
ABP

 

  العلم المنتج المܦݰوب تالفا:مع   ଷأن يɢون ɸذا المنتج من إنتاج ךلة   احتمال .3

734.0
0245.0

018.0

0245.0

03.0*60.0

)()(

)()(
)(

3

1

33
3 




ii
i

BPBAP

BPBAP
ABP
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  وʈمكن توضيح ذلك من خلال الܨݨرة التالية:

  
                                                                     

0245.0018.0005.00015.0)()()(
1




k

i
ii BAPBPAP  

  

 

B1
;0.15

B1lA ; 
0.01 0.00150

B2
;0.25

B2lA ; 
0.02 0.0050

B3 ; 
0.6

B3lA
;0.03

0.0180
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  المتغ؈فات العشوائية: الثالثالفصل 

(Random Variables) 

ʄالفصل السابق إڲ ʏة العشوائية وفراغ العينة واݍݰدث  تم التطرق ࢭȋالتجر

لن يɢون اɸتمامنا بدراسة نقاط  الفصلࢭɸ ʏذا و ،واحتمالات حدوث ɸذه טحتمالات

 ،فراغ العينة لكن سيɢون اɸتمامنا منصبا عڴʄ قيم عددية مرتبطة بنقاط فراغ العينة

ࢭɸ ʏذا الفصل المتغ؈فات  سنȘناول ɸذه القيم العددية Ȗس׿ܢ بالمتغ؈ف العشواǿي, 

العشوائية وتوزʉعاٮڈا وتوقعاٮڈا  وتبايناٮڈا سواء ࢭʏ اݍݰالة المتقطعة أو ࢭʏ اݍݰالة 

 المتصلة,

نتائج  تمثليأخذ قيما حقيقية مختلفة  متغ؈فɠل  بأنهالمتغ؈ف العشواǿي ʇعرف 

  القيم الۘܣ يأخذɸا احتمال مع؈ن،ɸذه ، وɢʈون لɢل قيمة من تجرȋة عشوائية

  (Discrete Random Variables) : المتغ؈فات العشوائية المنفصلة ( المتقطعة)أولا

, وɸو عڴʄ العكس من المتغ؈ف العشواǿي  )المتقطع(المتغ؈ف العشواǿي المنفصل 

المستمر تɢون الفروق ب؈ن ɠل متغ؈ف وآخر لاحق أو سابق له فروق مȘساوʈة أو يل؅قم 

 بأخذ القيم العددية الܶݰيحة.

  ومن כمثلة عڴʄ ذلك:

 ؛من إنتاج إحدى ךلات عدد الوحدات المعيبة عند ܥݰب عينة  .1

 ؛مرة عدد الصور الۘܣ تظɺر عند رمي قطعة نقود  .2

 ؛عدد السيارات الۘܣ تباع ࢭʏ الشɺر .3
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 ؛السيارات ࢭʏ يوم مع؈ن ࢭʏ المدينةعدد حوادث  .4

 ؛رات استخدام نوع مع؈ن من כسمدةعدد م .5

 .عدد الغرف ࢭʏ م؇قل مɢون من عدة طوابق .6

معرفة عدد مرات ظɺور الصورة عند رمي عملة ܵݰيحة , فأن المتغ؈ف العشواǿي  أردنا إذامثال: 

يمثل ظɺور وجه العملة الذي يحمل الصورة , وان قيمته ستɢون عبارة عن عدد  Xونرمز له بــ 

, فأذا رمزنا للصورة بــ   ௜مرات ظɺور ɸذه الصورة , ففي حالة رمٕڈا مرت؈ن يصبح 

H  وللكتابةT 

 
 

  
فأن المقادير טتية  (S)ولنفس فضاء العينة Y,Xإذا ɠان لدينا متغ؈فين عشوائي؈ن مثل 

كمية ثابتة وتكون دالة  K(عندما تكون  

  عڴʄ فضاء العينة وȖعرف بواسطة 

1.  
2.  
3.  
4.  

2 

 

1 

 

0 

HH 

 

TH 

 

HT 

 الʱʸال الʸقابل الʱʸال

Range Domain 
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  عدد حقيقي,  فيكون: ɸKو متغ؈ف عشواǿي و  (X)إذا ɠان 

1.  
2.  
3.  

 

  نȘيجة:

  متغ؈فات عشوائية ولنفس فضاء العينة: X1  ،X2  ،X3  ، ... ،Xnاف؅فض أن 

)(...)()()()...( 321321 nn XEXEXEXEXXXXE   

 

  ࢭʏ تجرȋة رمي العملة المعدنية مرة واحدة اف؅فض أن:مثال: 

1X H  ة صورةȋان ناتج التجرɠ إذا 

1X T  ة كتابةȋان ناتج التجرɠ إذا 

 -1،  1إذن المتغ؈فات العشوائية تأخذ قيمت؈ن 

 توزʉع المتغ؈فات العشوائية المنفصلة دالة . 1

ʏع טحتماڲʉف التوزʈعرȖ:   ʏع טحتماڲʉالتوز ʄـون عڴـɢو الدالة ( وقد تɸ لɢجـدول) شـ

ʏي. وۂǿقيم المتغ؈ف العشوا ʄع טحتمالات عڴʉتصف كيفية توز  

ʏـــاڲ ـــ؈ن التوزʉـــــع טحتمــ ـــܣ  يبــ ـــف، والۘــ ـــܣ يمكـــــن يأخـــــذɸا المتغ؈ــ ـــيم الۘــ ـــالات حـــــدوث القــ احتمــ

 ʏـــة العشـــوائيةتـــرتبط باحتمـــالات النتـــائج الممكنـــة ࢭـــȋمكـــن، التجرʈبـــالتكرار التعب؈ـــف عنـــه و 

  المتغ؈ف.ɸذا لقيم الۘܣ يمكن أن يأخذɸا الɴسۗܣ ل
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  شروط دالة كثافة טحتمال. 2

:},,...,{؛ ولتكن Xدعونا نɢون جميع القيم الممكنة للمتغ؈ف العشواǿي المنفصل  21 nxxxxX  

دالة كثافة احتمال  Xفإن الشروط المطلوȋة لتɢون دالة التوزʉع טحتمالية المنفصلة لـ  ومن ثم 

:ʏۂ  

  

  

 دالة التوزʉع التجميعية (ال؅فاكمية): .  3
























nn

i

xxxfxfxfxf

xxxfxfxf

xxxfxf

xxxf

x

xXF

)......(......)()()(

.....................................................................

...................).........()()(

...............................).........()(

...........................................).........(

0...........................................................0

)(

321

3321

221

11



 

  

ɸما متغ؈فين عشوائي؈ن ذا توزʉع متقطع، وʈأخذان القيم X ،Yاف؅فض أن : )1( مثال

  وسوف نف؅فض دالة التوزʉع المش؅فكة ךتية لɺم. .}.,1,2,3{

....,3,2,1,)2.0()64.0(),( 2   yxyYxXP yx 

  أوجد:

1()( xXP   

2()( yYP  

  متغ؈فين عشوائي؈ن مستقل؈ن. ɸ (X  ،Yل أن 3











 1)(2

;0)(1

allx
i

i

xf

xf
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  اݍݰل:

  النظرʈة تؤكد ךȖي:













1

}{)(

},{

}{

}{

y
y

yx

y

x

BAAP

yYxXBA

yYB

xXA

  

  

122

322

1

2

1

2

1

)2.0()8.0(
8.0

2.0
)2.0()64.0(

2.01

2.0
)2.0()64.0()(

....])2.0()2.0(2.0[)2.0()64.0(

)2.0()2.0()64.0(

)2.0()64.0(

),()()1




















































xxx

x

y

yx

y

yx

y

xXP

yYxXPxXP

1

322

1

2

1

2

)2.0()8.0()(

....])2.0()2.0(2.0[)2.0()64.0(

)2.0()2.0()64.0(

)2.0()64.0()()2





























y

y

x

xy

x

yx

yYP

yYP

 

  

).(

)2.0()64.0(

])2.0()8.0[(])2.0()8.0[()2.0()64.0(

)(.)(),()3

2

112

yYxXP

yYPxXPyYxXP

yx

yxyx












 

  متغ؈فين عشوائي؈ن مستقل؈ن. X  ،Yإذن المتغ؈فين 
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؈ن طالبًا. موزعة أعمارɸم ɠالأȖي: طالب 40درا؟ۜܣ ࢭɠ ʏلية  فوجيضم  ):2مثال (

 20مٔڈم أعمارɸم  ثمانية عشرةسنة ،  19طلاب أعمارɸم  وثمانيةسنة،  17 عمرɸما

  سنة.  33 عمرɸما واثنانسنة،  22أعمارɸم  أرȌعةسنة،  21أعمارɸم  ستةسنة، 

  المتغ؈ف العشواǿي الذي يمثل عمر الطالب. Xنختار طالب واحد عشوائيا، وليكن 

  ما نوع التوزʉع לحتماڲʏ؟ - 

  أوجد دالة التوزʉع לحتماڲʏ؟ - 

  أوجد الدالة التجميعية. - 

  اݍݰل:

  .(منفصل) متقطع متغ؈ف العشواǿي  Xالمتغ؈ف العشواǿي  - 

  33,22,21,20,19,17xۂx  :ʏ؛ قيم المتغ؈ف العشواǿي 40الطلبة=عدد 

 טحتماڲʏ:  التوزʉع - 

40

2
)33(,

40

4
)22(,

40

6
)21(,

40

18
)20(,

40

8
)19(,

40

2
)17(  ffffff 

X=x 17  19  20  21  22  33  ∑ 

f(x)=p(X=x) 2/40  8/40  18/40  6/40 4/40 2/40 40/40 

  

)(الدالة التجميعية -  XXF :  

X=x 17  19  20  21  22  33  ∑ 

F(X≤x) 2/40  10/40  28/40  34/40 38/40 40/40 /  
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  ونكتب:

























33...........40/40

33............40/38

22...........40/34

21...........40/28

20.............40/10

19.............40/2

17..................0

)(





x

x

x

x

x

x

x

XF X
 

  

  :  المتغ؈فات العشوائية المتصلة (المستمرة)ثانيـا

Continuous Random Variables  

المستمر ɸو متغ؈ف عشواǿي يمكن أن يأخذ  عددا غ؈ف منْڈيا . وʈتحدد ɸذا المتغ؈ف العشواǿي 

المتغ؈ف العشواǿي من خلال مجال مع؈ن قد يɢون ɸذا اݝݨال مفتوحًا أو شبه مفتوح أو مغلق، 

فمثلا  عند  . وقد تɢون محددة أو غ؈ف محدودة. أي أن له قيم ف؅فية مستمرة ولʋست متقطعة ،

الطلبة فɺناك مجال محدد لكن قيمه لʋست منْڈية ولا يمكن عدɸا  قياس الوزن ݝݨموعة من

 ʄي الـمستمر  كيفية حساب القيم טحتماليـة والمعرفة عڴǿع المتغ؈ف العشواʉوتب؈ن دالة توز ،

  مجال القيم الۘܣ يأخذɸا ɸذا المتغ؈ف العشواǿي.

مكننا تحديد احتمال ɠل فإنه لا ي حصر لɺالا  ستمر الموكما قلنا بأن قيم المتغ؈ف العشواǿي 

نȘيجة عن طرʈق جدول كما ɸو اݍݰال بالɴسبة للمتغ؈ف العشواǿي المتقطع، بليتم تقديم دالة  

  .جديدة Ȗستخدم ݍݰساب טحتمالات. Ȗس׿ܢ دالة كثافة

فلن  و୒لاالدوال כصلية والتɢامل يجب أنن ننوه إڲʄ أن الطالب يحتاج إڲʄ دراسة : ملاحظة

 ʄون قادرا عڴɢذا ايɸ ݝݰور.دراسة  

  :أمثلة

  درجة حرارة تفاعل كيمياǿي مع؈ن. - 

  ɲسبة ترك؈ق مركب ما ࢭʏ محلول كيمياǿي. - 

  بمرض טيدز والوفاة. לصابةالف؅فة الزمنية ب؈ن  - 
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  طول ܧݵص ما. - 

  المسافة المقطوعة ݍݨسم مع؈ن خلال وحدة الزمن. - 

  الـمستمردالة توزʉع المتغ؈ف العشواǿي .  1

ɸو الدالة التوزʉع טحتماڲʏ للمتغ؈ف العشواǿي المستمر  : التوزʉع טحتماڲȖʏعرʈف 

يأخذɸا ɸذا الۘܣ قيم عڴʄ مجال ال والمعرفة טحتماليـة حساب القيمكيفية  تب؈ن الۘܣ 

  المتغ؈ف العشواǿي.

 لا ، اݝݰتملـة النتـائج مـن لـه حصـر لا عـدد ɸنـاك فـإن ، مسـتمر عشـواǿيال تغ؈ـفالم بمأن

كمــــا ɸــــو اݍݰــــال بالɴســــبة للمتغ؈ــــف  جــــدول  طرʈــــق عــــن نȘيجــــة ɠــــل احتمــــال تحديــــد يمكننــــا

 ݍݰســــاب Ȗســــتخدم جديــــدة دالــــة  تقــــديم علينــــا يجــــب ذلــــك مــــن بــــدلاالعشــــواǿي المتقطــــع، 

 Ȗشɢل دالة كثافة ستɢون و . טحتمالات

ــــــــع ــــال  ومــ ــــ ـــــــʄ اݝݨــ ــــــي؛ عڴـــ ـــــــدد حقيقــــ ــــــون أي عـــ ــــــن أن يɢــــ ــــتمرا يمكــــ ــــ ــــــواǿي مســ ـــــــف العشــــ أن المتغ؈ـــ

},{ X  

Ȗســ׿ܢ   Rوالمعرفــة عڴــʄ مجموعــة כعــداد اݍݰقيقيــة  غ؈ــف ســالبة حقيقيــةأي دالــة  Ȗعرʈــف:

  إذا و୒ذا فقط ɠان: Xللمتغ؈ف العشواǿي المستمر  احتماليةدالة كثافة 

  

  شروط دالة كثافة טحتمال.  2

},{كن ي؛ ولX المستمرݨميع القيم الممكنة للمتغ؈ف العشواǿي ݍ بالɴسبة X  فإن

  :ماɸو دالة كثافة احتمال  Xلـ  ستمرةدالة التوزʉع טحتمالية الملتɢون  نɸناك شرطا

( ) ( ) : , ,
b

X
a

P a x b f x dx a b R a b     
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
















1)()(

1)(0;0)(

xdxf

xfxf ii

  

  دالة التوزʉع التجميعية:.  3

جديــــدة ومɺمــــة،  دالــــة التوزʉــــع التجميعيــــة للمتغ؈ــــف العشــــواǿي المســــتمر دالــــة Ȗعت؄ــــف

  .ةالتوزʉع ال؅فاكميȖس׿ܢ أيضا دالة 

 :دالة الكثافة טحتمالية - 

اǿي  احتمــالأي أن  ࡩــʏ أي ف؅ــفة ʇســاوي المســاحة فــوق تلــك   Xوقــوع المتغ؈ــف العشــو

 : الف؅فة وتحت منحۚܢ الدالة

  

  

  

  

  

( )Xf X

( ) ( )
b

X
a

P a x b f x dx  
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 (المتصل):دالة التوزʉع ال؅فاكمية للمتغ؈ف العشواǿي المستمر  -

، فإن دالة توزʉعه fX(x) متغ؈فا عشوائيا مستمر دالة كثافته טحتمالية ۂX ʏإذا ɠان     

  بالصيغة التالية:  xوȖعرف لɢل قيمة حقيقية F (x)ال؅فاكمية يرمز لɺا بالرمز 

  

  
  مثال:

  

  

  

  باستخدام دالة التوزʉع ال؅فاكمية أوجد טحتمال:  -1

 X أوجد دالة التوزʉع ال؅فاكمية للمتغ؈ف العشواǿي -2

  

  
 

  

( ) ( ) ( ) ;


      
x

XF x P X x f t dt x

21
;             1 2

( ) 3
0;                     otherwise

    


X

x x
f x

(0 1) P X

( ) ( ) ( )P a X b F b F a   

(0 1) (1) (0)P X F F   

1 1 0 1 2 1 1
(0 1)

9 9 0 9
P X

  
     
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  التباينو  الرʈاعۜܣ : التوقعثالثا

ʏنحتاج بل معينة أحداث أو حدث تحقق احتمال حساب يكفي لا اݍݰالات من العديد ࢭ 

 المفاضلة يصعب قد أخرى  جɺة من .أمامنا المطروحة الوضعية يݏݵص مع؈ن بتوقع لݏݵروج

 المعروف من مختلفة؛ بمخاطرة غمبل ɠل ارتباط ȊسȎب معينة غبمبال مقيمة متاحة خيارات ب؈ن

 أخذ يمكن فكيف مخاطرة، أك؄ف تتضمن الۘܣ تلك ۂʏ ةمردودي כك؆ف טسȘثمارات أن

ʏقة المتوقع غلمبلاو  اݝݵاطرة اݍݰسبان ࢭʈطرȋقة إن وموضوعية؛ دقيقة وʈقية التوقع طرȋو 

  .ذلك ࢭȖ ʏساعدنا أن يمكنلۘܣ سنȘناولɺا لاحقا ا כخرى  المفاɸيم

نȘناول ࢭɸ ʏذا اݍݨزء التوقع الرʈاعۜܣ والتباين وטنحراف المعياري ثم العزوم للمتغ؈فات 

  المتقطعة والمستمرة.العشوائية بنوعٕڈا 

 (כمل الرʈاعۜܣ)التوقع . 1

المتوقعة عڴʄ أساس أنه المتوسط المرݦݳ لɢل قيم المتغ؈ف ʇعرف التوقع الرʈاعۜܣ والقيمة 

متغ؈فا عشوائيا له دالة  ذا ɠان إالعشواǿي، حيث ترݦݳ ɠل قيمة من المتغ؈ف باحتمالɺا ف

، وʉعرف حسب  والذي يرمز له بالرمز  توزʉع فان التوقع أو القيمة المتوقعة للمتغ؈ف 

  العلاقة التالية: 

ࢭʏ حالة المتغ؈ف العشواǿي المتقطع:                                                 )()( xpxXE  

ࢭʏ حالة المتغ؈ف العشواǿي المستمر:                                           




 dxxfxXE )()(
  

اݍݰصول عليه  وۂʏ نفس تفس؈ف ما وʉس׿ܢ التوقع الرʈاعۜܣ أيضا כمل الرʈاعۜܣ أي ما نأمل 

نتوقع اݍݰصول عليه: كما إن التوقع الرʈاعۜܣ نقصد به القيمة المتوسطة وɸو يقابل الوسط 

:ʏمكن إثبات ذلك كما يڴʈלحصاء الوصفي و ʏي ࢭȌاݍݰسا  

نفرض أن لدينا احتمالات مȘساوʈة مثل إلقاء زɸرة نرد متوازنة ɠل כرقام لɺا نفس טحتمال 

  أي:

𝑃(𝑥) =
1

𝑛
           ∀𝑥 ∈ {𝑥ଵ, 𝑥ଵ, 𝑥ଵ, … … … . . 𝑥௡} 

𝜇௑ = 𝐸(𝑋) = ෍ 𝑥௜𝑝(𝑥௜) = 𝑥1
1
𝑛

+ 𝑥2
1
𝑛

+ 𝑥3
1
𝑛

+ ⋯ … … . +
௡

௜ୀଵ

𝑥𝑛
1
𝑛

 

=
1
𝑛

൫𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥3 + ⋯ … … . +𝑥𝑛൯ 
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=
∑ 𝑥௜

𝑛
௜ୀଵ

𝑛
 

نلاحظ أن التوقع الرʈاعۜܣ ʇساوي 
∑ 𝑥𝑖

೙
𝑖=1

௡
وɸو ɸنا يمثل مجموع القيم مقسوما عڴʄ عدد  

  القيم وɸو Ȗعرʈف الوسط اݍݰساȌي الذي تم دراسته ࢭʏ טحصاء الوصفي,

  أليك Ȋعض النظرʈات الۘܣ Ȗساعدنا ࢭʏ حساب التوقع الرʈاعۜܣ:

  توقع العدد الثابت ɸو نفسه أي:

  عدد ثابت فإن:   نفرض 

  أولا:

 𝑎)               𝐸(𝑐) = 𝑐 
 ال؄فɸان

𝐸(𝑐) = ෍ 𝑐𝑝(𝑐) =

௡

௜ୀଵ

𝑐 ෍ 𝑝(𝑐)

௡

௜ୀଵ

 

∑وȋما أن مجموع טحتمالات دائما ʇساوي الواحد فإن  𝑝(𝑐)௡
௜ୀଵ = 1  

= ෍ 𝑝(𝑐)

௡

௜ୀଵ

=  

  ثانيا:

 
 ال؄فɸان

𝐸(𝐶𝑋) = ෍ 𝐶𝑥௜𝑝(𝑥௜) = 1𝑝(𝑥ଵ) 2𝑝(𝑥ଶ)

௡

௜ୀଵ

𝑛𝑝(𝑥௡) 

= 𝐶൫ 1𝑝(𝑥ଵ) 2𝑝(𝑥ଶ) 𝑛𝑝(𝑥௡)൯ 

= 𝐶 ෍ 𝑥௜𝑝(𝑥௜) = ൫ ൯

௡

௜ୀଵ

 

  إذا ɠان لدينا متغ؈فين عشوائي؈ن فإن: 
𝐸(𝑋 ± 𝑌) = 𝐸(𝑋) ± 𝐸(𝑌) 

  ال؄فɸان:

𝐸(𝑋 ± 𝑌) = ෍൫𝑥𝑖 ± 𝑦𝑖൯𝑝൫𝑥𝑖 ± 𝑦𝑖൯ =

௡

௜ୀଵ

= ቀ𝑥1𝑝(𝑥ଵ) ± 𝑦1𝑝(𝑦ଵ) ± 𝑥2𝑝(𝑥ଶ) ± 𝑦2𝑝(𝑦ଶ) ± ⋯ … ± 𝑥𝑛𝑝(𝑥௡) ± 𝑦𝑛𝑝(𝑦௡)ቁ 

= ൫𝑥ଵ𝑝(𝑥ଵ) ± 𝑥ଶ𝑝(𝑥ଶ) ± ⋯ ± 𝑥௡𝑝(𝑥௡)൯ ± ൫𝑦ଵ𝑝(𝑦) ± 𝑦ଶ𝑝(𝑦ଶ) ± ⋯ ± 𝑦௡𝑝(𝑦௡)൯ 
  

𝑬(𝑿) 𝑬(𝒀) ± 

𝑬(𝑿 ± 𝒀) = 𝑬(𝑿) ± 𝑬(𝒀) 
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𝐸(𝑎𝑋 ± 𝑏𝑌) = 𝑎𝐸(𝑋) ± 𝑏𝐸(𝑌) 
𝐸(𝑋 ± 𝑎) = 𝐸(𝑋) ± 𝑎 

𝐸(𝑎𝑋 ± 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) ± 𝑏 
𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

𝐸(𝑎𝑋𝑌) = 𝑎𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

𝐸൫𝐸(𝑋)൯ = 𝐸(𝑋) 

 

  متغ؈فين عشوائي؈ن مستقل؈ن،فإن: و إذا ɠان 
𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) 

  ال؄فɸان:

)بما أن المتغ؈فين مستقل؈ن فإن   ) = 𝑝( )𝑝(𝑦) 

𝐸(𝑋𝑌) = ෍(𝑥௜𝑦௜)𝑝(𝑥௜𝑦௜) = ෍(𝑥௜𝑦௜)𝑝(𝑥௜)𝑝(𝑦௜) = ෍ 𝑥௜𝑝(𝑥௜)𝑦௜𝑝(𝑦௜) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

):1مثال (
  

  متغ؈ف عشواǿي القيم טحتمالية له ممثلة ࢭʏ اݍݨدول التاڲʏ: ليكن 
3 2 1 0 𝑋 
1

8
 

𝛼 3

8
 

1

8
 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

  أوجد ɠل من:

  𝑎)𝐸(𝑋)   ;  𝑏)𝐸൫(𝑋)2൯    ;  𝑐)𝐸(𝑋 + 7)  ;  𝑑)𝐸൫𝑋2 + 3𝑋൯ 

  اݍݰل:

  باستخدام ما تم دراسته سابقا:

෍ 𝑃(𝑋 = 𝑥)
௫

= 1 → 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) = 1 

1

8
+

3

8
+ 𝛼 +

1

8
= 1 → 𝛼 +

5

8
= 1 → 𝛼 = 1 −

5

8
 

𝛼 =
3

8
 

  ومنه:
3 2 1 0 𝑋 
1

8
 𝛼 =

3

8
 

3

8
 

1

8
 𝑃(𝑋 = 𝑥) 
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  𝑎)(𝑋)  حساب التوقع الرʈاعۜܣ:

𝐸(𝑋) = ෍ 𝑥𝑖𝑝(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 9 4 1 0 𝑋ଶ 
 𝑋 0 1 2 3 اݝݨموع

1 1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

12

8
 3 ×

1

8
 2 ×

3

8
 1 ×

3

8
 0 ×

1

8
 

𝑥௜𝑝(𝑥௜) 

24

8
 9 ×

1

8
 4 ×

3

8
 1 ×

3

8
 0 ×

1

8
 

𝑋ଶ
௜𝑝(𝑋ଶ

௜) 

60

8
 (3ଶ + 3 × 3)

18

8
 (2ଶ + 3 × 2)

30

8
 (1ଶ + 3 × 1)

12

8
 

(0ଶ + 3 × 0)0 (𝑋ଶ + 3𝑋)௜𝑝(𝑋௜) 

  من خلال اݍݨدول نجد:

𝐸(𝑋) = ෍ 𝑥௜𝑝(𝑥௜) =
12

8

௡

௜ୀଵ

 

  أو

𝐸(𝑋) = 0 ×
1

8
+ 1 ×

3

8
+ 2 ×

3

8
+ 3 ×

1

8
=

12

8
 

  𝑏)𝐸൫(𝑋)2൯ حساب:    

𝐸(𝑋ଶ) = ෍ 𝑋ଶ
௜𝑝(𝑋ଶ

௜)

௡

௜ୀଵ

 

  من خلال اݍݨدول نجد:

𝐸(𝑋ଶ) = ෍ 𝑋ଶ
௜𝑝(𝑋௜) =

24

8

௡

௜ୀଵ

 

  أو

𝐸(𝑋ଶ) =   0 ×
1

8
+ 1 ×

3

8
+ 4 ×

3

8
+ 9 ×

1

8
  =

24

8
 

𝑐)𝐸(𝑋 حساب:  + 7) 

𝐸(𝑋 + 𝑎) = 𝐸(𝑋) +  𝑎 → 𝐸(𝑋 + 7) = 𝐸(𝑋) +  7 =
10

8
+  7 =

66

8
 

𝑑)𝐸൫𝑥2حساب: + 3𝑋൯  
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𝐸(𝑋ଶ + 3𝑋) = 𝐸(𝑋ଶ) + 𝐸(3𝑋) = 𝐸(𝑋ଶ) + 3𝐸(𝑋) =
24

8
+ 3 ൬

12

8
൰ =

60

8
 

  

  متغ؈ف عشواǿي مستمر يمثل دالة كثافة احتمال، ɲعرف دالة التوزʉع كما يڴʏ:ليكن  :)2(مثال



 


sinon             0

1  x  0    si            1
)(xf

 

  כمل الرʈاعۜܣ (التوقع) لɺذا المتغ؈ف العشواǿي؟أحسب 

  اݍݰل:

 

 

 

  التباين وטنحراف المعياري . 2

أو الȘشȘت ݝݨموعة من البيانات, وكذلك يقʋس טنحراف المعياري  טنȘشار يقʋس טنحراف المعياري 

  قيم المتغ؈ف العشواǿي، انȘشار 

  يحسب  تباين المتغ؈ف العشواǿي بالعلاقة التالية:

  العشواǿي المستمرࢭʏ حالة المتغ؈ف 

V(X) = E[(X - E(X))²] =   )())²(( xpXEx  

ࢭʏ حالة المتغ؈ف العشواǿي المتقطع
  

V(X) = E[(X - E(X))²] = 




 dxxfXEx )())²((

  

  ɸناك طرʈقة ثانية ݍݰساب التباين ɠالأȖي:

V(X) = E[(X - E(X))²] = E[X² - 2XE(X) + E(X)²] = E(X²) - 2 E(X) 
E(X) + E(X)² 

V(X) = E(X²) - E(X)² 

  XV)(بالɴسبة للانحراف المعياري فɺو جذر التباين:            


2

1
)01(

2

1

2

²
)( 22

1

0

1

0

]  
x

dxxXE
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  بالرجوع لمعطيات المثال السابق: :)1( مثال

  متغ؈ف عشواǿي القيم טحتمالية له ممثلة ࡩʏ اݍݨدول التاڲ𝑿 :ʏليكن 
𝟑 𝟐 𝟏 𝟎 𝑿 
𝟏

𝟖
 

𝜶 𝟑

𝟖
 

𝟏

𝟖
 𝑷(𝑿 = 𝒙) 

  أوجد ɠل من:

𝒆)       𝑽𝒂𝒓(𝑿)  ;    𝒇)   𝑽𝒂𝒓(𝟔𝑿 − 𝟖)   
  اݍݰل:

(e :حساب التباين 𝒆)       𝑽𝒂𝒓(𝑿)  

௑لدينا:    
ଶ ଶ ଶ  

  بما اننا سابقا وجدنا أن: 

𝐸(𝑋ଶ) =
24

8
 ;       𝐸(𝑋) =

12

8
 →  [𝐸(𝑋)]ଶ =

144

64
 →  𝑉𝑎𝑟(𝑋) =

24

8
−

144

64
 

432

64
 

(f حساب 𝒇)   𝑽𝒂𝒓(𝟔𝑿 − 𝟖)  
ଶ  

  ، أحسب التباين وטنحراف المعياري إليك اݍݨدول التاڲʏ ):2مثال(

x p(x) F(x) 
0 
1 
2 
3 
4 

0,0625 
0,2500 
0,3750 
0,2500 
0,0625 

0,0625 
0,3125 
0,6875 
0,9375 

1 
Total  1  

2)( xE 
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 :v(x)حساب التباين 

10625,0)24(25,0)23(375,0)22(25,0)21(0625,0)20()()2()( 222222  xpxXV
22 ))(()()( xExEXV 

50625,0425,03375,0225,010625,00)()( 2222222  xpxxE 

125))(()()( 222  xExEXV 

)(11:                                    حساب טنحراف المعياري   XV  
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  : التوزʉعات טحتماليةالراȊعالفصل 

  التوزʉعات טحتمالية المنفصلة ( المتقطعة) أولا:

 من عدد ندرس أن ךن يمكننا טحتماڲʏ لتوزʉعاو  العشواǿي المتغ؈ف مفɺوم عرفنا أن Ȋعد

 .الشɺ؈فة טحتمالية التوزʉعات

 وࢭʏ ولتجاري  ا الصناڤʏ الȘسي؈ف مجال ࢭʏ المسائل من العديد حل ࢭʏ التوزʉعات ɸذه Ȗستخدم

  .بواسون  وتوزʉع الثناǿي التوزʉع :شيوعا التوزʉعات ɸذه أك؆ف ومن .לدارة

1 -  ʏع برنوڲʉتوز )Bernoullidistribution(  

 כحداثɸو توزʉع نظري يصف تجارب لɺا نȘيجت؈ن محتملت؈ن فقط. ɸناك كث؈ف من 

اݍݨودة ࢭʏ المصاɲع يصف أي سلعة  ضبطينطبق علٕڈا ɸذا التوزʉع. فعڴʄ سȎيل المثال: نظام 

عقد فتɢون  لإبرام التفاوضيتم اختبارɸا عڴʄ أٰڈا معيبة أو غ؈ف معيبة. وكذلك כمر عند 

لا، وكذلك عند اجتياز مسابقة  وɲش؅في أ إماوكذلك الشراء ، لا والعقد أ إبرام إماالنȘيجة 

، وكذلك عند تقديم اق؅فاح لمديرك ࢭʏ العمل ستɢون ننݬݳ لا وستɢون النȘيجة ننݬݳ أ توظيف

 نȘيجت؈ن فقط.  بالأحرى أو  إجابت؈نɸناك دائما  أنالنȘيجة الموافقة أم لا. و٭ڈذا نلاحظ 

  الشروط التي يجب أن يستوفيها توزيع برنولي -

 لɢل محاولة نȘيجتان ممكنتان: نجاح أو فشل. )1

 .ɸnناك عدد ثابت من اݝݰاولات المتماثلة ࢭɠ ʏل تجرȋة عددɸا  )2

محاولات التجرȋة مستقلة Ȋعضɺا عن Ȋعض. وɸذا ʇعۚܣ أنه إذا ɠانت نȘيجة إحدى  )3

اݝݰاولات " نجاحا "، فɺذا لا يؤثر عڴʄ احتمال أن تɢون نȘيجة محاولة أخرى، " نجاحا" 

 أيضا.

ئج Ȋعضɺا نجاح وטخر فشل. وʈجب أن يجب أن تɢون العملية متلائمة مع توليد نتا )4

 " ثابتة ࢭʏ جميع محاولات التجرȋة.pتɢون القيمة المرتبطة باحتمال النجاح. " 

 " حيث:  q" تمثل احتمال النجاح فإن احتمال الفشل ɸو " pإذا ɠانت " )5
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تأخذ  Xعند رمي قطعة النقود فإن النȘيجة يمكن أن تɢون صورة أو كتابة فإذا ɠانت  مثال:

) إذا حصل الܨݵص عڴʄ 0) إذا حصل الܨݵص عڴʄ الصورة (النجاح) وقيمة (1قيمة (

الكتابة (الفشل) وȋما أن احتمال اݍݰصول عڴʄ الصورة من ɸذه اللعبة ɸو 
𝟏

𝟐
  فإن: 

𝒙 𝟏ି𝒙  

  

   (Binomialdistribution)يناݍݰد التوزʉع ثناǿي-  2

من المرات).  nإذا تم تكرار تجرȋة مستقلة ذات ناتج؈ن (التجرȋة المذɠورة ࢭʏ توزʉع برنوڲʏ لـ 

ɸو احتمال الفشل. عڴʄ فرض إذا  ɸq = 1 – pو احتمال النجاح ولذلك يɢون  pنفرض أن 

ɠان ɸدفنا ɸو عدد مرات النجاح ولʋس ترتʋب ووقوع النجاح. ولذلك يمكن صياغة صيغة 

  دين وكما يڴʏ:توزʉع ثناǿي اݍݰ

x  ʏاحتمال وقوع عدد من النجاحات ࢭn :وɸ من اݝݰاولات المكررة  

୶ ୬ି୶  

  

قطع من النقود.  6مرات أو بطرʈقة مɢافئة القيت  6تم رمي قطعة من النقود : )1( مثال

نفرض أن الصورة ۂʏ النجاح. إذا ɠان 
𝟏

𝟐
 :ʏأوجد ما يڴ  

 ) ɸو:k = 2احتمال وقوع صورت؈ن بالضبط (أي أن  -

𝟐 𝟒

 

 وɢʈون كما يڴʏ: 6أو  5أو  k  =4صور عڴʄ כقل (أي إن  أرȌعاحتمال وقوع  -
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𝟒 𝟐 𝟓 𝟏

𝟔 𝟎

 

 احتمال عدم وقوع الصورة (أي الفشل ࢭʏ جميع التجارب) ɸو: -

𝟔
𝟔

 

  إذا ɠان المطلوب احتمال وقوع صورة واحدة عڴʄ כقل ɸو:

𝟔  

ࢭʏ  6أو  5مرات، نف؅فض أن النجاح ɸو اݍݰصول عڴʄ الرقم؈ن  7ݯݨر ال؇فد  إلقاء: تم )2( مثال

  أي رمية.

إذن 
𝟐

𝟑

𝟏

𝟑
أوجد ما  

:ʏيڴ  

-  ʄثلاث مرات بالضبط (أي أن  6أو  5احتمال اݍݰصول عڴk = 3:وɸ ( 

𝟑 𝟒

 

 (أي الفشل ࢭʏ جميع اݝݰاولات) ɸو: 6أو  5احتمال عدم اݍݰصول عڴʄ الرقم؈ن  -

𝟕
𝟕

 

 اݍݰصول عڴʄ الرقم؈ن 
ً
  مرة واحدة عڴʄ כقل ɸو: 6أو  5وɢʈون حتما

𝟕  
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ــثوابت فإن الدال n  ،pوȋصورة عامة إذا اعت؄فنا أن  ــــــــــــــــــــة الســــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـــ ابقة ـــــــــــــــــــــــــ

 .
ً
 متقطعا

ً
 احتماليا

ً
  تɢون توزʉعا

K 0 1 2 3 . . . N 

P(k) ௡  ௡ିଵ  ௡ିଶ ଶ ௡ିଷ ଷ . . . pn 

  

ۂk = 0 , 1 , 2 , … , n  ʏوʉس׿ܢ ɸذا التوزʉع بتوزʉع ذي اݍݰدين وذلك لأن טحتمالات لقيم 

  اݍݰدود المتتالية ࢭʏ مفɢوك ذي اݍݰدين 

𝐧 𝐧 𝐧ି𝟏 𝐧ି𝟐 𝟐

𝐧ି𝟑 𝟑 𝐧  

 ʏع برنوڲʉع بتوزʉذا التوزɸ س׿ܢʉو)(Bernoulli.  

  خواص توزʉع ذي اݍݰدين.وʈمكن تݏݵيص 

 توزʉع ذي اݍݰدين

 التوقع 

𝟐  التباين 

 المعياري  טنحراف 

 

 6مرة فيɢون توقع عدد مرات اݍݰصول عڴʄ الرقم  180عند رمي ݯݨر ال؇فد (الزار)  :)3( مثال

  ɸو:

𝟏

𝟔
  , 

𝟏

𝟔

𝟓

𝟔
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من כجɺزة 0,15   تصنع مؤسسة معينة أجɺزة الك؅فونية، وɠان من المعلوم أن :)4مثال (

  جɺازا، المطلوب : 15، اخ؅فنا عشوائيا تالفة

 .)لɺذا المتغ؈ف(باستعمال توزʉع ثناǿي اݍݰد xf)(اكتب شɢل دالة טحتمال  -

 ؟تالف من ب؈ن כجɺزة اݝݵتارة  ما احتمال عدم اݍݰصول عڴʄ أي جɺاز -

  ؟ما احتمال اݍݰصول عڴʄ جɺاز  واحد تالف عڴʄ כك؆ف -

  ؟ما احتمال اݍݰصول عڴʄ جɺاز  واحد تالف عڴʄ כقل -

  :اݍݰل

     ، 

  ، 

 ، 

 لɺذا المتغ؈ف xf)(دالة טحتمال  -

௡(باستعمال توزʉع ثناǿي اݍݰد 
௫ ௡ି௫  

;ଵହ
௫ ௫ ଵହି௫  

 :احتمال عدم اݍݰصول عڴʄ أي جɺاز  تالف من ب؈ن כجɺزة اݝݵتارة  -

ଵହ
଴ ଴ ଵହି଴ 

ଵହ; 
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 :احتمال اݍݰصول عڴʄ جɺاز  واحد تالف عڴʄ כك؆ف  -

ଵହ
ଵହ
ଵ ଵ ଵହିଵ 

ଵହ ଵସ; 

 :احتمال اݍݰصول عڴʄ جɺاز  واحد تالف عڴʄ כقل  -

ଵହ
଴ ଴ ଵହି଴ ଵହ; 

  .أوجد دالة التوزʉع ورسمɺا البياɲي لتوزʉع ذي اݍݰدين التاڲʏ:  ):5مثال(

  اݍݰل:

;଻
௫ ௫ ଻ି௫

଻
௫ ଻ 

X=x 0  1  2  3  4  5  6  7 ∑ 

P(X=x

) 

0,007

8 

0,054

7 

0,164

1 

0,273

4 

0,273

4 

0,164

1 

0,054

7 

0,007

8 

1 
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 التمثيل البياɲي:

  

  توزʉع متماثل.

  .أوجد دالة التوزʉع وتمثيلɺا البياɲي لتوزʉع ذي اݍݰدين التاڲʏ:  ):6مثال(

  اݍݰل:

;଻
௫ ௫ ଻ି௫  

 

X=x 0  1  2  3  4  5  6  7 ∑ 

P(X=x

) 

0,133

5 

0,311

5 

0,311

5 

0,17

3 

0,057

7 

0,011

5 

0,001

3 

0,000

1 

1 

  

  

  

  

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0 1 2 3 4 5 6 7
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  التمثيل البياɲي:

  

  جɺة اليم؈ن لأن  ي توزʉع ملتو 

  .أوجد دالة التوزʉع وتمثيلɺا البياɲي لتوزʉع ذي اݍݰدين التاڲʏ:  ):7مثال(

  اݍݰل:

;଻
௫ ௫ ଻ି௫ 

X=x 0  1  2  3  4  5  6  7 ∑ 

P(X=x) 0,0001 0,002 0,0161 0,0724 0,1956 0,3174 0,286 0,1105 1 

  

  التمثيل البياɲي:

  

   لأن  توزʉع ملتو جɺة الʋسار

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0 1 2 3 4 5 6 7

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0 1 2 3 4 5 6 7
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    (POISSON DISTRIBUTION) توزʉع بواسون - 3

درسنا التوزʉع ذي اݍݰدين الذي يحتوي عڴʄ حدث؈ن حادث نجاح وכخر فشل، إلا أنه 

توجد العديد من اݍݰالات يمكننا فقط تحديد حالات النجاح ولا يمكننا حساب عدد مرات 

الفشل. فعڴʄ سȎيل المثال مسȘشفى بɢارʈة ࢭʏ ولاية تȎسة يقدم خدمات الطوارئ لمرعۜܢ 

كننا Ȋسɺولة حساب عدد اتصالات حالات الطوارئ الۘܣ Ȗستجيب الɢورونا، ࢭɸ ʏذه اݍݰالة يم

لɺا الوحدات ࢭʏ الساعة. لكن الȘساؤل ɸنا كيف يمكن عد טتصالات الۘܣ لم يتم تلقٕڈا؟ من 

الواܷݳ ɸنا أنه من الصعب بل من المستحيل معرفة عدد النتائج الممكنة (نجاح +فشل), فإذا 

تائج الممكنة عندئذ لا يمكن تطبيق التوزʉع ذي اݍݰدين كنا لا ɲستطيع حساب العدد الكڴʏ للن

  ولكن ࢭɸ ʏذه اݍݰالة قد ɲستطيع تطبيق توزʉع بواسن.

  . خصائص توزʉع بواسون 1- 3

عملية  تمتد عڴʄ مدى ف؅فة من الزمن أو تتعلق بح؈ق محدد أو أي  بواسون  توزʉعيصف  

 ،وحدة تحقق محددة Ȋشɢل جيد، تحدث النتائج الممكنة الۘܣ ندرسɺا مثل اتصالات الطوارئ 

وɲعد النتائج الۘܣ تحدث خلال شرʈحة معينة من الزمن من ح؈ق  ،وعدد اݍݰفر Ȋشɢل عشواǿي

خلال ساعة أو عدد اݍݰفر لمسافات طولɺا ميلان من ما. يمكن أن ɲعد عدد اتصالات الطوارئ 

  إحدى الطرقات.  

وɲس׿ܣ ɸذه כعداد نجاحات مع أٰڈا قد تɢون غ؈ف مرغوȋة. يتعامل ɸذا المتغ؈ف  العشواǿي مع 

 حوادث نادرة الوقوع. 
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للمتغ؈فات العشوائية المتقطعة  ليةטحتما اتـتوزʉعـال أحد أنواعبواسون  توزʉعʇعت؄ف 

 منطقة ࢭʏ أو ، محددة زمنية ف؅فة ࢭʏ تقع الۘܣ כحداث عدد وصف عند Ȗستعمل ما غالبا الۘܣو 

  .مع؈ن ݯݨم أو محددة

:ʏون الدالة טحتمالية له كما يڴɢر اݍݵاصة والنادرة وتɸع الظواʉعض כحيان بتوزȊ س׿ܢʇ  

....,2,1,0,
!

)(
);( 



k
k

e
kP

k  

ثابت اختياري. وʈظɺر ɸذا التوزʉع اللاٰڈاǿي القابل للعد ࢭʏ كث؈ف من الظواɸر  0حيث 

 ʏالصفحة ࢭ ʏوحدة الوقت، عدد כخطاء المطبعية ࢭ ʏاتفية ࢭɺالمات الɢالطبيعية مثل عدد الم

 ʄعدد المركبات الداخلة إڲ ،
ً
كتاب كب؈ف، عدد جسيمات الفا الۘܣ يطلقɺا مركب ɲشيط اشعاعيا

ل؅قود بالوقود، عدد כفراد الذين يتوافدون عڴʄ صالونات اݍݰلاقة أو Ȋشɢل محطة الوقود ل

فإٰڈا تتوزع أو عددɸا يتوزع توزʉع بواسون. وتɢون  tعام ɠل כحداث الۘܣ تحدث خلال الوقت 

  يڴʏ: خواص توزʉع بواسون كما

  

  توزʉع بواسون 

 التوقع   

 التباين 2  

 לنحراف المعياري    

  

 لتوزʉع ذي 
ً
 جيدا

ً
 تقرʈبا

ً
عڴʄ الرغم من أن توزʉع بواسون له فوائده اݍݵاصة إلا أنه ʇعطينا أيضا

وʈب؈ن اݍݨدول التاڲɸ ʏذه pnصغ؈فة وأن  pصغ؈فة وʈف؅فض أن  kاݍݰدين عندما تɢون 

  اݍݵاصية.
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,100مقارنة ب؈ن توزʉع ذي اݍݰدين وȋواسون عندما  -
100

1
,  nppn  

k 0 1 2 3 4 5 

ذي 

  اݍݰدين
0.366 0.370 0.185 0.0610 0.0149 0.0029 

 0.00307 0.0153 0.0613 0.184 0.368 0.368  بواسون 

  

  Ȋعض الصيغ الɺامة لتوزʉعات טحتمالية المنفصلة .2 - 3

 ؛ ونخص بالذكرلعشوائية المنفصلةالمتغ؈فات ااحتمالات  حسابࢭʏ الصيغ  مفيدة جدا ɸذه  

טحتمالات المستخرجة من جدول توزʉع ذي اݍݰدين وجدول توزʉع بواسون عڴʄ حد سواء (إذ 

 أن كلا مٔڈما تم إعداده عڴʄ أساس التوزʉع טحتماڲʏ ال؅فاك׿ܣ ):

*

*

*

*

*

*  
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  اݍݰل:

  المتغ؈ف العشواǿي الذي يمثل عدد حالات الولادة ࢭʏ الساعة الواحدة، Xليكن 

λباستخدام توزʉع بواسون؛ المتوسط            ;        𝐩(𝐗 = 𝐱) = 𝒇(𝐱) =

𝝀𝐱

𝐱!
𝒆ି𝝀  

  :المسȘشفىɸذا  ࢭʏ معينة ساعة ࢭʏ ولادات 4 حدوث  احتمال

p(X = 4) = 𝑓(4) =
(ଵ.଼)ర

ସ!
𝑒ିଵ.଼ = 𝟎. 𝟎𝟕𝟐𝟑𝟎𝟏𝟕𝟑; 

  :المسȘشفىɸذا  ࢭʏ معينة ساعة ࢭʏ ة واحدة عڴʄ כقلولادحدوث  احتمال

p(X ≥ 1) = 𝑓(1) + 𝑓(2) + 𝑓(3) + ⋯ … … … = 1 − 𝑓(0); 

= 1 −
(ଵ.଼)బ

଴!
𝑒ିଵ.଼ = 1 − 𝟎. 𝟏𝟔𝟓𝟐𝟗𝟖𝟖𝟗 = 𝟎. 𝟖𝟑𝟒𝟕𝟎𝟏𝟏𝟏; 

  يدخل أحد اݝݰلات التجارʈة ثلاث زȋائن كمعدل ࢭʏ الدقيقة؛  ):2مثال(

  ؟أحسب احتمال دخول أرȌعة زȋائن ɸذا اݝݰل ࢭʏ دقيقة ما -

 ؟زȋائن ɸذا اݝݰل ࢭʏ دقيقة ما خمسةأحسب احتمال دخول  -

  

  

 ࢭʏة الولادحالات  تحدث): 1(مثال
ً
 الساعة ࢭʏ ولادة 1.8 بمتوسطכم والطفل  مسȘشفى عشوائيا

 .الواحدة

  المسȘشفى؟ɸذا  ࢭʏ معينة ساعة ࢭʏ ولادات 4 حدوث  احتمال ɸو ما -

  المسȘشفى؟ɸذا  ࢭʏ معينة ساعة ࢭʏ ة واحدة عڴʄ כقلولادحدوث  احتمال ɸو ما -
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   اݍݰل:

λ ،𝐩(𝐗باستخدام توزʉع بواسون؛ المتوسط  = 𝐱) = 𝒇(𝐱) =
𝝀𝐱

𝐱!
𝒆ି𝝀  

  :احتمال دخول أرȌعة زȋائن ɸذا اݝݰل ࢭʏ دقيقة ما

p(X = 4) = 𝑓(4) =
ଷర

ସ!
𝑒ିଷ = 𝟎. 𝟏𝟔𝟖𝟎𝟑𝟏𝟑𝟔 ;  

 :زȋائن ɸذا اݝݰل ࢭʏ دقيقة ما خمسةاحتمال دخول 

p(X = 5) = 𝑓(5) =
ଷఱ

ହ!
𝑒ିଷ = 𝟎. 𝟏𝟎𝟎𝟖𝟏𝟖𝟖𝟏; 

  . استخدام توزʉع بواسون كتقرʈب لتوزʉع ذي اݍݰدين3 - 3

)  يمكننا استعمال توزʉع  بواسون صغ؈فة  p) و كب؈فة ( nإذا ɠانت 

 كتقرʈب لتوزʉع ذي اݍݰدين

نفصلة.  ࢭȊ ʏعض المحتمالية ט  الـتوزʉعاتمن كلاɸما  Poisson  وتوزʉعاݍݰدين  يتوزʉع ذ

  عڴʄ سȎيل المثال: ، اݍݰالات تɢون التوزʉعات مȘشا٭ڈة جدًا

100 ):1مثال( ، 0   جد متطابقان. نɸذان التوزʉعا   2و  02

 𝐩 𝐗 = 𝐱 = 𝒇 𝐱 =
𝝀𝐱

𝐱!
𝒆−𝝀 ; 

 ، 𝒇 𝐱 ଵ଴଴
௫ ௫ ଵ଴଴ି௫; 
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لتقدير  Poisson٪ من السɢان من כعسرʈن ، استخدم توزʉع  5إذا ɠان لدينا   :)2(مثال

  أو أك؆ف  من כعسرʈن.  2ܧݵص تحتوي عڴʄ  100احتمال أن عينة عشوائية من 

  اݍݰل:

  المتغ؈ف العشواǿي الذي يمثل عدد כعسرʈن. Xليكن 

، بالتقرʈب  أن ɸذا المتغ؈ف العشواǿي يȘبع توزʉع ثناǿي اݍݰد نلاحظ

  ؛لتوزʉع بواسون يصبح: 

λ ; 

𝝀𝐱

𝐱!
𝒆−𝝀, 

 

𝒇(𝐱) =
𝟓𝐱

𝐱!
𝒆ି𝟓 ;      X=0 ;1……….. 

  ʈن ࢭʏ العينة اݝݵتارة:عسر من כ   أك؆ف أو 2 أن يɢون  احتمال

𝒇(𝐱 ≥ 𝟐) = 𝒇(𝟐) + 𝒇(𝟑) + 𝒇(𝟒) + ⋯ = 𝟏 − ൫𝒇(𝟎) + 𝒇(𝟏)൯; 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Po(2)

Bin(100;0,02)
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= 𝟏 − ቀ
𝟓𝟎

𝟎!
𝒆ି𝟓 +

𝟓𝟏

𝟏!
𝒆ି𝟓ቁ = 𝟏 − (𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟕 + 𝟎. 𝟎𝟑𝟔) = 𝟏 −

𝟎. 𝟎𝟒𝟎𝟒𝟐𝟕 = 𝟎. 𝟗𝟓𝟗𝟓𝟕 ; 

  )(GeometricDistributionالتوزʉع الɺند؟ۜܣ  - 4

 (X)فإن عدد اݝݰاولات المطلوȋة  (P)ࢭʏ التجارب المستقلة الۘܣ يɢون فٕڈا احتمال النجاح 

  للوصول إڲʄ أول نجاح ɸو:
𝐱ି𝟏  

  أو:
𝐱  

عندما  ʇ(NegativeBinomialعت؄ف ɸذا التوزʉع حالة خاصة من توزʉع ثناǿي اݍݰدين السالب (

r=1.  

ʇش؈ف إڲʄ عدد اݝݰاولات الۘܣ Ȗسبق اݝݰاولة الۘܣ نحصل فٕڈا عڴʄ أول ظɺور  Xمثال: اف؅فض أن 

ݍݨɺة الكتابة ࢭʏ تجرȋة لرمي قطعة نقد واحدة، فإذا ɠان احتمال اݍݰصول عڴʄ جɺة الكتابة 

فإن التوزʉع الذي سيخضع له المتغ؈ف  q=1–pواحتمال اݍݰصول عڴʄ جɺة الوجه ɸو  ɸPو 

وȋدالة كتلة  (Geometricdistribution)لتوزʉع الɺند؟ۜܣ سيɢون ا Xالعشواǿي المتقطع 

  טحتمال:

୬ିଵ  

  :  التوزʉعات טحتمالية المتصلة (المستمرة)ثانيا

التوزʉعات טحتمالية للمتغ؈فات المستمرة لɺا أشɢال مختلفة حسب طبيعة التجارب 

من نتائج تلك التجارب إلا أٰڈا Ȗش؅فك ࢭʏ خواص عامة  المدروسة والقيمة טحتمالية لɢل نȘيجة

  أɸمɺا:

 وقرʈبة من الصفر لذا  .1
ً
كتلة טحتمال عند أية نقطة من محور القيم اݍݰقيقية صغ؈فة جدا

 لا Ȗعرف دالة كتلة טحتمال ࢭɸ ʏذه اݍݰالة.

2. :ʏال؅فاك׿ܣ معروفة وۂ ʏع טحتماڲʉدالة التوز 

RxxXPxF  ,)()( 
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)وʈرمز لɺا بالرمز (ȖProbability density functionعرف ɸنا دالة الكثافة טحتمالية   .3

f(x) :عرف من خلال اݍݵواص ךتيةȖو 

Rxxf  ,0)( 

1)()( 




xdxf

 

)()()( ydyfxF
x





 

 وȌشɢل عام فإن:

)()()( xdxfbxaP
b

a
 

رʈاضية محددة لɢل نوع من أنواع التوزʉعات المستمرة ولدالة الكثافة טحتمالية صيغة 

  المعروفة.

1   .ʏع الطبيڥʉالتوز )Normaldistribution(  

 خصائص من له لما טستخدام شاǿعة טحتمالية التوزʉعات أɸم من الطبيڥʏ التوزʉع ʇعد

 بالصدفة اخ؅فنا فلو. وטقتصادية وטجتماعية الطبيعية الظواɸر من كب؈فة ɲسبة عڴʄ تنطبق

 متوسط من قرʈبة مٔڈا كب؈فة ɲسبة لوجدنا أطوالɺم وقسنا ما ع شار ࢭʏ المارʈن من ألفا أو مئة

 بالɴسبة ɸذا ومثل .القامة قصار من لɺا مقارȋة وɲسبة القامة طوال من قليلة وɲسبة ما،

 أو الɴسبة، يمثل الذي المنحۚܢ لɢان ومتجاɲس متعامد معلم ࢭʏ البيانات ɸذه مثلنا ولو .للأوزان

 التوزʉع صفات وۂʏ المتوسط حول  متماثل جر؟ۜܣ شɢل ذا טحتمال، ɲسميه أن يمكن ما

ʏالطبيڥ. 
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  الطبيڥʏ التعرʈف بالتوزʉع. 1-1

:ʏاوس كما يڴɠ عʉس׿ܢ بتوزʇ أو ما ʏأو المنحۚܣ الطبيڥ ʏع الطبيڥʉعرف التوزʇ  

2

2

2

)(

22

1
)( 









x

exf 

حيث أن  ،0  عاتʉم أمثلة التوزɸذه الدالة بالتأكيد واحدة من أɸان، وʈثابتان اختيار

  ، أي ɠلما Ȗغ؈فت Fالمستمرة، وʈب؈ن المنحنيان التاليان التغ؈ف ࢭʏ الدالة 
ً
وɠلما Ȗغ؈فت أيضا

ݍݨرس و୒ٰڈا متماثلة حول . وȋصفة خاصة فإننا نلاحظ أن ɸذه المنحنيات شبٕڈة Ȋشɢل ا

  .xالمستقيم 

  

  

:ʏع الطبيڥʉمكن تݏݵيص خواص التوزʈو  

ʏع الطبيڥʉالتوز  

   التوقع

  2 التباين

   المعياري  טنحراف

-4 -2 0 2 4
x

0

0.1

0.2

0.3

0.4
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  .𝟐بالرمز  2وتباينه  ونرمز للتوزʉع الطبيڥʏ الذي توقعه 

و୒ذا أجرʈنا التعوʈض 
(𝑿ି𝝁)

𝝈𝟐 الصيغة السابقة للمتغ؈ف ʏنحصل 𝟐ࢭ

  عڴʄ التوزʉع الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ أو المنحۚܢ الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ:

2

2

1

2

1
)(

k
ek





  

، وʈمكن إثبات أن  𝟐وتباينه  والذي يɢون توقعه 
ً
وس؇فسم التوزʉع لاحقا

% من ɠل المساحة 68.2تمثل  K=-1و  K=1المساحة الواقعة تحت المنحۚܢ وȋ؈ن اݍݵط؈ن 

 % من95.4تمثل  K=-2و  K=2الواقعة تحت المنحۚܢ، و୒ن المساحة الواقعة تحت المنحۚܢ ب؈ن 

  المساحة الɢلية الواقعة تحت المنحۚܢ.

  

 أن  Xولنفرض أن 
ً
موزع  Xمتغ؈ف عشواǿي متصل يɴت׿ܣ للتوزʉع للتوزʉع الطبيڥʏ، وʈقال عادة

. سوف تحȘسب احتمال أن يقع المتغ؈ف ب؈ن القيمت؈ن 
ً
 طبيعيا

ً
والذي يرمز له a  ،bتوزʉعا

)( bXaP   غ؈فɲ 
ً
  إڲʄ وحدات قياسية: a  ،bكما يڴʏ. أولا





 





a

a
b

b , 

)()( bXaPbXaP  

a،b= المساحة الواقعة تحت المنحۚܢ الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ من .  

  نظرʈة الٔڈاية المركزʈة –العلاقة ب؈ن التوزʉع الطبيڥʏ وتوزʉع ذي اݍݰدين 
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 من التطرق إڲʄ منطوق نظرʈة الٔڈاية المركزʈة الۘܣ تؤكد بأن "جميع التوزʉعات 
ً
لابد لنا أولا

" ومن الممكن ɸنا تقرʈب nטحتمالية سوف تؤول إڲʄ التوزʉع الطبيڥɠ ʏلما إزداد ݯݨم العينة 

)();,(توزʉع ذي اݍݰدين  pnkbkP   انɠ إذا ʏع الطبيڥʉالتوز ʄإڲ 
ً
ولم تكن  كب؈فة nتقرʈبا

من أن nقرʈبة من الصفر، واݍݨدول التاڲʏ يب؈ن القيم טحتمالية وعند زʈادة  qأو pأي من 

.ʏع الطبيڥʉع ذي اݍݰدين سوف يق؅فب من التوزʉالتوز  

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

P(k) 
256

1
 

256

8
 

256

28
 

256

56
 

256

70
 

256

56
 

256

28
 

256

8
 

256

1
 

،  n = 8توزʉع ذي اݍݰدين عندما تɢون 
2

1
 qp

 

  

  نظرʈة الٔڈاية المركزʈة: -

,,,....نف؅فض أن  321 XXX  ا نفسɺسلسلة من المتغ؈فات العشوائية المستقلة ولȘم

  لنفرض أن: 2والتباين  التوزʉع والتوقع 




n

nXXX
Z n

n




...21 

}{فتتحقق لأي ف؅فة  bXa   

)()( baPbZaPLim n
n




 

  تمثل المتغ؈ف الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ. حيث 
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 بالفرض السابق ࢭʏ نظرʈة الٔڈاية المركزʈة لɴس׿ܣ 
ً
واݍݰاقا

n

XXX
S n

n



...21 

nXXXبمتوسط عينة المتغ؈فات   ࢭʏ الصيغة أعلاه السابقة ɸو  nZأي أن  21...

المتوسط القيا؟ۜܣ للعينة وȌشɢل تقرʈۗܣ فإن نظرʈة الٔڈاية تنص عڴʄ أنه ࢭʏ أي مȘسلسلة من 

اݝݰاولات المتكررة يق؅فب متوسط العينة القيا؟ۜܣ من المنحۚܢ الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ ɠلما زاد عدد 

  اݝݰاولات المكررة.

 الطبيڥʏ التوزʉع خصائص. 1-2

 جرس شɢل عڴʄ ، متماثل -

 اݍݰقيقية כرقام ب؈ن  فاصل لɢل يɢون  بحيث∞  و∞ - ب؈ن X قيم ݍݨميع متواصل -

 .الصفر غ؈ف احتمال

 ،≤ ∞ X∞ ≤ -تأخذ ɠل القيم اݍݰقيقية       xقيم المتغ؈ف  العشواǿي  -

، ومع Ȗغ؈ف  مثيل البياɲي له الت شɢل انتحدد حيث ،σ و μ ، معلمتان الطبيڥʏ لتوزʉعل -

 الطبيعية. التوزʉعات من عائلةالمعلمت؈ن تȘشɢل  القيم لɺت؈ن 

 μ متوسطب طبيعيًا توزʉعًايȘبع  Xأن المتغ؈ف   ଶنرمز  بالكتابة  -

 ؛2σ والتباين

-  ʏليةمن  2/3حواڲɢتقع ضمن انحراف معياري واحد عن المتوسط ، أي المساحة ال 

.  

-  ʏلية ٪ من  95حواڲɢب؈ن القيمت؈ن تقع  المساحة الμ – 2σ  وμ + 2σ   

;

-  ʏمن اݍݰالات تقع ب؈ن القيمت؈ن  99حواڲ ٪μ – 2.58σ  وμ + 2.58σ : 
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-  ; 

  مثال: 

  سألȖ م تتوزع ب؈ن  10000أطوال الشبان: عندماɺم تجد أن أطوالɺمن الشبان عن طول

150  ʄيم؅ف 110إڲȘمتوسط  سنȋم حول الذروة  72وɸيم؅ف. معظم الشبان تجدȘ72سن 

 سنȘيم؅ف، 110سنȘيم؅ف و  150الصغ؈فة جدا للطول تجدɸا عند  כعدادسنȘيم؅ف. وأما 

  عمل إحصائية ب؈نȖ الناس ب؈ن الفق؈ف والغۚܣ، تجد أن القمة تمثل أعداد أيضا عندما

 .الطبقة المتوسطة، وعن يمئڈا وʉسارɸا تجد عددا قليلا من الفقراء جدا ومن כغنياء جدا

  عʉכسرة  כطفال إنجابكذلك توز ʏع  3: تجد أن متوسط عدد כطفال ࢭʉقمة التوز)

طفلا ، و୒ڲʄ أقظۜܢ الʋسار  12ܣ أنجبت و୒ڲʄ أقظۜܢ اليم؈ن تجد عدد العائلات الۘ ).اݍݨر؟ۜܣ

نجب
ُ
 .العائلة الۘܣ أنجبت طفلا واحدا أو لم تـ

 التوزʉع الطبيڥʏ المعياري . 2

 Ȗعرʈف التوزʉع الطبيڥʏ المعياري ( القيا؟ۜܣ) -

 

سيɢون من الصعب القيام بحساب التفاضل والتɢامل ࢭɠ ʏل مرة اعتمادا عڴʄ دالة التوزʉع 

 مع σو   μلمعلمات لــ لɠل مرة قيم جديدة ࢭʏ للتوزʉع الطبيڥʏ العادي  و
ً
؛ لذلك  نتعامل عادة

; 𝑍~𝑁(0 ، أي σ = 1و  μ = 0التوزʉع الطبيڥʏ القيا؟ۜܣ ، حيث   من حل (1
ً
. بمعۚܢ أنه بدلا

 ɲ0س׿ܣ التوزʉع الطبيڥʏ المعياري ɠل توزʉع لمتغ؈ف عشواǿي مستمر بمتوسط  Ȗعرʈف:

  التوزʉع من الشɢل التاڲʏ:حيث تɢون دالة 1وتباين 

;
𝟏

√𝟐𝛑

ି
𝒁𝟐

𝟐  

;𝜋 = 3.14   ;    𝑍 =
௑ିఓ

ఙ
 

; 𝑍~𝑁(0ونكتب  1)   
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، يتم σ  وانحراف معياري  μمع وجود متوسط  Xمشɢلة تتعلق Ȋشɢل مباشر بمتغ؈ف 

 واعتماد التوزʉع الطبيڥʏ المعياري بطرʈقة غ؈ف مباشرة.استخدام 

  

  اݍݰل:

 وانحراف معياري  ɸ3ذا المتغ؈ف العشواǿي يȘبع التوزʉع الطبيڥʏ بمتوسط 

 :ʏة كما يڴʈمتغ؈فات معيار ʄ؛ إذن نحول المتغ؈فات إڲ
௫ିఓ

ఙ
  

p(4 < x < 6) = p ቀ
ସିஜ

σ
<

୶ିஜ

σ
<

଺ିஜ

σ
ቁ = p ቀ

ସିଷ

ଶ
<

୶ିଷ

ଶ
<

଺ିଷ

ଶ
ቁ =

p(0.5 < 𝑍 < 1.5) = p(Z < 1.50) − p(Z < 0.50) ; 

= 𝟎. 𝟗𝟑𝟑𝟐 − 𝟎. 𝟔𝟗𝟏𝟓 = 𝟎. 𝟐𝟒𝟏𝟕 ;  

 ʏع الطبيڥʉ4,3(التوز(~ NX  ʏع الطبيڥʉ1,0(المعياري  التوز(~NZ  

    

)64(  xP  )5.15.0(  zP  

  

p(Zن أو استخراج القيمت؈ن טحتماليت؈كيفية اݍݰصول  < 1.5);  p(Z < من  (0.5

 جدول التوزʉع الطبيڥʏ المعياري:

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0
0,05

0,1
0,15

0,2
0,25

0,3
0,35

0,4
0,45

-5 -4 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

; 𝑥~𝑁(3ليكن المتغ؈ف العشواǿي        ):1مثال ( 4)   

𝑝(4أحسب טحتمال ךȖي:  < 𝑥 <   ؟ (6
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; 

  أمثلة أخرى لاستعمال اݍݨدول أسفله:

1. ; 

من جɺة כعمدة؛ ونحدد مɢان التقاطع؛  0.07من جɺة כسطر  و القيمة  1.4نأخذ القيمة 

  ( حيث أن العمود يب؈ن الرقم الثاɲي Ȋعد الفاصلة). 1.47مجموع القيمت؈ن ʇساوي نلاحظ إن 

;  

2. . 

3. . 

4. . 

5. . 

6. ; 

; 

  

 

 

  ج القيمة اݍݰرجة من اݍݨدول أسفلهكيفية استخراعن  ):2مثال(

  ࢭɠ ʏل حالة من اݍݰالات ךتية:   ଵأوجد القيمة اݍݰرجة 

1. 𝑃(𝑍 < 𝑍ଵ) = 0.7764 

2. 𝑃(𝑍 < 𝑍ଵ) = 0.70 

3. 𝑃(𝑍 < 𝑍ଵ) = 0.95 
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 يɢون Ȋعد البحث عن القيمة טحتمالية من داخل اݍݨدول  استخراج القيم اݍݰرجة :اݍݰل

  أسفله.

1. 𝑃(𝑍 < 𝑍ଵ) = 0.7764 → 𝑍ଵ = 0.7 ቀالسطرቁ + 0.06 ቀالعمودቁ ; 𝑍ଵ =

0.76; 

2. ;    ; 

ଵ:ومنه 0.53و  0.52القيمت؈ن اݍݰرجت؈ن  تقع ب؈ن 0.70نلاحظ أن القيمة טحتمالية 

଴ହଶା଴.ହଷ

ଶ
. 

3. ;  ;   

   1.65و  1.64القيمت؈ن اݍݰرجت؈ن  تقع ب؈ن 0.95نلاحظ أن القيمة טحتمالية 

ଵ:.ومنه
ଵ.଺ସାଵ.଺ହ

ଶ
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  )Uniformdistribution. التوزʉع المنتظم (3

ʇعد ɸذا التوزʉع من التوزʉعات الȎسيطة ذات כɸمية لأنه حالة طبيعية ʇعكس تصرف 

كث؈ف من نتائج التجارب وɸذا التوزʉع ʇعتمد عڴʄ توقع حصول المتغ؈ف العشواǿي عڴʄ قيم 

متغ؈ف عشواǿي يȘبع التوزʉع  Xمختلفة ࢭʏ اݍݰ؈ق المتاح له بدرجة احتمالية واحدة فإذا ɠان 

 فإن دالة الكثافة טحتمالية له تɢون: (a,b) المنتظم ࢭʏ اݍݰ؈ق













),(,0

),(,
1

)(

bax

bax
abxf 

baقيمتان حقيقيتان بحيث أن  a  ،bحيث أن  .  
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  20تصل باصات نقل الرɠاب لمنطقة معينة عڴʄ التتاȊع باص Ȋعد باص ɠل مثال: 
ً
دقيقة بدءا

، فيصل أحدɸا عند 
ً
 وʈصل آخر عند من الساعة السادسة صباحا

ً
الساعة السادسة صباحا

الساعة السادسة والثلث وآخر عند السادسة وأرȌع؈ن دقيقة وɸكذا، فإذا علمت بوصول أحد 

الرɠاب لتلك المنطقة خلال أول أرȌع؈ن دقيقة عمل لتلك الباصات والۘܣ يخضع وقت الوصول 

  لܨݵص الواصل.فٕڈا للتوزʉع المنتظم المستمر. فالمطلوب تحديد احتمال انتظار ا

 أقل من خمس دقائق ليصل الباص فيصعد فيه. -

 دقيقة ليصل الباص فيصعد فيه. 15أك؆ف من  -

  اݍݰل:

فتɢون دالة  b = 40 , a = 0دقيقة بالمعالم  40يمثل متغ؈ف وقت الوصول خلال أول  Xليكن 

  بالشɢل: Xكثافة טحتمال الۘܣ تمثل 

400,
40

1
)(  Xxf 

دقائق ليصل الباص Ȗعۚܣ وصول الܨݵص إما ب؈ن  5إن حادثة انتظار الܨݵص أقل من  -

الدقيقة اݍݵامسة عشر والعشرʈن فيصل أول باص فيصعد فيه، أو أن يصل الܨݵص 

ب؈ن الدقيقة اݍݵامسة والثلاث؈ن وכرȌع؈ن فيصل ثاɲي باص ليصعد فيه، فيɢون טحتمال 

  المطلوب عبارة عن:

4

1

40

10

40

5

40

5

40

1

40

1

]4035[]2015[
40

35

20

15





 dxdx

xpxpP

 

دقيقة ليصل الباص فيصعد فيه، Ȗعۚܣ وصول  15إن حادثة انتظار الܨݵص أك؆ف من  -

الܨݵص إما ࢭʏ أول خمسة دقائق أو ما ب؈ن الدقيقة العشرʈن واݍݵامسة والعشرʈن فيɢون 

  טحتمال المطلوب عبارة عن:

4

1

40

10

40

5

40

5

40

1

40

1

]2520[]50[
25

20

5

0





 dxdx

xpxpP
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  )Exponentialdistribution. التوزʉع כ؟ۜܣ (3

يمثل التوزʉع כ؟ۜܣ حالة خاصة من توزʉع ɠاما الذي ʇعتمد بدوره أحد أɸم التوزʉعات 

المستمرة وذلك لك؆فة التطبيقات وטستخدامات العملية الۘܣ ʇشɢل ɸذا التوزʉع الركن 

כسا؟ۜܣ فٕڈا وخاصة تلك التطبيقات الۘܣ يɢون الزمن مɺم فٕڈا، كتلك الدراسات اݍݵاصة 

ات ومɢائن مصنع مع؈ن أو دراسة أزمان العطلات والتوقفات لتلك بطول مدة اشتغال معد

المعدات والمɢائن أو الوقت المستغرق لإنجاز عمل مع؈ن أو زمن انتظار عمل مع؈ن، وكذلك فإن 

  لɺذا التوزʉع أɸمية خاصة ࢭʏ دراسة المعولية وغ؈فɸا من التطبيقات.

  الذي يȘبع ɠاما ۂʏ عبارة عن: Xر إن دالة الكثافة טحتمالية للمتغ؈ف العشواǿي المستم

0,)( 1  


xx
n

e
xf n

nx 

 

ستدڤʄ بدالة  Xفإن دالة الكثافة טحتمالية للمتغ؈ف العشواǿي المستمر  n = 1أما عندما 

  التوزʉع כ؟ۜܣ، وتكتب بالشɢل:

0,)(   xexf x 

  

بالدقائق يȘبع التوزʉع כ؟ۜܣ بالمعلمة  Xاف؅فض إن طول المɢالمة الɺاتفية  مثال:
𝟏

𝟏𝟎
  

  فإذا وصل أحد כܧݵاص إڲʄ كشك الɺاتف فالمطلوب:

 دقائق؟ 10ما ɸو احتمال أن يɴتظر أك؆ف من  .1

 دقيقة؟ 20و  10ما ɸو احتمال أن يɴتظر ب؈ن  .2

  اݍݰل:

  ستɢون بالشɢل: Xإن دالة الكثافة טحتمالية للمتغ؈ف 

10

10

1
)(

x

exf


 

368.0
10

1
)10(.1 1

10

10

10

10 





 


 

 eedxeXp
xx
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233.0
10

1
)2010(.2 21

20

10

10
20

10

10 





 

 eeedxeXp
xx

 

  )Gammadistribution. توزʉع ɠامة (4

ʇعد ɸذا التوزʉع من أك؆ف التوزʉعات المستخدمة ࢭʏ التطبيقات الɺندسية مرونة، إذا ɠان 

غ؈ف سالب وȘʈبع توزʉع أحادي النمط فالفرصة جيدة ࢭʏ أن يتمكن فرد من  Xالمتغ؈ف العشواǿي 

. ʇعطى توزʉع ɠاما: توزʉع ɠاما
ً
 ملائما

ً
  من وصف المتغ؈ف قيد الدراسة وصفا













WO

xex
xf

x

.0

0
)(

1 





 

0,
0

1  


  dxexx x 

00حيث أن    يق؅فب توزʉع ɠاما من التوزʉع  قيمة غ؈ف سالبة، مع تزايد قيمة  ،

  فيطابق توزʉع ɠاما مع التوزʉع כ؟ۜܣ الذي سبق مناقشته. 1الطبيڥʏ أما عندما يɢون 

  Ȋعض من خواص دالة ɠاما:

1.   1 

إذا ɠان  .2
2

1
   ،

22

1


  :ʄنحصل عڴ 


2

1
 

11بما أن  .3   وأنX :1!(عدد ܵݰيح موجب فإن(  nn 

  ܵݰيح موجب فردي فإن: nبالإضافة إڲʄ ذلك إذا ɠانت 

)!
2

1
(2

)!1(

2 1 



 n

nn

n


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  تمارʈن مق؅فحة

  :01التمرʈن 

  حدد فضاء العينة  وعدد عناصره  ࢭʏ اݍݰالات ךتية:

 إلقاء قطعة نقود غ؈ف متح؈قة مرة واحدة .1

 إلقاء قطعة نقود غ؈ف متح؈قة مرت؈ن  .2

 إلقاء قطعۘܣ نقود غ؈ف متح؈قت؈ن مرة واحدة  .3

 عند إلقاء عملة غ؈ف متح؈قة عدد من المرات حۘܢ نحصل عڴʄ الصورة مرة واحدة .4

  خضراء 2زرقاء و  3كرات حمراء و  5عند ܥݰب كرت؈ن بدون إرجاع من كʋس به  .5

  :02التمرʈن 

  وعرفت כحداث ךتية كما يڴʏ:مرات ،  3ألقيت عملة غ؈ف متح؈قة 

A  ور الصورة مرت؈نɺظ  

   B ور الصورة مرة واحدةɺظ  

C   ʄالرمية כوڲ ʏور الصورة ࢭɺظ  

  أحسب כحداث ךتية:

 A ∪ B ;  A ∪ C .  B ∪ C       . A ∪ B ∪ C  
 A ∩ B ;  A ∩ C .  B∩C  ,          A ∩ B ∩ C 
 𝐵ሬ⃑  

  :03التمرʈن 

  ࢭʏ رمية واحدة لل؇فد؟ 3أو  2ال؇فد ما ɸو احتمال اݍݰصول عڴʄ ࢭʏ رمية واحدة ݍݱݨر 

  :04التمرʈن 

، ما ɸو 
ً
 جيدا

ً
 من مجموعة أوراق لعب مخلوطة خلطا

ً
عند ܥݰب ورقة واحدة عشوائيا

  أو اݍݰدث شايب؟ (S)احتمال اݍݰصول عڴʄ اݍݰدث Ȋستوɲي 
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  :05التمرʈن 

، ࢭɠ ʏل مرة عدد مرات ظɺور ɠل وجه، وتم ملاحظة اتر الم عدد منألقيت قطعة غ؈ف متح؈قة 

  النتائج ࢭʏ اݍݨدول כȖي:

  الوجه T H טحتمال

  مرة 500الرمي   260  ................  ................

  مرة 1000الرمي   ................  750  ................

  مرة 1500الرمي   800  ................  ................

  مرة 2000الرمي   ................  1050  ................

  أكمل اݍݨدول وȋ؈ن نوع وطرʈقة حساب טحتمال.

  قارن ب؈ن טحتمال النظري الكلاسيɢي وטحتمال التجرʈۗܣ.

  أحسب احتمال ظɺور الوجه.

  :06التمرʈن 

:ʏرة نرد غ؈ف متح؈قة مرت؈ن، أوجد ما يڴɸعند ألقاء ز  

 شا٭ڈ؈نȘ؈ن مɺور وجɺاحتمال ظ 

  ساوي احتمالʇ ماɺ؈ن مجموعɺور وجɺ10ظ 

  ساويʇ ماɺشا٭ڈ؈ن أو مجموعȘ؈ن مɺور وجɺ10احتمال ظ 

   ماɺ؈ن مجموع نقاطɺور وجɺساوي  7احتمال ظʇ ماɺ10أو مجموع 

  حيث : Sحدثان من فضاء العينة  A , Bليكن  :07التمرʈن 

P(A) =
ଵ

ସ
   ; P(B) = 

ଶ

ହ
      P(A ∩ B) =

ଷ

ଶ଴
     :ʏأحسب ما يڴ  

 B أو   Aاحتمال تحقق اݍݰادثة  .1

2. P(A − B)     3    ـP(Aୡ ∩ Bୡ)    

  كرات عشوائيا 5كرات سوداء، ɲܦݰب منه  4كرات بيضاء و  8صندوق يحوي  :08التمرʈن 

  كرات بيضاء؟ 3ما ɸو احتمال أن تɢون ࢭʏ العينة 
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  Sحدثان من فضاء العينة  A , Bليكن   :09التمرʈن 

  : انɠ إذاP(A) =
଺

ଵ଴
   ; P(B) = 

଻ହ

ଵ଴଴
      P(A ∪ B) =

଼ହ

ଵ଴଴
    

  : انɠ إذاP(A) =
ଵ

ଶ
   ; P(B) = 

ଵ

ସ
حدثان مستقلان أحسب    A , Bو       

P(A ∪ B) 

  حيث : Sحدثان من فضاء العينة  A , Bليكن  :10التمرʈن 

ଵ

ହ
   ;  

ଵ

ଷ
      

ଶ଼

଺଴
   :ʏأحسب ما يڴ  

                 ;   ;        ୡ ୡ

    

  

ɠي يɢون اݝݨموع الذي   Pنقذف ݯݨري نرد متماثل؈ن ، أحسب טحتمال  :11التمرʈن 

  علما أن :  10نحصل عليه  أك؄ف أو ʇساوي 

 .5اݍݱݨر כول أعطانا الرقم  .1

  .5عڴʄ כقل أحد اݍݱݨرʈن أعطانا الرقم  .2

 Aتقدمت إحدى الشرɠات لمناقصت؈ن ، فɢان احتمال اݍݰصول عڴʄ المناقصة  :12التمرʈن 

ɸو 
଺

ଵ଴
ɸو  Bو احتمال اݍݰصول عڴʄ المناقصة    

ଷ

ଵ଴
أو  Aو احتمال اݍݰصول عڴʄ المناقصة    

B  وɸ
଼

ଵ଴
  

  ؟ Bأو  Aما  ɸو احتمال اݍݰصول عڴʄ المناقصة 

تقوم  Mଷ  و  Mଶو  Mଵךلات  ࢭʏ إحدى مصاɲع المصابيح الكɺرȋائية ، إذا ɠانت :13التمرʈن 

من مجموع לنتاج اليومي   عڴʄ ال؅فتʋب، مع العلم    % 40،  % 30،  % 30بإنتاج ما ɲسȎته  

  من לنتاج اليومي معيب عڴʄ ال؅فتʋب.     % 2،  % 3،    % 1أن 

  ɲܦݰب مصباحا كɺرȋائيا واحدا  عشوائيا من إنتاج احد כيام وجد أنه معيب، 

 ؟ Mଵما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا المصباح من إنتاج ךلة   .4

 ؟ Mଶما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا المصباح من إنتاج ךلة   .5
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  ؟ Mଷما ɸو احتمال أن يɢون ɸذا المصباح من إنتاج ךلة  .6

  متغ؈ف عشواǿي يمثل دالة كثافة טحتمال :  xليكن  :14التمرʈن 

𝑓(𝑥) = 𝑎  𝐶ହ
௫   حيثa      ،ثابتx=1, 2,3, 4.5   

  ,𝑎أحسب قيمة الثابت 

متغ؈ف عشواǿي يمثل عدد حوادث الس؈ف ࢭʏ مدينة ما ، و دالة كثافة    xإذا ɠان :15التمرʈن 

  قيمة ثابتة) cاحتماله عڴʄ الشɢل التاڲʏ: (حيث 

5  4  3  2  1  0  X=x 
0.5c  1.5c  c 2c  3c   4c  f(x)=P(X=x) 
  أحسب قيمة الثابت𝑐,  

  :أحسب𝑃(0 < 𝑥 < 2)  ،𝑃(0 < 𝑥 ≤ 4)   ،𝑃(𝑥 < 4). 

 ,ʏع טحتماڲʉأوجد دالة التوز 

  متغ؈ف عشواǿي يمثل دالة كثافة טحتمال:  xليكن  :16التمرʈن 

f(x) =
ଵ

ଶ
0 حيث                ≤ 𝑥 ≤ 2 :ʏأحسب ما يڴ  

P(0 < 𝑥 < 1.5);    P(x < 0,75) ;    P(x > 1,5);      P(0,5 < 𝑥 < 1.5)  

  متغ؈ف عشواǿي يمثل دالة كثافة טحتمال :   xليكن  :17التمرʈن 

f(x) =
ଶି୶

ଶ
                    ،   0 < 𝑥 < 2  

  :ʏأوجد مايڴ;    P(x < 0,3) ;    P(x > 1,5);      P(0,5 < 𝑥 < 1)

P(0 < 𝑥 < 2) 

إذا أدرنا الدولاب مرت؈ن يؤشر المؤشر    4،  3،   2دولاب عليه ثلاثة أرقام ۂʏ    :18التمرʈن 

  تمثل مجموع الرقم؈ن الناتج؈ن.  x  عڴʄ أحد כرقام الثلاثة  ࢭɠ ʏل مرة، و୒ذا اف؅فضنا أن

  . xاحصر النتائج الممكنة  ، وأوجد التوزʉع טحتماڲʏ لـــ  
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لأسرة بالألف و ن عڴʄ المواد الغذائية له دالة إذا ɠان לنفاق الشɺري ل :19التمرʈن 

  كثافة احتمال تأخذ الصورة التالية:     

 100)10(
0

)(
, 


xxcx

otherwise
xf  

  المطلوب:

  cحساب قيمة الثابت  - 1

 ألف و ن خلال الشɺر. (8,5)احسب احتمال أن إنفاق כسرة ي؅فاوح ما ب؈ن  - 2

آلاف  3أسرة، فما ɸو عدد כسر المتوقع أن يقل إنفاقɺا عن  600إذا ɠان لدينا  - 3

 خلال الشɺر؟

أوجد دالة التوزʉع التجميڥʏ ، ثم استخدم ɸذه الدالة ݍݰساب احتمال أن إنفاق  - 4

 آلاف و ن. 5כسرة يقل عن 

  :20التمرʈن 

 0.60إذا ɠان من المعلوم أن ɲسبة مبيعات أحد المراكز التجارʈة من التفاح כمرɢʈي 

، اش؅فى أحد العملاء 0.40، بʋنما يɢون ɲسبة مبيعاته من כنواع כخرى للتفاح 

  عبوت؈ن، والمطلوب:

  ɠون فراغ العينة. - 1

بأنه عدد العبوات المش؅فاة من التفاح כمرɢʈي،  Xإذا عرف المتغ؈ف العشواǿي  - 2

 فأوجد ךȖي:

  يǿللمتغ؈ف العشوا ʏع טحتماڲʉالتوزX. 

 .ذا المتغ؈فɺارسم دالة טحتمال ل 

 .ʏالتجميڥ ʏع טحتماڲʉون التوزɠ 

  و احتمالɸ 1(ما( XP ،)1( XP ،)5.1( XP ،)5.1( XP 
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  :21التمرʈن 

رميات لعملة متوازنة (باستخدام توزʉع ذي  6صور ࢭʏ  4احتمال اݍݰصول عڴʄ  أوجد

 ʏع טحتماڲʉستة رميات. وטنحراف المعياري للتوز ʏاݍݰدين) ثم أوجد عدد الصور المتوقع ࢭ

  لست رميات.

 :22التمرʈن 

مɢالمات ࢭʏ الساعة، أوجد احتمال تلقي مɢالمت؈ن ࢭʏ  5يتلقى مركز شرطة ࢭʏ المتوسط 

 (باستخدام توزʉع بواسون).سا
ً
  عة مختارة عشوائيا

 :23التمرʈن 

𝟐متغ؈ف عشواǿي يȘبع التوزʉع الطبيڥʏ حيث أن  Xاف؅فض أن  = 𝟒, 𝝁 = أوجد  𝟏𝟎

  .12و  8احتمال أن يأخذ قيمة ب؈ن 

 :24التمرʈن 

 للتوزʉع الطبيڥʏ حيث  Xاف؅فض أن 
ً
𝟐متغ؈ف عشواǿي موزع طبقا = 𝟒, 𝝁 = 𝟏𝟎 

  .14و  7يأخذ قيمة ب؈ن  Xأوجد احتمال أن 

 :25التمرʈن 

واحتمال الكساد  0.3، إذا ɠان احتمال التܸݵم Rأو كساد   Iتܸݵم  ما ɸو احتمال

  ؟0.06واحتمال التܸݵم والكساد  0.2
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 :26التمرʈن 

ما ɸو احتمال ܥݰب آس، سباɲي أو ديناري عند ܥݰب ورقة واحدة من مجموعة أوراق 

  لعب؟

 :27التمرʈن 

زȋائن لل؅قود بالب؇قين عند مزود الب؇قين  Ȗ6ش؈ف اݍݵ؄فة السابقة إڲʄ أنه ࢭʏ المتوسط يتوقف 

 ɠل ساعة، ما ɸو احتمال:

  زȋائن ࢭʏ ساعة ما؟ 3(أ) توقف 

  زȋائن أو أقل ࢭʏ ساعة ما؟ 3(ب) توقف 

  (ج) ما ۂʏ القيمة المتوقعة وלنحراف المعياري لɺذا التوزʉع.

المتغ؈ف العشواǿي الذي  xࢭʏ تجرȋة عشوائية نرمي زɸرȖي نرد م؅قنت؈ن، وليكن  :28التمرʈن 

  يمثل مجموع الوجɺ؈ن.

  يǿللمتغ؈ف العشوا ʏع טحتماڲʉالتوزX. 

 .ʏالتجميڥ ʏع טحتماڲʉون التوزɠ 

)1(ما ɸو احتمال  XP ،)1( XP ،)5.1( XP ،)5.1( XP  

ɲعت؄ف أن المتغ؈ف  ، ࢭʏ تجرȋة عشوائية نقوم برمي ثلاث  قطع نقدية متوازنة  :29التمرʈن 

  ɸو الذي يمثل عدد כوجه.  xالعشواǿي 

 .أوجد دالة كثافة  טحتمال 

 (الدالة التجميعية) ع טحتماليةʉأوجد دالة التوز  

ࢭʏ  6أو  5أو  4أو  ɠ3انت احتمالات أن يوجد ܧݵص واحد أو اثن؈ن أو   إذا :30التمرʈن 

 :ʏب. 0,04،  0,09،  0,12،  0,27،  0,43،  0,05الطابق כول للطائرة ۂʋال؅فت ʄعڴ  
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  ما ɸو عدد כܧݵاص المتوقع وجودɸم ࢭʏ الطابق כول للطائرة؟

  كثافة احتمالɺما كما يڴy :ʏو  xمتغ؈فين عشوائي؈ن مستقل؈ن  إذا ɠان لدينا:  31التمرʈن 

ቊ
f(x) = 12xଶ(1 − x);     0 ≤ x ≤ 1

f(y) = 2y ;                   0 ≤ y ≤ 1 
;  

:ʏأحسب ما يڴ    𝐸(𝑥)       ،𝐸(𝑦)       ،𝐸(
௬

௫మ)          ،𝐸(
௬

௫
)            ،𝐸(

ଵ

௬
)  

  . 6، وتباينه ʇساوي 10متغ؈ف عشواǿي وسطه اݍݰساȌي ʇساوي  x :  إذا ɠان لدينا32التمرʈن 

𝐸(𝑥ଶ - أحسب :  + 3𝑥)   ،𝐸(2𝑥 + 3)   ،𝐸(2𝑥)         ،𝐸(
௫

ଶ
)  

          - 𝑣𝑎𝑟(1 + 3𝑥)  ،𝑣𝑎𝑟(1 − 3𝑥)    ،𝑣𝑎𝑟(3 + 𝑥)  ،𝑣𝑎𝑟(𝑥 − 6)  

إليك اݍݨدول التاڲʏ الذي يب؈ن التوزʉع טحتماڲʏ لعدد السيارات المباعة من قبل  :33التمرʈن  

  إحدى الشرɠات خلال شɺر:

  

  

 أحسبμ
௫

 متوسط عدد السيارات المباعة خلال شɺر.  

 أحسبvar௫  رɺتباين  عدد السيارات المباعة خلال ش. 

  وטحتمالات المقابلة لɺا: xيب؈ن اݍݨدول ךȖي قيم المتغ؈ف العشواǿي  :34التمرʈن 

10  8  6  4  2  X=x 
0,07  0,21  0,39  0,27  0,13  P(X=x) 

  يǿللمتغ؈ف العشوا (اعۜܣʈכمل الر) أحسب التوقعx,  

  يǿأحسب التباين و טنحراف المعياري للمتغ؈ف العشواx. 

  

  40  30  20  10  0  السياراتعدد 

  0,10  0,45  0,39  0,05  0,01  טحتمال
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   :عدد כخطاء المطبعية ࢭʏ صفحة وأن الذي يمثل xإذا ɠان المتغ؈ف العشواǿي : 35التمرʈن 

.f(0) = 0.9  , f(1) = 0.05 , f(2) = 0.05 , f(3) = 0.02  

 ʏصفحة. 200أحسب عدد כخطاء المتوقعة ࢭ  

  أثȎت أن: :36التمرʈن 

𝑉(𝑥) = 𝐸(𝑋ଶ) − (𝐸(𝑋))ଶ ;  

 

  xمرات، و୒ذا ɠان  3ࢭʏ تجرȋة عشوائية تم إلقاء قطعة نقود غ؈ف متح؈قة  : 37التمرʈن 

:ʏل مرة، أحسب ما يڴɠ ʏور الصورة ࢭɺي الذي يمثل عدد مرات ظǿالمتغ؈ف العشوا  

  اعۜܣʈכمل الر𝐸(𝑥) ؛ 

 التباين قيمة 𝑉𝑎𝑟(𝑥) .ثم טنحراف المعياري 

  المتغ؈ف العشواǿي الذي دالة كثافته טحتمالية كما يڴx  :ʏليكن  :38التمرʈن 

𝑓(𝑥) = ቊ
௫

ଶ
 ,                                     0 < 𝑥 < 2

0                     𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑤𝑖𝑠𝑒                   
; 

 :ʏأحسب ما يڴ 

  اعۜܣʈכمل الر𝐸(𝑥) ؛ 

 التباين قيمة 𝑉𝑎𝑟(𝑥) .ثم טنحراف المعياري 

  

  المتغ؈ف العشواǿي الذي دالة كثافته טحتمالية كما يڴZ  :ʏليكن  :39التمرʈن 



 

115 
 

; 𝑓(𝑦) =
ହି௬

ଵ଴
 ,   𝑦 = 1,2 ,3,4, 

o يǿما نوع المتغ؈ف العشوا y  ؟  

o  ت أنȎأث)( yf تمثل دالة كثافة احتمال؟  

o ع ال؅فاكمية؟ʉأوجد دالة التوز 

o  ي للدالت؈نɲارسم التمثيل البيا)( yf  و)( yF. 

 04تالفة، ɲܦݰب مٔڈا  05مصباح كɺرȋاǿي مٔڈا  20صندوق يحتوي عڴʄ  :40التمرʈن 

  أحسب احتمال اݍݰصول  عڴʄ مصباح واحد تالف.-مصابيح بطرʈقة عشوائية مع לعادة, 

  أحسب احتمال اݍݰصول  عڴʄ مصباح واحد تالف عڴʄ כقل.-

نرمي ݯݨر نرد متوازن سبع مرات، نف؅فض أن حالة النجاح ۂʏ الۘܣ تصادف  : 41التمرʈن 

  ،xمرة واحدة وۂʏ الۘܣ تمثل المتغ؈ف العشواǿي  6أو  5ظɺور الرقم 

  مرة واحدة. 6أو  5أحسب احتمال اݍݰصول عڴʄ الرقم 

𝑝(𝑥أحسب              = 3)            ،𝑝(𝑥 ≥ 1)  

 1.8ليكن عدد المɢالمات الɺاتفية الۘܣ يتلقاɸا ܧݵص ࢭʏ ف؅فة زمنية محددة ɸو : 42التمرʈن 

  ࢭʏ الدقيقة، المطلوب:

 وجود أي مɢالمة ɸاتفية. احتمال عدم- 

 احتمال وجود مɢالمة ɸاتفية واحدة.- 

 احتمال وجود مɢالمت؈ن ɸاتفيت؈ن.- 

  مɢالمات ɸاتفية عڴʄ כقل. 3احتمال وجود - 

حوادث  04إذا ɠان متوسط عدد اݍݰوادث المتعلقة بالعمل ࢭʏ مصنع ما ɸو  :43التمرʈن 

  شɺرʈا.

 - ʏو احتمال أن لا يقع أي حادث ࢭɸ ر مع؈ن.ماɺش 
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 حوادث عڴʄ כك؆ف ࢭʏ شɺر مع؈ن. 3ما ɸو احتمال أن تقع  -

إذا ɠان من المعلوم أن ɲسبة الشفاء من مرض مع؈ن باستخدام نوع مع؈ن   :44التمرʈن 

مصاب؈ن ٭ڈذا المرض. إذا عرف  5، إذا تناول ɸذا العقار 60.0من العقاق؈ف الطبية ɸو 

  المطلوب: بأنه عدد الذين المستجيب؈ن (حالات الشفاء) لɺذا العقار. Xالمتغ؈ف العشواǿي 

  ما ɸو نوع المتغ؈ف؟ .1

 لɺذا المتغ؈ف. xf)(اكتب شɢل دالة טحتمال  .2

 احسب טحتمالات التالية: .3

  ذا العقار؟ 3ما احتمال استجابةɺمرعۜܢ ل 

  ضʈو احتمال استجابة مرɸ כقل؟ما ʄواحد عڴ 

  و احتمال استجابةɸ כك؆ف؟  2ما ʄمرعۜܢ عڴ 

  ، وטنحراف المعياري لعدد حالات טستجابة.כمل الرʈاعۜܣاحسب  .4

  : 45التمرʈن 

أن عدد الوحدات الۘܣ Ȗسْڈلكɺا כسرة من سلعة معينة خلال الشɺر تȘبع توزʉع  نف؅فض

عدد الوحدات الۘܣ  يمثل Xالمتغ؈ف العشواǿي  وɠانوحدات شɺرʈا،  3بواسون بمتوسط 

  Ȗسْڈلكɺا כسرة خلال الشɺر من ɸذه السلعة. 

  المطلوب:

 ما ɸو نوع المتغ؈ف العشواǿي؟ .1

 لɺذا المتغ؈ف. xf)(اكتب شɢل دالة טحتمال  .2

 احسب טحتمالات التالية: .3

  سْڈلكȖ ر؟احتمال أن כسرةɺوحدت؈ن خلال الش 

 ر؟ɺכقل خلال الش ʄسْڈلك وحدة واحد عڴȖ احتمال أن أسرة ما 

  سْڈلكȖ ر؟  3احتمال أن أسرة ماɺכك؆ف خلال الش ʄوحدات عڴ 

 .المعياري لعدد الوحدات المسْڈلكة، وטنحراف כمل الرʈاعۜܣاحسب  .4
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לحصاء )، 2013الشكري(أموري ɸادي ɠاظم، وخالد ضاري الطاǿي, وعبد المنعم ɠاظم  .6

الطبعة כوڲʄ، الذاكرة للɴشر والتوزʉع، عمان,  ، SPSSالتطبيقى أسلوب تحليڴʏ باستخدام 

 כردن.

، دار أسامة، عمان 1)، לحصاء وטحتمالات، الطبعة 2014صاݍݳ رشيد بطارسة( .7

 כردن.

، SPSSלحصاء التحليڴʏ مع تطبيقات برمجية ، )2015(نȎيل جمعة صاݍݳ النجار .8

 ، دار اݍݰامد ، عمان כردن. 1الطبعة 

، دار اݍݰامد ، عمان ط د، SPSSطرق לحصاء باستخدام )، 2015شفيق العتوم ( .9

 כردن.

تطبيقات  לدارʈةࢭʏ العلوم  לحصائية، כساليب )2015(ملاح الدين حس؈ن الɺيۘܣ .10

  .، دار  وائل للɴشر للتوزʉع، عمان כردن 2ط ، SPSSباستخدام 



 

118 
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  :الملاحق

التوزيع  
                                              الطبيعي

Z 0.00 0,01 0.02 0.03 0.04 0.05 0,06 0,07 0,08 0,09 
-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 
-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 
-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048 
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064 
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 
-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455 
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681 
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 
-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867 
-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148 
-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451 
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 
-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121 
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483 
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3829 
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247 
-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 
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ʏع الطبيڥʉع جدول التوزȊتا  

  التوزيع الطبيعي             

Z 0.00 0,01 0.02 0.03 0.04 0.05 0,06 0,07 0,08 0,09 
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974 
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 
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                     التوزيع الطبيعي
 النصف الثاني للمنحنى فقط)(

Z 0.00 0,01 0.02 0.03 0.04 0.05 0,06 0,07 0,08 0,09 
0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359 
0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753 
0.2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141 
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517 
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879 
0.5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224 
0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549 
0.7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852 
0.8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133 
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389 
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621 
1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830 
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015 
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177 
1.4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319 
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441 
1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545 
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633 
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706 
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767 
2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817 
2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857 
2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890 
2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916 
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936 
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952 
2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964 
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974 
2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981 
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986 
3.0 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990 
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