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المتطابقة مع البرنامج  مجموعة من الدروس تم التطرق في هذه المطبوعة إلى: مقدمة

الخاصة بمادة الریاضیات للسداسي المفاهیم الأساسیة  ، ركزنا فیها على بعضالوزاري

وعلوم تجاریة وعلوم  اقتصادیةالتي یحتاجها طالب السنة الأولى جذع مشترك علوم  لثانيا

دروس ه الهذ. وثیق بمواد أخرى یدرسها ارتباطالتي لها و التسییر في مساره التعلیمي 

الفضاءات ، في المحور الأول تناولنا مفاهیم خاصة برمحاو  ثمانیةمقسمة في شكل 

تعریف الفضاء الشعاعي و الفضاء  من خلال التطرق إلى تعاریف أهمهاالشعاعیة 

، العائلة الحرة والمولدة لفضاء شعاعي، الجمع المباشر ، الأساسي الجزئيالشعاع

 في المحور الثاني. لفضاءات شعاعیة و البعد لفضاء شعاعي وفضاء شعاعي جزئي

و تذكیر بجملة من التعاریف الخلال  منللتطبیقات الخطیة المفاهیم الأساسیة  استعرضنا

التطبیق الخطي و تركیب تطبیقات خطیة و إیجاد نواة وصورة  تعریفأهمها  ،لها الخواص

في المحور الثالث تطرقنا إلى  .تطبیقات مختلفةإعطاء أمثلة و مع  تطبیق خطي

حل جمل تطرقنا إلى  رابعفي المحور ال .تطبیقاتأمثلة و مع  المصفوفات و العملیات علیها

في المقلوب، طریقة غوص بطرق مختلفة أهمها طریقة كرامر، طریقة  معادلات خطیة

القیم الذاتیة و یتمحور حول  خامسلا المحور .وتطبیقاتحالات مختلفة مرفقة بأمثلة 

حول الدوال الأصلیة یتمحور سادس المحور ال. تمارین محلولةأمثلة و مع  الأشعة الذاتیة

 ،سابع حول الدوال ذات عدة متغیراتال المحور .تطبیقاتأمثلة و  مع وحساب التكامل

لهذا النوع من الدوال ومیدان التعریف والاشتقاق الجزئي من الرتبة أبرزنا فیه التعریف 

في المحور الثامن تطرقنا إلى المعادلات  .تطبیقاتأمثلة و  معالأولى والثانیة لكل منها 

محور بسلسلة من التطبیقات  أتبعنا كل. التفاضلیة العادیة في حالات معینة مع أمثلة

  .تى یتسنى للطالب حلها وترسیخ المفاهیم المدروسةحمحلولة الغیر 

  

  



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

3 
 

  :محتوى المادة 

  

  بنية الفضاء الشعاعي - 1

  التطبيقات الخطية -2

  مفاهيم عامة حول المصفوفات -3

  على المصفوفات الأساسيةالعمليات  - 

  رتبة المصفوفات وحساب المقلوب - 

  حل جملة معادلات خطية -4

 الذاتية القيم الذاتية و الاشعة -5

  الدوال الأصلية وحساب التكامل - 6

  الدوال ذات عدة متغيرات -7

  المعادلات التفاضلية العادية -8
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 :المحور الأول

 بنیة الفضاء الشعاعي 
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  بنیة الفضاء الشعاعي: المحور الأول

  

   يالشعاع اتالفضاء 1.1

 و(+) مزودة بعملیتین  E، نقول عن مجموعة غیر خالیة تبدیلیا حقلا Kلیكن  :تعریف

  و      :حیث

  :إذا تحقق مایلي) Kش على .باختصار ف( Kنها فضاء شعاعي على الحقل أ

  زمرة تبدیلیة  

  :تحقق العملیة الخارجیة 

  

  

      

                             
 

    Kهو عنصر الوحدة في  1  :حیث

 :قإذا تحقتبدیلیة زمرة  : تعریف

  )   تجمیعیة(+) العملیة (

:   بحیثأو  عنصر حیادي نرمز له بـ یوجد في 

  

  : أي بالنسبة للعملیة  نظیر  لكل عنصر

                           

   :   تبدیلیة أي العملیة 

  .ش نسمیها أشعة أما عناصر الحقل فنسمیها سلمیات.عناصر ف

 

 

 

:

     ,

E E E

x y x y

  



 

 

:

     ,

K E E

x x 

  



 E ,

 

   1       K x y E x y x y, , :   

   2       , , :    K x E x x x

     3     , , :   K x E x x

 4 1   x E x x:

 E ,

   , , :x y z E x y z x y z      

EEoo

:
E E

x E x o o x x     

x Ey E

, : Ex E z E x z z x o       

:x E x y y x    
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  : 1مثال

هي  والمعاملات في الحقل  Xمجموعة كثیرات الحدود ذات المتغیر  

  : بالنسبة لجمع كثیرات الحدود والعملیة الخارجیة المعرفة بـ فضاء شعاعي على 

  

  : ناالعملیتحیث  ش على الحقل .هو ف 

  :و  من أجل     

  .و    

  : ش بالنسبة للعملیتین.ف فإن  Kش على نفس الحقل .ف F و Eإذا كان 

،  

.  

  الفضاء الشعاعي الجزئي   2.1

هو فضاء شعاعي جزئي  Eمن  V، جزء غیر خال Kش على الحقل .ف Eلیكن  :تعریف

 .علیه Eش بمقصور عملیتي .له بنیة ف Vإذا كان ) ج .ش.ف باختصار(  Eمن 

  . Eف ش   مجموعة جزئیة من  Fلتكن :تعریف

  :كانإذا وفقط إذا Eج من .ش.ف Fنقول أن

,

, : ,

, : .

F

X Y F X Y F

X F X F 



   
     

  

Eoغیر خالي نتحقق من أن Fلإثبات أن :ملاحظة F.  

  :لدینا ، Kعلى الحقل  E ش.من ف اجزء لیكن  :قضیة

V ج من .ش.فE كانإذا وفقط إذا:  

.  

 E X RR

R

          R R, :P X P X P X

E n    R R R RK  R

 R   x x x x y y y y En n  1 2 1 2, , , , , , , 

 x y x y x y x yn n    1 1 2 2, , ,    x x x xn 1 2, , ,

E F

x x E y y F K, , , ,    

         x y x y x x y y x y x y, , , ; , ,          

V  

, , , :x y V K x y V        
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  : مثال

  . ش على الحقل .ف :لدینا

التي درجتها على  Eمجموعة كثیرات الحدود من  

  .Eج من .ش.هي ف nالأكثر 

  :تمرین

F  2مجموعة جزئیة من حیث:  

  2, / 3 4 0F x y x y     

  .2ف ش ج  على  Fلنبین أن 

  :الحل

1- F    لأن    2 0,0o F 


  

لأن                  3 0 4 0 0   

,: نبین أن -2 , , :X Y F X Y F         

                           : لدینا , / 3 4 0X x y x y    

 ', ' / 3 ' 4 ' 0Y x y x y    

   

   

 

, ', '

              , ', '

              ', '

X Y x y x y

x y x y

x x y y

   

   

   

  

 

  

  

X:الآن نتأكد أن Y F     

  :لدینا

   

 

   

3 ' 4 '

3 4 (3 ' 4 ')

0 0 0

x x y y

x y x y

   

 

 

  

   

  

  

X: وبالتالي Y F    

 E X RK  R

    Pn P X deg P n  R :
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  .2ف ش ج  على  Fسبق نستنتج أن  مما

  :تمرین

F  3مجموعة جزئیة من حیث:  

  3, , / 2 0F x y z x y z      

  .3على  ج  ف ش Fلنبین أن 

  :الحل

3- F    لأن    3 0,0,0o F 


  

لأن                2 0 0 0 0    

,: نبین أن -4 , , :X Y F X Y F         

         : لدینا , , / 2 0X x y z x y z     

             ', ', ' / 2 ' ' ' 0Y x y z x y z     

       

   

   

 

, , ', ', '

              , , ', ', '

              ', ', '

X Y x y z x y z

x y z x y z

x x y y z z

   

     

     

  

 

   

  

X:الآن نتأكد أن Y F     

  :لدینا

     

 

   

2 ' ' '

2 (2 ' ' ')

0 0 0

x x y y z z

x y z x y z

     

 

 

    

     

  

  

X: وبالتالي Y F    

  .3ف ش ج  على  Fمماسبق نستنتج أن 

  : ملاحظات

 .شعاعي جزئيھو فضاء  Eمن فضاءات شعاعیة جزئیة تقاطع  - 
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  .لیس دائما فضاء  شعاعي جزئي Eفضاءات شعاعیة جزئیة من  إتحاد  - 

  التركیب أو المزج الخطي لأشعة من فضاء شعاعي 3.1

1 للأشعة) مزج خطي( أنه تركیب خطي  vنقول عن شعاع  :تعریف 2, ,..., pu u u  منE 

  :بحیث من إذا وجدت سلمیات

1 1 2 2
1

...
p

p p i i
i

v u u u u   


      

الشعاع  2في  :مثال 2, 4v هو مزج خطي للأشعة   1 25, 4 , 2,3u u .   

  :لأنه مثلا

 1 22 4v u u  لأن      2, 4 2 5, 4 4 2,3     

في  :مثال X ،2كثیر الحدودX هو مزج خطي لكثیرات الحدود  2
1 , 1,1X X    

  :لأن   
22 1 2 1 1X X X     1أي توجد سلمیات حقیقیة 2 31, 2, 1     

: بحیث     
22

1 2 31 1 1X X X         

3Eلیكن  :تمرین    ، والأشعة   1 21,0,2 , 3,2,0u u.   

: أثبت أن -1 5,6,8v
 .1u،2uھو تركیب خطي لـ  

: أثبت أن -2 2,6,8w
 .1u،2uلیس تركیبا خطیا لـ  

 :الحل

حتى یكون -1 5,6,8v  1تركیبا خطیا لـu،2u 1أن توجد أعداد ، یجب،2  )

  :بحیث) مقادیر سلمیة

1 1 2 2v u u  
  

:لدینا
 

1 1 2 2v u u  تعني
 
     1 25,6,8 1,0,2 3,2,0   

  
  :ومنه

     

 
1 1 2 2

1 2 2 1

5,6,8 ,0,2 3 ,2 ,0

3 ,2 ,2
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  :وبالتالي

1 2

2

1

3 5

2 6

2 8

 





  



 

أي 
1 2

2

1

3 5

3

4

 





  



 

  

4  في المعادلة الأولى نجدالناتجتین  1،2بالتعویض بقیمتي   3 3 5      )محققة( : 

1 :الحل المشترك ھو: إذن 4 ،2 3   

1توجد سبق نستنتج أنه  مما 4 ،2 3  بحیث:  

1 1 2 2v u u  
  

  .1u،2uهو تركیب خطي لـ  v: إذن

حتى یكون -1 2,6,8w  1تركیبا خطیا لـu،2u 1أن توجد أعداد ، یجب،2  )

  :بحیث) مقادیر سلمیة

1 1 2 2w u u  
  

:لدینا
 

1 1 2 2v u u  تعني
 
     1 22,6,8 1,0,2 3, 2,0   

  
  :ومنه

     

 
1 1 2 2

1 2 2 1

2,6,8 ,0,2 3 ,2 ,0

3 ,2 ,2

   

   

  

  
  

  :وبالتالي

1 2

2

1

3 2

2 6

2 8

 





  



 

أي 
1 2

2

1

3 2

3

4

 





  



 

  

   :في المعادلة الأولى نجدالناتجتین  1،2بالتعویض بقیمتي  

4 3 3 5 2       )محققة(       

  :بحیث 1،2توجد لاالجملة مستحیلة الحل وبالتالي  إذن

1 1 2 2w u u  
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  .1u،2uلـ  اخطی اتركیب لیس w: إذن

  المرتبطة خطیا -)المستقلة خطیا( العائلة الحرة  4.1

K ،ف ش على حقل  Eلیكن   *
1 2, ,..., ,pS u u u p 

  
  :تعریف

1أن الأشعةحرة أو  Sنقول أن العائلة  2, ,..., pu u u
  :مستقلة خطیا إذا تحقق 

1 2

1 1 2 2 1 2

, ,..., ,

... 0 ... 0

p

p p E p

K

u u u

  

     

 

          

تقبل حلا إلا الحل المعدوم  أي أن المعادلة لا   1 2, ,..., 0,0,...,0p    

1غیر معدومة بحیث iإذا وجدت  :ملاحظة 1 2 2 ... 0p p Eu u u       نقول أنS

1الأشعةمرتبطة أو أن  2, ,..., pu u u
  .مرتبطة خطیا 

  :أمثلة

2Eلیكن  -1   ،    1 21,3 ,  2, 1u u .  

  : لدینا

   

     

   

21 1 2 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1 2

0 1,3 2, 1 0

,3 2 , 0,0

2 ,3 0,0

2 0

3 0

Eu u   

   

   

 

 

     

   

   

 
 

 



  

1بحل الجملة نجد  2 0    

إذن الشعاعان    1 21,3 , 2, 1u u  أن العائلة  أیضا ، نقول مستقلان خطیا 1 2,S u u 

 .حرة

لیكن  - 2 2E x   فضاء كثیرات الحدود التي درجتها2  ،ولیكن              

  2
1 2 31,  ,  u u x u x   
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  : لدینا
2

1 1 2 2 3 3 1 2 30 0 ,  Eu u u x x x                

  . xنعطي قیم إختیاریة لـ 

0xمن أجل    1نجد 0   

1xمن أجل  1نجد 2 3 0      

1من أجل  2 0  1نجد 2 3 0      

 : حل الجملةن
1

1 2 3

1 2 3

0

0

0



  

  



  

   

1نجد   2 3 0      

2  إذن
1 2 31,  ,  u u x u x   العائلة  وخطیا،  ةمستقل 1 2 3, ,S u u u حرة.  

  :ملاحظات

1-  ,  S u v
 

مقیدة 
 

 مرتبطان خطیا

                          
   * :K u v v u       

 
 

  

الشعاعان  2في  :مثال 2, 4v، 2, 4u    مرتبطان خطیا لأنv u   
2-   *

1 2, ,..., ,pS u u u p   مقیدة أحد عناصرS یكتب على شكل عبارة خطیة في

 .باقي العناصر

لیكن  :مثال
3E   ،      5,6, 2 ,  2,2, 1 , 1, 2,0w v u .  

:  لدینا , ,S u v w
 

,أي  ,u v w  2لأن مرتبطة خطیاw u v .  

لیكن  :مثال 2E x 
 ، 2 2

1 2 3,  ,  3 5u x u x u x x   .  

:  لدینا 1 2 3, ,S u u u 1أي 2 3, ,u u u  3لأن مرتبطة خطیا 2 13 5u u u   

 

  العائلة المولدة  5.1

K ،ف ش على حقل  Eلیكن   *
1 2, ,..., ,pS u u u p 

 
   Eعائلة أشعة من 
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  :تعریف

یكتب على شكل  Eمن ) شعاع( إذا كان كل عنصر Eتولد الفضاء  Sنقول أن العائلة 

 :أي Sعبارة خطیة في أشعة 

1 2 1 1 2 2: , ,..., / ...p p pv E K v u u u              

2Eلیكن  :مثال    الشعاعان و 1 1,2u، 2 0, 1u 
  

: لنبین أن    1 21,2 , 0, 1S u u 
   Eتولد  

  :حلال

S  تولد الفضاءE  1: تحققإذا 2 1 1 2 2: , /v E v u u        

  
لیكن  2,v x y  كیفي.  

1: لدینا 1 2 2v u u   تعني:  

   

   

 

1 2

1 1 2

1 1 2

1,2 0, 1

  , 2 0,

  , 2

v  

  

  

  

  

 

  

 

1: ومنه

1 22

x

y



 



 

1: وبالتالي 

2 2

x

x y







 

  
: إذن    1,2 2 0, 1v x x y     

: وبالتالي    1 21,2 , 0, 1S u u 
  Eتولد  

  

لیكن  :مثال 2E x  ، 2
1 2 31,  ,  u u x u x    

إن 1 2 3, ,S u u u
1 لأن Eتولد   2 3 1 1 2 2 3 3: , , /P E P u u u           

  
2یكتب من الشكل  2أي كثیر حدود درجته لأن  / , ,P ax bx c a b c     

  : ملاحظة
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  . كل عائلة تشمل عائلة مولدة فهي بدورها مولدة

  و البعد الأساس 6.1

  :تعریف

  .حرة و مولدة في أن واحدإذا كانت  Eضاء فنقول عن عائلة أشعة أنها أساس في ال

  .كل فضاء شعاعي غیر معدوم یملك أساس :ملاحظة

و  E بعد الفضاء الشعاعي Eنسمي عدد عناصر أي أساس لفضاء شعاعي  :تعریف

dimنرمز له بـ  E. 

  : السابقة برهنا أن الأمثلةفي  :مثال

    1 21,2 , 0, 1S u u 
  Eتولد  

بقي أن نبین أن    1 21,2 , 0, 1u u 
  : أي نبرهن أن مستقلین خطیا 

21 2 1 1 2 2 1 2, : 0 0u u           


  

  :لدینا

   

     

   

21 2

1 1 2

1 1 2

1 1

1 2 2

1, 2 0, 1 0

, 2 0, 0,0

, 2 0,0

0 0

2 0 0

 

  

  

 

  

  

   

  

  
  

   



  

إذن    1 21,2 , 0, 1u u 
  مستقلین خطیا  

: سبق نستنتج أن مما    1 21,2 , 0, 1S u u 
  . 2أساس لـ 

dim: إذن 2وبما أن عدد أشعة هذا الأساس هو  2E  .  

  الجمع المباشر 7.1
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1كٌن یل  2,E E  ف ش ج من ف شE 1هو جمع مباشر لـ  E، نقول إن   2,E E  إذا وفقط

  :إذا كان

 1 2E E E  

 1 2 0EE E   

1: ونكتب 2E E E  .  

  

  بعد فضاء شعاعي جزئي 8.1

  :فإن  Eف ش ج من  Fف ش ذو بعد منته و  E إذا كان

 E ذو بعد منتھ 
 dim dimF E 
 dim dimE F E F    

  

  :نظریة

  :فإن  Eف ش ج من  Gو Fف ش ذو بعد منته و  Eكٌن یل

   dim dim dim dimF G F G F G      

E: إذاكان :ملاحظة F G  فإن dim dim dimF G F G    

  :تمرین

1كٌن یل 2,E E 2من  جزئیین عاعیین ش ینضائف حیث :   

  2
2 0, ;E y y     ،  2

1 ,0 ;E x x     

:لنبین أن
 

2
1 2E E  .  

  :  لدینا :الحل

2

2
1 22

1 2

1 2

E E
E E

E E o
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2 :إثبات أن -
1 2E E  . 

2  من الواضح أن
1 2E E   

2 :بقي أن نبین أن
1 2E E   

لیكن     2,x y    

: لدینا     , ,0 0,x y x y  2 :ومنه
1 2E E .   

2سبق نستنتج أن  مما
1 2E E  2و

1 2E E  إذن: 
2

1 2E E  .  

21 :إثبات أن - 2 0E E 


. 

: لدینا  2
1 2 1 2, /E E X x y X E X E        

      2
1 2 , / ,0 0,E E X x y X x X y        

: أي  2
1 2 , / 0 0E E X x y y x        

: أي   21 2 0,0E E o  


21ومنه   2E E o 


.  

2: نستنتج أن) 2(و ) 1(من 
1 2E E .  
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

  :الأول تمرینال

  :حیث 3مجموعة جزئیة من  Fلتكن  -1

  3, , / 0F x y z y z     

  .3ف ش ج  على  Fبین أن 

  :حیث 3مجموعة جزئیة من  Gلتكن  -2

  3, , / 0G x y z x y z      

  .3ف ش ج  على  Gأثبت أن  -

dimعین   - G .  

  :التمرین الثاني

  .Eف ش ج  على  Fفي كل حالة مما یلي، هل 

  3 3, , / 3 0 ,         .F x y z x y z E      

  2 2, / 0 ,                         .F x y xy E    
  

            2 2/ 1 ,        .
a b

F M ad bc E M
c d

  
      
  

 
     

  :التمرین الثالث

  :حیث 4مجموعة جزئیة من  Fلتكن 

  4
1 2 3 4 1 2 3 4, , , / 0F x x x x x x x x       

  ،4ف ش ج  على  Fبین أن  -

  .Fعین أساس لـ  -
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 :المحورالثاني
  

  التطبیقات الخطیة
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   التطبیقات الخطیة 2.1

  . Kفضائین شعاعیین على نفس الحقل  Fو Eلیكن 

  : إذا كان) خ.ت: باختصار(نه خطي إنقول عن تطبیق  :تعریف

.  

  : نه خطي إذا تحققإنقول عن تطبیق  :تعریف أخر

  

  

  .نرمز لها بـ  Fنحو  Eمجموعة كل التطبیقات الخطیة من  :ملاحظة

  :خطي  f  لنبرهن أن التطبیق :مثال

 

  :البرهان

  :لنتحقق من الشرط الأول

  

  :لنتحقق من الشرط الثاني

f E F: 

           x y E K f x y f x f y, , , :    

f E F: 

       1  , :x y E f x y f x f y    

     2  , :x E K f x f x      

 FE,L

     

3 2:

     , , , , ,

f

x y z f x y z x y z



 

 



   

      

    
    

 

, , , ', ', ' :

, , ', ', ' ', ', '

                                    ', ' '

                                    ', ' '

                                    , ,

x y z E x y z E

f x y z x y z f x x y y z z

x x y y z z

x x y z y z

f x y z f x

   

    

    

    

   ', ', 'y z
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  .خطي مما سبق نستنتج أن 

  :التطبیق :مثال

 

  .یاخطلیس       

  الإثبات

لأن  لدینا  لأنه من أجل  

  و  

  :نتیجة

  :تطبیق خطي لدینا لیكن 

                                            

  

 .لیس خطیا فإن التطبیق  إذا كان  :ملاحظة

  تركیب تطبیقین خطیین 2.2

  ثلاثة فضاءات شعاعیة على نفس الحقل  ، ، لیكن  :نظریة

 

    

 

  
  

3, , , :

, , , ,

                                    ,

                                    ,

                                    ,

                                    

x y z

f x y z f x y z

x y z

x y z

x y z



   

  

 



   



 

 

 

 

 , ,f x y z

f

     

3 2

2

:

     , , , , ,

f

x y z f x y z x y





 



   , , 1,2,3x y z     , , , ,f x y z f x y z  

    1, 2,3 1, 4f      1,2,3 1, 4f   

f E F: 

 0 0E Ff 

   ,  x E f x f x    

 0 0E Ff f E F: 

EFGK
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 : تطبیق خطي فإن تطبیق خطي و  إذا كان

  .تطبیق خطي

  .تركیب التطبیقات الخطیة هو تطبیق خطي :تعمیم

  نواة وصورة تطبیق خطي 3.2

  تطبیق خطي و فضاءان شعاعیان على نفس الحقل  و لیكن  

التي صورها معدومة ونرمز لها بالرمز   من  مجموعة العناصر  نسمي نواة 

  : ونكتب 

  :ملاحظة

  هي فضاء شعاعي جزئي من  

    متباین 

  

  :لیكن التطبیق الخطي :مثال

  

  

  ؟و ماذا تستنتج ین ع

  : الحل

         :لدینا

  

:إذن
  

  .متباین وبالتالي 

  :لیكن التطبیق الخطي :مثال

f E F: :g F G:g f E G

EFKf E F: 

fxE

 Ker f    / 0FKer f x E f x  

 Ker fE

f   0EKer f 

     

2 3:

     , , , ,

f

x y f x y y x x



 

 



 Ker f

        2, / , , 0,0, 0Ker f x y y x x   

   , , 0, 0, 0 0, 0y x x y x    

     20, 0 0Ker f  


f
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  لنعین 

  :لدینا :الحل

  

  

  بالشعاع من  المولدةهي المجموعة الجزئیة أي أن 

 .لیس متباین وبالتالي 

ونرمز لها بالرمز   من  مجموعة صور كل الأشعة  نسمي صورة  :تعریف

  : ونكتب 

  :ملاحظة

   ھي فضاء شعاعي جزئي من  

    غامر  

  :لیكن التطبیق الخطي :مثال

  

  

  غامروهل عین 

  :لدینا

  

     

3 3:

     , , , , , ,

f

x y z f x y z y z x y



 

 



 Ker f

        3, , / , , 0,0,0Ker f x y z y z x y   

   , , 0,0,0 0, 0

                                 0,

y z x y y z x

y z x

     

  

         3 3, 0, 1,0,1 1,0,1Ker f x x x         

 Ker f3 1, 0,1

f

fxE

 Im f       Im / , :f f x x E y F x E y f x      

 Im fF

f Im f F

     

3 3:

     , , , , 2 , ,

f

x y z f x y z x z x y x



  

 



 Im ff

          
        

3

3

Im ', ', ' , , , : ', ', ' ,

', ', ' , , , : ', ', ' 2 , ,

f x y z x y z E x y z f x y

x y z x y z E x y z x z x y x
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  : ومنه

:إذن
  

  غامر  وبالتالي  إذن 

  :لیكن التطبیق الخطي :مثال

  

  :لدینا

  

  :لدینا

   
'

', ' ,
'

x z
x y z z y

y z y


   

 
  

 

  : ومنه

:إذن
  

  غامر وبالتالي  إذن 

  رتبة تطبیق خطي  4.2

f:لیكن  E F تطبیقا خطیا  

ونرمز لها بالرمز fنعرف رتبة : تعریف rang f هي بعد صورته ونكتب:  

   dim Imrang f f
  

   
' 2

', ', ' 2 , , '

'

x x z

x y z x z x y x y x

z y x

 


    
  

       ', ', ' 2,1, 1 0, 0,1 1, 0, 0x y z x y z    

       Im 2,1, 1 , 0,0,1 , 1,0, 0f     

  3Im f f

     

3 2:

     , , , , ,

f

x y z f x y z z z y



 

 



          
        

2 3

2 3

Im ', ' , , , : ', ' , ,

', ' , , , : ', ' ,

f x y x y z x y f x y z

x y x y z x y z z y

    

     

 

 

     ', ' 0,1 1,1x y y z 

     Im 0,1 , 1,1f    

  2Im f f
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  :لیكن التطبیق الخطي :مثال

     

3 2:

, , , , , 2

f

x y z f x y z z y z y



  

 


  

لنعین  rang f.  

  :لدینا

          
        

2 3

2 3

Im ', ' , , , : ', ' , ,

          ', ' , , , : ', ' , 2

f x y x y z x y f x y z

x y x y z x y z y z y

    

      

 

 
  

  :لدینا

   
'

', ' ,
' 2

x z y
x y z z y

y z y

 
   

   

 

  :ومنه
 
     ', ' 1, 1 1, 2x y y z    

 :بالتالي
 
     Im 1, 1 , 1,2f      

  غامر وبالتالي  إذن 

 :كنتیجة   dim Im 2rang f f .   

  

  

  

  

  

  

  

  2Im f f
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

  :ولمرین الأ الت

 :في كل حالة ممایلي خطي  f  التطبیقهل 

               

2

2 2

1)    :

         , ,

f

x y f x y x y



 

 


  

 

      

2 32)   :

        , , , 2 ,0

f

x y f x y x y x y



  

 

  

     

2 33)   :

        , , 1, , 2

f

x y f x y x y x y



   

 


  

  :التمرین الثاني

  :خطي حیث  تطبیق  fلیكن 

     

2 3 :

   , , , ,

f

x y f x y x y x y x y



   

 


  

kerعین  -  f  ،Im f     

 ؟  غامر  ھل؟  متباین  ھل - 

  :لثالتمرین الثا

  :خطي حیث  تطبیق  fلیكن 

     

3 3 :

   , , , , 3 ,8 3 2 , 4 2

f

x y z f x y z x y z x y z x y z



        

 


  

  

kerأساسا لـ عین  -  f  ، إستنتج dim ker f ؟ متباین  ، ھل 

عبن   - rang fعین أساسا لـ ،  ؟ غامر  ل،  ھIm f .  

 

ff

f

f
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 :لثالمحورالثا
  

مفاھیم عامة حول 
  صفوفاتالم
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  صفوفاتمفاھیم عامة حول الم: لثالمحورالثا

  المصفوفات 1.3

  ‘ و حیث  حقل ولیكن  :تعریف

       :كل جدول من الشكل عمودا عناصرها سطرا  ومصفوفة ذات نسمي

  

أو مصفوفة أو مصفوفة - : نعبر عنها باختصار بـ. Aمعاملات تسمى 

من النوع 
  

هو العنصر من المصفوفة  حیث  أو   : ونكتب

  و العمودالذي یقع في السطر

  :اتملاحظ

 .مصفوفة حقیقیةمصفوفة أعداد حقیقیة أو نقول أنإذا كان   - 

هو المتتالیة  jوالعمود الذي دلیله  هو  iالسطر الذي دلیله  - 

  .كما هو مبین في المصفوفة  

 .نرمز لها بـ  Kمصفوفات على الحقل -مجموعة  - 

أنهما  و  نقول عن مصفوفتین من نقس النوع  :تعریف

  :متساویتین إذاكان

  وو : لتكن المصفوفات :مثال

K
ija K,i j1 i n 1 j p 

npaij



















npnjn

ij

pj

aaa

a

aaa

A







1

1111

aijn pn p

 ,n p

 A aij i n
j p

  
 

1
1

 A aij i n
j p

  
 

1
1

ijaA

ij

K  A

 a a ai i ip1 2, , ,

njjj aaa ,,, 21 A

n p M np K

 1
1

i nij
j p

A a  
 

 1
1

i nij
j p

B b  
 



,  1,..., , 1,...,ij ija b i n j p    

2 5 1

1 3 7

4 0 1

A

 
 
  
 
 

2 0

7 6
B
 
  
 

7 6

10 3
C
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لأنه یوجد عنصران غیر متساویین لأنهما لیستا من نفس النوع و : لدینا

  )مثلا السطر الأول و العمود الأول من المصفوفتین(

أي كل معدومة إذا كان المصفوفة  :تعریف

  .أو  نرمز لها بـ . عناصرها معدومة

  وو : لتكن المصفوفات :مثال

  

مصفوفة ونرمز لها بـ -هي  مصفوفة - منقول  :تعریف

  ).هي أعمدة أسطر ( :حیث

:مثال
  

  و و : لتكن المصفوفات

  و و  :لدینا

  المصفوفات المربعة 2.3

أنها مربعة إذا كان عدد أسطرها یساوي عدد نقول أن مصفوفة  :تعریف

  .أعمدتها أي 

A BC B

 A aij i n
j p

  
 

1
1

 1,..., :  0iji n a  

 ,n p
O

n pO 

 3,3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

 
 
  
 
 

3 2

0 0

0 0

0 0

O 

 
 
  
 
 

2 3

0 0 0

0 0 0
O 

 
  
 

n p A aij i n
j p

  
 

1
1

p nt A

 1
1

t
i pji
j n

A a  
 

t AA

2 5 1

1 3 7

4 0 1

A

 
 
  
 
 

2 5

1 3

4 0

B

 
 
  
  

1 3 2

6 4 7
C

 
  

 

2 1 4

5 3 0

1 7 1

t A

 
 
  
  

1 6

3 4

2 7

tC

 
 
  
  

2 1 4

5 3 0
tB

 
  
 

 1
1

i nij
j p

A a  
 



n p
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و مربعتان من النوع  و المصفوفتان  :أمثلة

  .على الترتیب 

  

  مصفوفات خاصة 3.3

  مصفوفة مربعة  لتكن 

 .:مثلثیة علویة إذا كاننقول أن

  : مثال 

مثلثیة علویةالمصفوفة 

  

  مثلثیة علویةالمصفوفة 

 .:مثلثیة سفلیة إذا كاننقول أن

  : مثال

  .مثلثیة سفلیة المصفوفة 

  .مثلثیة سفلیة المصفوفة 

أي كل عناصرها معدومة ماعدا عناصر ، :قطریة إذا كاننقول أن

 یرمز لها بـ . قطرها

2 5 1

1 3 7

4 0 1

A

 
 
  
 
 

2 11

4 6
B
 
  

 
 3,3

 2, 2

 1
1

i nij
j n

A a  
 



A  0,  ija i j  

12 5 1

0 13 7

0 0 8

A

 
 
  
 
 

2 6 0

0 1 2

0 0 11

C

 
 
  
 
 

A  0,  ija i j  

2 0 0

9 7 0

5 4 1

A

 
 
  
  

7 0 0

8 3 0

4 0 1

B

 
 
  
 
 

A  0,  ija i j  

 11 22  diag , ,..., nna a a
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   :مثال

  قطریة المصفوفة 

ونرمز لها بـ  1مصفوفة واحدیة إذا كانت قطریة وكل عناصر قطرها تساوي  نقول أن

.  

  :مثال

 ، ،  

  على المصفوفاتالأساسیة العملیات  3.4

  :الجمع

نعرف الجمع  من  من أجل 
  

  :لتكن المصفوفات :مثال

  ،  ، ،،

  

: لدینا

  

  ضرب مصفوفة بسلمیة 

4 0 0

0 7 0

0 0 3

A

 
 
  
  

A

nI

2

1 0

0 1
I
 
  
 

3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 
  
 
 

4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

I

 
 
 
 
 
 

   A a B bij ij , M np K A B a bij ij  

2 5 1

1 3 7

4 0 1

A

 
 
  
 
 

2 5

1 3

4 0

B

 
 
  
  

1 5 1

1 10 2

5 0 1

D

  
 
  
  

0 1

2 1

6 4

F

 
 
  
 
 

1 3 2

6 4 7
C

 
  

 

2 1 5 5 1 1 1 10 2

1 1 3 10 7 2 2 13 5

4 5 0 1 1 1 0 2

A D
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لدینا  و   من أجل  :تعریف
  

  :لتكن المصفوفات :مثال

  ، ،
  

  ،،: لدینا

  

  :الضرب

   :حیث ضرب المصفوفتین 

  

   :             هو المصفوفة

      حیث 

  .أو  ونرمز لهذا الضرب بـ 

  :ملاحظة

  . Bمن  jوالعمود  Aمن  iهو الجداء السلمي للسطر  المعامل - 

  . Bمساویا لعدد أسطر  Aیشترط أن یكون عدد أعمدة  Bفي  Aلضرب  - 

  .بصفة عامة، ضرب المصفوفات، غیر تبدیلي - 

   :لامث

   :لدینا

 K 1
1

i nij
j p

A a  
 

   A aij

2 5 1

1 3 7

4 0 1

A

 
 
  
 
 

2 5

1 3

4 0

B

 
 
  
  

1 3 2

6 4 7
C

 
  

 

1 10 2

3 2 13 5

1 0 2

A

 
 
  
  

2 5

5 1 3

4 0

B

 
 

   
  

1 3 21

6 4 72
C

 
  

 

   A K B Knp pq M M,

   A a B bij i n
j p

st
s p
t q

  
 

 
 

1
1

1
1

,

   c C Kij i n
j q

nq1
1
 
 
 M

     
1

, 1,2, , 1,2, , :
p

ij is sj
s

i j n q c a b


    

A B C AB C

cij

1 1 2

2 2 1

1 1

0 1

1 1

1 2

1 1
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  . :   لدینا ، Aمهما كانت  :خاصیة

، كل معاملاتها معدومة ما عدا اعمود nو اسطر  nهي مصفوفة الوحدة، ذات  

  .1معاملات القطر الرئیسي كل منها یساوي 

  

  المحدد لمصفوفة 3.5

  : تعریف

 مصفوفة مربعة  لتكن 

 الحقیقي محدد  المصفوفة هو العدد  det A  أوA ةٌ یعطى بالعبارة التالیالذي:  

   
1

det 1
n

i j

ij ij
j

A a A




   

من  jوالعمود  iالناتج عن حذف السطر  ijAمحدد المصفوفة المربعة هو ijA :حیث

  .Aالمصفوفة 

  .حقلا Kلیكن  :نظریة

  .1هو  محدد المصفوفة الحیادیة 

  .فإن  إذا كان 

  . كان قابلة للقلب إذا وفقط إذا A: فإن إذا كان 

  

  : على الشكل التاليمثلثیة علویة  Aإذا كانت المصفوفة  :نتیجة

1 2 3

4 5 6

2 3

4 5 6


























 

 











u

v

w

u v w

u v w

 A KnMAAIIA nn 

I n

 A aijn n

I n

 A B Kn, M     det det detAB A B

 A KnM det 0A 
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  ). جداء عناصر القطر الرئیسي( :  فإن

  محدد منقول مصفوفة 3.6

  .فإن  مصفوفة مربعة  إذا كانت : قضیة

  

 قواعد الحساب لمحدد مصفوفة 3.7

  حساب المحدد بطریقة التفكیك أو النشر

  :لدینا jو  iمهما كانت الأدلة . مصفوفة مربعة  لتكن  :نظریة

   
1

det 1
n

k j

kj kj
k

A a A




  ) تفكیك المحدد وفق العمودj (  

     
1

det 1
n

i k

ik ik
k

A a A




  ) تفكیك المحدد وفق العمودi (  

  

  : لامث

نضع . 1 det A A  فمثلا إذا كانتوفق السطر الثاني ونفكك ،:   

.  

A

a a a

a a

a

n

n

nn





















11 12 1

22 20

0 0





   



  11 22det nnA a a a 

 A aijn n   det det tA A

 A aijn n

 det A

A

a a a

a a a

a a a



















11 12 13

21 22 23

31 32 33
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  :نفكك كلا من المحددات الثلاثة وفق السطر الأول متبعین نفس القاعدة

.  

  :لنحسب محدد المصفوفة :مثال

2 1 3

3 1 1

5 1 3

B

  
 
  
  

  

  :السطر الأول متبعین نفس القاعدةنفكك المحدد وفق 

 :لدینا

           

     

1 1 1 2 1 3

2 1 3
1 1 3 1 3 1

det 3 1 1 1 2 1 ( 1) 1 3
1 3 5 3 5 1

5 1 3

1 1 3 1 3 1
                                  2 ( 1) 3

1 3 5 3 5 1

                                  2 3 1 1 9 5 3 3 5

                               

B
  

 

       
   



    
   

        

   6

  

  : هامة ةملاحظ

 .محددھا انعدامأعمدة المصفوفة یؤدي إلى  أوحد أسطر أإنعدام  -
  
  
  
  

   

 

a a a

a a a

a a a

a
a a

a a
a

a a

a a

a
a a

a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 1

21

12 13

32 33

2 2

22

11 13

31 33

2 3

23

11 12

31 32

1 1

1

   

 

 



       21 12 33 13 32 22 11 33 13 31 23 11 32 12 31det A a a a a a a a a a a a a a a a      
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  لحساب محدد مصفوفة طریقة سارس 

 المرتبة الثالثة ولا تصلح لنشر أي محدد منتستخدم هذه الطریقة فقط لنشر المحددات من 

 .مرتبة أخرى

 في هذه الطریقة نكتب المحدد ثم نكتب على یمینه العمودین الأول والثاني فیتشكل لدینا

   .ستة أقطار

عناصر القطر الرئیسي مع جداءات عناصر الأقطار الموازیة  جداءات مجموع= (المحدد

، كما )القطر الثانوي وجداء الأقطار الموازیة لهمجموع جداءات عناصر ( ونطرح منها )له

  :یلي

  

  

  

  

  

  

  

 :مثال تطبیقي

  :لنحسب بإستعمال هذه الطریقة محدد المصفوفة

2 3 4

3 1 2

5 3 4

A

 
 
  
  

 

  :للمصفوفة نجد نكتب المحدد ثم نكتب على یمینه العمودین الأول والثاني
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2 3 4 2 3

det 3 1 2   3 1

5 3 4 5 3

                

          2 1 4 3 2 5 4 3 3

             5 1 4 3 2 2 3 3 4

          8 30 36 20 12 36

           = 58 28 30

-      

+     +    +

 -     -

A

 



 

          

         

    







   

  

  المرافقة لتطبیق خطيالمصفوفة  3.8

2لیكٌن  1,E E  على حقلفضائین شعاعیینK  بعداهما,m n  ،1على الترتیب 2:f E E

، تطبیقا خطیا 1 2, ,..., nB u u u
 

و 1 2' , ,..., mB v v v 1ن لـ اأساسE،2E على الترتیب
 

2E لأشعةفهي تكتب على شكل تركیب خطي  2Eأشعة من هي  1Eأساس شعة أصورة 

  : ، ولدینا

 

 

 

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

...

m m

m m

n n n mn m

f u a v a v a v

f u a v a v a v

f u a v a v a v

   

   

   


 

  

,حیث   1,2,..., , 1,2,...,ija i m j n   منعناصر K.   
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  : تعریف

بالنسبة للأساسین  f نسمي المصفوفة المرافقة للتطبیق الخطي , 'B B و نرمز لها

بالرمز M f المصفوفة التي أعمدتها هي صور أساس مجموعة الإنطلاق ،B مكتوبة

  :أي. B'في أساس مجموعة الوصول 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
M f

a a a

 
 
 
 
 
 

   
  

   

  :ملاحظات

المصفوفة  -  M f  من النوع( , )m n. 

عدد أسطر  -  M f  2یمثل بعد الفضاء الشعاعيE أي:   2dim E m .  

عدد أعمدة  - M f  1یمثل بعد الفضاء الشعاعيE أي:   1dim E n.  

عناصر - M f تتغیر بتغیر الأساس.  

  : مثال

2 لیكن 3:f   تطبیقا خطیا حیث :   , , 2 ,f x y x y y x y x   .  

 عین المصفوفة المرافقة لـ بالنسبة للأساسین    1 21,0 , 0,1B u u
 

 و

      1 2 3' 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B v v v 

  :لدینا

 

 
1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

f u a v a v a v

f u a v a v a v

  

    

  :ومنه
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11 21 31

12 22 32

1,0 1,0,0 0,1,0 0,0,1

0,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1

f a a a

f a a a

  


  
  

  :ومنه

       

       
11 21 31

12 22 32

1,2, 1 1,0,0 0,1,0 0,0,1

1,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1

a a a

a a a

   


  
  

  

  : ومنه

       

       
11 21 31

12 22 32

1,2, 1 ,0,0 0, ,0 0,0,

1,1,1 ,0,0 0, ,0 0,0,

a a a

a a a

   


  
 

   

   
11 21 31

12 22 32

1,2, 1 , ,

1,1,1 , ,

a a a

a a a

 



  

  : إذن

 
11 12

21 22

31 32

1 1

2 1

1 1

a a

M f a a

a a

   
   
    
      

  

  

لكل مصفوفة  :ملاحظة M f  ذاتm و سطرn  عمود یوجد تطبیق خطي وحیدf 
  . mنحو فضاء شعاعي بعده  nمعرف من فضاء شعاعي بعده 

: :ولدینا n mf      و   

1

2

1 2, ,..., n

n

x

x
f x x x M f

x

 
 
 
 
 
 


  

  : مثال
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: ةالتطبیق الخطي المرافق للمصفوف لنعین
1 1 3

4 2 1
A

 
   

  

3أعمدة أي  3المصفوفة ذات سطرین و :لدینا 2:f    

  : ولدینا

 

 

1

1 2 3 2

3

1 2 3 1 2 3

1 1 3
, ,

4 2 1

                   3 ,4 2

x

f x x x x

x

x x x x x x

 
  

     
 

    

 

  : مثال

: ةلنعین التطبیق الخطي المرافق للمصفوف

1 1

2 3

5 1

B

 
 
  
  

  

2سطرین و عمودین  أي  3المصفوفة ذات : لدینا 3:f    

  : ولدینا

 

 

1

1 2

2

1 2 1 2 1 2

1 1

, 2 3

5 1

                   ,2 3 , 5

x
f x x

x

x x x x x x

 
  

   
   

    

 

  

  رتبة مصفوفة  3.9

)من النوع  Mرتبة مصفوفة  , )n n  و نرمز لها( )rang M  هي عدد طبیعيr  یحقق

  :الشرطین

 غیر معدوم rیوجد محدد أصغري واحد من المرتبة  - 

 .یساوي الصفر r كل محدد مرتبته أكبر تماما من - 
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   :حیث Mلنعین رتبة المصفوفة  :مثال

1 2

3 5
M
 
  
 

  

، ثم 2حیث نبدأ بالمحددات من المرتبة  Mصغریة للمصفوفة نحسب المحددات الأ

  . 1من المرتبة 

  

: لدینا det 1 0M     

): إذن ) 2rang M .  

  

   :حیث Mلنعین رتبة المصفوفة  :مثال

2 3 4

3 1 2

1 2 2

M

 
 
  
 
 

  

، 2، ثم 3حیث نبدأ بالمحددات من المرتبة  Mصغریة للمصفوفةالمحددات الأنحسب 

   .1ثم 

: لدینا det 0M   وبالتالي( ) 3rang M   

  الصفر يلایساو  Mنبحث عن محدد أصغري لـ 

: لدینا 33

2 3
det 7 0

3 1
M      

): إذن ) 2rang M .  

   :حیث Mلنعین رتبة المصفوفة  :مثال

1 2 3

2 4 6

3 6 9

M

 
 
  
 
 

  



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

41 
 

  

: لدینا det 0M   و بالتاليM  3لیست من الرتبة.  

  :نجد الثانیةمن المرتبة  Mـ صغریة لنأخذ المحددات الأ

  

 11

4 6
det 0

6 9
M   ، 12

2 6
det 0

3 9
M   ، 13

2 4
det 0

3 6
M  ،

 21

2 3
det 0

6 9
M   ، 22

1 3
det 0

3 9
M   ، 23

1 2
det 0

3 6
M    

 31

2 3
det 0

4 6
M   ، 32

1 3
det 0

2 6
M   ، 33

1 2
det 0

2 4
M    

  

  .2لیست من الرتبة  Mغیر معدوم وبالتالي أیضا  2یوجد أي محدد من الرتبة  لا

  من المرتبة الأولى  Mنأخذ المحددات الأصغریة لـ الآن 

1لدینا مثلا  0  

من المرتبة الأولى لا یساوي الصفر و كل المحددات التي  Mإذن یوجد محدد أصغري لـ 

  مرتبتها أكبر من المرتبة الأولى تساوي الصفر

): وبالتالي ) 1rang M  .   

  :تعریف آخر

  .معینین أساسینرتبة مصفوفة هي رتبة التطبیق الخطي المرفقة به وفق 

  مقلوب مصفوفة مربعة 3.10

جدت نها قابلة للقلب أو عكوسة إذا وُ أ، نقول عن من أجل  :تعریف

  بحیث  مصفوفة 

  ونكتب  Aمقلوب  Bتسمى المصفوفة 

 A KnMA

 B KnMAB BA In 

B A 1
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  لمصفوفة المصفوفة المرفقة 3.11

 نضع  jو  iومن أجل ،  مصفوفة مربعة  كل ب 1
i j

ij ijA


   

 محدد المصفوفة المربعة  ijA، حیث ونسمیه المعامل المرفق بـ  

  .Aمن  jوالعمود  iالناتجة عن حذف السطر 

ونضع   1
1

t

i nij
j n

A   
 

  ونسمیها المصفوفة المرفقة بـA.  

  

  . مصفوفة مربعة  لتكن  :نتیجة

  .: فإن إذا كان 

  

  : Aقاعدة حساب مقلوب  3.12

 :لدینا 1
ijA   1 : حیث  j n  , 1 i n  , 

 
 

1
1

det

i j

ij ijA
A




   

  :  لتكن المصفوفة : 18مثال

.  

  :Aمحدد 

  .قابلة للقلب A؛ المحدد غیر معدوم إذن . نفكك وفق السطر الأول

  : عن طریق القاعدة Aنحسب مقلوب 

 A aijn n

aij   n n  1 1

 A aijn n

 det 0A 
 

1 1

det
A A

A
  

 A M 3 R

A  



















1 0 1

1 1 1

1 1 0

 det 3A  

 A ij
 1 
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  :أي أن

.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

     

     

     

  

  

  

11
1
3 12

1
3 13

1
3

21
1
3 22

1
3 23

1
3

31
1
3 32

1
3 33

1
3

1 1 1

1 1 2

2 1 1

     

     

     



 


 






 

, , ,

, , ,

, ,

A 

 



















1

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

2
3

2
3

1
3

1
3
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

  

  :ولالتمرین الأ 

  :لتكن المصفوفات التالیة

3 1 0

2 1 1 ,

0 1 1

A

 
 
  
  

 
1 2 3

2 1 1 ,

1 1 2

B

 
 
  
  

 
1 1

,
2 3

C
 
  
 

 

3 1

,5 2

0 1

D

  
   
 
 

2 1 3

1 0 2
E
 
  
   

2: احسب) 1 3A B  ،3 t tA B  ،tE D  ، Tr A .  

  . AD  ،AB: احسب) 2

: احسب) 3 det C  ، det A .  

 :نيالتمرین الثا

:لتكن المصفوفة
 

1 2

1 3
A
 
   

  
 

  

 :أن اثبت
2

24 5 0A A I    2، حیثI  استنتج أن، و 2مصفوفة الوحدة من الرتبة 

 . 1Aقابلة للقلب ثم عین مقلوبها  Aالمصفوفة

  :لثالتمرین الثا

 :لتكن المصفوفة
1 0 1

1 1 1

0 1 2

A

 
 
   
 
       

  .1A احسب المقلوب 

  : الرابعالتمرین 

2  :حیث 2مصفوفتین مربعتین من الرتبة  Bو Aلتكن

8

x
BA

y

 
  
 

 و  

3 4

13 12
A B

 
  
 

   

   . yو xعین قیم ،حددص الأثر والمخوا خدامباست
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        :رابعالمحور ال

  خطیةحل جملة معادلات 
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  حل جملة معادلات خطیة: خامسالمحور ال

  جملة معادلات خطیة 4.1

mنسمي جملة معادلات خطیة ذات  :تعریف

 
nمعادلة خطیة و

 
مجهول كل جملة من 

  :الشكل

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

1 1 2 2 3 3

... ,

... ,

... ,

.......................................................

... .

n n

n n

n n

m m m mn n m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

    
     

    



    

  

:حیث
 

ija وib أعداد حقیقیة ثابتة.  

  :یمكن تمییز ثلاث حالات

mإذا كان  -1 n أي عدد المعادلات أقل من عدد المجاھیل 
mإذا كان  -2 n  عدد المجاھیل یساويأي عدد المعادلات 
mإذا كان  -3 n من عدد المجاھیل كبرأي عدد المعادلات أ 

 

  :أمثلة

  :الجملة المعطاة بالشكل

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 14,

5 7 4 3,

4 11 5.

x x x

x x x

x x x

  

   
    

  

1مجاهیل  3معادلات خطیة و 3هي جملة معادلات خطیة مكونة من  2 3, ,x x x .  

  :الجملة المعطاة بالشكل :مثال

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

3 25 2,

2 7 4 4,

5 3.

x x x x

x x x x

x x x

   

    
    

  

1مجاهیل  4معادلات خطیة و 3هي جملة معادلات خطیة مكونة من  2 3 4, , ,x x x x .  
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  :مثال

  :الجملة المعطاة بالشكل

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5,

5 7 4 2,

4 1,

3 2 7.

x x x

x x x

x x x

x x x

   
   

   

   

  

1مجاهیل  3معادلات خطیة و 4هي جملة معادلات خطیة مكونة من  2 3, ,x x x .  

  معادلات خطیةالكتابة المصفوفیة لجملة  4.2

AXهي الكتابة على الشكل  b حیث:  

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

31 32 33 3 3 3

1 2 3

...

...

... , ,

...

n

n

n

m m m mn n m

a a a a x b

a a a a x b

A a a a a X x b b

a a a a x b

     
     
     
       
     
     
     
     

      

  

  

  : مثال

  :الكتابة المصفوفیة لجملة المعادلات الخطیة التالیة

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 14,

5 7 4 3,

4 11 5.

x x x

x x x

x x x

  

   
    

  

  

AXهي  b حیث:  

1

2

3

2 3 1 14

5 7 4 ,  ,  3 .

4 1 11 5

x

A X x b

x
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  : مثال

  :المصفوفیة لجملة المعادلات الخطیة التالیةالكتابة 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5,

3 2 4 1,

2 6 4,

20.

x x x

x x x

x x x

x x x

  
   

   

   

  

  

AXهي  b حیث:  

1

2

3

1 3 1 5

3 2 4 1
,  ,  .

2 1 6 4

1 1 1 20

x

A X x b

x

   
    

                    

  

  

  حل جملة معادلات خطیة  4.3

  طریقة كرامر 4.1.3

detو عدد المجاهیل في الجملة الخطیة = إذا كان عدد المعادلات  0A   فإن الجملة

: یعطى بالشكل تسمى جملة كرامر تقبل حلا وحیدا 

  

  بتعویض العمود هي المصفوفة المحصل علیها انطلاقا من المصفوفة حیث 

  بالشعاع 

  :مثال

 :حل بطریقة كرامر الجملة الخطیة

 

 1 2, ,..., nx x x

,  1,2,...,
j

j

A
x j n

A
 

jAAj

b
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 7,

2 3 6,

3 4 5.

x x x

x x x

x x x

   

  

   

  

  

AXالشكل  b حیث:  

1

2

3

1 1 2 7

2 3 1 ,  ,  6 .

3 4 1 5

x

A X x b

x

     
     
        
           

 :لدینا

     

3 1 2 1 2 3
det 1 1 2

4 1 3 1 3 4

        3 4 2 3 2 8 9

        2

A
 

   
 

        



  

detبما أن  0A  1فإن الجملة جملة كرامر تقبل حلا وحیدا 2 3( , , )x x x  حیث: 

 

1

1 1 2

2 3 1 3 1 6 1 6 3
7 1 2

3 4 1 4 1 5 1 5 4

det 2

7 3 4 (6 5) 2( 24 15)
   

2

12
   6

2

x
A
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2

1 7 2

2 6 1 6 1 2 1 2 6
1 7 2

3 5 1 5 1 3 1 3 5

det 2

6 5 7(2 3) 2(10 18)
   

2

10
   5

2

x
A



  

 

     



  

 

  

 

3

1 1 7

2 3 6 3 6 2 6 2 3
1 1 7

3 4 5 4 5 3 5 3 4

det 2

15 24 (10 18) 7( 8 9)
   

2

6
   3

2

x
A



  
  

  
 

       


 

  

  طریقة غوص 4.2.3

تعتمد على تحویل الشكل  /A b  إلى الشكل / 'T b حیثT هي مصفوفة مثلثیه   

  .علویةمثلثیه سفلیة أو 

  :حل بطریقة غوص جملة المعادلات الخطیة :مثال

3 2,

2 6 4 5,

5 2 3.

x y z

x y z

x y z

  

  

    

  

  

  غوص حل الجملة بطریقةلن



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

51 
 

                   :لدینا 
1 1 3 2

2 6 4 5

1 5 2 3

A b

  
 
  
    

  

     

  

نحول  A b  إلى الشكل 'T b حیثT   علویة هي مصفوفة مثلثیه   

                          

  2 1

3 1

' '
3 2

1 1

2 '
2 2

'
3 3

16
''8
2

''
3

1 1 3 2 1 1 3 2

2 6 4 5 0 8 2 1

1 5 2 3 0 6 1 1

1 1 3 2

                                                 0 8 2 1

1 1
0 0

2 4

L L

L L

L L

L L

A b L L

L L

L

L

L







      
   
     
           

 
  
 

 
 

 
 



  

 

  :الجملة الآتیةومنه نحصل على 

3 2...........(1)

8 2 1...............(2)

1 1
.................(3)

2 4

x y z

y z

z


   

 


  


  

 

نجد ) 3(من 
1

2
z    نجد)  2(و بالتعویض في

1

4
y   و  و بالتعویض بقیمتي 

نجد ) 1(في  
3

4
x      .  

yz
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 :إذن
3 1 1

( , , ) , ,
4 4 2

x y z
 
  
 

  

   

  :مثال

  :الجملة الخطیةحل بطریقة كرامر 

2 3 5,

2 3 4 10,

3 12,

5 3 4 7.

x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

   
    

   

    

  

  مجاهیل  4معادلات خطیة و  4هذه الجملة هي جملة معادلات خطیة ذات 

AXالشكل  b حیث:  

1 2 1 3 5

2 1 3 4 10
,  ,  .

3 1 1 1 12

5 1 3 4 7

x

y
A X b

z

t

     
     
        

     
     
       

 :لدینا

2 1 3 2 3 4 2 1 4 2 1 3

det 1 3 1 1 2 3 1 1 1 3 1 1 3 3 1 1

5 1 3 5 3 4 5 1 4 5 1 3

A

     

      

     
  

  :وحیث أن

     

2 1 3
1 1 3 1 3 1

3 1 1 2 ( 1) 3
1 3 5 3 5 1

5 1 3

                   2 3 1 1 9 5 3 3 5

                   6
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2 3 4
1 1 3 1 3 1

3 1 1 2 ( 3) 4
3 4 5 4 5 3

5 3 4

                   2 4 3 3 12 5 4 9 5

                   3


 

     
 



      

 

  

  

     

2 1 4
1 1 3 1 3 1

3 1 1 2 ( 1) 4
1 4 5 4 5 1

5 1 4

                   2 4 1 12 5 4 3 5

                   9


 

     
 



      



  

     

2 1 3
1 1 3 1 3 1

3 1 1 2 ( 1) 3
1 3 5 3 5 1

5 1 3

                   2 3 1 9 5 3 3 5

                   6

 

    
   



        



  

det: مماسبق نستنتج أن 18A   

detبما أن  0A  فإن الجملة جملة كرامر تقبل حلا وحیدا( , , , )x y z t  حیث: 
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5 2 1 3

1 3 4 10 3 4 10 1 4 10 1 310 1 3 4

5 1 1 1 212 1 1 112 1 1 ( 3)12 1 112 1 1 1

1 3 4 7 3 4 7 1 4 7 1 37 1 3 4

det 18

   1

   

x
A



      

       

      
 



1 5 1 3

10 3 4 2 3 4 2 10 4 2 10 32 10 3 4

112 1 1 5 3 1 1 1 3 12 1 ( 3) 3 12 13 12 1 1

7 3 4 5 3 4 5 7 4 5 7 35 7 3 4

det 18

   21

   

y
A
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1 2 5 3

1 10 4 2 10 4 2 1 4 2 1 102 1 10 4

1 1 12 1 2 3 12 1 5 3 1 1 ( 3) 3 1 123 1 12 1

1 7 4 5 7 4 5 1 4 5 1 75 1 7 4

det 18

   9

   

z
A



  

       

  
 



1 1 1 5

2 1 3 2 3 10 2 1 10 2 1 32 1 3 10

1 3 1 1 1 3 1 12 1 3 1 12 5 3 1 13 1 1 12

5 1 3 5 3 7 5 1 7 5 1 35 1 3 7

det 18

   15

   

t
A

      

   

      
 



 

: مما سبق نستنتج أن ( , , , ) 1,21,9,15x y z t   .  

  :حل بطریقة غوص جملة المعادلات الخطیة: مثال

2 3 5,

2 3 4 10,

3 12,

5 3 4 7.

x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

   
    

   

    

  

  حل الجملة بطریقة غوص

                   :لدینا 

1 2 1 3 5

2 1 3 4 10

3 1 1 1 12

5 1 3 4 7

A b

 
 
  

 
 
  

  

نحول  A b  إلى الشكل 'T b حیثT   هي مصفوفة مثلثیه علویة   
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  2 1

3 1

4 1

' '
3 2

'
4

1 1

'
2 22

'3
3 35

'
4 4

1

1 2 1 3 5 1 2 1 3 5

2 1 3 4 10 0 5 5 10 0

3 1 1 1 12 0 5 2 8 3

5 1 3 4 7 0 11 8 19 18

                                                      

L L

L L
L L

L L

L

L L

L L
A b

L L

L L










    
   
       

      
   
       





'
2

'' ''
4 3

1

'
2

''1
3

5
''
4

1

'
2

''
3

'
4

1 2 1 3 5

0 5 5 10 0

0 0 3 2 3

0 0 2 3 18

1 2 1 3 5

0 5 5 10 0
                                                        

0 0 3 2 3

0 0 0 1 15

L

L L

L

L

L

L

L

L

L

L



 
 
  

  
 

  

 
 
  

  
 

  

  

 

  :ومنه نحصل على الجملة الآتیة

2 3 5...........(1)

5 5 10 0..........(2)

3 2 3....................(3)

15.........................(4)

x y z t

y z t

z t

t

   
   

  

  

  

 

15tنجد ) 4(من    9نجد ) 3(منz   21نجد)  2(و بالتعویض فيy   و بالتعویض

1xنجد  ) 1(في   و  ،  t بقیم       .  

 :إذن ( , , , ) 1,21,9,15x y z t    .   

   

  حل جملة معادلات خطیة بطریقة مقلوب مصفوفة 4.3.3

AX: لتكن جملة معادلات خطیة كتابتها المصفوفیة b
 

yz
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det: نإذا كا 0A 
 

فإن 
 

  . 1Aقابلة للقلب ومقلوبها هو  A وفةفالمص

1X: حل هذه الجملة الخطیة یعطى بالشكل A b.  

  :مثال

 :أوجد بطریقة مقلوب مصفوفة حل جملة المعادلات الخطیة التالیة

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 7,

2 3 6,

3 4 5.

x x x

x x x

x x x

   

  

   

  

  

AXالشكل  b حیث:  

1

2

3

1 1 2 7

2 3 1 ,  ,  6 .

3 4 1 5

x

A X x b

x

     
     
        
           

 :لدینا

     

3 1 2 1 2 3
det 1 1 2

4 1 3 1 3 4

        3 4 2 3 2 8 9

        2

A
 

   
 

        



  

detبما أن  0A   المصفوفة قابلة للقلب و حل الجملة الخطیة یعطى بالعلاقة فإن
1X A b  1مع هوA

 
  . مقلوب المصفوفة

  .1Aنعین  :أولا

: عن طریق القاعدة Aنحسب مقلوب 
  1

det

t
Com A

A
A
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:  حیث Com A
 

مع  المرافقة المعامل مصفوفةهي    1
i j

ijCom A A


 .  

  : لدینا

 

     

     

     

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

3 1 2 1 2 3
1 1 1

4 1 3 1 3 4

1 1 1 2 1 1
1 1 1

3 4 3 1 3 4

1 1 1 2 1 1
1 1 1

2 3 2 1 2 3

1 1 1

            1 7 1

1 5 1

Com A

  

  

  

   
   

  
   
    

  
 

        

   
 
    
    

  

  : وبالتالي

  
1 1 1

1 7 5

1 5 1

t
Com A

   
 
    
    

  

  : ومنه

  1

1 1 1

2 2 21 1 1
1 1 7 5

1 7 5
det 2 2 2 2

1 5 1
1 5 1

2 2 2

t
Com A

A
A



 
 

     
            
      

  
 

 

  :إذن الحل یعطى كمایلي
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1

1 1 1

2 2 2 7
1 7 5

6
2 2 2

5
1 5 1

2 2 2

7 6 5

2 2 2 3
7 42 25

              5
2 2 2

21
7 30 5

2 2 2

X A b

 
 

  
       
   

  
 

 
  

  
        
    

   
 

  

: أي أن   1 2 3, , 3, 5, 21x x x   
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 سلسلة تمارین غیر محلولة

 :التمرین الأول

 :حل جملة المعادلات الخطیة باستخدام طریقة كرامر )1

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

3 2 0

4 2 3 2

x x x

x x x

x x x

  


  
                                      

 ):Gauss(غوص حل جملة المعادلات الخطیة باستخدام طریقة  )2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8

2 3 5

3 3 2

x x x

x x x

x x x

  

  

                     
 :ثانيالتمرین ال

 :المعادلات الخطیة التالیة جمل لتكن )3

1 2

1 3

2 3

5 4

3 7

3

x x

x x

x x

 

  
                                   

2 7

2 3 6

3 4 5

x y z

x y z

x y z

   

  

    
 .أكتب الشكل المصفوفي  لكل جملة -1

 . بین أن كلا الجملتین لكرامر -2

 :كل جملة  بإستخدامحل  -3

 طریقة كرامر - 

طریقة غوصثم طریقة مقلوب مصفوفة  - 

  

 

 :)مع التبریر(تقبل حلا التالیة المعادلات الخطیة  ةجمل ھل -4
2 7

2 3 6

3 4 5

10

x y z

x y z

x y z

x y z

   
   

  

   

  



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

61 
 

  

  

  

  

 

            

  

  : سخامالمحور ال

 الأشعةالقیم الذاتیة و 

 الذاتیة
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 الذاتیة الأشعةالقیم الذاتیة و : خامسلالمحور ا

  

 1.5 القیم الذاتیة و الأشعة ( المتجهات ) الذاتیة

 
nمصفوفة مربعة من المرتبة  A لتكن :تعریف n نقول عن ،    أنها قیمة ذاتیة

nXإذا وجد  Aللمصفوفة    0معX   بحیث :  

AX X 

بالنسبة Aللمصفوفة ) أو متجه ذاتي ( شعاع ذاتي  یسمى X  )أو المتجه( الشعاع  - 

  .  للقیمة الذاتیة

بین أن الشعاع  :1مثال
1

2
X
 
  
 

شعاعا ذاتیا للمصفوفة  
6 0

16 2
A
 
  

 
بالنسبة للقیمة  

6الذاتیة  .  

:  لدینا  :الحل
6 0 1 6 1

6
16 2 2 12 2

AX X
      
         

      
  

6نقول في هذه الحالة أن القیمة الذاتیة    یقابلها الشعاع الذاتي
1

2
X
 
  
 

 .  

 ینبین أن الشعاع :2مثال

1

1

1

X

 
 
  
 
 

و  

1

1
'

2

1

X

 
 
 
 
 
 

للمصفوفة  نذاتیان شعاعا 

1 2 1

4 1 3

1 2 1

B

 
 
  
  

2 تینالذاتی تینبالنسبة للقیم    1و  على الترتیب .  

  :  لدینا  :الحل
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1 2 1 1 2 1

4 1 3 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1

BX X

        
      
            
            

  

2في هذه الحالة أن القیمة الذاتیة  ستنتجن   یقابلها الشعاع الذاتي

1

1

1

X

 
 
  
 
 

 .  

  :أیضا لدینا

1 1 1
1 2 1

1 1 1
' 4 1 3 '

2 2 2
1 2 1

1 1 1

BX X

      
      
                               

  

1نستنتج في هذه الحالة أن القیمة الذاتیة     یقابلها الشعاع الذاتي

1

1
'

2

1

X

 
 
 
 
 
 

 .  

  : مبرهنة

nمصفوفة مربعة من المرتبة A تإذا كان n  تكون ،  قیمة ذاتیة للمصفوفةA إذا

  :نوفقط إذا كا

det( ) 0A I   

 أمثلة:

  :  حیث Aأوجد القیم الذاتیة للمصفوفة  :1مثال

10 5

2 3
A

 
  
   

 الحل:

  :لدینا
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10 5 1 0

2 3 0 1

10 5
           

2 3

A I 





   
     

   

  
  

 

  

:ومنه  

       

       
2

10 5
det( ) 0 0

2 3

10 3 5 2 0

10 3 5 2 0

13 40 0

A I





 

 

 

 
   



     

     

   

 

:نحسب المحدد لهذه المعادلة   

 

 

:وبالتالي القیم الذاتیة للمصفوفة هما حلا المعادلة أي  

1

2

13 3
5,

2 2

13 3
8.

2 2

b

a

b

a





   
  

   
  

 

 

  :  حیث Bأوجد القیم الذاتیة للمصفوفة  :2مثال

5 1 2

2 3 6

7 1 0

B

 
 
  
 
 

 

 الحل:

  :لدینا

     

2

2

4

  13 4 1 40 9 0

b ac  
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5 1 2 1 0 0

2 3 6 0 1 0

7 1 0 0 0 1

5 1 2

           2 3 6

7 1

B I 







   
   

      
   
   

 
    
  

  

:ومنه  

3 2

5 1 2

det( ) 0 2 3 6 0

7 1

                         8 3 34 0

A I



 



  



     



    

 

:  وبما أن  

  3 28 3 3 2 ² 10 174            

:ومنه  

  

 

det( ) 0 0

2 

2 ² 10 17

² 10 17 0.......

 أو

 

.. *

A I   









   

 


 

 

 
 

 

   (*)معادلة النحل 

  : لدینا

     
2

10 4 1 17 32 0      

:للمعادلة حلان وبالتالي   
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1

2

10 32
5 2 2,

2 2

10 32
5 2 2.

2 2

b

a

b

a





   
   

   
   

 

Bنستنتج أن للمصفوفة  قمما سب
 

  : وهيمختلفة ثلاث قیم ذاتیة 

1,2 35 2 2,  2.     

  الكثیر الحدود الممیز لمصفوفة 5.2

n مربعة A الكثیر الحدود الممیز لمصفوفة :تعریف n  ونرمز له بـ p   یعطى

: بالشكل التالي   detp A I  
nهي مصفوفة الوحدة  Iحیث   n  .  

 

 أمثلة:

  :  حیث Aكثیر الحدود الممیز للمصفوفة ال -1
10 5

2 3
A

 
  
   

: هو        

   2 13 40P     
  :  حیث B كثیر الحدود الممیز للمصفوفةال -2 

3- 

5 1 2

2 3 6

7 1 0

B

 
 
  
 
 

  

  :هو      

3 2

p( ) det( )

        = 8 3 34

B I 
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 الذاتیة شعةتعیین الأ 5.3

 :نظریة

: القضایا الآتیة متكافئة،   n n مصفوفة مربعة من المرتبة  A   إذا كانت 

1-    قیمة ذاتیة للمصفوفةA. 
الجملة المتجانسة  -2  0A I X   تملك حلا غیر صفري بالنسبة لـX.  

0Xمع  Xشعاع ذاتي یوجد   -3  بحیث: AX X .  
4-    ھو حل للمعادلة الممیزة det 0A I . 

  

 مثال:

 

  :  حیث Aلنعین الأشعة الذاتیة للمصفوفة  - 1

8 6

2 7
A
 
  
   

 الحل:

   .Aنعین القیم الذاتیة للمصفوفة : الخطوة الأولى

  :لدینا

8 6 1 0

2 7 0 1

8 6
           

2 7

A I 





   
     

   

 
  

 

  

:ومنه  

      
2

8 6
det( ) 0 0

2 7

                        8 7 6 2 0

                        15 44 0

A I
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:نحسب المحدد لهذه المعادلة   

 

 

:وبالتالي القیم الذاتیة للمصفوفة هما حلا المعادلة أي  

1

2

15 7
4,

2 2

15 7
11.

2 2

b

a

b

a





   
  

   
  

 

 

  .Aالذاتیة للمصفوفة  الأشعةنعین : ثانیةالخطوة ال

4تعیین الشعاع الذاتي المقابل للقیمة الذاتیة  

  
  نحل الجملة المتجانسة  0A I X 

  
2بما أن المصفوفة من المرتبة  2 فإن الشعاع الذاتي یكون من الشكل:

 

1 2

2

x
X

x

 
  
 

.   

:لدینا

     2

1

2

8 6 0
0

2 7 0

         

x
A I X

x






     
       

    
  

4من أجل   نجد :  

1

2

4 6 0

2 3 0

         

x

x

    
    

      

  

     

2

2

4

  15 4 1 44 49 0

b ac  
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1:            ومنه 2

1 2

4 6 0

2 3 0

x x

x x

 

 

1: ومنه   22 3 0x x 

  

1: ومنه 2

3

2
x x 

    

2: وبالتالي
2

2

3 3

2 2
      1

x
X x

x

   
     
    

  

  

  

: إذن
3

2

   1

 
 
 
 

4شعاع ذاتي یقابل القیمة الذاتیة   .  

2: یمكن ملاحظة أن: ملاحظة 1

2

3
x x  وبالتالي

  1

2
-

3

 
 
  
 

شعاع ذاتي یقابل  هو أیضا 

4القیمة الذاتیة  .  

11تعیین الشعاع الذاتي المقابل للقیمة الذاتیة  

  
11من أجل   نجد :  

1

2

3 6 0

2 4 0

         

x

x

     
    

      

  

1:    ومنه 2

1 2

3 6 0

2 4 0

x x

x x

  

 

1أي         2

1 2

2 0

2 0

x x

x x

  

 

1: ومنه   22 0x x 

  

1: ومنه 22x x
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2: وبالتالي

2

2

2 2

 1

x
X x

x

   
    

  
  

  

: إذن
2

1

 
 
   11شعاع ذاتي یقابل القیمة الذاتیة .  

2: یمكن ملاحظة أن: ملاحظة 1

1

2
x x وبالتالي

1

1

2

 
 
 
 

شعاع ذاتي یقابل القیمة  هو أیضا 

11الذاتیة  .  
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

 : التمرین الأول

  :عین كثیر الحدود الممیز لكل مصفوفة ممایلي 

   

8 6

2 7
A
 
  
                

1 2

1 2
B

 
  
          

 

1 0 4

2 3 2

2 0 1

M

 
 
  
 
 

        

1 1 1

0 2 3

0 0 1

D

 
 
  
  

  

    :ثانيالتمرین ال

:القیم الذاتیة للمصفوفات التالیةو  الممیز المعادلةعین 
   

  

2 7

7 2
A
 
  
   

2 1

1 4
B
 
  
   

2 4 3

4 6 3

3 3 1

C

 
 
    
 
 

 

  :لثالثالتمرین ا

:أوجد القیم الذاتیة و الأشعة الذاتیة الموافقة لها للمصفوفات التالیة
   

  

2 2 1

1 1 1

0 0 1

D

 
 
   
 
 

       

2 4 3

4 6 3

3 3 1

C
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  : المحور السادس

و حساب  الدوال الأصلیة

  التكامل
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  و حساب التكامل الدوال الأصلیة :المحور السادس

  الدالة الأصلیة لدالة على مجال. 1.6

  .Iدالة معرفة على مجال f:تعریف

بحیث یكون Iقابلة للاشتقاق على Fكل دالة Iعلى المجال fنسمي دالة أصلیة للدالة

I ،من xمن أجل كل :   F x f x  

بـِ  المعرفة على Fالدالة :مثال  3 23 2F x x x   هي دالة أصلیة على للدالة

f على المعرفة  

بـِ   23 6f x x x  لأن من أجل كلx من لدینا :   23 6F x x x f x   .  

الدالةG المعرفة على  ِبـ  2 5 2F x x x   هي كذلك دالة أصلیة على للدالة

f  

: لدینا من xلأن من أجل كل   2 5G x x f x   .  

  مجموعة الدوال الأصلیة لدالة. 62.

 :خواص

 .Iتقبل دوالا أصلیة على fفإن Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت

 Iعلى fفإن كل الدوال الأصلیة للدالة Iعلى المجال fدالة أصلیة للدالة Fإذا كانت

  :الدوالهي 

 x F x k حیثk عدد حقیقي ثابت.  

بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن :مثال  23 4 2f x x x   . الأصلیة كل الدوال

بـِ  المعرفة على Fهي الدوال على fللدالة  3 22 2F x x x x k    حیثk 

  .عدد حقیقي ثابت

  الدالة الأصلیة التي تأخذ قیمة معلومة من أجل قیمة للمتغیر. 63.
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  .عدد حقیقي كیفي 0yو Iعدد حقیقي من I.0xدالة مستمرة على مجال f:خاصیة

تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد دالة أصلیة وحیدة     0 0F x y. 

): ب ـِ  المعرفة على  fنعتبر الدالة :تمرین ) 2 cosf x x x   

  .على fعین كل الدوال الأصلیة للدالة. 1

و التي تحقق على fللدالة Fعین الدالة الأصلیة. 2  1F   . 

  :الحل

2هي الدوال على fكل الدوال الأصلیة للدالة. 1 sinx x x k  حیثk  عدد

  .حقیقي

لدینا من جهة. 2  2 sinF x x x k  و لدینا من جهة ثانیة  1F   . 

  1F     2یعني 0 1k     21و منهk    . نجد هكذا أن

.  

  حساب الدوال الأصلیة. 4.6

 الدوال الأصلیة لدوال مألوفة. 4.6.1

 Iعلى المجال f، الدوال الأصلیة للدالةدوال مألوفة انطلاقا من قراءة عكسیة لمشتقات

 .  عددا حقیقیا كیفیا cیمثل. Fهي الدوال

I  
 F x 

  f x 
 

 ax c
 a )a  عدد حقیقي( 

 
21

2
x c x

 

 
11

1
nx c

n
 


 / 1n     / 1nx n   

 ;0 أو 0; 
1

c
x
  

2

1

x
 

  2 2sin 1F x x x    
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 ;0 أو 0;   1

1

1 n
c

n x 
 


 / 1n   1
nx

 / 1n   

 0;
 2 x c 

1

x
 

 cosx c  sinx 

 sin x c 

cos x 

;
2 2

k k
 
 

 
    

 tan x c 

2

2

1
1 tan

cos
x

x
  

  خواص. 4.6.2

Fفإن Iعلى مجال gو fدالتین أصلیتین على الترتیب ل ـِ GوFإذا كانت  -1 G 

fدالة أصلیة ل ـِ g علىI. 

Iعلى kfدالة أصلیة للدالة kFفإن Iعلى مجال fدالة أصلیة للدالة Fإذا كانت -2

 k .  

  الدوال الأصلیة و العملیات على الدوال. 5.6

u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI. 

على fالدوال الأصلیة للدالة uشروط على الدالة

I 

 fالدالة

 21

2
u c u u

 

 11

1
nu c

n
 


 / 1n  nu u )  1n   ( 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  

1
c

u
  

2

u

u


 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  
  1

1

1 n
c

n u 
 


 / 1n  n

u

u



 
) 1n ( 

 k
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،Iمن xمن أجل كل

  0u x  

2 u c 

u

u


 

*a 

1
sin( )ax b

a
 

cos( )ax b 

*a 

1
cos( )ax b

a
  

sin( )ax b 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  

 
 

u x
x

u x




 

  
 lnx u x

  

 
    u xu x e

 

 u xx e 

 Fهو مجموعة كل الدوال الأصلیة   xبالنسبة لـ   fد لـ و التكامل غیر المحد :تعریف

ونرمز له بالرمز  f x dx  ونكتب:    /f x dx F x c c     

الكتابة  : ملاحظة f x dxتقرأ  تكامل f x  بالنسبة لـx  

  :أمثلة

                                         
22 /xdx x c c   

  
 

2 33 /x dx x c c    

  د لبعض الدوال المألوفةو التكامل غیر المحد. 6.6

/adx ax c c   
  

2

/
2

x
xdx c c     

11
/

1
n nx dx x c c

n
  

 
          

  

  

  

  1

1 1
/

1n n
dx c c

x n x 
   

 

2

1 1
/dx c c

x x
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   sin cos /x dx x c c    
 

  
   cos sin /x dx x c c   

  

           
/x xe dx e c c     

         

1
ln /dx x c c

x
   

 
  :خواص

       
    *,  kkf x dx k f x dx      

       f x g x dx f x dx g x dx     

 

  :أمثلة
4 4

3 32 2 2 / /
4 2

x x
x dx x dx c c c c

 
       

 
     

2 4
2 2 31 1

3 3 2 / /
2 2

x x
x x dx dx xdx x dx x x c c c c

x x
                   

 10 10 1 9

1 1 1
/ /

10 1 9
dx c c c c

x x x
       

   

2 9
12 97 7

7 2 7 7
7

/ / / /
2 9 91
7 7

x x
x dx x dx c c c c c c x c c



           


       

  تعین الثابت

  :مثال

:إذا كان   2 3F x x dx   و 3 2F 
. فأوجد 

  
  :لدینا

 F x

1
2 /dx x c c

x
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    22 3 2 3 1 3 /F x x dx xdx dx x x c c          
  

من جهة أخرى  3 2F   تعني   
2

3 3 3 2c    16ومنهc  
  

:  إذن  2 3 16F x x x   

  قواعد عامة

1
ln /dx x a c c

x a
   


 

     ' /u x u xu x e dx e c c   
 

 
 

 
'

ln /
u x

dx u x c c
u x

   
  

         
11

' / ,  - 1
1

n n
u x u x dx u x c c n Q

n


    
  

 

 
 2 /

u x
dx u x c c

u x


     

  

  :أمثلة

1
ln 3 /

3
dx x c c

x
   


 

2 2

2 /x xxe dx e c c    

2

2

2 1
ln 10 /

10

x
dx x x c c

x x


    

  
  

     
11102 21

2 3 3 7 3 7 /
11

x x x dx x x c c         

  
2

3

3

3 5
2 5 /

5

x
dx x x c c

x x


   


 

  

  التكامل المحدود. 7.6
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دالة مستمرة على مجال f :تعریف ;a b
 

Fدالتها الأصلیة 
  

على  fالتكامل المحدود لـ ;a b هو عدد حقیقي نرمز له بـ 
b

a

f x dxحیث: 

       
b

x b

x a
a

f x dx F x F b F a



    

  :مثال

 

       

11 3 2
2

0 0

3 2 3 2

3 2

1 1 0 0 1
                  

3 2 3 2 6

x

x

x x
x x dx






   



    
       
   
   


 

  :مثال

 

 
 

 
 

22 4
3 2

1 1

4 4
2 2

2
4

2 1 3
                  2 1

4 4 4

x

x

x
x x dx x






   



   
       
   
   


 

 
 

تبقى الخواص المعطاة من أجل التكامل الغیر المحدود صحیحة بالنسبة للتكامل  :ملاحظة

 .المحدود

  طریقة المكاملة بتغییر الثابت و التعویض. 8.6

  :فإن fلدالةدالة أصلیة  Fإذا كانت

       ' /f g x g x dx F g x c c     

: و إذا كان u g x
:   فإن  'du g x dx أي

 
1

'
du dx

g x
 إذن:  
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    /f u du F u c c     

  :أمثلة

أحسب   -1  
322 5 5 2I x x x dx     

2نضع  5 2u x x     ومنه 2 5du x dx   أي
1

2 5
du dx

x



  

3I: نجد وبالتالي Iبالتعویض في عبارة  u dx إذن :  

 
424 5 2

/ /
4 4

x xu
I c c c c

 
      

  
أحسب  -2 

10
1J x x dx   

1uنضع  x    1ومنه 1du dx  أيdx du  

: نجد وبالتالي Jبالتعویض في عبارة   101J u u dx  إذن :

 
   

12 1112 11
10 11 10 1 1

1 / /
12 11 12 11

x xu u
J u u dx u u dx c c c c

 
                

  :أحسب-3

5

2

1
4

x
J dx

x

 
 

    

نضع 
1

4u
x
    ومنه

2

1
1du dx

x
   2أيdx x du   

5J: نجد وبالتالي Jبالتعویض في عبارة  u dx  
  :إذن

 
424 5 2

/ /
4 4

x xu
I c c c c

 
      

  
6

6

1
4

/ /
6 6

u x
J c c c c

 
 

       
  

  المكاملة بالتجزئة. 9.6

           ' 'u x v x dx u x v x u x v x dx  
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           ' 'u x v x dx u x v x u x v x dx    

أحسب التكامل  :مثال sinJ x x dx   

   ' 1u x x u x    

   ' sin cosv x x v x x   
  

: ومنه    sin cos 1 cos cos cosJ x xdx x x x dx x x xdx         
  

cos: إذن sin /J x x x c c    
  

xIالتكامل  أحسب :مثال xe dx   

   ' uإش������������������������������������������������������������������تقاق1 x x u x    

   ' x xv x e v x e  
  

x/: ومنه x x x xJ xe dx xe e dx xe e c c        
  

  الكسور الجزئیة باستعمالالمكاملة . 10.6

هذه الطریقة تستعمل لحساب التكاملات من الشكل 
 
 

p x
dx

Q x
حیث  p x و Q x

  . حدود كثیري

درجة كانت  إذا )1 p x  أصغر تماما من درجة Q x نكتفي بدراسة الحالتین:  

إذا كان مقام الكسر یكتب على شكل جداء لعوامل من الدرجة الأولى غیر  :الحالة الأولى

  :مكررة أي

      1 1 2 2 ... n nQ x a x b a x b a x b     

فإن الكسر 
 
 

P x

Q x
  :یفكك على شكل مجموع كسور جزئیة بالشكل التالي 

 
 

1 2

1 1 2 2

... n

n n

P x A A A

Q x a x b a x b a x b
   

  
  

  .ثوابت حقیقیة نعینها 1A،2A ،... ،nAحیث 
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وبالتالي  
 
 

1 2

1 1 2 2

... n

n n

P x A A A
dx dx dx dx

Q x a x b a x b a x b
   

       

:ملاحظة
   

ln
A A

dx ax b
ax b a

 


  

:أحسب التكامل :مثال
  

2 5

2 2 3

x
dx

x x



   

نفكك الكسر  أولا
  

2 5

2 2 3

x

x x



 
  

بما أن مقام هذا الكسر عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطیة غیر مكررة فإن تفكیك 

  :الكسر یتم حسب الحالة الأولى ولدینا

  
 1 22 5

......... 1
2 2 3 2 2 3

A Ax

x x x x


 

   
  

  .ثابتان حقیقیان نعینها  1A،2Aحیث 

  2Aو 1Aتعیین  ثانیا

  الطریقة الأولى

   .نوحد مقامي كسري الطرف الأیمن ونطابق مابین بسطي العلاقة الناتجة

: لدینا
  

   
  

1 22 3 22 5

2 2 3 2 2 3

A x A xx

x x x x

  


   
  ومنه 

  
   

  
1 2 1 22 3 22 5

2 2 3 2 2 3

A A x A Ax

x x x x

  


   
  

  :بمطابقة بسطي العلاقة الناتجة نجد

 
1 2

1 2

2 2

3 2 5

A A

A A

 

   

  

1:بحل هذه الجملة نجد 1A   2و 4A   

  :وبالتالي
   

2 5 1 4

2 2 3 2 2 3

x
dx dx dx

x x x x
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:إذن
   

2 5
ln 2 4ln 2 3 /

2 2 3

x
dx x x c c

x x


      

    

  الطریقة الثانیة

نضرب طرفي العلاقة  1  في Q x  ثم نعوض في النتیجةx الأقواس دم عبالقیم التي ت

  .في عبارة

: لدینا   1 22 5 2 3 2x x A x A      

2xلما    11نجد 1A   1ومنه 1A    

لما 
3

2
x   2نجد

1
2

2
A

 
   
 

2ومنه   4A   

:    وبالتالي
   

2 5 1 4

2 2 3 2 2 3

x
dx dx dx

x x x x

 
 

       

:إذن
   

2 5
ln 2 4ln 2 3 /

2 2 3

x
dx x x c c

x x


      

    

:أحسب التكامل :تطبیق
   

22 1

2 3 2 5

x x
dx

x x x

 

    

إذا كانت مقام الكسر یكتب على شكل جداء لعوامل من الدرجة الأولى  :لة الثانیةالحا

  :خطیة كلها مكررة أي

   
n

Q x ax b   

فإن الكسر 
 
 

P x

Q x
  :یفكك على شكل مجموع كسور جزئیة بالشكل التالي 

 
     

1 2
2

... n
n

P x A A A

Q x ax b ax b ax b
   
  

  

  .ثوابت حقیقیة نعینها 1A،2A ،... ،nAحیث 

  :وبالتالي
 
     

1 2
2

... n
n

P x A A A
dx dx dx dx

Q x ax b ax b ax b
   

  
     

 Q x
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:ملاحظة

  
    

1

1
/ ,  n 2

1

n n
n n

A A
dx c c

aax b n ax b


 
    

    
   

:أحسب التكامل :مثال
 

2

1

2

x
I dx

x







 

و 
 

2

3
3

x x
J dx

x





  

نلاحظ أّ ن المقام  Iبالنسبة للتكامل  Q x عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطیة

  :كلها مكررة لذلك

فإن الكسر 
 

2

1

2

x

x




  :زئیة بالشكل التاليیفكك على شكل مجموع كسور ج 

   
 1 2

2 2

1
......... 2

22 2

A Ax

xx x


 
 

  

  .ثابتان حقیقیان نعینها  1A،2Aحیث 

  2Aو 1Aتعیین 

نضرب طرفي العلاقة  2  في Q x  ثم نعوض في النتیجةx  بالقیم التي تعدم

الأقواس في عبارة Q x  

: لدینا  1 21 2x x A A     

2xلما    21نجد A  

2xحیث  xنختار قیمة كیفیة لـ 2Aلتعین    

  مثلا

3xلما    1نجد 22 A A   12ومنه 1A 1ومنه 1A   

:وبالتالي
   

2 2

1 1 1

22 2

x
dx dx dx

xx x


 

 
    

 :إذن
 

2

1 1
1ln 2 /

22

x
dx x c c

xx
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نلاحظ أّ ن المقام  Jبالنسبة للتكامل  Q x  عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطیة

  :كلها مكررة لذلك

فإن الكسر 
 

2

3
3

x x

x




  :یفكك على شكل مجموع كسور جزئیة بالشكل التالي 

     
 

2
31 2

3 2 3
.........

33 3 3

AA Ax x

xx x x


   
  

  

  .ثوابت حقیقیة نعینها 1A،2A ،3Aحیث 

  1A،2A ،3Aتعیین 

نضرب طرفي العلاقة    في Q x  ثم نعوض في النتیجةx  بالقیم التي تعدم

الأقواس في عبارة Q x  

: لدینا   
22

1 2 33 3x x x A x A A       

3xلما    36نجد A  

3xحیث  xنختار قیمتین كیفیتین مختلفتین لـ  2Aو 1Aلتعین    

  مثلا

0xلما   4وx   1نجد 26 9 3A A   1و 26 A A  بحل هاتین المعادلتین نجد :

1 1A  2و 5A   

  :وبالتالي

     

   

2
31 2

3 2 3

2 3

33 3 3

1 5 6
                    

3 3 3

AA Ax x
dx dx dx dx

xx x x

dx dx dx
x x x


  

  

  
  

   

  
  

           :إذن
   

2

3 2

5 6
1ln 3 /

33 3

x x
dx x c c

xx x
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: أحسب التكامل :مثال
  

2

2 1

1 2

x
J dx

x x




 
  

نلاحظ أّ ن المقام  Jبالنسبة للتكامل  Q x  عبارة عن حاصل ضرب معاملات خطیة

  :غیر مكررة و معاملات خطیة مكررة لذلك

فإن الكسر 
   

2

2 1

1 2

x

x x



 
  :یفكك على شكل مجموع كسور جزئیة بالشكل التالي 

      
 31 2

2 1 2

2 1
.........

11 2 2 2

AA Ax

xx x x x


   
   

  

  .ثوابت حقیقیة نعینها 1A،2A ،3Aحیث 

  1A،2A ،3Aتعیین 

نضرب طرفي العلاقة    في Q x ثم نعوض في النتیجةx  بالقیم التي تعدم الأقواس

في عبارة Q x  

: نالدی      
2

1 2 32 1 2 1 2 1x x A x x A x A         

1xلما    11نجد A  

2xلما    33نجد A  

2xحیث  xنختار قیمة كیفیة لـ  2Aلتعین    

3xلما  مثلا   نجد       25 1 1 2 1 2 3A   25و 7 2A   22ومنه 2A  إذن

2 1A    

  :وبالتالي

      

   

31 2
2 1 2

1 2

2 1

11 2 2 2

1 1 3
                    

1 2 2

AA Ax
dx dx dx dx

xx x x x

dx dx dx
x x x
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:إذن
   

2

3 1

3
1ln 1 1ln 1 /

3 2

x x
dx x x c c

x x


      

 
   

  :تطبیق

: أحسب التكامل 
   

2

2 3

2 5 3

1 2

x x
J dx

x x

 


 
  

درجة إذا كانت  )2 p x)درجة  تساوي أو أكبر )الكسر بسط Q x)الكسر مقام( 

نجري عملیة القسمة الإقلیدیة لـ  p x على Q x نجد:  

 
 

 
 
 

P x r x
q x

Q x Q x
 حیث     deg degr x Q x.  

:وبالتالي
 
 

 
 
 

P x r x
dx q x dx dx

Q x Q x
     

  :مثال

:أحسب التكامل 

2 3 5

2

x x
dx

x

 

  

  :لدینا

 
2

2

3 5 3
1

2 2

                       3ln 2 /
2

x x
dx x dx dx

x x

x
x x c c
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  سلسلة تمارین غیرمحلولة

  :أحسب التكاملات الآتیة :التمرین الأول

2

0

2 1x dx
      

7 5

2

3
5 ,x x dx

x

 
  

 


      
 23 5 ,x x dx   

  :باستعمال تبدیل المتغیر والتعویض أحسب : التمرین الثاني

 
3

sin cos ,x xdx
3

0

1x x dx  
5

1 ,x x dx 
2

3
,

2

x
dx

x 
  

  : بالتجزئة أحسب بالمكالمة :التمرین الثالث

2

1

2 ,    ln ,    ln
e

xxe dx xdx x xdx   

  :   ما یليباستعمال الكسور الجزئیة  المكالمةأحسب بطریقة  :التمرین الرابع

 

3

2

1

,
2

x
dx

x 


  
  

1
,

1 2
dx

x x 
   

2

5 1
,

2 15

x
dx

x x



  

                

2 3 3
,

2

x x
dx

x

 


     

2
,

2 1

x
dx

x x 
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  :السابع المحور

  ذات عدة متغیراتالدوال 
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  ذات عدة متغیراتالدوال : المحور السابع

   ذات عدة متغیراتالدالة . 1.7

أو nمن Dمعرفة من جزء fنسمي دالة ذات عدة متغیرات حقیقیة كل دالة  :تعریف

  في  nكل 

صورة  1 2, ,..., nx x x هي العدد الحقیقي 1 2, ,..., nf x x x 

: نكتبمتغیر حقیقي  nدالة ذات  fفي حالة
   1 2 1 2

:

, ,..., , ,...,

n

n n

f D R R

x x x f x x x

 


  

   :أمثلة

 1 2 2 1, 2 3 10f x x x x    ،هي دالة ذات متغیرین  

 , ,
2 5

x y z
f x y z

y x

 


 
  هي دالة ذات ثلاث متغیرات، 

   , ln 1f x y y x   هي دالة ذات متغیرین.  

  میدان تعریف دالة ذات عدة متغیرین. 72.

ذات متغیرین مجموعة العناصر fتعریف دالة ) منطقة(نسمي میدان  :تعریف 1 2,x x 

fDونرمز لها بـ fالتي لها صورة فعلیة بـ  2من
  :أي 

    2
1 2 1 2, / ,  fD x x f x x existe   

  :لنعین میدان تعریف الدالة في كل حالة ممایلي  :مثال

  
 1 ,

2 1

x
f x y

y x

 

 )1  
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   2 , ln 5 3f x y x y  )2    

   2 2
3 , 9f x y x y  )3  

  :الحل

  
  

1

2

2

, / 2 1 0

     , / 2 1

fD x y y x

x y y x

    

   




  

2نعلم أن  1y x تمثل معادلة مستقیم.   

إذن
1f

D  2هي نقاط المستوي التي لا تنتمي إلى المستقیم ذو المعادلة 1y x   

  
  

2

2

2

, / 5 3 0

     , / 5 3

fD x y x y

x y y x

    

   




  

5نعلم أن  3y x   تمثل معادلة مستقیم  

إذن  
2f

D  5هي نقاط المستوي الواقعة أسفل تماما المستقیم ذو المعادلة 3y x   

  

      
2

2 2 2

2 22 2

, / 9 0

     , / 0 0 3

fD x y x y

x y x y

    

     




  

نعلم أن    
2 2 20 0 3x y   تمثل معادلة دائرةC مركزها 0,0O و نصف قطرها

3r   

إذن  
3f

D ذو المعادلة  ) نقاط المستقیم فیها بما(هي نقاط المستوي الواقعة فوق المستقیم

5 3y x   
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  المشتقات الجزئیة من الرتبة الأولى. 3.7

:هي المشتقات الجزئیة من الرتبة الأولى
f

x




 ،

f

y



 
حیث

f

x




متغیر و xیحسب باعتبار 

y ثابت و
f

x




  . ثابت xمتغیر و yیحسب باعتبار 

:المشتقان الجزئیان للدالة حیث :مثال   , ln 1f x y y x   هما
1

1

f

x y x

 


  
 ،

1

1

f

y y x




  
.  

  المشتقات الجزئیة من الرتبة الثانیة. 74.

:هيذات متغیرین  fلدالةالثانیة من الرتبة  الجزئیة تالمشتقا
2

2

f

x




 ،

2

2

f

y




 ،

2 f

x y



 
، 

2 f

y x



  
:حیث

2

2

f f

x x x

   
  

   
، 

2

2

f f

y y y

   
  

   
، 

2 f f

x y x y

   
  

    
، 

2 f f

y x y x

   
  

    
  

 :حیثfللدالةمن الرتبة الثانیة لنحسب المشتقات الجزئیة  :مثال

  3 4, 5f x y x y x   

:لدینا 
  3,

20
f x y

y x
y


 


  ،

  2 4,
3 5

f x y
x y

x


 


  

                  :ومنه
 

 
2

3 2

2

,
20 60

f x y
y x y x

y y
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2
2 4

2

,
3 5 6

f x y
x y x

x x

 
  

 

   2 4 3,
3 5 20

f x y
x y y

y x y

  
    

   
  

   3 3,
20 20

f x y
y x y

x y x
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

 :1تمرین

  :في  كل حالة  fتعریف الدالة ) میدان(عین منطقة  -1

   

 

 

 

 

2 2

2 2

1) , ln - 1

2) , 2 - -1

3) ,
2 - 3

4) , 1

5) , 2 4 4

f x y x y

f x y x y

x y
f x y

x y

f x y x y

f x y x x y y

 





 

  

    

 

 .في كل حالةfعین المشتقات الجزئیة من الرتبة الأولى للدالة  -2

 ).3(و) 2(و) 1(في الحالات fعین المشتقات الجزئیة من الرتبة الثانیة للدالة  -3

 :2تمرین

  :في  كل حالة  fتعریف الدالة ) میدان(عین منطقة  -1

   

 

   

ln

2 1

2 2

1) ,

2) ,

3) , ln 1

y x

x y

x y

f x y e

f x y e

f x y x y





 





  
 

 .في كل حالةfعین المشتقات الجزئیة من الرتبة الأولى للدالة  -2

  ).3(و) 2(و) 1(في الحالات fعین المشتقات الجزئیة من الرتبة الثانیة للدالة  -3
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  :ثامنال المحور

معادلات التفاضلیة ال

  العادیة
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  المعادلات التفاضلیة العادیة :المحور الثامن

  المعادلة التفاضلیة  1.8

 :1 تعریف

 وبعض )تابعة لمتغیر ( مجهولة دالّة على تحتوي معادلات هي :التفاضلیة المعادلات

 .مشتقاتها

. f (x)   ًمن  بدلا  y   نستخدم عادة  

 :2تعریف 

  .المعادلة هذه في موجودة دالة لمشتقة رتبة أعلى هي التفاضلیة المعادلة رتبة

   .المعادلات هذه مشتقاتها مع تحقق دوال إیجاد هو التفاضلیة المعادلات حل :ملاحظة

 الأولى والدرجة الأولى المعادلات تفاضلیة من الرتبة 2.8

 :من الشكل  التفاضلیة المعادلات 1.2.8 'y f x  

: حلها هو y f x dx .  

  :مثال

' حل المعادلة ) 1 2 1y x  العام هو  22 1 /y x dx x x c c      .  

: الحل الخاص لها الذي یحقق ) 2 0 1y   2: هو 1py x x    

 : من الشكل التفاضلیة المعادلات 2.2.8   'y f x h y 

x,تحوي متغیرین  y  یتم حلها بطریقة فصل المتغیرات بالكیفیة الآتیة: 

: نكتبها على الشكل 
 

 
1

dy f x dx
h y

  ثم نكامل الطرفین وصولا إلىy  حل المعادلة

  .التفاضلیة 

'2 : لنحل المعادلة التفاضلیة ) 1 :مثال 3 0y x y  بطریقة فصل المتغیرات.  

  :لدینا
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3

3 3

2

2

2

2

3

3 0

3

3

1
3

ln

' / '

x c

x c x

dy
x y

dx

dy
x y

dx

dy
x dx

y

dy x dx
y

y x c

y e

y e e c e c



 

 

 

 

  

 

   

 



  

y' :من الشكل  التفاضلیة المعادلات 3.2.8 ay حیث*a 

/*حلولها هي  caxy ce   

' :حل المعادلة التفاضلیة  :مثال 5y y هو :
5 */ cxy ce   

y' :من الشكل  التفاضلیة المعادلات 4.2.8 ay b  حیث
*,a b 

/حلولها هي  cax b
y ce

a
    

' :حل المعادلة التفاضلیة  :مثال 3 2y y  3: هو 2
/ c

3
xy ce    

  الأولى والدرجة الثانیة المعادلات تفاضلیة من الرتبة 5.2.8

 :من الشكل  التفاضلیة المعادلات - ''y f x 

  :نحلها على مرحلتین 

    1'y f x dx F x c    ثم    1 1 2 1 2/ ,y F x c dx G x c x c c c        

'' :حل المعادلة : مثال 2 xy x e   
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: لدینا  2
1' 2 x xy x e dx x e c     ومنه :

 
3

2
1 1 2 1 2/ ,

3
x xx

y x e c dx e c x c c c          

 :من الشكل  التفاضلیة المعادلات - '' by' cyay f x    , ,a b c  0وa . 

في حالة   0f x   تصبح على الشكل: '' by' cy 0ay    تسمى معادلة متجانسة نرمز

2 :ومعادلتها الممیزة هي hyلحلها بـ   br c 0ar   . 

2نحسب  4b ac   

0ا كان ذإ -      1فإن للمعادلة الممیزة حلان مختلفان 2,
2 2

b b
r r

a a

     
  

1: والحل یعطى بالشكل  2

1 2 1 2/ c ,r x r x
hy c e c e c   

0ا كان ذإ -     فإن للمعادلة الممیزة حل مضاعف
b

r
a


   والحل یعطى بالشكل :

 1 2 1 2/ c ,rx
hy c c x e c   

0ا كان ذإ -     1فإن للمعادلة الممیزة حلان مركبان 2,r a ib r a ib      والحل

: یعطى بالشكل     1 2 1 2cos sin / c ,ax
hy e c bx c bx c   

  :أمثلة

'' :حل المعادلة التفاضلیة/ 1 y' 2 0y y    

2 :معادلتها الممیزة هي  2 0r r   و 

لدینا     
2

1 4 2 1 9      1و 2

1 9 1 9
1, 2

2 2
r r
   

    

2: إذن
1 2 1 2/ c ,x x

hy c e c e c   

4 :حل المعادلة التفاضلیة / 2 '' 4 y' 0y y    

24 :معادلتها الممیزة هي  4 1 0r r    لدینا    
2

4 4 4 1 0     و بالتالي للمعادلة

الممیزة حل مضاعف  
4 1

2 8 2

b
r

a
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:والحل یعطى بالشكل  
1

2
1 2 1 2/ c ,

x

hy c c x e c  . 

في حالة   0f x   

g :الحل العام لها هو  h py y y  ''حل المعادلة المتجانسة  hyحیث   by' cy 0ay    

 :حل خاص للمعادلة  pyو  '' by' cyay f x    

pyطریقة تعیین الحل الخاص  مع    f x  كثیر حدود درجتهn.  

0cإدا كان    نأخذ py g x  حیث  deg g x n
  

,0إدا كان   0c b   نأخذ py g x حیث  deg 1g x n    

0bإدا كان  c   نأخذ py g x  حیث  deg 2g x n  

  :أمثلة

'' :حل المعادلة التفاضلیة  y' 2 2 1y y x     

  : نحلها على مرحلتین 

  hyنعین 

''المعادلة الممیزة للمعادلة المتجانسة  y' 2 0y y   2 :هي 2 0r r    

لدینا     
2

1 4 2 1 9      1و 2

1 9 1 9
1, 2

2 2
r r
   

    

2: إذن
1 2 1 2/ c ,x x

hy c e c e c   

 pyنعین 

: بما أن  2 1f x x  0و   1عبارة عن كثیر حدود من الدرجةc  نأخذ:   

                                     py ax b   

py': لدینا  a    و'' 0py    
'': ومنه y ' 2 2 1p p py y x      تعني 0 2 2 1a ax b x      أي: 

2 2 2 1ax b a x      وبالمطابقة نجد:  
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2 2

2 1

1

1

a

b a

a

b

 

  

 
 

 

  

1py: وبالتالي x    

:نجد أن  2و  1من  
 

2
1 2 1 2x 1/ c ,x x

g h py y y c e c e c        
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  سلسلة تمارین غیر محلولة

 

  :التمرین الأول

  :ت التفاضلیة الآتیةحل المعادلا

' 7 4y x   

' 5 3y y   

2'' 5 xy x e   

  :ثانيالتمرین ال

  :التالیة التفاضلیة تحل بطریقة فصل المتغیرات المعادلا

1          /
2' 3 0y x y   

2      / 1 ' 0x y y    

3/       
2

2
' 0

1

x
y y

x
 


  

  :التمرین الثالث 

  : المتجانسة التالیة التفاضلیة تحل المعادلا

'' y' 2 0y y    

'' 9 0y y   

4 '' 4 y' 0y y    

  :غیر المتجانسة التالیة التفاضلیة تحل المعادلا

'' y' 2 2 1y y x     
2'' y' 2 1y y x x      

  

  



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

102 
 

  الفھرس
 

  3.......................... ....................بنیة الفضاء الشعاعي :المحور الأول

 4..............................................................الفضاء الشعاعي 1.1

  6.................................. ....................الفضاء الشعاعي الجزئي 2.1

  9.......................................................الخطيالتركیب أو المزج  3.1

  11.................................المرتبطة خطیا-)المستقلة خطیا( العائلة الحرة  4.1

  12.................................................................العائلة المولدة 5.1

  14...............................................................الأساس و البعد 6.1

  14................................................................الجمع المباشر 7.1

  15......................................................بعد فضاء شعاعي جزئي 8.1

  17.........................................................سلسلة تمارین غیر محلولة 

  18..................................................التطبیقات الخطیة: المحور الثاني

  19...............................................................أمثلةتعریفات و  1.2

  20........................................................خطیینتركیب تطبیقین  2.2

  21......................................................نواة وصورة تطبیق خطي 3.2

  23.............................................................رتبة تطبیق خطي 4.2

  25..........................................................سلسلة تمارین غیر محلولة

  26.....................................المصفوفات مفاهیم عامة حول: المحور الثالث

 27.............................................................تعریفات و أمثلة  1.3

  28...........................................................المربعةالمصفوفات  2.3

  29.............................................................مصفوفات خاصة 3.3



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

103 
 

  30...........................................العملیات الأساسیة على المصفوفات 4.3

  32..............................................................المحدد لمصفوفة 5.3

  33.........................................................محدد منقول مصفوفة 6.3

  34.................................................قواعد الحساب لمحدد مصفوفة 7.3

  36...............................................المصفوفة المرافقة لتطبیق خطي 8.3

  39.................................................................رتبة مصفوفة 9.3

  41.............................................................مقلوب مصفوفة 10.3

  42..................................................المصفوفة المرفقة بمصفوفة 11.3

  42................................................قاعدة جساب مقلوب مصفوفة 12.3

  44..........................................................سلسلة تمارین غیر محلولة

  45............................................حل جملة معادلات خطیة: المحور الرابع

  46..........................................تعریف و أمثلة: جملة معادلات خطیة 1.4

  47.......................................الكتابة المصفوفیة لجملة معادلات خطیة 2.4

  48.....................................................خطیةحل جملة معادلات  3.4

  48...............................................................طریقة كرامر 1.3.4

  50...............................................................طریقة غوص 2.3.4

  57......................................................طریقة مقلوب مصفوفة 3.3.4

  60..........................................................سلسلة تمارین غیر محلولة

  61....................................الأشعة الذاتیة القیم الذاتیة و: المحور الخامس

  62...............................................................أمثلةتعریفات و  1.5

  66.................................................الكثیر الحدود الممیز لمصفوفة 2.5

  67...........................................................تعیین الأشعة الذاتیة 3.5



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

104 
 

  71..........................................................ر محلولةسلسلة تمارین غی

  72............ ......................التكامل وحسابصلیة لأالدوال ا :السادسالمحور 

  73................................................الدالة الأصلیة لدالة على مجال 1.6

  73.................................................الأصلیة لدالة مجموعة الدوال  2.6

  73....................ریللمتغ مةیمعلومة من أجل ق مةیالتي تأخذ ق ةیالدالة الأصل 3.6

  74........................................................................حساب الدوال الأصلیة 4.6

  75.........................................الدوال الأصلیة والعملیات على الدوال  5.6

 76........................................................التكامل الغیر المحدود  6.6

  78..............................................................التكامل المحددود 7.6

  79.......................................طریقة المكاملة بتغیر الثابت و التعویض 8.6

  80..............................................................ئةبالتجز  ةالمكامل 9.6

  81............................................المكاملة باستعمال الكسور الجزئیة 10.6

  80........................................................ .ارین غیر محلولةسلسة تم

  89...........................................الدوال ذات عدة متغیرات :السابعالمحور 

  90.................................................................أمثلةتعریف و  1.7

  90...............................................تعریف دالة ذات متغیرینمیدان  2.7

  92.............................................المشتقات الجزئیة من الرتبة الأولى 3.7

  92.............................................المشتقات الجزئیة من الرتبة الثانیة 4.7

  94..........................................................غیر محلولةسلسلة تمارین 

  95........................................المعادلات التفاضلیة العادیة :ثامنالمحور ال

  96......................................................................تعاریف  1.8

  96.........................تفاضلیة من الرتبة الاولى و الدرجة الأولىالمعادلات ال 2.8



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

105 
 

المعادلات التفاضلیة من الشكل  1.2.8 'y f x.................................96  

المعادلات التفاضلیة من الشكل  2.2.8   'y f x h y...........................96  

y'المعادلات التفاضلیة من الشكل  3.2.8 ay  مع
 

*a.......................97 

y'المعادلات التفاضلیة من الشكل  4.2.8 ay b   مع
 

*,a b.................97 

  97..........................والدرجة الأولى ةیمن الرتبة الثان ةیالمعادلات تفاضل 5.2.8

  101........................................................سلسلة تمارین غیر محلولة

 

  106.........................................................................المراجع 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

106 
 

  المراجع
  بالعربیة المراجع

  

 ،الهندسة التحلیلیة في الفضاء، منشورات جامعة حلب ، حمندوش محمد جمال .د . 1

2010. 

منشورات المعهد العالي للعلوم التطبیقیة ) الجبر الخطي( 2الجبر ، عمر قوبا. د. 2

  .  2017 ،والتكنولوجیا

  .2015 ،التحلیل المتجهي، منشورات جامعة دمشق، وسام طالب. د. 3

الدار الدولیة للنشر ، نظریات ومسائل في المصفوفات: ملخصات شوم، یزوآفرانك . د. 4

  ).النسخة العربیة(والتوزیع 

 ،منشورات جامعة تشرین كلیة الهندسة التقنیة): 1(الریاضیات ، محمد حسن نزار .د .5

2006 .  

منشورات جامعة الهندسة التحلیلیة في الفراغ، ، خدیجة قعقع. الغصن، أ أحمد. د. 6

  . 2007-2006 ،تشرین

    .2018. 1التفاضل والتكامل ج. جهیمة رمضان محمد. 7

، دیوان )3ط(شیراز الطلباني و نزار إسماعیل،  محاضرات في الجبر الخطي . 8

  .1989المطبوعات الجامعیة، 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 LMDالسنة  الاولى جذع مشترك                        مادة الریاضیات                وتطبیقات                     دروس 

  

 

107 
 

 
 
 
 

  فرنسیةبالالمراجع 
 
 
 
 
 
 
 

1. Baba hamed C, Benhabib K, Algèbre 1 rappels de cours et 

exercices avec solutions.  OPU. 

2. Khelladi  A. Introduction à l'analyse mathématique, OPU, 

2002. 

3. ANTON H et RORRES C. Elementary linear algebra: 

applications version. John Wiley & Sons, 2013. 

4. Kuttler, Kenneth. Elementary linear algebra. The Saylor 

Foundation, 2012. 

5. Kirkwood, James R, Bessie H. Kirkwood. Elementary Linear 

Algebra. Chapman and Hall/CRC, 2017. 

6. Blondel V, Mathématiques analyse. Dunod, 2000. 

7. Zizi K, Mathématiques algèbre et analyse, OPU, 2003 

8. Gilbert  S,  Linear Algebra and it's Applications, First Edition, 

Davis California, 2013 

  

  

  


