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Résume

La convection naturelle dans une cavité fermée avec la présence d’un champ magnétique est étudiée
numériqguement par la méthode des volumes finies. Le phénoméne physique dépend des nombres
adimensionnels suivant : le nombre de Rayleigh Ra, le nombre de Hartmann Ha, le nombre de Prandtl Pr et
I’angle d’inclinaison du champ magnétique ¢. Les résultats montrent que la vitesse de 1’écoulement et le
transfert de chaleur augmentent ou réduits respectivement selon I’augmentation ou la réduction des nombre

Ra et Ha. Un champ magnétique horizontal produit la plus grande réduction.

Mots clés : Convection naturelle, volumes finies, cavité carrée, champ magnétique.
Abstract

Natural convection in a square cavity with magnetic field effect is studied numerically with finite volume
method. The problem depends on Rayleigh number Ra, Hartmann numbre Ha, Prandtl numbre Pr and
inclinaison angle of magnétique field ¢. Results show that both flow velosity and heat transfer increase or
decrease respectively with increasing or decreasing the numbers Ra and Ha. A horizontal magnetic field

brings the largest reduction.

Keywords: natural convection, finite volume, square cavity, magnetic field.
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NOMENCLATURE

Nomenclature

A : Rapport d’aspect géométrique =L/H

g : Accélaration de la pesanteur

H : Hauteur de I’enceinte

L : Longueur de I’enceinte

| : Largeur de I’enceinte

P : Presion adminensionnelle

S : Source de I’équation de discretisation

T : Température

t : Temps adminensionnelle

U : Composante horizontale adminensionnelle de la vitesse
V : Composante verticale adminensionnelle de la vitesse

X : Coordonnée horizontale adminensionnelle

Y : Coordonnée verticale adminensionnelle

¢ : variable dépendante

Fx : Composante adminensionnelle de la force de Lorentz suivent OX

Fy : Composante adminensionnelle de la force de Lorentz suivent OY

Symboles grecs

. . T-T..:
O : Temperature adminensionnelle ; 6= —"5"—

T'max—Tmin

p : Masse volumique[kg/m?]

At : Increment de temps][s]

AX : Dimension d’un volume de contrdle dans la direction horizontale [m]
AY : Dimension d’un volume de controle dans la direction verticale [m]

v : viscosite cinématique [1/m?2.s]

o : diffusité thermique

O : rapport du forces de volumes




NOMENCLATURE

Grt : Grashof thermique = g BAT’Z—E v AT = Thax — TminlK]

v
Pr: nombre de Prandtlz;

Nu : nombre de Nusselt = -% dy

Ha : nombre de hartmann :B.\/%

Sh : nombre de Sherwood

Indices

P : Point au centre du Volume fini
E : Point a I’est du point P

W : Point a I’ouest du point P

N : Point au nord du point P

S : Point au sud du point P

0 : Etat de référence a Tmin

Min : Minimum des valeurs

Max : Maximum des valeurs
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Chapiter | Introduction

.1 Introduction

La convection naturelle désigne le processus de transfert thermique résultant du
mouvement des particules élémentaires d'un fluide entre des zones ayant des
températures différentes. Ce mouvement entraine un mélange intense des particules

fluides qui échangent de I'énergie et de la quantité de mouvement entre elles.

Contrairement a la convection forcée, dont le mouvement du fluide est di a un
apport externe d'énergie, la convection naturelle a pour origine les variations de la
masse volumique au sein méme du fluide, liées aux variations de sa température. La
structure et l'intensité de la convection naturelle sont en relation directe avec les
conditions thermiques qui la déclenchent, la nature de fluide et la géométrie de

I'espace ou a lieu le processus [*].

11.2 Revue bibliographique
Cette partie est consacrée aux différentes investigations effectuées dans le passé sur

I'effet d'un champ magnétique sur le phénomene de la convection naturelle d'un

fluide, pur ou binaire et électriguement conducteur.

La premiere investigation sur l'interaction entre un champ magnétique externe et la
convection naturelle d'un fluide pur semble avoir été faite par Sparrow et Cess
(1961). L'étude considérait le cas d'un écoulement, en régime de type couche limite
laminaire, sur une plaque verticale isotherme. Il a été trouvé que, pour des métaux
liquides, le transfert de chaleur par convection naturelle pouvait étre notablement
affecté par la présence d'un champ magnétique ; alors qu'avec d'autres fluides ces

effets étaient treés petits [1].
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Le méme probleme a été repris par Emery (1963) afin de déterminer I'effet d'un
champ magnétique sur la convection naturelle d'un fluide conducteur (mercure)
confiné dans une cavité verticale, La plague verticale est placée dans un canal
rectangulaire vertical et étroit, Les résultats de I'expérimentation ont montré que la
réduction du taux de transfert de chaleur a travers le mercure, due a I'application d'un

champ magnétique transversal B, est fonction du parametre B? IVAT, dans lequel
AT est la différence de température entre les parois verticales de la cavite [2].

Chamkha (1997) a consideré la convection naturelle hydromagnétique sur une plaque
verticale bordant un milieu poreux saturé et thermiquement stratifié, Le fluide pur est
supposé étre électriquement conducteur et générateur de chaleur, 1l a constaté que le
nombre de Nusselt diminue quand le nombre de Hartmann, le paramétre de
stratification ou quand le paramétre d'inertie de milieu augmentent, les méme
résultats ont été obtenus par Elbashbeshy (2000) quand il a étudié I'effet d'un champ
magnetique sur I'écoulement d'un fluide incompressible, avec une viscosité et une
diffusivité thermique variable avec la température, Ainsi, il a été observé que la
vitesse adimensionnelle prés de la plague verticale diminue, a mesure que le champ

magnétique augmente,alors que cela fait augmenter la distribution de température [3].

Pour ce type de configuration géométrique, un certain nombre de publications ont
considéré le cas un fluide binaire (par exemple une solution aqueuse salée), Ainsi,
Elbashbeshy (1997) a étudié le transfert de chaleur et de masse le long d'une plaque
verticale sous I'effet d'une force de flottaison résultant des effets combinés de
gradients thermique et solutal, en présence d'un champ magnétique, Les équations de
la couche limite sont résolues numériquement et les résultats montrent que la valeur
maximale de la vitesse diminue avec l'augmentation de champ magnétique, B
,Cependant, elle augmente avec le rapport de forces de volume, q, et le nombre de

Prandtl, Pr, Il a été démontré que Nu et Sh diminuent avec l'augmentation de B et ,0,

3
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I'effort de cisaillement local exercé par I'écoulement sur la paroi diminue quand le
champ magnétique B augmente tandis que celui-ci augmente quand le rapport de

forces de volume ,9 , et le nombre de Prandtl Pr augmentent [4].

Plus tard, une investigation analytique et numérique a éte faite par Alchaar, VVasseur
et Bilgen (1995) sur l'effet d'un champ magnétique transverse sur la convection
naturelle d'un fluide pur dans une cavité rectangulaire horizontale, Cette derniére est
chauffée par un coté et refroidie par l'autre et les parois horizontales sont considérées
adiabatiques, Les résultats analytiques et numériques représentent les profils de
vitesse et de température et de transfert de chaleur en termes de nombre de Hartmann.
On observe que pour des nombres de Hartmann élevés, le gradient de vitesse dans le
ceour de la cavité est constant en dehors des deux couches de Hartmann, a proximité

des parois normales au champ magnétique [5].

Rudraiah et Al (1995) ont aussi fait une étude sur la convection naturelle dans une
cavité rectangulaire verticale remplie d'un fluide pur électriguement conducteur en
présence d'un champ magnétique. Les deux parois verticales sont chauffées avec des
tempeératures constantes tandis que les parois horizontales sont maintenues
adiabatiques. Ils ont conclu que l'effet principal de Il'imposition d'un champ
magnétique est de diminuer le taux global de transfert thermique entre les parois
chaudes et froides. L'augmentation de I'intensité du champ magnetique aplatit la créte
de la vitesse preés de la paroi, pour un nombre éleve de nombre de Grashof. Le champ

magnétique réduit légerement le nombre de Nusselt [6].

Alchaar, Vasseur, Bilgen (1995) ont étudie I'effet d'un champ magnéetique incliné
sur la convection naturelle dans une cavité aplatie, chauffée par le bas et refroidi par
le haut. Pour une convection supercritique, I'augmentation du nombre de Hartmann,
Ha, conduit a l'augmentation du nombre de cellules dans la cavité, quand le champ

magnétique est appliqgué normalement a cette derniere. L'imposition d'un champ

4
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magnétique incliné, provoque de nouveaux modes d'écoulements des formes de
cellules modifiées par la force de Lorentz induite. Pour un nombre de Hartmann
donné, le taux de transfert de chaleur diminue quand le nombre de Prandtl, Pr, est

réduit. Le nombre de Rayleigh critique augmente avec la diminution de Pr [5].

Bian et al (1996) ont repris cette configuration pour étudier la stabilité de
I'écoulement d'un fluide conducteur dans une cavité horizontale soumise a l'influence
d'un champ magnétique transversal. Les parois verticales de la cavité sont maintenues
isothermes alors que les parois horizontales sont adiabatiques. Il a été démontré qu'en
absence du champ magnétique, la structure de I'écoulement est parallele dans le ceour
de la cavité et tourne de 180, dans les bouts. Ils ont montré que lorsque le nombre Ha
est augmente, le nombre de Nusselt atteint un maximum pour un rapport de forme

prés de la situation d'une cavité carré [7].

Kaneda et al (2006) ont étudié expérimentalement et numériquement la convection
naturelle d'un métal liquide dans une cavité cubique, sous un champ magnétique
uniforme et un courant électrique externe. En appliquant uniquement le champ
magnetique, la convection naturelle est amortie par la force de Lorentz qui est
I'interaction entre le courant électrique induit et le champ magnétique externe. Par
contre, I'ecoulement et le taux de transfert thermique de la paroi chaude a la paroi
froide sont tres affectés, quand le champ magnétique et le courant électrique externe

sont appliqués en méme temps [8].

Uda et al (2000) ont mesuré expérimentalement le transfert de chaleur par
convection naturelle d'un métal liquide, le lithium, dans un canal cylindrique sous un
champ magnétique. Les résultats ont montré qu'en I'absence du champ magnétique ;
le profil de température augmente tout au long de I'écoulement convectif formant
ainsi une couche a haute température au sommet et une région froide au fond du

canal. Cependant, quand on applique le champ magnétique, la température du fond

5
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augmente et le profil de température devient verticalement symétrique par rapport a

la région chaude [9].

1.3 Présentation du travail

Dans ce présent travail on considére une étude bidimensionnelle par la méthode de
volume finis d'un phénoméne de convection naturelle sous l'action d'un champ
magnétique constant. L'enceinte choisie a une forme rectangulaire dont les parois
verticales sont maintenues a deux temperatures différentes ; alors que les autres
parois sont imperméables et adiabatiques. Notre objectif consiste a étudier l'influence
de l'augmentation du nombre de Grashof ainsi que l'intensité du champ magnétique
sur la vitesse et la structure de 1’écoulement ; I'influence sur les transferts de chaleur

est également étudiée.
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Chapitre Il Geometrie et Modele Mathematique

1.1/ Introduction:

Dans ce chapitre, nous presentons la géométrie du probléme avec ses conditions
aux limites, et nous présentons les équations différentielles modélisant le phénomene
de la convection naturelle sous I’action magnétique :

Equations qui expriment les lois de conservation de masse, ou de continuite, de
quantit¢ de mouvement, ou de Navier stokes et d’énergie.

11.2/ Géométrie du probleme :

On considere une enceinte rectangulaire de longueur L, de hauteur H et rapport
d’aspect A=L/H (L=4H). La dimension dans la direction normale a la figure (I-1), est
tres grande devant les autres dimensions donc on suppose que le probleme est
bidimensionnel.

Le fluide utilisé est ’aluminium liquide. Les parois horizontales de 1’enceinte
sont thermiquement isolées, alors que les parois verticales gauche et droite sont
maintenus respectivement a des températures différents Tmax et Tmin. L’enceinte est
soumise a l’action d’un champ magnétique constant appliqué selon une direction
formant un angle o avec I’axe horizontale.

U=0 <7 uU=0
8
V=0 - H V=
By
T=Tmax T=Tmin

Figure Il. 1: Géométrie du probléme.
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11.3/ Hypotheses simplificatrices :
L’écoulement étudier est simplifier en introduisant les hypothéses suivantes :

- Le fluide est incompressible.

- Le fluide est newtonien.

- L’écoulement est laminaire.

- Les propriétés physigues sont constantes.

- Domaine bidimensionnel (X,y).

- En ce qui concerne la densit¢ du fluide, on adopte I’approximation de

Boussinesq :

La masse volumique est constante (égale a sa valeur de référence) dans tous les

termes ses équations de transfert sauf celui de la force de gravité. Dans ce dernier la

masse volumique est fonction de la température :

P(T)= POLLBT-Tre)]- oo (11.1)

po .Etant la masse volumique de référence.

p :Coefficient d’expansion thermique.

11.4/ Modele mathématique :

Le systéme d’équation différentielle aux dérivées partielle décrivant notre probleme

s’écrit sous la forme suivante :

> At=0:
u=v=0
T=Ty
» Pourt>0:
- Equation de continuité :
B T o Do csssss s (11.2)
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- Equation de quantité de mouvement suivant OX :

ou
S tus+v Pt [—+?]+Fx ............................... (11.3)

6y

- Equation de quantité de mouvement suivant OY :

ov ov ov
Tusl+ve=—L4u [—+—]+ gB(T —Ty) +F,
- Equation d’énergle :
oT 27
PoC [ — + ] K [ﬁ T

Avec les conditions aux limites suivantes :

10
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11.5/ Equation du magnétisme :

- La force de Lorentz :

F=]xB=0d(V xB)xB

- Le vecteur de champ magnétique :
B = Bse, + Bye,

- Le vecteur de courant électrique :

7 = o(V x B)
divT =0
- Les composants de la force de Lorentz :

o

Fo= = (0.B,.By ~wB))
o

F, = ;(u.Bx.By — v.B?

11.6/ Adimensionnelisation des équations :

Pour mettre le systeme d’équation précédent sous la forme adimensionnelle nous

allons normaliser :

- Les coordonnées par H

- Les vitesses par v/H

- Le temps par H?/v

- La pression (P-Po) par po(H?/v)?

- Latempérature relative (T-Tpmin) par AT

Les variables adimensionnelles introduites dans notre modéle mathématique sont :

- Le rapport d’aspect : A=L/H
- Les coordonnées X=x/H, Y=y/H

11
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Le temps t"/(H?/v)

Les vitesses : U=u/(v/H), V=v/(v/H)
La pression : P=p/(p((v/H)?)

La température : 0=T-Tmin/AT

Les composants adimensionnels de la force de Lorentz sont :

E, = Ha?[V.cos 6 sin§ — U.sin?§]
F, = Ha?[U.cos § sin§ — V. cos?§]

11.7/ Modele mathématique adimensionnelle :

En introduisant les variables adimensionnelles, le systeme d’équation
différentielle aux dérivées partielles décrivant le probleme s’écrit sous la forme

adimensionnelle suivante :

> At=0
U=Vv=0
» pourt>0

e Equation de continuité :
v v _
dx ay -

o Equation de quantité de mouvement suivant OX :

au ap
E-I_ + = "y TV [ﬁ+07]+Ha [V.cos§sind —U.sin?8].................. (1.7)

o Equation de quantité de mouvement suivant OY :

av av

E+ua+ [—+—]+HGT+Ha [U.cos§sind —V.cos?8] ......... (11.8)

o Equation d’énergie :

vo o'

a0
at+ + aY Pr X% = oy?

12
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Les conditions aux limites adimensionnelles nécessaire a la résolution de notre

systéeme d’équation non adimensionnelle sont :

U=0
X=03V=0
0=1
U=0
X=4 (V=0
0=0
U=0
V=0
Y=0 90
@:
U =
V =
Y=1 00
@:

La mise sous forme adimensionnelle a permis de mettre en évidence quatre

nombre adimensionnel : le nombre de Prandtl P,, le nombre de Grashof Gr, le rapport

d’aspect geométrie (A) et le nombre de Hartman Ha.

13
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I11.1 /Introduction :
La méthode des volumes finis est employée pour discretiser le domaine

physique et les différentes équations différentielles aux dérivées partielles de notre
modéle mathématique. Cette méthode integre des équations de transport sur un
ensemble discret de volumes finis jointifs couvrant le domaine physique. Le résultat
de la valeur des variables des nceuds voisine. Le systeme d’équation algébrique
obtenu peut étre résolu par une méthode directe ou itérative. A méthode des volumes
finis garantie la conservation de quantité de mouvement dans chaque volume et donc,
dans tout le domaine de calcul. Aussi elle facilite la linéarisation des termes des

sources s’ils ne le sont pas [10].

111.2/ Maillage :
Le domaine physique est divisé en certain nombre de volumes finis. Dans

chaque volume on considére un point P situé en son centre. Les faces d’un volume de
contrdle typique sont désignées par e, w, s. les centres des volumes de contréles
adjacents situés respectivement a L’Est, Ouest, Nord et Sud sont designes par E, W,
N, S (voir figure Il1-1 et 111-2). Les quantités scalaires : température et pression sont
stockées aux centres des volumes finis, par contre, les composants suivant X, Y de la
vitesse (U, V) sont stockées aux faces des volumes finis (figures 111-1). Un maillage
non uniforme, affiné pres des parois est utilisé dans les deux directions horizontale et

verticale. (Voir figure 111-3).

15
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N (i, j+1)

|

o P (i, j) o
W (I_la J} E {|+1.l J}
L — @ —> ®

AYT

AXi AV

AXi
S (i, -1}

Figure Ill. 1:Description du maillage et stockage des variables.

Figure Ill. 2:Volume de contréle typique
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Figure lll. 3:Maillage employé

111.3/ Discrétisation implicite de I’équation générale de transport :
Pour faciliter sa manipulation, le systeme (111-1) est représenté par la forme
générale de I’équation de transport :

a a(U;. 1 a
o 2D o Iy 22 g (11-1)
at 0X; 0X; 0X;
l_Y_J l_Y_J \ J l_Y_J
1 2 3 4
Avec

(i) : indice de somme (i=1,2, 3...)
(1) : terme transitoire
(2) : terme convectif
(3) : terme diffusif
(4) : terme source
L’équation (I11-1) es une équation différentielle non linéaire régissant le
transport de la quantité @ dans un écoulement 2D sa discrétisation consiste a la

transformer en une équation algébrique résoluble numériquement. Le coefficient T

17



Chapitre Il METHODE NUMERIQUE

ainsi que le terme de source Sy, sont specifiés pour chaque valeur de la fonction @
dans le tableau (I11-1).

Quantités Variable Diff Source

0] r Sp
Equation
Continuité 1 0 0
QM :0X U 1 _op

X +F
QM :0Y Y 1 _ 9
oy + 0Gr; + F

Energie 0 1/Pr 0

Tableau lll. 1:Spécification des coefficients de

Pour obtenir 1’équation de discrétisation de la variable @ on intégre 1’équation (111-
1) sur le volume de contréle (AX, AY) associé en point P (nceud i, j) et sur un temps

At. on obtient selon la référence [10] 1’équation algébrique suivante :

ApDp = ApDr + Ay Dy + AsDs + S (11-2)

Ou: U,V,P,0 sont les variables indépendants et Ae , Aw, An , As, Ap sont les
coefficients correspondants respectivement aux nceuds : Est, Ouest, Nord, Sud, et au
centre du volume de contréle. S est le terme de source supposé étre constant dans le
volume de contr6le. Les expressions de ces coefficients sont expliquées en détail dans

le chapitre cing de la référence [10], et sont rappelés ci-dessous :
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Ap = Do  A(IRD) + Max(=F,, 0) .., (111.3-a)
Ay =Dy, A(IB, ) + Max(—FE,,0) ... (111.3-b)
Ay =Dy AURD) + Max(=Fyp, 0) e, (111.3-c)
Ag = Do AUIPD) + Max(—Fy 0)..veeeee oo, (111.3-d)
Ap = Ap + Ay + Ay + Ag+ Ap° o, (111.3-e)
S = (S + L) AXAY oo (11.3-f)
A = (111.3-h)

E,,E, E,, F, et D,, D,,, D,,, D sont respectivement les terme convectifs et diffusifs
aux faces : Est, Ouest, Nord, Sud. Pe, Pw, Pn et Ps sont les nombres de Peclet aux
différentes faces du volume de contrdle. Ces nombres désignent le rapport des flux

convectifs aux flux diffusifs.

Ap°:est le coefficient de variable (&) calcule au point P a I’instant précédent.
@°: Est la variable dépendante calcule a I’instant précédent.

> Les flux convectifs sur les faces du volume de controle :

FLUG AY oo (111-4-a)
E U AY oo (111-4-b)
T VA (111-4-a)
o = Ve A (111-4-3)
> Les flux diffusifs sur les faces du volume de controle :
Dol (111-5-a)
DT e (111-5-b)
D! (111-5-c)




AX
DT (11-5-d)

» Le nombre de Peclet :
By S ) (111-5-a)

p, = (111-5-b)

p == (111-5-b)

...........................................................................

p =% (111-5-b)

e La fonction A(|P;|) dépend du schéma numérique comme le montre le tableau
(1n.2).

Tableau llI. 2: variation de A(]P;|) en fonction du schéma de discrétisation

Schéma A(P)
Centre 1-0.5|P|
1
Max(1-0.5|P|)
Hybride Max((1-0.5|P|)°)
Exponentiel |P|/exp|P|-1

Nous avons choisi dans notre cas ’utilisation du schéma numérique hybride.
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I11-4/Détails de discrétisation :

Afin d’aboutir a une formulation détaillée des ¢équations discrétisée, il est
nécessaire de développer les termes de source et les expressions de vitesse sur les
faces des volumes de contrdle associés a chaque variable d’écoulement en termes des

parametres donnés ou calculés aux nceuds du maillage.

L’intégration des équations de quantit¢ de mouvement et celles champ
magnetique suivant les discrétisations OX, QOY, se fait sur un volume de contréle
décalé respectivement selon OX, QOY, par contre les équations d’énergie sont
intégrées sur un volume typique. Les composants de la vitesse sur les faces de chaque
volume de controle décalé, sont exprimés comme une moyenne arithmétique des

valeurs sur les nceuds adjacents.

I11-4-1/Equation de quantité de mouvement suivant OX :

L’intégration de I’équation adimensionnelle de quantit¢ de mouvement suivant

OX, sur un volume de contrble décalé vers la droite (figure 111-4) donne 1’équation

algébriques :

Ap = Ap + Ay + Ay + Ag+ Ap° oo (111-7)
Sy = (Pp — Pp)AX + UPO%+ Ha?[V.cos 6sind —

U.SIN?SAXAY ..o (111-8)

111-4-2/ Equation de quantité de mouvement suivent QY :

L’intégration de I’équation adimensionnelle de quantité de mouvement suivent Y,
sur un volume de controle decalé vers le haut (figure Il1-5) donne I’équation

algébrique :
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dxdy (ep—eN

Sy = (Po — Py)AX + 22 4 Gri (=22) dXdY + Ha?[V.cos § sin § — U. sin?8]dxdy .....(111-8)

111-4-3/ Equation d’énergie :

L’intégration de 1’équation adimensionnelle de I’énergie sur un volume contrdle

typique (figure 3.6) donne I’équation algébrique :

APQP =AE6E+AW0W+AN9N +A505+59 .................... (”Ill)
S0 = Bp ) (111.12)
N
o A
1 I
I : Ayj
1 [
; :
I
i I
: I
! Ue |
We i P e — iAy} éF
! !
1 I
1 I
1 I
: A
: I
I ¢
1
Ax}' &< >
S Ax;

Figure Ill. 4: volume de contréle décalé suivant OX
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N
[ ] A
M
v, T
We P e Ay; &E
v
< >® Ax;
Ax; S

Figure Ill. 5:volume de contréle décalé suivant suivent OY

N
[ )
v, 3
We P e Ay; ok
A 4
ij e
S

Figure Ill. 6: volume de contréle typique dans le plan X-Y
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111.5/ Résolution du systéme :

L’¢équation de discrétisation de chaque variable dépendante représente un
systeme d’équation. Ces derniers sont résolus par méthode de double balayage pour
les modele bidimensionnelle (suivant X et Y), impliquant 1’utilisation de I’algorithme
de Thomas. L’algorithme SIMPLER et utilisée pour la solution séquentielle des

systémes des equations de discrétisation ses variables dépendants [10].

I11.6/ Algorithme SIMPLER :

Le mot SIMPLER ES [I’abréviation des premiéres lettres des mots ( Semi-
implicit Methode for Pressure Linked Equation Revised). Les termes de source dans
les équations de quantité de mouvement tableau (111.1) dépendent des gradients de
pression, cependant 1’absence d’une équation régissant 1’évolution du champ de
pression rend la résolution directe de ces équations impossibles pour remédier a partir
de I’équation de continuité. Lorsqu’un champ de pression correct est injecté dans les
équations de quantité de mouvement, le champ de vitesse résultant satisfera
I’équation de continuité. Cette information indirecte sur le champ de pression
continuité dans 1’équation de continuité est transformé e en une information directe

par I’algorithme de résolution SIMPLER.

111-6-1/ Equation de pression :

Lorsque le champ de pression est connu, le champ de vitesse est obtenu
directement par la résolution des équations de Navier-Stocks. Dans le cas contraire
(champ de pression inconnu), 1’¢tablissement d’une équation de pression est
nécessaire. Les équations de quantité de mouvement discrétisés selon les directions

X,Y sont écrites sous la forme :

AUy =Yg w s AnpUns + by + (Po — PRAY ..o (111.13-a)
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ApI/p = ZE,W,N,SAnanb + bV + (Pp - PN)AX ..................... (|||13'b)

AVEC:

e by y Contient tous les termes de sources sauf ceux de pression.

o (Pp — Py)AY, (P, — Py)AX sont respectivement les forces de pression

appliquées sur les faces du volume de contréle on définit les pseudo vitesses

par les expressions suivantes :

2 AnpUnptby
Up* = % .................................................. (111.14-a)

Vp* = By e (111.14-b)

Ap

Donc les équations (111.13-a,b) deviennent :

Up :Up*‘l'dU(Pp_PE) ........................................... (|”15'a)

Vp = Vp* + VU(PP - PN) ............................................ (”IlS'b)

Avec:

Ay = (111.16-a)
Ap

Ay = (111.16-b)
Ap

L’équation de pression peut étre obtenir a partir de 1’équation de continuité en

remplagant les expressions de vitesse :

ApPp = AP + Ay Py + AyPy + AcPs + Spovveveiiiienii . (111.17)
Avec :

Ap = dy. AY o, (111.18-a)
Ay = dy.AY oo (111.18-b)
Ay =dy DX .o, (111.18-c)
Ag = dy DX .o, (111.18-d)
Ap =Ap + Ay + Ay F A+ Age oo (111.18-f)

25



Chapitre Il METHODE NUMERIQUE

111-6-2/ Equation de correction de pression :

Pour un champ de pression deviné P*, on obtient le champ de vitesse U*,V*, par

les équations :

APUP* = anAnbUnb* + bU + (Pp* _PE*)AY .................................. (|||19-a)
APVP* == an Ananb* + bV + (Pp* - PN*)AX .................................. (“Ilg'b)

Un champ de pression correcte donne un champ de vitesse correcte satisfaisant
I’équation de continuité. On suppose que les valeurs correctes de pression et de

vitesse sont obtenues les expressions :

PP=PP*+PP, ....................................................................... (I”ZO‘a)
Up = Up* + Up, ..................................................................... (|||20'b)
Vp == Vp* + Vp, ....................................................................... (“IZO'C)

Ou Pp',Up’, Vp'sont respectivement les corrections du champ de pression et du
champ de vitesse, ces valeurs doivent satisfaire les equations de quantite de

mouvement :

AP(UP* + UP,) == anAnb(Up* + Up,) + bU + (PP* + PP’ _PE* + PE’)AX ........ (“|21'a)
Ap(Vp™ + Vo) = Sy Ay (Vo™ + Vo') + by + (Po* + Py’ — Py* + Py )AX......... (I11.21-b)

En soustrayant les équations 111.18-a,b,c,des équations 111.20-a,b,c on trouve :
ApUp' = Y p AnpUnp + (Pp  —Pg))AY o i (111.22-3)
ApVp' = Y p A Vip + (Po = Py)AX oo o (111.22-b)
En faisant une approximation en éliminant les termes de somation on obtient :

ApUp, = (Pp, - PE,)AY ............................................................. (“|23'a)
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APVp, = (Pp, - PN,)AX ............................................................. (|”23'a)

Up, =dU(PP,_PE’) ................................................................. (|“24'a)
Vp, == dv(Pp, - pN’) ................................................................. (“I'24'b)

Pour obtenu 1’équation discrétisée de correction de pression, on remplace les

expressions de vitesse dans 1’équation de continuité discrétisée. On obtient :

Po = o™ o Po oo (111-25-a)
Up = Up*+du(Pp,_PE,) .......................................................... (|“25'b)
Vp = Vp* + dv(Pp, - PN,) ........................................................... (|”25‘C)

Pour obtenu 1’équation discrétisée de correction de pression, on remplace les

expressions de vitesse dans 1’équation de continuité discrétisé ». on obtient :

ApPp' = ApPg' + APy’ + ANPy + AP + Spoeviiiiiiiiiiiii (111.25)
Avec :

Ap = Ay DAY oo (111.27-a)
A = Ay DY oo (111.27-b)
Ay = Ay DX oo (111.27-c)
Ag = Ay DX oo (111.27-d)
Ap = Ap + Ay + Ay F Ag F Ap oo, (111.27-¢)
Sp = Uiy = Up)AY + (V& = VE)AX oo (111.27-f)
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111-6-3/ séquences de I’algorithme SIMPLER :

L’algorithme SIMPLER est utilisé pour la résolution séquentielle des systémes

des équations de discrétisation des variables dépendants. Il consiste a résoudre

I’équation de pression pour obtenir le champ correspondant, et résoudre 1’équation de

pression corrigées seulement pour corriger la vitesse, la séquence des opérations peut

étre donné :

1- Estimer un champ de vitesse.

2- Calculer les coefficients des equations discrétisées de quantité de mouvement
(3,13) et par conséquent le calcul des pseudo vitesse U'et V' par les équations
(111.14) en substituant les valeurs des vitesses adjacentes.

3- (3,18) et la résoudre pour obtenir le champ de pression.

4- Prendre le champ de pression obtenue dans I’étape 3 comme un champ estimé
P*, résoudre les équations de quantité de mouvement pour obtenir
U*et V*(111.19).

5- Calculer de la source Sp, dans I’équation de correction de pression (111.26) et
résoudre cette derniere pour obtenir le champ de pression P’.

6- Corriger le champ de vitesse par 1I’équation (I111.25) sans corrigé la pression.

7- Résoudre les equations discretisees correspondant a 1’autre variable dépendante
(0).

8- S’il ya convergence arréter le calcule, si non retourner a 1’étape 2.

I11-7/ technique de balayage :

La forme de 1’équation de discrétisation de 1’équation générale de transport (I11-

2) sous la forme indicielle est

SG,J)..

...(11-28)
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1], jIsont respectivement les nombres de nceuds suivant X et Y ?
Le systeme (I11.28) est écrit sous la forme matricielle suivante :[A][®]=[S].

La matrice [A] est une matrice a bande diagonale et la largeur de la la bande dépend
de la dimension de I’espace. Dans le cas bidimensionnel, la matrice [A] est hexa
diagonale. Le systeme (111.28) est résolu par la méthode de double balayage suivant X
ety.

Cette technique permet de transformer le systéeme (I11.28) en un systeme bi

diagonale, qui peut étre résolu par 1’algorithme TDMA.

Considérons par exemple le balayage (Ouest, Est) on attribue a la variable (®)
sur les lignes (i-1) et (i+1) ses valeurs obtenues lors de 1’itération précédente, on

aboutit au systeme bi diagonale suivant :

a(NO@, ) = b(DOnGj+ 1)+ C(DBsGj— 1) +d() e, (3-29)
Avec :

GG = Ap (i ) e, (111-30-a)
D7) = AN (i J) e (111-30-b)
CT) = AG(i J) e, (111-30-C)
d() =ApNOG+ 1L, )+ Aw G DO = 1, 1) e (111-30-a)
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111-8/ Algorithmique de resolution TDMA :

L’algorithme TDMA (tri-diagonale-matrix algorithme) est utilisé aprés chaque

balayage pour résoudre les systeme d’€quations correspondantes aux

variable :U,V,P,P".0.
Prenons le systéme bi diagonale de 1’équation (3-29) :

e j=1N
a](D] = b]®]+1 + Cj®j+1 ............................................................ (“l-31)

En réécrivant cette équation pour j=j+1 et en combinant les deux formes, on peut

ecrire une relation liante uniquement (@;, @) :

BP0 11 F Qe (111-32)

b.
B = e (111-32-a)
a] chl—l
_ 4di+cjQi— a9
Q) = g (111-32-b)

L’équation (111-30) pour:
o j=1:
QD1 = DBy djee (111-33)
Avec :
cg=0
Naturellement il n’y a pas cette fois de point en j+1.

e J=N:
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a,NQ)N == CN®N—1 + ®N ........................................................... (I”'34)
Idem que précédemment, il n’y a pas cette fois de point en j+1

Le calcul de P et Q au point j=1 et j=N est :

Fl .............................................................................. (|”34 a)

Q1 = (111-34-b)

IN 0 .............................................................................. (“I 35 a)

__ dn+cnQn-1
Qn

= N N ot e, (111-35-b)
any+cnPn-1

Etant donné la relation (111-32) liante Pj et Qj a Pj-1 la séquence de calcul es la
suivant :

1- Calcul de P1 et Q1 equation (111-34).

2- Pour j=2 a N : calcul de Pj et Qj avec les équations racurantes (l11-32-a-b).
3- Au point N la relation (111-32) donne directement @y = Q.
(car by = 0 conduita Py = 0).

4- Le calcule de @;, s’effectue en faisant une substitution inverse j=N-1 a

’utilisant I’équation (111-32).
111-9/ controle de convergence :

La convergence des calculs vers la solution exacte, est contr6lée par deux criteres :

1- La variation des variables d’écoulement entre deux incréments consécutifs

du temps (t et t+At) doit étre nulle ou négligeable.

31



Chapitre Il METHODE NUMERIQUE

|Q)€JcAt — @t |

Max< 2 - » ) <10°°
851

ou (@) est une variable dépendante. Les indices i,j indiquent un point du maillage et

At étant I'incrément du temps.

2- Cependant la condition ci-dessus est insuffisante, car la différence entre
deux valeurs successives d'une variable d'écoulement dépend du pas de
temps choisi, donc I'équilibre thermique et massique doit étre assuré entre
les flux entrants et sortants. Cette condition est satisfaite lorsque le nombre

de Nusselt a I'entrée est égale au nombre de Nusselt a la sortie.

111-10/ Structure du code de calcule :

Le code de calcule est constitué d'un programme principale utilisant les subroutines

suivantes :

e Zéro : pour initialiser les coefficients de I'équation discrétisee de chaque

variable.
e Mesh : établir le maillage.
e Init: initialise les variables de I'écoulement.
e Blns : vérifie la balance thermique.

e Xmon : calcule les coefficients de I'équation discrétisee de I'équation

d'impulsion suivant X.

e Ymons : calcule les coefficients de I'équation discrétisee de I'équation
d'impulsion suivant Y.

e Energ : calcule les coefficient coefficients de [I'équation discrétisée de
I'équation d'énergie.

e Cont : calcule les coefficients de I'équation de pression.
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e Bryu : détermine les conditions aux limites de U.

e Bryv : détermine les conditions aux limites de V.

e BryT : détermine les conditions aux limites de O.

e Xsweep : établit le balayage suivent X.

e Ysweep : établit le balayage suivent Y.

e Stream : calcule les valeurs des lignes de courant.

e Algo : cette subroutine est appelée apres chaque balayage pour résoudre le

systéeme d'équation résultant par la méthode TDMA.

e Step : contrdle la convergence du code de calcule.
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Chapitre IV Resultats et discussions

V.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de presenter les résultats obtenus concernant la
convection naturelle sous I’action d’un champ magnétique dans une géométrie
cartézienne bidimensionnelle. L’enceinte est soumise a un gradient de température
horizontale. Les effets des paramétres : le nombre de Rayleigh Ra (Ra=Gr.Pr), le
nombre de Hartmann Ha et 1’angle d’inclinaison du champ magnétique ¢ sur
I’écoulement du fluide et sur le transfert de chaleur seront discutés. Les parameétres
utilisés sont pris dans la gamme des valeurs suivantes : 10°< Ra; < 108, 0< Ha< 100,
0°<p<90 et Pr=0.02,

V.2 Choix du maillage

Le tableau IV.1 montre I’effet du maillage, sur le nombre de Nusselt moyen. Le
nombre de Rayleigh thermique est pris égal a 10°. Le maillage (70x70) a été

sélectionné et utilisé dans tous les calculs.

Tableau IV. 1:L'effet du Maillage sur les nombres de Nusselt moyen ; Ra: = 10°.

Maillage 30X30 40X40 50X50 60X60 70X70 80X80

Nu 2.110 2.100 2.095 2.093 2.091 2.090

1VV.3 Validation du code de calcul

Dans le but de valider nos résultats numériques, une comparaison a été faite avec
les résultats antérieurs disponibles dans la littérature. La comparaison concerne les
résultats obtenus par la référence [xx] avec les paramétres (Rat=105, Pr=0.71, ¢=0 et
A=1). On observe sur le tableau IVV.2 un bon accord entre nos résultats et ceux de la

référence [xx]..
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Tableau IV. 2: Variation du nombre de Nusselt avec le nombre de Hartmann

Ha Nu [X] Nu
0 2,518 2.534
10 2.223 2.241
50 1.085 1.076
100 1.011 1.006

V.4 Effet du nombre de Rayleigh

A fin d’examiner I’influence de 1’augmentation du nombre de Rayleigh sur le
phénomene physique, nous avons exécuté le programme de calcul sans présence d’un
champ magnétique. Les parametres utilisés sont : A=1, Pr=0.02. Le nombre Ra varie
de 103 jusqu’a 10°.
IV.4.1 Structure d’écoulement

La figure IV.1 montre la variation du contour de la fonction de courant ¥ en
fonction du nombre de Rayleigh. Lorsque Ra=10°® I’écoulement consiste en une
cellule de faible intensité parfaitement symétrique tournant a faible vitesse dans le
sens horaire. Le fluide au voisinage de la paroi gauche du fait qu’il est chaud, il se
déplace vers le haut de I’enceinte et il sera donc remplacé par le fluide froid. En

contactant la paroi froide droite, le fluide céde la chaleur et sa température diminue.

En augmentant le nombre de Rayleigh, les lignes de courant se concentrent de plus

en plus. La convection naturelle est alors plus intense.
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Ra=10" uzs- Ra=100

0.4

0.6

0.2+

0.1

Ra=10°

Ra=10°

P
0 01 02 03 04 06 08 07 DB 08 3 01 0@ 03 0s 08 08 o7 oa 0@ |

Figure IV. 1: Structure d’écoulement
IV.4.2 Profils des composantes vitesses horizontales et verticale
La figure 1V.2, et V.3 présentent les profils des composantes vitesses horizontale
et verticale au milieu de I’enceinte pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh.
Lorsque Ra=10?%, les profils sont représentés par des lignes presque droites paralléles
a I’axe OY (OX). Les vitesses sont alors presque nulles et I’échange convectif est tres

faible.

Pour Ra=10%, 10° et 10° les profils sont symétriques et les valeurs de la vitesse sont
nulles au milieu de I’enceinte et sur ses limites supérieur et inférieur (gauche et

droite). Les vitesses maximales prés des parois horizontales (verticales) augmentent
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avec le nombre de Rayleigh et elles sont de signes opposeés. Cela indiguant
respectivement le sens horaire de 1’écoulement et 1’intensification de 1’écoulement

convectif.

1,0

0,8 -

0,6

0,4

0,2 -

0,0 :
-100

100

Figure IV. 2:Profil de vitesse U a X=0.5
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Figure IV. 3:Profil de vitesse V a Y=0.5.

1VV.4.3 Phénomene de transfert de chaleur

La figure V.4 illustre la distribution de la température au sein du cavité pour
plusieurs valeurs du nombre de Rayleigh. Lorsque Ra=102, les lignes isothermes sont
des lignes verticales paralléle a la paroi verticale. Le transfert de chaleur est donc
purement conductif. Cela est observé aussi sur la Figure I1V.5 illustrant la variation du
profil de température au milieu de I’enceinte pour différentes valeurs du nombre de
Rayleigh. La température varie progressivement de la paroi gauche jusqu’a la paroi
droite froide. Lorsque Ra prend la valeur 104, les lignes isothermes se déforment dans
le sens de I’écoulement du fluide. Cette déformation est de plus en plus importante
avec 1’augmentation de Ra indiquant la dominance du régime convectif du transfert
de chaleur. Les lignes de courant sont plus concentrées sur les parois verticales
montrant un fort gradient de température dans ces régions. Le méme comportement

peut étre observe sur la figure IV.6 qui illustre I’évolution du nombre de Nusselt
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moyen sur la paroi chaude en fonction du nombre de Rayleigh. Le taux de transfert

de chaleur est donc une fonction croissante du nombre Ra.

Ra=10°
Ra=1(F

o1 0z DE D4 06 0@ 07 08 0% o1 0z DE D4 06 0@ 07 08 0%

Ra=10°

Ra=10°

0. T
o1 02 03 04 06 08 07 08 0% 09 01 02 03 04 05 08 07 03 0% 1

Figure IV4 .:Lignes isothermes

0.0 0,2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure IV. 5: Profil de température ¢ a Y=0.5.
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1000 10000 100000 1000000

Ra

Figure IV. 6:Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction de Ra.
IV.5 Effet de ’intensité du champ magnétique

L’influence de I’intensit¢ du champ magnétique est illustrée sur les figures
1V.7,8,9,10 qui montrent respectivement la structure d’écoulement et les lignes
isothermes, le profil de la composante vitesse horizontale, le profil de température et
le nombre de Nusselt moyen. D’aprés ces figures, nous constatons que la présence du
champ magnétique réduit : I’intensité et la vitesse de 1’écoulement ainsi que le
transfert de chaleur dans la cavité. Cette réduction est de plus en plus importante avec

I’augmentation du nombre de Hartmann.
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Figure IV. 7: Structure d’écoulement et lignes isothermes
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Figure IV. 8: profil de vitesse U a X=0.5.
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Figure IV. 9:Profil de température & a Y=0.5.
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Figure IV. 10:Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction de Ra.
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IV.6 Effet de ’angle d’inclinaison du champ magnétique

La figure IV.11 et le tableau IV.3 montrent I’effet de I’angle d’inclinaison du champ
magnétique. Nous contatons d’une part une variation dans la structure d’écoulement
(centre de rotation circulaire puis oval). D’autre part la vitesse maximale de
I’écoulement et le taux de transfert de chaleur sont minimales quand le champ

magnétique est orienté horizontalement (¢=0)

Tableau IV. 3: Variation de Vmax et Nu en fonction de ¢.

D 0’ 30° 45’ 60° 90°
Vimax 17.66 20.45 21.57 22.01 21.15
Nu 2.09 2.18 2.20 2.18 2.11

0.
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09
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01 02 03 04 05 06 07 08 09

Figure IV. 11: Structure d’écoulement et ligne isothermes

V1.7 CONCLUSION

Les résultats obtenus ont montré que dans le cas de I’absence du champ
magnétique le la convection naturelle dépond du nombre de Rayleigh. Ainsi le
transfert de chaleur et la vitesse de I’écoulement au sein de la cavité sont plus
importants avec 1’augmentation du de Ra. La présence d’un champ magnétique réduit
I’intensité de la convection naturelle. En effet la vitesse de I’écoulement et le taux du
transfert de chaleur sont de plus en plus réduits avec 1’augmentation du nombre de
Hartmann. L’orientation horizontale du champ magnétique apport la réduction la plus

importante.
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