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ملخص

جديدة تحليلية صيغ اقتراح في يتمثل الأول الهدف رئيسيين: هدفين تحقيق إلى العمل هذا يرمي
الحصول تم مورس. لمذبذبات الذرة ثنائية للجزيئات الاهتزازي يع) لتقييم دالة التقسيم(التوز

خلال ومن لابلاس، يل تحو مقاربة باستخدام مورس ية لكمون الأطياف الطاقو على
دوال الاهتزازي واستخدامها لصياغة عبارات حساب دالة التقسيم تم صيغة أولر-ماكلورين،

المتوسطة الحرة ية، الطاقة المتوسطة الاهتزاز الطاقة مثل ية الحرار الديناميكا في أخرى
بالتفصيل نوقشت حيث ية, النوعية الاهتزاز والحرارة ية الاهتزاز ية، الانتروبي الاهتزاز

حمض الهيدروجين، مثل الذرة ثنائية جزيئات أجل هذه الدوال من خصائص
تقريباً تتطابق عددية قيماً الصيغ هذه أعطت الـكربون. أكسيد وأول الكلور، هيدريد الليثيوم
اعتبار الخواص في يكمن الثاني الهدف أما الحرارة. درجة مجال كامل على الدقيقة القيم مع

الفائقة (إحصائيات تساليس). ية الإحصائيات نظر إطار في مورس لمذبذبات ية الحرار
دالة حساب أولا، الفائقة تم، تقريب الإحصائيات باستعمال

ية بدلالة الحرار الخصائص جميع على الحصول التقسيم. ثم باستخدام دالة التقسيم المطلوبة، تم
الذرة. ثنائية الجزيئات حالة إلى المفهوم تمديد هذا تم في الجانب التطبيقي، q. الوسيط العام

Chabbi Kawther – i – كوثر شابى



Abstract

Our purpose in the present work is twofold : First, new analytical formula are pro-
posed to evaluate the vibrational partition function of diatomic molecules for the Morse
oscillators. The energy spectra of the Morse potential are obtained using the Laplace trans-
form approach. With the energy spectrum obtained. Via the Euler-Maclaurin formula, the
vibrational partition function is calculated, and is used to obtain an expression for other
thermodynamic functions such as vibrational mean energy U, vibrational mean free en-
ergy F, vibrational entropy S and vibrational specific heat capacity C, The properties of
these thermodynamic functions for the diatomic molecules, such as H2, HCl, LiH, and CO
are discussed in detail. These formula give numerical values nearly identical to the exact
values over the entire temperature range. Second, we consider the thermal properties of
Morse oscillators in the framework of the theory of superstatistics where the probability
densityf(β) follows χ2−superstatistics (=Tsallis statistics or Gamma distribution). Under
the approximation of superstatistics, the partition function, at first, has been calculated. By
using the desired partition function, all thermal properties have been obtained in terms of
the universal parameter q. As an application, we extend this concept to the case of diatomic
molecules .
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Résumé

Le présent travail a double objectif :
1. De nouvelles formules analytiques sont proposées pour évaluer la fonction de par-

tition vibrationnelle des molécules diatomiques pour les oscillateurs Morse. Les
spectres énergétiques du potentiel Morse sont obtenus en utilisant l’approche par
transformée de Laplace. Avec le spectre d’énergie obtenu. Via la formule d’Euler-
Maclaurin, la fonction de partition vibrationnelle est calculée et est utilisée pour
obtenir une expression pour d’autres fonctions thermodynamiques telles que l’éner-
gie moyenne vibrationnelle U, l’énergie libre moyenne vibrationnelle F, l’entropie
vibrationnelle S et la capacité thermique spécifique vibrationnelle C, Les propriétés
de ces fonctions thermodynamiques pour les molécules diatomiques, telles que H2,
HCl, LiH et CO sont discutées en détail. Ces formules donnent des valeurs numé-
riques presque identiques aux valeurs exactes sur toute la plage de température.

2. Nous considérons les propriétés thermiques des oscillateurs Morse dans le cadre de
la théorie de la superstatistique où la densité de probabilité f(β) suit χ2 − super-
statistics (= statistiques de Tsallis ou distribution Gamma). Sous l’approximation de
la superstatistique, la fonction de partition, dans un premier temps, a été calculée.
En utilisant la fonction de partition souhaitée, toutes les propriétés thermiques ont
été obtenues en termes de paramètre universel q. En application, nous étendons ce
concept au cas des molécules diatomiques.
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INTRODUCTION

La thermodynamique s’intéresse à des systèmes macroscopiques c.à.d. constitués d’un 

grand nombre de particules (une où plusieurs mole, soit 1024 atomes où molécules), 
ces systèmes sont appelés ‘’systèmes complexes”) car leur étude présente une si grande 
com-plexité qu’il devient impossible de les étudier de façon exacte, aussi bien en 

mécanique classique qu’en mécanique quantique. D’abord, parce que leur évolution 

dépend d’un très grand nombre de variables auxquelles nous n’avons pas accès, ensuite 
même si nous dispo-sons d’un moyen d’avoir ces donnés nécessaires, ces derniers 
resteraient impossible à traiter mathématiquement même par un ordinateur. Alors 
comment étudier de tels systèmes et résoudre de tels problèmes. Boltzmann fut le 
premier à poser ce problème et le résoudre, il y’a un peu plus de cent ans.

En 1877 Ludwig Boltzmann a introduit le postulat de base de la mécanique statistique 
et la notion d’entropie statistique, où il apporte une description probabiliste (la théorie des 
probabilités), il rend leur étude possible en absence de certaines informations. Ce manque 
d’information n’affecte que peu l’étude de ces systèmes, ainsi si nous voulions étudier un 

verre d’eau par exemple, c’est donc deux images distinctes qu’il faut avoir de ce verre d’eau : 
dans l’une 1024particule tournent, vibrent, et s’agitent dans tous les sens. Dans l’autre, on 

a un fluide a u r epos, e ntièrement d écrit p ar q uatre n ombres macroscopiques (N, V, T, 
P). L’objet de la thermodynamique est de décrire les systèmes du point de vue macrosco-
pique à partir des quantités comme onctions d’état, l’énergie interne, où l’entropie. Mais

2
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l’objet de la thermodynamique statistique où la mécanique statistique est d’expliquer les 
propriétés macroscopiques à partir des propriétés microscopiques des constituants du sys-
tème, et l’équilibre thermodynamique d’un état macroscopique le plus probable est celui 
qui correspond au plus grand nombre d’états microscopiques accessibles.

Comme motionné précédemment, la thermodynamique statistique ait le lien entre les 
propriétés microscopiques de la matière et ses propriétés macroscopiques à l’aide de la 
distribution de Boltzmann, que l’on utilise pour prévoir la population des états de système 
en équilibre thermique, et cela nous conduira à introduire la notion ondamentale, qui 
est la fonction de partition, cette fonction joue un rôle clé en mécanique statique , et elle 
permet de calculer les fonctions thermodynamiques de tous système. La fonction de 
partition peut être calculée par une méthode directe ou évaluée par une approche 
approximative, à condition que les niveaux d’énergie soient connus.

Bien que le succès de la mécanique statistique soit remarquable, elle peine à décrire un 

certain nombre de phénomène. Une généralisation de la mécanique statistique standard a 
été proposé. cette théorie est appelée “statistique non extensive”. De nombreuses 
nouvelles idées proviennent de la thermodynamique statistique non extensive de Tsallis, 
un domaine de recherche qui s’est développé au cours des vingt dernières années. Beck 

et Cohen ont tenté de généraliser le facteur Boltzmann afin d’obtenir des statistiques plus 
générales, qu’ils ont appelées superstatistiques, c’est un formalisme qui s’intéresse aux 

systèmes complexes. Les systèmes complexes présentent souvent une dynamique qui peut 
être considérée comme une superposition de plusieurs dynamiques à différentes échelles de 
temps. Comme exemple très simple considérons une particule brownienne se déplaçant 
dans un environnement en mutation. Supposons que l’environnement présent des 
fluctuations de température à grande échelle. Aussi, il y a une dynamique relativement 
rapide donnée par la vitesse de la particule brownienne et une lente donnée par les 
changements de température de l’environnement, qui est spatio-temporelle inhomogène. 
Les deux effets produisent une superposition de deux statistiques ou dans un court terme 
d’une « superstatistique ». Le résultat est un mélange de distributions [1–7].

De nombreuses applications pour une variété de systèmes complexes ont été signalés.
Les distributions de probabilité stationnaires des systèmes superstatistiques présentent gé-
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néralement un comportement non gaussien qui peut se décomposer par exemple avec une
loi de puissance, ou sous la forme d’une exponentielle étendue, ou d’une manière encore
plus compliquée.

Cette thèse a pour objectif le développement d’une méthode de calcul de la fonction de
partition vibratoire des molécules diatomiques pour l’énergie potentielle de Morse. Via la
formule Euler-Maclaurin, nous déterminons les propriétés thermiques de quatre molécules
diatomiques, telles que H2, HCl, LiH et CO. Dans une deuxième partie nous allons apporter
le formalisme (superstatistique) au cas de l’oscillateur de morse à une et à trois dimensions,
où nous voulons calculer les propriétés superstatistiques de cet oscillateur, dans les raisons
sont : à nos connaissances cette étude n’a pas été bien traitée et discutée dans la littérature,
et une deuxième raison est d’introduire la superstatistique dans chimie quantique.

L’organisation de ce manuscrit est la suivante :
Chapitre1 Une étude est entreprise pour étudier une solution analytique pour l’équation

de Schrödinger à une et à trois dimensions avec le potentiel de Morse basée sur la méthode
de transformation de Laplace en utilisant l’approximation de Pekeris. Ce potentiel a joué
un rôle important dans de nombreux domaines de la chimie physique, et la physique tels
que la physique moléculaire, la physique du solide, etc. Les résultats montrent que dans
l’approximation de Pekeris, la partie radiale de l’équation de Schrödinger tridimensionnelle
se réduit à l’équation correspondante dans une dimension.

Nous présentons dans le chapitre2 L’approche mathématique basée sur la formule
d’Euler-Maclaurin, pour donner des expressions analytiques simples pour la fonction de
partition des oscillateurs de Morse unidimensionnels et tridimensionnels, ainsi que les
propriétés thermodynamiques des quatre molécules diatomiques choisies.

Le chapitre3 présente le calcul des propriétés thermiques des oscillateurs de Morse
unidimensionnels et tridimensionnels, dans le cadre de la théorie de la superstatistique, où
la fonction de partition a été calculée, dans un premier temps, et en utilisant cette fonction,
toutes les propriétés thermiques ont été obtenues.
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CHAPITRE1
LES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

EN PRÉSENCE DU POTENTIEL DE MORSE

L’étude du comportement microscopique nous permet de comprendre le fonctionne-
ment des matériaux où il se produit de nombreux phénomènes structurales et dynamiques
intéressent [8]. A l’échelle moléculaire, le comportement moléculaire et les interactions
entre atomes peut être déduite d’une étude expérimentale, analytique, et semi analytique.
La molécule diatomique où deux atomes pouvant former une liaison créant une molécule
en se rapprochant l’énergie emmagasinée dans la liaison est en fonction de la distance
interatomique, est le modèle le plus simple et le plus facile a étudié, dans l’étude de la
molécule diatomique l’une des plus importantes de ses propriétés est la courbe d’éner-
gie potentielle des noyaux donnant l’énergie des électrons plus l’énergie de répulsion des
noyaux en fonction de la séparation nucléaire.

1.1 Niveaux d’énergie des molécules diatomiques
Une molécule diatomique peut être considérer comme un problème à deux corps 

ana-logue à celui de l’atome d’hydrogène, ce qui permet d’employer les mêmes 

méthodes avec
5



Niveaux d’énergie des molécules diatomiques

les mêmes succès. Une molécule peut absorber ou émettre de l’énergie au cours des 
transi-tions d’un de ses électrons entre les divers niveaux d’énergie qu’ils peuvent occuper 
dans la molécule. Il faut admettre qu’on plus de ces variations d’énergie, la molécule peut 
subir des variations de niveaux énergétiques de deux manières différentes : d’abord par 
des vibra-tions des atomes à l’intérieur de la molécule, et ensuite par des modifications de 
l’énergie de rotation de la molécule autour de certains axes. Ces énergies sont quantifiées 
c-à-d. l’exis-tence seulement d’un nombre limité des niveaux d’énergie de vibration et de 
rotation sont possible. Ainsi l’énergie d’une molécule peut être exprimée comme la 
somme de l’énergie électronique, des énergies de vibrations et de rotations, et on écrit

E = Eel + Evib + Erot. (1.1)
Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, l’intégration de l’équation de Schrödinger 
fournit l’expression de l’énergie de vibration-rotation de la molécule. Pour trouver les ni-
veaux d’énergie permis, il faut résoudre l’équation de Schrödinger aux coordonnées sphé-
riques (r, θ, φ) [9] :

{
− h̄2

2µr2

[
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
+ V (r)− E

}
ψ (r, θ, φ) = 0,

(1.2)
dont µ est la masse réduite de la molécule et V (r) est le potentiel.

A partir de l’équation (1.2), on peut écrire que− h̄2

2µr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
︸ ︷︷ ︸

Hrot

− h̄2

2µr2

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
︸ ︷︷ ︸

Hvib

+V (r)− E

ψ (r, θ, φ) = 0,

(1.3)
dont
H rot (θ, φ) = − h̄2

2µr2

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
= − h̄2

2µr
Â1 (θ, φ) , (1.4)
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Niveaux d’énergie des molécules diatomiques

et
Hvib (r) = − h̄2

2µr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
= − h̄2

2µr2
Â2 (r) . (1.5)

Ici Â1 (θ, φ) , Â2 (r) sont les opérateurs de vibration et de rotation.
Soit maintenant

ψ (r, θ, φ) = R (r)S (θ, φ) . (1.6)
Reportons (1.6) dans (1.3), et en multipliant par 2µr2

h̄2 , on trouve :

R (r)
[
Â1 (θ, φ)S (θ, φ)

]
= S (θ, φ)

[
−Â2 (r) +

2µr2

h̄2
(V (r)− E)

]
R (r) . (1.7)

Divisons Eq. (1.7) par R (r)S (θ, φ), on obtient :
Â1 (θ, φ)S (θ, φ)

S (θ, φ)
=

−Â2 (r) +
2µr2

h̄2 (V (r)− E)

R (r)
= K. (1.8)

dont la constante Kest indépendante des trois variables (r, θ, φ). Ainsi, on aura :

− ∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

2µr2

h̄2
(V (r)− E) = KR (r) , (1.9)

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
S (θ, φ) = KS (θ, φ) . (1.10)

Enfin, on obtient deux équations aux valeurs propres des harmoniques sphériques Yl (θ, φ) 
de solutions K = j (j + 1) [9]. Ces deux équations nous amènent à la quantification de 
l’énergie de rotation en onction du nombre quantique rotationnel j.

Pour déterminer la valeur quantifiée d e l ’énergie d e v ibration, i l s uffit de résoudre 
l’équation radiale (1.9) et chercher une forme analytique à l’énergie potentiel de vibration 

V (r). L’oscillateur harmonique n’est pas un très bon modèle pour les vibrations molé-
culaires, sauf pour les niveaux d’énergie bas. Pour de plus ample déplacement des 
atomes, la vibration devient “anharmonique”, et si une énergie suffisante est absorbée, la 
molécule peut être dissociée en ces constituants. Pour cela le choix le plus acceptable et le 
potentiel de Morse.
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1.2 Modélisation de la fonction potentielle des molécules
diatomiques

Dans l’étude de la molécule diatomique, l’une des plus importantes de ses propriétés
est la courbe d’énergie potentielle des noyaux donnant l’énergie des électrons plus l’énergie
de répulsion des noyaux en fonction de la séparation nucléaire.

La description quantique d’une molécule diatomique consiste a déterminé les états
stationnaires des noyaux et des électrons interagissant les unes avec les autres. Toutefois, en
première approximation, on peut étudier séparément les différents mouvements possibles
de la molécule : les degrés de liberté électroniques (mouvement adiabatique des électrons
autour des noyaux), le mouvement relatif des deux noyaux et la rotation de la molécule.
L’hamiltonien s’écrit

H = Hel +Hv +Hr, (1.11)
où Hel décrit le cortège électronique, Hυ le mouvement entre les deux noyaux et Hr la 
rotation des noyaux autour du centre de masse. Dans le terme vibrationnel, si les oscilla-
tions entre les noyaux sont petites, on peut les approximer par un oscillateur harmonique 
quantique. Toutefois, la température caractéristique de vibration est élevée, les niveaux 

vi-brationnels sont largement peuplés et l’approximation harmonique n’est plus valable. 
Le défaut majeur de l’approximation harmonique est de ne pas tenir compte de la 
déformation du potentiel à petite et à grande valeur de la distance R. Ainsi à R petit les 
contributions répulsives dominent par contre à grande valeur de R le potentiel tend 

vers une valeur constante qui correspond à la rupture de la molécule en ses atomes 
constitutifs. La dif-férence d’énergie entre cette énergie constante et le minimum de 
l’énergie potentielle est définie comme l’énergie de dissociation que l’on notera D. Notons 
aussi qu’en conséquence de l’asymétrie du potentiel, les niveaux d’énergie ne sont pas 
équidistants comme dans le cas harmonique.

Pour résoudre le problème, une représentation satisfaisante des états de vibration d’une
molécule nous amène a choisir une bonne description de l’interaction entre les atomes.
Morse a proposé en 1929 une forme analytique de la fonction potentiel [10] : son poten-
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Fig. 1.1: Représentation des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde des états stationnaires
pour un potentiel harmonique (à gauche) et un potentiel de Morse (à droite).

tiel est un potentiel à trois paramètres [11]. Ces derniers étant généralement ajusté à la
longueur de la liaison à l’équilibre expérimental re, à l’énergie de dissociation électronique
D et à la constante de force harmonique k.

Ainsi, le potentiel de Morse s’écrit comme suit
V (r) = D (1− expα (r − re))

2 (1.12)
où α. dite aussi "le paramètre de Morse" contrôlant la largeur de puits de potentiel est
une constante liée à l’anharmonicité. Ce potentiel tient compte de l’anharmonicité et de la
dissociation de la molécule lorsque l’énergie de vibration est trop élevée. Le profil de ce
potentiel pris de la littérature est schématisé dans la Figure. 1.1, pour illustration : cette
figure montre les niveaux d’énergie et les états stationnaires pour un potentiel harmonique
et un potentiel de Morse en fonction de la distance séparant les noyaux où on peut tenir
compte des effets suivants :

• La molécule est peu compressible pour r < r0 : l’énergie augmente plus vite que
dans l’approximation harmonique.

• La molécule n’est pas indéfiniment extensible : pour une certaine énergie il y’a dis-
sociation de la liaison dans la limite r → ∞ et la courbe présente une asymptote
horizontale.

Ce type de potentiel représente de façon satisfaisante les données expérimentales de nom-
breuses molécules diatomiques. Il permet aussi de décrire les mouvements d’élongation de
liaison des molécules polyatomiques.
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Les solutions analytiques du potentiel de Morse sont connues exactement :

En =

[(
n+

1

2

)
− χ

(
n+

1

2

)2
]
hν, (1.13)

où χ est le facteur d’anharmonicité, c’est une correction qui provient de l’anharmonicité et
qui s’ajoute aux énergies correspondant à l’oscillateur harmonique : lorsque n augmente les
niveaux calculer par l’approximation de Morse sont de plus en plus bas par rapport à ceux
donnés par l’approximation harmonique, de ce fait les niveaux tendent à se rapprocher.

Pour le terme rotationnel, on peut approximer la molécule comme un rotateur rigide,
c’est-à-dire que la distance séparant les noyaux est supposée rester constante. Cependant,
lorsque la molécule tourne, la distance entre les noyaux augmente à cause de la force
centrifuge, il y a donc un couplage entre les niveaux vibrationnels et rotationnels. Pour
obtenir les niveaux vibrationnels on utilise le potentiel effectif suivant :

Veff (r) = D (1− expα (r − re))
2 +

h

8π2µcr2
l (l + 1) , (1.14)

où µ est la masse réduite des deux noyaux et l le nombre quantique de rotation. Ce potentiel
présente des états métastables dont l’énergie est supérieure à l’énergie de dissociation de la
molécule.

Ainsi, le potentiel de Morse unidimensionnel a été choisi par plusieurs auteurs pour
tester et comparer les différentes méthodes "numériques". Ce choix vient d’une part du
fait que les solutions analytiques sont connues avec exactitude et d’autre part, parce que
la résolution numérique du problème n’est pas triviale. Rappelons aussi qu’il existe des
relations entre les paramètres du potentiel de Morse parmi lesquelles nous citons les plus
importantes :

α = w

√
µ

2D
,

avec w étant la fréquence harmonique et µ la masse réduite du système. L’équation donnant
α est exprimée dans le système des unités atomiques. Elle s’écrit dans le système des unités
international "S. I." par :

α =

√
k

2D
= w

√
πµc

ℏD
,
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L’énergie de dissociation, la fréquence harmonique et la constante anharmonique (wre)
sont liées par la relation :

D =
w2

4wre

Connaissons ces paramètres, nous pouvons construire le Hamiltonien et résoudre l’équation
de Schrödinger vibrationnelle.

1.3 Solutions de l’équation de Schrödinger via la trans-
formée de Laplace

Depuis la publication du travail de Schrödinger [12], et en raison de l’importance de
telles solutions dans de nombreux domaines de la physique et de la chimie notamment les
molécules, les atomes, et les noyaux, plusieurs méthodes ont été proposé pour résoudre cette
équation telle que la méthode de factorisation (the factorization method) [13], l’approche
des intégrales de chemins (the path integral) [14], l’expansion 1

N
(the 1/N expansion)

[15], l’approximation de Pekeris [9], l’expansion des séries en puissance (the power series
expansion) [16], et enfin la transformée de Laplace [17] .

En mathématiques et en particulier en analyse fonctionnelle, la transformée de Laplace
monolatérale d’une fonction f (éventuellement généralisée, telle que la « fonction de Di-
rac ») d’une variable réelle t, à support positif et la fonction F de la variable complexe s,
définie par :

F (s) = L{f} (s) =
∫ ∞

0

e−stf (t) dt. (1.15)
Elle permet de traiter des problèmes décrits par des équations différentielles en tenant
compte des conditions initiales.

Dans cette étude, nous allons utiliser la transformée de Laplace pour résoudre l’équation
de Schrödinger unidimensionnelle et à trois dimensions avec le potentiel de Morse.
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1.3.1 Solutions à une dimension
L’équation de Schrödinger à une dimension est donnée par [18][

−h̄
2

2µ

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ (x) = Eψ (x) . (1.16)

Dans le cas du potentiel de Morse dont
V (x) = De

(
e−2αx − 2e−αx

)
,

l’équation (1.16) devient[
d2

dx2
− 2µ

h̄2
Dee

−2αx − 4µ

h̄2
Dee

−αx +
2µ

h̄2
E

]
ψ (x) = 0. (1.17)

Posons
y = ke−αx; k = 2

√
2µDe

h̄α
; β2 = −2µE

h̄2
. (1.18)

En faisant le changement de variable suivant
d

dx
=
dy

dx

d

dy
;
dy

dx
= −αke−αx;

d

dx
= −αy d

dy
, (1.19)

nous déduisons alors :
d2

dx2
= α2y2

d2

dy2
+ α2y

d

dy
. (1.20)

Introduisons (1.18), (1.19) et (1.20) dans (1.17), nous obtenons[
α2y2

d2

dy2
+ α2y

d

dy
− α2y2

4
+
α2k

2
y − β2

]
ψ (y) = 0. (1.21)

Prenons α2 = 1, alors l’équation (1.21) sera[
y2
d2

dy2
+ y

d

dy
− y2

4
+
k

2
y − β2

]
ψ (y) = 0. (1.22)

Considérons maintenant la factorisation suivante,
ψ (y) = yAf (y) , (1.23)
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où A est une constante, nous avons alors ;
d

dy
ψ (y) =

d

dy

(
yAf (y)

)
= AyA−1f (y) + yA

df (y)

dy
, (1.24)

d2

dy2
ψ (y) = A (A− 1) yA−2f (y) + 2AyA−1df (y)

dy
+ yA

d2f (y)

dy2
. (1.25)

Tenons compte de (1.24) et (1.25), l’équation (1.22) devient

A (A− 1) yAf (y) + 2AyA+1df (y)

dy
+ yA+2d

2f (y)

dy2
+

AyAf (y) + yA+2df (y)

dy
− yA+2

4
f (y) +

k

2
yA+1f (y)− β2yAf (y) =0. (1.26)

Faisons un arrangement à cette équation, elle devient :[
y2
d2

dy2
+ (2A+ 1) y

d

dy
− y2

4
+
k

2
y + A2 − β2

]
f (y) = 0. (1.27)

Posons A = −β, alors l’équation (1.27) se transforme à[
y2
d2

dy2
− (2β − 1) y

d

dy
− y2

4
+
k

2
y

]
f (y) = 0. (1.28)

En simplifiant (1.28), elle prend la forme :[
y
d2

dy2
− (2β − 1)

d

dy
− y

4
+
k

2

]
f (y) = 0. (1.29)

Notons ici, que le cas A = +β n’est pas acceptable car f (y) doit être finit (converge),
quand y → ∞.

En utilisant la transformée de Laplace, l’équation (1.29) sera définie comme :(
p2 − 1

4

)
d

dp
F (p) +

[
(2β + 1) p− k

2

]
F (p) = 0. (1.30)

Eq. (1.30) est une équation différentielle ordinaire du premier ordre et sa solution est
simplement donnée par intégration : en utilisant la résolution d’équation différentielle à
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variables séparables(
p2 − 1

4

)
d

dp
F (p) = −

[
(2β + 1) p− k

2

]
F (p) ,

ln F (p)

N” = −
∫ [

(2β + 1) p− k
2

](
p2 − 1

4

) dp, (1.31)
où N”est une constante intégral. L’intégration du deuxième terme de (1.31) est :

−
∫ [

(2β + 1) p− k
2

](
p2 − 1

4

) dp =

∫
B

(p− 1
2
)
dp+

∫
C

(p+ 1
2
)
dp

=

∫
(B + C)p+ 1

2
(B − C)

(p− 1
2
)(p+ 1

2
)

dp. (1.32)

Par identification on aura
B + C = −2β − 1,

B − C = k. (1.33)
Les solutions de ce système d’équations donnent

B =
1

2
[k − (2β + 1)] , (1.34)

C = −1

2
[k + (2β + 1)] . (1.35)

Projetons (1.34) et (1.35) dans (1.32), on trouve

−
∫ [

(2β + 1) p− k
2

](
p2 − 1

4

) dp =
1

2
[k − (2β + 1)]

∫
dp

(p− 1
2
)
+

1

2
[−k − 2β − 1]

∫
dp

(p+ 1
2
)

=
1

2
[k − (2β + 1)] ln(p− 1

2
) +

1

2
[−k − 2β − 1] ln(p+ 1

2
)

= ln(p− 1

2
)
1
2
(k−(2β+1))(p+

1

2
)
1
2
(−k−2β−1). (1.36)

Ce résultat nous conduit à :
ln F (p)

N” = ln(p− 1

2
)
1
2
(k−(2β+1))(p+

1

2
)
1
2
(−k−2β−1), (1.37)
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qui donne :
F (p) =N ′′(p− 1

2
)
1
2
(k−(2β+1))(p+

1

2
)
1
2
(−k−2β−1)

=N”(p− 1

2
)(

k
2
− 1

2
(2β+1))(p+

1

2
)
−k
2
− 1

2
(2β+1)

=N”
(
(p− 1

2
)

(p+ 1
2
)

) k
2
(
p− 1

2

)− 1
2
(2β+1)(

p+
1

2

)− 1
2
(2β+1)

, (1.38)

Enfin
F (p) = N”

(
p+

1

2

)−(2β+1)(
1− 1

p+ 1
2

) 1
2
(k−(2β+1))

. (1.39)

Notons que (1− 1
p+ 1

2

)k−(2β+1)est une fonction à valeurs multiples et que les fonctions
d’ondes doivent être à valeur unique (fonction finie), il convient donc de prendre

1

2
k − 1

2
(2β + 1) = n, n = 0, 1, 2, 3 . . . . . . (1.40)

d’où
F (p) = N” (p+ 1)−(2β+1)

(
1− 1

p+ 1
2

)n

. (1.41)
En utilisant la formule du binôme de Newton donnée par :

(1− z)n =
n∑

k=0

(−1)k
(n

k
)
zk,

l’équation (1.40) sera :

F (p) = N” (p+ 1)−(2β+1)
n∑

k=0

(−1)k
(n

k
)(

1− 1

p+ 1
2

)k

,

où
F (p) = N”

n∑
k=0

(−1)k
n!

k! (n− k)!

(
p+

1

2

)−(2β+1+k)

. (1.42)
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En utilisant la méthode de l’inverse de Laplace ( [19]), nous obtenons immédiatement

L−1 {F (s)} = N”
n∑

k=0

(−1)k
n!y2β+ke−

1
2
y

k! (n− k)!Γ (2β + 1 + k)
= N

n∑
k=0

(−1)k
n!y2β+kΓ (2β + 1) e−

1
2
y

k! (n− k)!Γ (2β + 1 + k)

(1.43)
avec N = N”

Γ(2β+1)
. Cela nous permis de Réécrire (1.42) comme suit

f (y) = Ne
−y
2 y2β

n∑
k=0

(−1)k
n!y2β+kΓ (2β + 1) e−

1
2
y

k! (n− k)!Γ (2β + 1 + k)
yk (1.44)

où Nest une constante. D’autre part, les fonctions hypergéométriques confluentes sont
définies comme une expansion en série [20]

F (−n, δ; z) =
n∑

m=0

(−1)m
n!Γ (δ)

k! (n−m)!m!Γ (δ +m)
zm. (1.45)

En comparant l’équation (1.44) avec (1.45), on en déduit que

F (−n, 2β + 1; y) =
n∑

k=0

(−1)k
n!Γ (2β + 1) e−

1
2
y

k! (n− k)!Γ (2β + 1 + k)
yk (1.46)

et l’équation (1.44) devient enfin
f (y) = Ne

−y
2 y2βF (−n, 2β + 1; y) . (1.47)

Insérons l’équation (1.47) dans (1.23), et prenons A = −β, on obtient enfin les fonctions
d’onde radiales

ψ (y) = Nyβe−
y
2F (−n, 2β + 1; y) . (1.48)

Utilisons la relation entre les polynômes de Laguerre et les fonctions hypergéométriques
confluents donnée par

F (−m,u+ 1; z) =
m!Γ (u+ 1)

Γ (u+m+ 1)
Lu
m (z) , (1.49)
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on peut réécrit l’équation (1.47) comme

ψ (y) = Nyβe−
y
2
n!Γ (2β + 1)

Γ (2β + n+ 1)
L2β
n (y) = Nny

βe−
y
2L2β

n (y) , (1.50)

avec Nn = N n!Γ(2β+1)
Γ(2β+n+1)

est une constante.
Insérons maintenant (1.50) dans la condition de normalisation des fonction d’onde∫ ∞

0

ψ∗ (y)ψ (y) dy = 1,

nous obtenons ∫ ∞

0

Nny
βe−

y
2

[
L2β
n (y)

]2
dy = 1, (1.51)

avec la formule du polynôme de Laguerre est donnée par∫ ∞

0

xqe−xLq
n (x)L

q
n′ (x) dx =

Γ (q + n+ 1)

n!
δnn′ . (1.52)

En utilisant la relation 2n = k− (2β + 1) dans (1.51), la constante de normalisation sera
donnée par :

Nn =

[
n!

Γ (k − 2n− 1)

] 1
2

. (1.53)
Enfin à partir des équations (1.18) et (1.40), le spectre d’énergie à l’état lié est représenté
par :

En =
h̄2

2µ

(
n+

1

2
−

√
2µDe

αh̄

)2

. (1.54)
En général, nous avons présenté les solutions exactes de l’équation de Schrödinger 

unidi-mensionnelle avec le potentiel de Morse en utilisant l’approche de transformée de 
Laplace : à l’aide de cette technique, l’équation différentielle du seconde ordre peut être 
réduite à une équation du premier ordre que nous pouvons directement déduire les 
résultats par intégration. Il semble que l’approche de transformé de Laplace soit une 
méthode efficace et économique dans la résolution de l’équation de Schrödinger pour 
certain potentiel.
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1.3.2 Solutions à trois dimensions
Les mouvements de vibration et de rotation des molécules diatomiques sont des sujets 

de recherche dans de nombreux domaine scientifiques notamment l a chimie, l a physique 
moléculaire, et l’astrophysique [21]. Le potentiel de Morse est l’un des potentiels les plus 
disponibles pour décrire la vibration des molécules diatomiques et même des molécules 
polyatomiques dont la résolution de l’équation de Schrödinger pour le nombre quantique l 
= 0 est possible [9, 10, 22]. Dans ces solutions, l’énergie de rotation est beaucoup plus 
petite que l’énergie de vibration et par conséquence elle peut être négliger, de plus il est 
souvent nécessaire de déterminer les états pour l ≠ 0, la méthode de Pekeris est la plus 
largement utilisée pour résoudre ce type d’équation d’onde [9,23]. Cette méthode est basée 
sur l’expansion du terme centriuge, de plus elle induit une certaine restriction de la limite 
supérieure du nombre quantique l. Un certain nombre de méthode algébrique ont été 
proposé pour résoudre l’équation d’onde avec le potentiel de Morse pour l ̸= 0 parmi 
ceux on peut citer les méthodes algébrique (the algebraic way) [24–28], l’approche super 
symétrique (the super symmetry approach) [29–33], la méthode de transert des matrices 
(the transer matrix method) [34–36], et la méthode de Nikiorov– Uvarov (Nikiorov–
Uvarov approach) [22, 37]. L’une des méthodes de résolution les plus efficaces pour les 
potentiels à symétrie sphérique [38] est celle de la transormée de Laplace [17].
1.3.2.1 Solutions radiales

L’équation de Schrödinger indépendante du temps d’une molécule diatomique pour un
potentiel quelconque V (r)est donnée par :

− h̄2

2µ
△ψ (r) = (E − V (r))ψ (r) . (1.55)

Pour un potentiel à symétrie sphérique, la fonction d’onde ψ (r) peut être séparer en deux
parties, angulaire et radiale, comme suit :

ψ (r) =
1

r
R (r)Y (θ, φ) . (1.56)
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Substituons (1.56) dans (1.55) l’équation de la fonction radiale devient :[
−h̄

2

2µ

d2

dr2
− l (l + 1)

r2

]
R (r) = [El − V (r)]R (r) . (1.57)

En utilisant la forme du potentiel de Morse, cette équation peut être écrite comme suit :{
d2

dr2
− l (l + 1)

(r + 1)2
− 2µ

h̄2
r0
[
D
(
e−2ar − 2e−ar

)
− El

]}
R (r) = 0. (1.58)

La résolution de cette équation peut être faite via l’approximation de Pekeris [23].
1.3.2.2 Approximation de Pekeris

A l’aide de l’approximation de Pekeris [23, 38] nous pouvons prendre en charge le
terme de rotation de la manière suivante : posons que

x =
r − r0
r0

, (1.59)
alors, via un développement limité de Taylor au voisinage du point x = 0, (r = r0), le
potentiel centrifuge sera :

Vrot (x) =
γ

(1 + x)2
= γ

(
1− 2x+ 3x2 − 4x3 + · · ·

) (1.60)

dont γ = l(l+1)
r0

, et α = ar0. Ainsi, nous définissons un potentiel équivalent tel que :
Ṽrot = γ

(
C0 + C1e

−αx + C2e
−2αx

) (1.61)
cette extension peut être remplacée par

1

(1 + x)2
= C0 + C1e

−αx + C2e
−2αx (1.62)

avec Cisont des coefficients (i = 0, 1, 2) à déterminer. A ce stade l’expression de l’équation
(1.61) peut être étendue jusqu’au terme x3
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Vrot (x) = γ

[
C0 + C1

(
1− αx+

α2x2

2!
− α”x”

3!
+ · · ·

)
+ C2

(
1− 2αx+

4α2x2

2!
− 8α”x”

3!
+ · · ·

)]
,

(1.63)
où
Vrot (x) =

[
C0 + C1 + C2 − x (C1α + 2C2α) + x2

(
C1
x2

2!
+ 2C2α

2

)
− x3

(
C1
α3

6
+ C2

4α3

3

)]
.

(1.64)
Faisons la combinaison des puissances égales de l’équation (1.60) et (1.64), nous obtenons
les relations entre les coefficients Ciet les paramètres α comme suit :

C0 = 1− 3

α
+

3

α2
(1.65)

C1 =
4

α
− 6

α2
, (1.66)

C2 = − 1

α
+

3

α2
. (1.67)

Nous pouvons maintenant prendre Ṽrot au lieu du potentiel de rotation réel Vrot , et ré-
soudre l’équation d’onde pour l ̸= 0.

Dans l’équation (1.58) on obtient[
d2

dx2
− η2e−2αx + 2ξ2e−αx − β2

1

]
Rl (x) = 0. (1.68)

avec
β2
1 = −2µr0

h̄2
El + l (l + 1)C0, (1.69)

η2 =
2µr20h̄

2

D
+ l (l + 1)C2, (1.70)

ξ2 =
2µr20h̄

2

D
− l (l + 1)

2
C1. (1.71)

L’équation (1.68) est une équation de Schrödinger à trois dimensions avec potentiel de
Morse. On note que la validité de l’approximation de Pekeris dépend du paramètre α et de
la variation du nombre quantique rotationnel l. Cette équation sera résolue via la méthode
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de transformée de Laplace dans le cas général l ̸= 0 en tenant  compte des rotations en plus 
des modes de vibrations.

Tout d’abord, on définie une nouvelle variable

y =
2η

α
e−αx. (1.72)

En introduisant cette nouvelle variable dans l’équation (1.68) on aura[
y2
d2

dy2
+ y

d

dy
− 1

4
y2 +

k

2
y − β2

]
Rl (y) = 0 (1.73)

dont
k =

2ξ2

ηα
; β =

β1
α
. (1.74)

Pour avoir une solution finie à la limite y → ∞, il faut prendre les solutions suivantes
Ψl (y) = y−βRl (y) . (1.75)

Dans ce cas, l’équation (1.73) se transforme à :[
y
d2

dy2
− (2β − 1)

d

dy
− 1

4
y +

k

2

]
Ψl (y) = 0. (1.76)

Cette équation est la même que celle trouvée dans le cas vibrationnel pour l = 0, avec des 
transformations appropriée par conséquent et en suivant la même démarche, les solutions 
de l’équation (1.76) peut être trouver par l’application de la transformée de Laplace : 
ainsi, en partant de l’équation suivante

F (s) = L (Ψ) =

∫ ∞

0

e−syΨ(y) dy, (1.77)
on trouve (

s2 − 1

4

)
d

ds
F (s) +

[
(2β + 1) s− k

2

]
F (s) = 0. (1.78)

qui est une équation différentielle du premièr ordre et ses solutions sont sous la forme

F (s) = N

(
s+

1

2

)−(2β+1)(
1− 1

s+ 1
2

) [k−(2β+1)]
2

. (1.79)
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dont Nest la constante de normalisation et (1− 1
s+ 1

2

) [k−(2β+1)]
2 est une fonction à valeurs

multiples : pour avoir une fonction unique, nous imposons que :
k − (2β + 1) = 2n, n = 0, 1, 2, · · · . (1.80)

A partir des équations (1.69), (1.74) et (1.80), les valeurs propres des états liés peuvent
être obtenus de la manière suivante :

En,l =
h̄2

2µr20

[
l (l + 1)C0 − α2

(
n+

1

2
− ξ2

ηα

)]
(1.81)

dn

dont η, ξ sont donnés respectivement par les équations (1.70) et (1.71) . L’équation 

(1.81) est obtenue en utilisant l’approximation de Pekeris. La validité de cette 
approximation dépend de l’évolution du nombre quantique rotationnel l, elle n’est donc pas 
crédible pour des valeurs plus élevées de l [36]. La valeur la plus proche de la valeur 
maximal autorisée peut être déterminée en posant la condition dE = 0 [39, 40]. A partir de 
cette conditionle nombre maximum des niveaux d’énergies est donné par

[nmax] =
ξ2

ηα
− 1

2
. (1.82)

Pour trouver les fonctions propres, nous devrons appliqué la transformée de 
Laplace inverse à l’équation (1.79) : en suivant la méthode décrite dans [17] on aura :

Rn,l (y) = Nny
k
2
−(1+ 1

2)e−
y
2Lk−2n−1

n (y) , (1.83)
dont Lnest le polynôme de Laguerre généralisé et Nnest la constante de normalisation
donné par :

Nn =

[
αn! (k − 2n− 1)

Γ (k − n)

] 1
2

. (1.84)
A l’aide de l’expression (1.81) et en imposant des modifications adéquates des paramètres
D, α et r0, le spectre d’énergie de rotation de toutes les molécules peut être calculé par
l’approximation de Pekeris. Cette méthode est testée en représentant les énergies de certains
états de rotation réels, pour différentes valeurs de n et l des moléculesH2, CO, LiH , et
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Tab. 1.1: Paramètres spectroscopiques des molécules diatomiques
Molécule µ(uma) D(ev) a(A◦−1) r0 (A

◦)

HCl 0.9801045 4.61907 2.38057 1.2746
H2 0.50391 4.7446 1.440558 0.7416
CO 6.8606719 11.2256 2.59441 1.1283
LiH 0.8801221 2.515287 1.7998368 1.5956

Tab. 1.2: nmaxestimés pour les quatre molécules
l H2 HCl LiH CO
0 23 19 18 74
10 23 18 17 74
20 24 18 16 73
30 26 17 15 72
50 33 14 12 72
70 42 10 6 70

HCl (les plus fréquemment étudiée dans la littérature ), les paramètres spectroscopiques 
de ces molécules sont regroupés dans le tableau 1 [36].

Dans un premier temps, nous représentons la variation des niveaux d’énergie ro-
vibratoire de ces molécules diatomiques dans différents états. pour cela la Figure. 1.2 

correspond aux évolutions des énergies en fonction du nombre quantique rotationnel l, 
pour quatre valeurs sélectionnées de n = 0, 5, 10et 50 des quatre molécules. D’autre part, 
la Figure. 1.3 montre la variation de l’énergie avec le nombre quantique vibrationnel n 

pour quatre valeurs de l = 0, 10, 20, 30, ces résultats nous amène à citer quelques 
remarques :• Le chois d’une valeur fixe de n est une conséquence du fait que ce potentiel ne

supporte qu’un nombre limité d’états liés, les nmaxestimés pour les quatre molécules
sont représentés dans le tableau 2

Ces valeurs sont obtenues en utilisant l’équation (1.82) avec h̄c = 1973.269ev A° et
1amu = 931.5106 eV(A°)−1 . En suivant ce tableau et à l’exception du cas deH2, le nombre
de niveaux quantiques est fini et diminue avec le nombre quantique l.

• A n = 0 l’énergie n’est pas nulle, autrement dit qu’il est impossible que la molécule
s’arrête complètement de vibrer même dans l’état énergétique le plus bas, la molécule
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Fig. 1.2: Niveau d’énergie ro-vibrationnel en fonction l, pour différentes valeurs de n de
(a)H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiH ,

possédera toujours un peu de vibration (point d’énergie zéro).
• Dans la représentation de En,l en onction du nombre quantique rotationnel l, les 
courbes pour ( n =0, 5, 10, 20) tend à atteindre un comportement presque linéaire 
pour n de plus en plus élevés, de plus ces courbes tend à se rapprochés pour 
n progressivement plus élevé sauf dans le cas de la molécule de CO, ou les n 

courbes restent bien séparées avec un faible taux de changement qui entraîne une 
certaine aplatissement de la situation. Nous observons que les courbes de HCl 
restent assez similaires à ceux de LiH

• Pour les courbes représentatives de En,l avec n pour les valeurs ( l = 0, 10, 20, et 30)
les courbes de l dans H2restent bien séparés, et pour la molécule HCl ses courbes
sont très proche de celle de LiH, alors que pour CO les courbes individuelles par rap-
port au paramètre l se rapprochent beaucoup et adoptent un comportement presque
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Fig. 1.3: Niveau d’énergie ro-vibrationnel en fonction n, pour différentes valeurs de l de
(a)H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiH

linéaire. Finalement, la remarque général pour ce type de courbe, c’est qu’avec la
croissance de l, En,len fonction de n approche d’un comportement linéaire, et qu’en
passant des molécules H2, HCl, LiH, et CO les En,l tend à devenir plus rapproché.

Enfin, pour bien comprendre ces différents observations, nous avons tracé le niveau
d’énergie rovibratoire en fonction des deux nombres quantiques (n ; l) sur les Figures. 1.4
et 1.5, suivant ces courbes on observe que la molécule CO présente un comportement
linéaire et les deux molécules HCl et LiH ont une variation similaire.

En suite nous avons tracé le niveau d’énergie rovibratoire par rapport aux deux nombres
quantiques (n, l) pour les quatre molécules diatomiques H2, CO, HCl, LiH.

A notre connaissance, de tels diagrammes énergétiques détaillés n’ont pas été présentés
et nous espérons que ces résultats seront utiles aux études futures : précisément, pour
montrer l’intervalle lorsque le spectre des énergies devient positif : cette condition peut
être utilisée comme règle de sélection des valeurs autorisées de l et n et, par conséquent,

Chabbi Kawther – 25 – كوثر شابى



Solutions de l’équation de Schrödinger via la transformée de Laplace

Fig. 1.4: Variation des niveaux d’énergie rovibratoire par rapport aux deux nombres quan-
tiques (n ; l) de (a)H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiH

Fig. 1.5: Le niveau d’énergie rovibratoire par rapport à (n ; l) pour les molécules H2, CO,
HCl, LiH.
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les utiliser pour calculer les propriétés thermiques de ces molécules.
Comme déjà mentionné, de nombreux schémas analytiques et numériques approxima-

tifs ont été proposés pour une évaluation précise des états propres et des valeurs propres du
potentiel de Morse au fil des années. Cependant, certaines d’entre elles ne concernent que
le cas de non-rotation (l=0) où sont utiles principalement pour les niveaux les plus bas ;
alors que dans d’autres encore, seules les valeurs propres sont obtenues. Dans ce travail,
nous avons rapporté avec une excellente précision les états de vibration de Morse bas et
élevés. La méthode est précise, simple, fidèle et cela vaut tant pour les cas de non-rotation
(l=0) que pour les cas de rotation (l ̸=0). Les états inférieurs et supérieurs sont obtenus
de manière simple sans difficulté supplémentaire, ce qui n’est pas toujours possible dans
certaines des méthodes de la littérature.
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CHAPITRE2
LES PROPRIÉTÉS STATISTIQUES POUR CERTAINES

MOLÉCULES DIATOMIQUES

2.1 Introduction
La thermodynamique classique développée au cours des 18e et 19e siècles étudie les 

propriétés des systèmes macroscopiques de la matière, elle a essayé de mettre en évidence 
à partir des études expérimentales, des lois empiriques et éventuellement certains 
principes généraux. Mais au milieu du 19e siècle, la nécessite de décrire la matière 
macroscopique à partir de constituants corpusculaires microscopiques semblait s’imposer. 
La théorie ciné-tique des gaz, développée par Maxwell (1859) est un premier pas dans ce 
sens. Boltzmann (1872) et Gibbs (1900) développa la mécanique statistique, et essaie de 
donner une ex-plication rationnelle des lois des systèmes macroscopiques en analysant 
les propriétés de leurs constituants microscopiques. La confirmation définitive du bien-
fondé de l’approche statistique de la thermodynamique ne fut acquise qu’au début du 20e 
siècle après les ob-servations expérimentales prouvant l’existence des atomes et des 
électrons. [41, 42]L’hypothèse de l’équilibre thermodynamique permet de simplifier très nettement les
calculs et de déterminer plus simplement des grandeurs macroscopiques. Dans un système
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isolé à l’équilibre l’énergie devrait être répartie uniformément entre les diverses parties
du système, ce qui signifie aussi une distribution uniforme de la température, de même
dans un système isolé (en l’absence de forces extérieures) la pression devrait aussi être
uniformément répartie à l’équilibre. [42]

2.2 Théorie statistique
2.2.1 Approche statistique des systèmes macroscopiques

Les échelles de mesure des grandeurs physiques des particules individuelles sont celles
de l’atome (distance de l’ordre du rayon de Bohr, énergie de l’ordre du Rydberg ou de
l’électronvolt, temps caractéristique de l’ordre de celui qui sépare deux collisions dans
un gaz, soit environ 10−10s pour N2 par exemple). Celles d’un objet qu’on étudie par la
thermodynamique, les dimensions sont souvent de l’ordre du millimètre ou du centimètre,
les énergies sont mesurées en joules, le temps de mesure est de l’ordre de la seconde.
On voit apparaître deux domaines très distincts : un domaine microscopique et l’autre
macroscopique. L’étude d’un système physique qui contient quelques particules par exemple
un atome à plusieurs électrons, le comportement de chacune d’elles est régi par les lois de
la mécanique quantique. Quand on connaît à t= t0 la position et l’impulsion de chaque
particule, ainsi que l’hamiltonien qui gouverne l’évolution du système, on peut en principe
(calculs auxquels se consacre la Chimie Quantique par exemple...) trouver la position r et
le moment p à un instant ultérieur t quelconque. Il n’y a donc aucun problème de principe,
mais des difficultés pratiques.

Prenons maintenant une situation macroscopique, telle que la thermodynamique les 
décrit : considérons N molécules d’un gaz monoatomique où N est le nombre d’Avogadro, et 
supposons que nous connaissions à l’instant t0 pour chaque particule le couple (r0, p0). On 

perçoit bien l’impossibilité de connaître à chaque instant la position et l’impulsion de chaque 
particule. En ait, les grandeurs physiques mesurables (volume, pression, température,...) 

ne concernent pas les propriétés d’une seule molécule (particule) mais on s’intéresse à 
des grandeurs physiques qui concernent une assemblée de molécules (ou de particules) 

pendant le temps de l’observation [42].
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2.2.2 L’entropie, distribution de Maxwell-Boltzmann et fonction de
partition

2.2.2.1 L’entropie
La mécanique statistique repose sur une fonction fondamentale l’entropie. La notion

d’entropie provient de la mécanique statistique par l’intermédiaire de la théorie de l’infor-
mation. Une description probabiliste comporte intrinsèquement un certain manque d’in-
formation. Ce défaut d’information peut être mesuré par l’entropie statistique associée à
une loi de probabilité [43].

L’entropie d’un système thermodynamique à l’équilibre est identifiée à un facteur mul-
tiplicatif près à son entropie statistique définie par :

s = −
Ω∑

m=1

Pm lnPm, (2.1)

où la somme s’effectue sur tous les micro-états accessibles du système (Ω est leur nombre)
et Pm est la probabilité du micro-état (événement) m se produise. Les probabilités sont
ainsi normalisées :

Ω∑
i=1

Pm = 1. (2.2)

2.2.2.2 La Fonction de partition
Le concept de fonction de partition permet d’établir le lien entre les propriétés micro-

scopiques du système et la thermodynamique classique. Le calcul des fonctions de parti-
tions pour les systèmes atomiques, diatomiques et polyatomiques tient compte de toutes
les formes d’énergies présentes dans la particule. L’étude des propriétés thermodynamiques
nécessite la connaissance des fonctions de partition. Dans les calculs celles-ci peuvent in-
tervenir directement ou sous forme de dérivées première ou seconde. Par conséquent le
calcul de ces dernières doit se faire de façon minutieuse.

La fonction de partition totale d’une espèce (j) à la température T est :

Z tot
j =

∑
i

gtoti,j exp
(
−
Etot

i,j

kBT

)
, (2.3)

Chabbi Kawther – 30 – كوثر شابى



Théorie statistique

dont Etot
i,j , et gtoti,j sont respectivement l’énergie totale et la dégénérescence du niveau lié (i).

Cette énergie peut être exprimer comme la somme de son énergie de translation Etr
i,j et

de son énergie interne Eint
i,j . L’énergie interne de chaque espèce dépend de ses différents

mouvements de rotation, de vibration, et de ces constituants (électron, nucléons). Dans
l’hypothèse d’un rotateur rigide, ces mouvements sont considérés comme indépendants les
uns des autres, nous pouvons donc écrire :

Etot
i,j = Etr

i,j + E int
i,j , (2.4)

dont l’énergie interne est donnée par
E int

i,j = Enucl
i,j + Eelec

i,j + Erot−vib
i,j , (2.5)

et dont la dégénérescence du niveau lié (i)
gtoti,j = gtri,jginti,j, (2.6)

avec
ginti,j = gnucli,j g

elec
i,j g

rot
i,jg

vib
i,j . (2.7)

Ainsi, la fonction de partition totale peut s’écrire sous la forme suivante :
Z tot

j (T ) = Z tr
j (T )Z int

j (T ) . (2.8)
avec Z tr

j (T ) la fonction de partition de translation et Z int
j (T ) la fonction de partition

interne définies par les expressions suivantes :

Z tr
j (T ) =

∑
gtri,j exp

(
−
Etr

i,j

kBT

)
, (2.9)

Z int
j (T ) =

∑
ginti,j exp

(
−
E int

i,j

kBT

)
. (2.10)

Dans ce stade on peut constater que :
• la fonction de partition de translation : selon Boltzmann, Ztr

j d’une particule j avec
une masse mjenfermer dans un puits de potentiel à trois dimensions de volume V
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et N est le nombre total de particule, alors

Z tr
j (T ) = V

(
2πmjkBT

h2

) 3
2

= N

(
kbT

p

)(
2πmjkBT

h2

) 3
2 (2.11)

où p est la pression
• la fonction de partition interne : dans le cas des molécules diatomiques, elle est
définie par

Z int
j (T ) =

∑
gelecti,j exp

(
−
Eelect

i,j

kBT

)∑
groti,j exp

(
−
Erot

i,j

kBT

)∑
gvibi,j exp

(
−
Evib

i,j

kBT

)
,

(2.12)
dont le premier terme représente la fonction de partition électronique Zelect

j où pour
une espèce j, le calcul se fait par sommation de tous les niveaux électroniques (i)
d’énergie connues Eelect

j . Le deuxième terme est la fonction de partition de rotation
par contre le dernier sera la fonction de partition de vibration. Le problème le plus
délicat qui se pose lors du calcul des fonctions de partition interne pour les systèmes
diatomiques concerne la limitation des nombres quantiques de vibration et de ro-
tation. Le nombre limité de vibration nmax correspond au dernier niveau n dont
l’énergie est inférieure à l’énergie de dissociation D0 de l’état électronique (i). Le
nombre quantique limité de rotationJmax correspond au dernier niveau de rotation
stable de l’état électro-vibrationnel.

2.3 Calcul des propriétés thermodynamiques pour cer-
taines molécules diatomiques

L’étude des propriétés thermodynamiques des systèmes moléculaires tels que l’énergie
libre, la chaleur spécifique et l’énergie interne est l’un des principaux défis de la chimie, de
la physique et de l’ingénierie. Ces quantités ont des applications potentielles dans la transi-
tion de phase, l’adsorption et la synthèse de matériaux [10,44–46]. Même avec le progrès
très rapide des calculs numériques, les représentations analytiques des fonctions thermo-
dynamiques des gaz sur toute la gamme de températures allant de zéro jusqu’à la limite
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de dissociation thermique suscitent beaucoup d’intérêt dans le traitement des systèmes
diatomiques et polyatomiques. Une façon de prédire théoriquement les fonctions ther-
modynamiques des substances diatomiques gazeuses est la détermination de la fonction de
partition, qui est fonction de la température est généralement considérée comme la fonction
de distribution. Pour obtenir la fonction de partition d’un système, il faut connaître l’inter-
action potentielle entre les molécules. Il est bien connu que la détermination des niveaux
exacts d’énergie vibratoire joue un rôle clé dans l’obtention de la fonction de partition d’un
système donné. La fonction de partition vibrationnelle des molécules diatomiques pour
certains modèles potentiels peut facilement être obtenue en calculant les niveaux d’énergie
rotation-vibration du système dont les applications sont largement utilisées en mécanique
statistique et en physique moléculaire [47, 48]. Strekalov [49] a obtenu une expression
exacte pour la fonction de partition pour l’oscillateur de Morse. Ce dernier a été identi-
fié comme le modèle d’oscillateur le plus simple et le plus réaliste qui a de nombreuses
applications dans la description de l’état vibratoire des molécules diatomiques [50].

La fonction de partition vibrationnelle moléculaire peut être calculée par sommation
directe sur tous les niveaux d’énergie vibratoire possibles. Une formule analytique simple
pour la fonction de partition a été dérivée par Strekalov [51]. Dans ce contexte, de nom-
breux efforts ont été faits pour acquérir des expressions explicites de la fonction de partition
pour les modèles d’énergie potentielle moléculaire dans les molécules diatomiques et po-
lyatomiques tels que le potentiel de Morse et les potentiels améliorés de Manning-Rosen,
les oscillateurs Rosen-Morse et Tietz améliorés [40].

Différentes techniques mathématiques ont été utilisées par de nombreux chercheurs
pour évaluer la fonction de partition, telles que la formule de sommation de Poisson [51–
53], la méthode d’expansion cumulant [39], la méthode standard [39,54], et la formulation
de Wigner-Kirkwood [17] et les propriétés thermiques de certaines molécules diatomiques
pour différent type de potentiel (voir les références suivantes [10,20,39,52,55–58]. ).

Dans notre cas, on a proposé une autre approche basant sur la formule d’Euler-Maclaurin
[40,59–61]. Avant d’exploiter d’aborder notre travail, nous citons quelques remarques sur
la différence entre les deux méthodes décrites ci-dessus.

• La sommation de Poisson est une équation qui relie les coefficients de la série de
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Fourier de la sommation périodique d’une fonction aux valeurs de la fonction de
transformée de Fourier continue.

Pour les fonctions appropriées f , la formule de sommation de Poisson peut être formulée
comme [20,56] :

+∞∑
n=−∞

f (n) =
+∞∑
−∞

f̂ (n) , (2.13)

où f̂est la transformée de Fourier de f et n ∈ Z

• La formule Euler-Maclaurin fournit un lien puissant entre intégrales et sommes. Elle
fournit des expressions pour la différence entre la somme et l’intégrale en termes de
dérivés supérieurs. Elle a la définition suivante :

+∞∑
0

f (n) =
1

2
f (0) +

∫ ∞

0

f (x) dx−
∞∑
p=1

B2p

(2P )!
f (2p−1) (0) , (2.14)

avec B2p sont les nombres de Bernoulli, f (2p−1) la dérivée d’ordre (2p - 1). Les deux
méthodes sont des exemples de base des idées plus profondes, mais comme idée de
base sont très différentes.

• Les formules d’Euler-Maclaurin sont utilisées pour donner des estimations de haute
précision des intégrales dans les méthodes d’analyse numérique standard sous forme
de sommes discrètes avec des termes d’erreur compréhensibles sont calculables et
estimables. Donc, cette méthode est la méthode la plus importante pour la sommation
de séries infinies, de plus cette formule est un peu difficile à utiliser, et la difficulté
de travail dépend des dérivés.

• La sommation de Poisson est de nature très différente. Elle concerne la série de Fou-
rier, ou plus précisément la transformée de Fourier. Cela ressemble superficiellement
aux intégrales dans la sommation d’Euler-Maclaurin, mais les idées profondes sont
très différentes. Ainsi, la formule de Poisson ne donne généralement pas de réponse
immédiate mais c’est une transformation permettant d’appliquer d’autres procédures.
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Ainsi, le but de ce présent chapitre est de donner une expression analytique simple de la
fonction de partition du potentiel Morse via la méthode bien connue d’Euler-Maclaurin.
Cette approche permet également d’estimer l’influence des effets d’interaction rotation-
vibration sur les propriétés thermiques des molécules diatomiques.

2.4 Les propriétés thermiques des molécules diatomiques
Les fonctions de partition jouent un rôle clé en chimie et en physique statistique car

elles permettent de décrire de manière simple la répartition des probabilités de chacun des
micro-états d’un système stationnaire. Elles sont à la base de tout calcul de composition
chimique et permettent de déterminer les propriétés thermodynamiques et radiatives. Le
calcul de la fonction Z permet de connaître la distribution des micro-états et donc de
déduire les propriétés statistiques du système.

2.4.1 Fonction de partition vibrationnelle
Le potentiel de Morse pour une molécule diatomique est donné par [10] :

V (r) = D
(
1− eα(r−re)

)2
, (2.15)

où D est l’énergie de dissociation, re est la distance inter nucléaire à l’équilibre et α est le
paramètre contrôlant la largeur du puits potentiel.

Par l’application de l’approximation de Pekeris avec la méthode de transformée de
Laplace, la résolution de l’équation de Schrödinger à une dimension donne l’expression de
l’énergie de vibration suivante :

En =
h̄2

2µ

(
n+

1

2
−

√
2µDe

αh̄

)2

, (2.16)

avec h̄ = h
2π

et h est la constante de Planck, µ est la masse réduite de la molécule, n le
nombre quantique de vibration n = 0, 1, 2, 3, . . . nmax dont la valeur maximale nmaxpeut
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être déterminée en mettant dEn

dn
= 0, soit

nmax =

√
2µDe

αh̄
− 1

2
. (2.17)

La contribution totale de l’état lié à la fonction de partition vibrationnelle d’une molécule
diatomique à la température T est obtenue par sommation directe sur tous les niveaux
d’énergie vibratoire possibles disponibles du système

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0), (2.18)

avec β = 1
kBT

dont kB est la constante de Boltzmann et T la température.
A l’aide de l’expression (2.16) concernant les niveaux d’énergie vibratoire nous obte-

nons l’expression suivante :

Z =
nmax∑
n=0

e
−β

(
h̄2

2µ

(
n+ 1

2
−

√
2µDe
αh̄

)2
−h̄2

2µ

(
1
2
−

√
2µDe
αh̄

)2
)
. (2.19)

Pour évaluer la fonction de partition (2.19), nous appelons la formule d’Euler-Maclaurin
[40,59–61] : selon cette approche, la somme se transforme en intégrale comme suit :

∞∑
n=0

f(x) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(x)dx−
∞∑
p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1)(0), (2.20)

où B2p sont les nombres de Bernoulli, et f (2p−1) est le dérivée de l’ordre (2p -1).
Limitons nous à l’ordre p = 3, la fonction de partition Z sera alors :

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+

∫ nmax

0

f(n)dn−
∞∑
p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1)(0), (2.21)

où
Z =

nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+

∫ nmax

0

e−β(En−E0)dn−
(
B2

2!
f (1)(0) +

B4

4!
f (3)(0)

)
. (2.22)
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Posons que
ξ =

√
2µDe

h̄2
, A =

1

2
− ξ

α
, etB = α− 2ξ, (2.23)

alors la fonction de partition vibrationnelle sera

Z =
1

2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)
+

+e
(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])
(2.24)

Cette fonction de partition est la fonction de partition classique. La fonction d’erreur ima-
ginaire, notée Erfi, est définie comme [62] :

Erf (x) = −iErf (ix) = 2√
Π

∫ x

0

et
2

dt. (2.25)

2.4.2 Les propriétés thermodynamiques des molécules diatomiques
Une fois que nous avons trouvé la fonction de partition Z, toutes les grandeurs phy-

siques d’un système en équilibre, et aussi toutes les grandeurs thermodynamiques seront
bien déterminées via cette fonction. Nous pouvons utiliser les formules thermodynamiques
bien connues pour calculer les fonctions thermodynamiques pour le système des molécules
diatomiques comme suit :

• L’énergie libre F : La grandeur qui joue un rôle important en physique statistique
et en thermodynamique est l’énergie libre notée F, elle s’exprime simplement en
fonction de la température et de la fonction de partition.

L’énergie libre par molécule dans la région de haute température, apparaît comme l’une des
fonctions fondamentales, puisqu’elle est directement liée à la fonction de partition Z par la
relation

F = − 1

β
lnZ = U − TS. (2.26)
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Si l’expression analytique de Z est remplacée en (2.26), une expression analytique est
obtenue : elle est définie par

F =− 1

β
ln
{
1

2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)}
− 1

β
ln
{
e
(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])}
.

(2.27)
• L’énergie interne U : par définition, l’énergie interne U est l’énergie moyenne du
système.

Nous considérons maintenant la contribution vibrationnelle à l’énergie molaire interne en
fonction de la fonction de partition Z qui est calculée pour la région des températures
élevées comme :

U = − d

dβ
lnZ = − 1

Z

dZ

dβ
. (2.28)

Via cette équation, on trouve

U =− d

dβ
ln[1

2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)
e
(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])
. (2.29)

• L’entropie vibrationnelle S : Cette quantité pourra être définie comme étant une 
gran-deur thermodynamique associée à un système de particules caractérisant le 
désordre ou le degré de désorganisation de ce système.

Plus le désordre est grand, plus l’entropie est élevée ce qui la rend dépendante de la tem-
pérature. Elle est donnée par :

S = lnZ − β
d lnZ
dβ

. (2.30)
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Suivant cette équation, on obtient

S = ln{1
2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)
+

e
(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])

− β
d

dβ
{ln{1

2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)
+ e

(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])
. (2.31)

En thermodynamique statistique, cette expression de l’entropie trouvée est aussi appelée
l’entropie statistique. Boltzmann donna la signification statistique de l’entropie qui est la
mesure du désordre présent dans le système par une loi statistique qui coïncide avec l’en-
tropie thermodynamique classique.

• Capacité thermique Cv : La chaleur spécifique est une autre propriété importante
d’un système, le transfert de chaleur par le système (molécules) est sensible à la
capacité de stockage de la chaleur par les particules(atomes) du système. Cette notion
de stockage est couramment associée à la chaleur spécifique à volume constant, notée
Cv .

La capacité thermique à volume constant mesure la quantité de chaleur qu’il faut fournir au
système maintenu à volume constant pour augmenter sa température de 1 K. Formellement
on a :

Cv = β
d2 lnZ
dβ2

où
Cv =β

d2

dβ2
ln{1

2
+
βAh̄

12µ
+

1

720

(
3β2Ah̄2

µ2
− β3A3h̄3

µ3

)
+ e

(βB2h̄)
8α2µ

√
Πµ

2βh̄

(
−Erf

[√
βh̄

2µ

B

2α

]
+ Erf

[√
βh̄

2µ

(
B − 2α [A]

2α

)])
. (2.32)

La découverte de la notion de chaleur spécifique a entraîné le développement de la thermo-
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dynamique qui consiste à étudier le comportement thermique des corps, les transformations
d’énergie au sein d’un système en fonction de la chaleur et du travail.

2.4.3 Fonction de partition ro-vibrationnelle
La fonction de partition est exprimée en fonction du nombre quantique vibrationnel

n, et le nombre quantique rotationnel l

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En,l−E0,l), (2.33)

avec
En,l =

h̄2

2µr20

[
l (l + 1)C0 − α2

(
n+

1

2
− ξ2

ηα

)]
(2.34)

dont
η2 =

2µr20h̄
2

D
+ l (l + 1)C2, (2.35)

ξ2 =
2µr20h̄

2

D
− l (l + 1)

2
C1, (2.36)

où
C0 = 1− 3

α
+

3

α2
, (2.37)

C1 =
4

α
− 6

α2
, (2.38)

C2 = − 1

α
+

3

α2
. (2.39)

Insérons (2.35) et (2.36) dans (2.33), l’expression de la fonction de partition prend la
forme :

Z =
Nmax∑
n=0

exp

(
β(
h̄2α2

2mr20
n2 +

h̄2α2

2mr20
(1− 2ζ2

ηα
)n

)
. (2.40)

Le passage en intégrale est donné par la formule de transformé d’Euler-Maclaurin : à l’aide
de l’équation (2.20) nous arrivons à l’expression suivante

Z(β, l) =
1

2
+
Bb2β

2
− 1

24
b4(6ABβ

2 −B3β3) +
exp(D2)

√
π(Erf [M ]− Erf [D])
2
√
A
√
β (2.41)
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dont D = B
√
β

2
√
A
et M =

√
β(B+2A[Nmax])

2
√
A

.
Toutes les propriétés thermodynamiques du potentiel de Morse tridimensionnel telles

que l’énergie libre, l’entropie, l’énergie totale et la chaleur spécifique peuvent être obtenues
grâce à la fonction de partition numérique Z.

• L’énergie libre F est donnée par

F = − 1

β
ln

(
1

2
+
BB2β

2
− 1

24
b4(6ABβ

2 −B3β3) +
eD

2√
π (−Erf [D] + Erf [M ])

2
√
A
√
β

)
(2.42)

• L’énergie molaire interne U

U =

−
((

BB2

2
− 1

24
B4(12ABβ − 3B3β)

)
− eD

2√
π(−Erf [D]+Erf [M ])

4
√
Aβ

3
2

)
(
(1 + BB2β

2
− 1

24
b4(6ABβ2 −B3β3) + ( e

D2√
π(−Erf [D]+Erf [M ]

2
√
A
√
β

)
)

+

B2eD
2√

π(Erf [D]+Erf [M ])

8A
3
2
√
β

+
eD

2√
π

(
− BeD

2

2
√
A
√
π
√
β
+ eM

2
M√

πβ

)
2
√
A
√
β


(
(1 + BB2β

2
− 1

24
B4(6ABβ2 −B3β3) + ( e

D2√π(−Erf [D]+Erf [M ]

2
√
A
√
β

)
) (2.43)

• L’entropie S
S = − β ln [β]

ln
[
1
2
+ BB2β

2
− 1

24
B4(6ABβ2 −B3β3) + eD2√π(−Erf [D]+Erf [M ])

2
√
A
√
β

]+
+ln

[
1

2
+
BB2β

2
− 1

24
B4

(
6ABβ2 −B3β3

)
+
eD

2√
π (−Erf [D] + Erf [M ])

2
√
A
√
β

]
(2.44)
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• La chaleur spécifique Cv

Cv =

β2

(
−((BB2

2
− 1

24
b4(12ABβ − 3B3β2)− eD

2√
π(−Erf [D]+Erf [M ])

4
√
Aβ

3
2

)
(

1
2
+ BB4β

2
− 1

24
B4(6ABβ2 −B3β3) + eD2√π(−Erf [D]+Erf [M ])

2
√
A
√
β

)2
)

+

β2

(
B2eD

2√
π(−Erf [D]+Erf [M ])

8A
3
2
√
β

+
eD

2√
π(− BeD

2

2
√
A
√
π
√
β
+ e−M2

M√
πβ

)

2
√
A
√
β

)
(

1
2
+ BB4β

2
− 1

24
B4(6ABβ2 −B3β3) + eD2√π(−Erf [D]+Erf [M ])

2
√
A
√
β

)2
)

+

(
− 1

24
B4(12AB − 6B3β) + 3eD

2√
π(−Erf [D]+Erf [M ])

8
√
Aβ

5
2

)
(

1
2
+ BB4β

2
− 1

24
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2.4.4 Applications pour quelques molécules diatomiques
Comme nous avons vu précédemment il est bien confirmé que les propriétés thermo-

dynamiques d’un système donné peuvent être déterminées facilement grâce à la fonction
de partition parce qu’elle a une signification statistique très importante en mécanique sta-
tistique.

Dans la suite de cette partie nous allons présenter et discuter les résultats obtenus
concernant les propriétés thermodynamiques des systèmes diatomiques suivantes , H2,
HCl, LiH, et CO qui ont été les plus étudiés dans la littérature en utilisant la fonction de
partition évaluer à l’aide de la formule d’Euler-Maclaurin.
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Tab. 2.1: Paramètres spectroscopiques des molécules sélectionnées utilisées dans le présent
calcul Molécule µ(uma) D(ev) a(A−1) re(A)

HCl 0.98010045 4.61907 2.38057 1.2746
H2 0.503901 4.7446 1.440558 0.7416
CO 6.8606719 11.2256 2.59441 1.1283
LiH 0.8801221 2.515287 1.7998”68 1.5956

Les valeurs typiques des constantes moléculaires pour l’état électronique de ces 
molé-cules sont données dans le tableau. 2.1.

À l’aide de ces valeurs, la fonction de partition vibratoire Z est bien déterminée :
à travers cette fonction, les propriétés thermiques de ces molécules peuvent être trouvées
facilement. Ces fonctions thermodynamiques sont représentées par rapport à l’inverse de la
température β = 1

kBT
et en fonction des nombres quantiques vibrationnels n et rotationnel

l .
2.4.4.1 cas à une dimension

Dans cette partie nous exposons les différentes courbes représentant la fonction de
partition ainsi que les différentes propriétés thermodynamiques des molécules ci-dessus en
fonction de β.

Figure. 2.1 : montre les courbes donnant l’évolution de la fonction de partition Z en
fonction de l’inverse de la température β obtenues pour les quatre molécules à l’aide de
l’équation (2.24). Comme première remarque, nous constatons sur la figure que les quatre
courbes présentent un comportement similaire en fonction de l’inverse de la température
dans le quel la fonction de partition Z croit lentement avec l’augmentation de β, jusqu’à
atteindre une valeur limité.

Sur la Figure. 2.2 Nous présentons l’énergie libre en fonction de l’inverse de la tem-
pérature associée au quatre molécules à l’aide de l’équation (2.27). L’analyse générale des
quatre courbes d’énergie libre présente l’augmentation de F avec l’inverse de la température
jusqu’à ce qu’elle atteigne une valeur constante.

On voie sur la Figure. 2.3 que l’énergie interne U présentent des valeurs non nulles
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Fig. 2.1: Fonction de partition Z des molécule étudier : (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO

Fig. 2.2: Energie libre des molécule : (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO
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Fig. 2.3: Energie interne U des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO

à β = 0 et diminue d’une façon monotone avec l’augmentation de β pour toutes les
substances. Notons que cette diminution devient assez rapide pour des températures très
élevées.

L’entropie S relative aux quatre molécules étudiées est représentée sur la Figure. 2.4,
nous constatons qu’elle décroît avec β et s’annule pour une valeur de β = 1. Ce com-
portement, de l’entropie semble être assez logique car à zéro température, seul le niveau
d’énergie le plus bas est occupé, l’entropie est donc nulle car il y a très peu de probabilité
d’une transition vers un niveau d’énergie plus élevé. Au fur et à mesure que la température
augmente, il y a une augmentation de l’entropie car la probabilité d’une transition vers un
autre niveau d’énergie augmente.

La chaleur spécifique reflète la capacité d’un système à accumuler de l’énergie sous
forme thermique quand sa température augmente. De ce fait, une grande capacité thermique
signifiera qu’une grande quantité d’énergie peut être stockée moyennant une augmentation
de la température.

La Figure. 2.5 présente les courbes de la chaleur spécifique obtenues pour les quatre
substances, on remarque que ces courbes sont bien définies avec une évolution en deux
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Fig. 2.4: Entropie S des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO, (e) S des quatre 
molécules regroupées
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Fig. 2.5: Chaleur spécifique Cv des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO, (e) 
Cv des quatre molécules regroupées

phases : une première partie (à une faible valeur de (β) qui augmente faiblement, et une 
deuxième partie pour des grandes valeurs de β où la chaleur spécifique croit linéairement 
jusqu’à ce qu’elle devient constante à des β plus élevées. Ce comportement est logique car 
l’augmentation de la température entraîne un peuplement des états énergétiques du système, 
de ce ait, la chaleur spécifique v a a ugmenter pour a tteindre un maximum (saturation). 
Cependant à β très faible, comme nous le voyons sur la figure, la chaleur spécifique s’annule. 
Ce résultat est en accord avec le troisième principe de la thermodynamique.
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2.4.4.2 cas à trois dimensions
Cette fois, nous présentons les courbes de la fonction de partition ainsi que des pro-

priétés thermodynamiques des molécules étudiés en fonction de l’inverse de la température 
β en tenant compte du terme de rotation.

La Figure. 2.6 montre à la fois la fonction de partition Z et les propriétés thermodyna-
miques de H2 en fonction de β pour différentes valeurs du nombre quantique rotationnel
l. A partir de ces courbes on peut tirer quelques remarques :

• L’allure de la fonction de partition Z obtenue à partir de l’expression analytique
(2.41) diminue en augmentant β pour les différentes courbes de différentes l =
(0, 10, 20, 30, 50, 70) où dans la région 0 < β < 10 on peut vérifier que les courbes
sont séparées. En revanche on peut vérifier le chevauchement de ces courbes dans la
région correspondant à β > 10 .

• Les courbes de Z, F, U, S, et Cv descends quand l prend des valeurs élevées (de 0 

à 20 ces courbes sont presque superposées).
• La variation de la chaleur spécifique en fonction de β est représentée pour diverses
valeurs de l dans l’intervalle 0 < β < 5. La chaleur spécifique pour ce modèle a
un maximum pour une valeur β = βc correspondant à une température T = Tc où
βc = 1/kBTc (Le maximum est atteint lorsque ces derniers occupent l’état éner-
gétique avec nmax) puis elle décroît. Cela est dû au nombre fini d’états du modèle
algébrique, ceci signifie pour un système composé de molécules diatomiques dont
l’énergie potentielle est du type Morse, il a une valeur de température critique dans
laquelle le système devient saturé et ne peut plus absorber plus d’énergie car tous ses
états excité sont occupés.

• Les effets d’anharmonicité (dans les courbes de Cv) sont apparents aux valeurs de
β prés de 0 (β ≂0.1) : Ces valeurs correspondent aux températures vibratoires de la 
molécule. D’après Valencia et al [63] les contributions anharmoniques du modèle 
analytique dépendent principalement du paramètre β.
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Tab. 2.2: Les valeurs des températures critiques Tc (K) pour les quatre molécules diato-miques
l H2 CO HCl LiH
0 8788 20715 9355 5273
10 8788 20715 8923 5273
20 9667 20715 8923 4677
30 11600 20715 7582 3866
50 18711 20715 5202 2265
70 31353 20715 2521 773

• On note que la valeur maximale Tc diminue lorsque l augmente (voir Tableau. 2.2)
La figure 2.7 : Montre à la fois la fonction de partition vibrationnelle Z, l’énergie libre, 

l’énergie interne, l’entropie, et la chaleur spécifique Cv de CO en fonction de β pour 
différentes valeurs du nombre quantique rotationnel l. Nous remarquons à partir de ces 
courbes que toutes les fonctions sont indépendantes du paramètre l où nous pouvons 
donc affirmer que tous les états de cette molécule sont identiques.

Enfin, les figures 2.8 et 2.9 Montrent à la fois la fonction de partition vibrationnelle Z 

et les propriétés thermodynamiques de HCl et LiH en fonction de β pour différentes 
valeurs du nombre quantique l : à partir de ces figures, nous observons que le 
comportement des deux molécules est identique. Ce comportement est dû au fait que les 
deux molécules ont des paramètres spectroscopiques similaires (voir tableau I ).

Dans la Figure. 2.10 : Nous montrons le comportement de la chaleur spécifique des
molécules diatomiques H2, HCl, LiH et CO pour une valeur de l = 10 : à partir de cette
figure nous observons que la chaleur spécifique de H2, HCl est sensiblement la même,
contrairement au cas des molécules LiH et CO où la différence est très claire.

Remarquons enfin que, conformément au troisième principe de la thermodynamique,
la capacité Cv tend vers zéro lorsque la température approche de zéro absolu.

Revenons au Tableau. 2.2 où nous présentons quelques valeurs de la température cri-
tique Tc = 1/kBβc et sa variation avec le paramètre l : comme nous l’avons expliqué dans
le chapitre précédent, la condition d’avoir les états liés (spectre négatif d’énergie) conduit
à la limitation du nombre quantique l : d’où la valeur relative Tc pour chaque molécule est :
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Fig. 2.6: La fonction de partition Z, et les fonctions thermodynamiques F, U, S, Cv, de la
molècule H2
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Fig. 2.7: La fonction de partition Z, et les fonctions thermodynamiques F, U, S, Cv, de la
molécule CO
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Fig. 2.8: La fonction de partition Z, et les fonctions thermodynamiques F, U, S, Cv, de la
molécule HCl
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Fig. 2.9: La fonction de partition Z, et les fonctions thermodynamiques F, U, S, Cv, de la
molécule LiH

Fig. 2.10: La chaleur spécifique pour l = 10 des molécules H2, HCl, LiH et CO
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TH2
c = 8788◦K pour (l<10), THCl

c = 9355, 8923,8923°K pour les valeurs de l = 0,10,
20 (l < 20), TLiH

c = 5273,5273, 4677°K pour (l= 0, 10, 20), et TCO
c =5273°K pour les

différentes l. Le cas de la molécule CO nécessite une certaine attention : toutes les courbes
sont identiques et indépendantes du nombre quantique l. Cela signifie que tous les états de
la molécule CO peuvent être considérés comme à l’état S (l = 0).

De plus nous pouvons constater que la chaleur spécifique C v est plus sensible à nmax que 
la onction de partition Z, est cela est due à deux raisons : (i) la chaleur spécifique dépend 

de la dérivée seconde de la onction de partition Z. (ii) l’expansion de la chaleur spécifique 
en onction de l est très nette sur les figures pour l es d ifférents types de  molécules : cet 
élargissement peut s’expliquer par les diminutions du nombre de niveaux d’énergie nmax 

lorsque l diminue sauf dans le cas de H2. Or pour un système diatomique,une valeur de 
température critique Tc apparaît et cette température signifie que le système devient saturé 
et ne peut plus absorber plus d’énergie car tous ses états excités sont occupés. On note 
ici que cette température a été mentionnée par [36]. Elle correspond au maximum 

dans les courbes de chaleur spécifiques. Ces courbes montrent un comportement anormal 
de la chaleur spécifique lorsque les systèmes diatomiques interagissent sous le potentiel 
Morse.Enfin, la chaleur spécifique est une quantité physique importante pour tester l’existence
d’une phase de transition, ainsi que sa nature (premier ou second ordre). Récemment les
prédictions d’entropie des molécules diatomiques et des substances gazeuses ont fait l’objet
de deux études récentes [51, 55]. (i) l’oscillateur de Tietz amélioré (the improved Tietz
oscillator) et (ii) les oscillateurs de Morse et de Manning-Rosen (the Morse and Manning-
Rosen oscillators ). Selon les résultats obtenus par ces auteurs deux remarques peuvent être
faites : La première, les molécules diatomiques sont traitées comme des rotateurs rigides,
et la deuxième remarque est que l’interaction entre deux molécules est négligée. D’un
autre côté, les valeurs de chaleur spécifiques dérivées de mesures expérimentales sont une
combinaison de la chaleur spécifique de translation, de rotation et de vibration. Or pour
comparer notre chaleur spécifique vibratoire théorique, il faut d’abord disposer des données
expérimentales de la chaleur spécifique totale. Cependant, nous signalons que nous n’avons
pas des données concernant les valeurs expérimentales de la chaleur spécifique totale qui
nous aident à faire une comparaison avec nos résultats théoriques.
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2.5 Conclusion
Sur la base de la formule Euler-Maclaurin, une expression explicite est proposée pour

évaluer la fonction de partition vibrationnelle de l’oscillateur de Morse, cette approche
donne une estimation de la fonction de partition avec une très bonne précision et elle
permet d’étudier le comportement de la fonction de partition dans une gamme des tem-
pératures élevées et basses pour le nombre arbitraire N des termes de sommation. Cette
formule a prouvée sa fiabilité dans les calculs des fonctions thermodynamiques telles que
l’énergie libre F, l’énergie interne U, l’entropie S, et la chaleur spécifique Cv. L’approxima-
tion développée sera également disponible dans les calculs numériques de l’ensemble de la
fonction de partition vibrationnelle pour les molécules polyatomiques.
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CHAPITRE3
LES PROPRIÉTÉS SUPERSTATISTIQUES POUR 

CERTAINES MOLÉCULES DIATOMIQUES

3.1 Introduction
L’une des qualités importantes de la thermodynamique statistique est sa capacité à dé-

crire l’évolution des systèmes complexes sans en connaître la dynamique à l’échelle micro-
scopique. Bien que son succès soit remarquable, il n’est pas pour autant sans limites, ainsi 
dans certaines circonstances, les principes de la thermodynamique statistique ne semblent 
pas être rigoureusement justifiés e t c ette d ernière p eine à  d écrire un c ertain nombre de 
phénomènes. Une généralisation de la statistique standard a alors été proposée il y a un 

quart de siècle, afin de palier à  ces problèmes. Cette théorie est appelée " statistique non-
extensive" [4]. Elle a généré un grand champ d’investigation depuis plusieurs années, ins-
pirant à une meilleure description de certains systèmes complexes et à un meilleur accord 

entre la théorie et l’expérience. Cette nouvelle statistique repose sur une généralisation à 
un paramètre de l’entropie de Boltzmann-Gibbs (BG). Ce paramètre quantifiant les inter-
actions à longue-portée rend possible la description de systèmes de plus en plus complexes. 
Sa flexibilité permet un meilleur accord entre les prédictions théoriques et les valeurs ex-
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périmentales. Il apparaît dans les expressions des fonctions de distribution généralisées
qui dans une certaine limite se réduisent à des distributions d’équilibre prédites par la
statistique standard.

Les systèmes complexes présentent souvent une dynamique qui peut être considérée
comme une superposition de plusieurs dynamiques à différentes échelles de temps. Prenons
l’exemple d’une particule brownienne se déplaçant dans un environnement qui présente des
fluctuations de température à grande échelle. Cela peut donner une dynamique relativement
rapide donnée par la vitesse de la particule brownienne, et une dynamique lente donnée par
les changements de température de l’environnement qui est spatio-temporelle inhomogène.
Les deux effets produisent une superposition de deux statistiques ou une « superstatistique »
[1, 2, 64–66].

Le concept d’une superstatistique a été proposé par Beck et Cohen [3,67,68], suivi de
nombreuses applications pour une variété de systèmes complexes : par exemple en turbu-
lence hydrodynamique [2,65,69,70], pour la turbulence des défauts [71], pour les rayons
cosmiques [6] et autres processus de diffusion en physique des hautes énergies [65,72], les
éruptions solaires [73], les fluctuations des prix des actions [74–76], la théorie des ma-
trices aléatoires [77], réseaux aléatoires [35,78,79] , processus stochastiques multiplicati-
voïdes [30], fluctuations de la vitesse du vent [80,81], fluctuations hydro-climatiques [82],
statistiques des retards de départ des trains [83] et modèles de cascade métastatique dans
les systèmes cancéreux [84]. Les distributions de probabilité stationnaires des systèmes
superstatistiques présentent généralement un comportement non gaussien qui peut se dé-
composer par exemple avec une loi de puissance, ou comme une exponentielle étendue, ou
d’une manière encore plus compliquée. La présence d’un paramètre intensif β (l’inverse
de la température) qui fluctue à grande échelle spatio-temporelle est essentielle pour l’ap-
proche superstatistique. En général β peut également être un paramètre efficace dans une
équation différentielle stochastique ou simplement un paramètre de variance locale extrait
de certaines séries chronologiques expérimentales.
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Fig. 3.1: Une particule brownienne se déplaçant dans un environnement spatio-temporel
inhomogène avec des fluctuations de température à grande échelle.

3.2 L’idée de base
Les aspects fondamentaux de Boltzmann Gibbs (BG) en mécanique statistique peuvent

être vus à travers trois étapes différentes
• La proposition d’une fonction entropique :

SGB = −k
∑
i

pi ln pi, (3.1)

où il faut chercher les probabilités pi pour les quelles l’entropie soit maximale en tenant
compte des contraintes appropriées : ∑

i

pi = 1, (3.2)
∑
i

piEi = U, (3.3)
pour l’ensemble canonique de (BG).
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• Grâce à l’optimisation, l’équilibre où la distribution à l’état stationnaire est :

pi =
e−(βEi)

ZBG

avec (3.4)

avec
ZBG =

∑
j

e−βEj , (3.5)
• L’application à la thermodynamique, par exemple :

FBG = − 1

β
lnZBG (3.6)

UBG = − d

dβ
lnZBG. (3.7)

les statistiques de Boltzmann – Gibbs (BG) fonctionnent parfaitement pour les systèmes
classiques avec une dynamique relativement simple en équilibre. Einstein n’a jamais accepté
le principe de Boltzmann S = klogW car il soutenait que les statistiques (W) d’un système
devaient découler de sa dynamique et en principe, ne pouvaient pas être postulées a priori
[65, 85, 86]. Suite à la critique d’Einstein, Tsallis a proposé une statistique pour divers
systèmes complexes [4, 5, 65, 72, 87–89]. Pour ces types de systèmes, le formalisme de la
mécanique statistique non extensive [4,5,79] consiste en une généralisation non additive de
l’entropie de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS). L’introduction d’un facteur de Boltzmann
plus général dépend d’un indice entropique q et qui pour q = 1, se réduit au facteur
Boltzmann ordinaire e−βE).

L’entropie de Tsallis [4, 5, 64] se définit comme suit :
• Pour un système discret

S(d)
q =

1−
∑W

i=1 p
q
i

q − 1
, q ∈ R+, (3.8)

où pqi représente la distribution de probabilité
• Par contre, pour un système continu, nous avons

S(c)
q =

1−
∫
f(x)qdx

q − 1
, q ∈ R+, (3.9)
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dont f(x) joue le rôle d’une densité de probabilité.
L’une des principales propriétés de l’entropie de Tsallis est sa non additivité. Les contraintes

proposé par cette statistique dépend du paramètre non extensive q exprimer comme suit
W∑
i=1

pi = 1, (3.10)

⟨E⟩q =
∑W

i=1 p
q
iEi∑W

i=1 p
q
i

= Cte. (3.11)
Dans la limite q −→ 1, cette dernière se réduit à la contrainte usuelle

⟨E⟩ =
W∑
i=1

piEi. (3.12)

La maximisation de l’entropie de Tsallis [4,65] mène à une nouvelle classe de fonctions de
distribution définie par :

pqi =
1 + [1 + (1− q) βEi]

1
q−1

Zq

, (3.13)
où le facteur de normalisation Zq est la fonction de partition généralisée. Celle- ci est
donnée par

Zq =
∑
i

[1 + (1− q) βEi]
1

q−1 ≡
∑
i

e−βEi
q , (3.14)

dont
e−βEi
q = [1 + (1− q) βEi]

1
q−1 . (3.15)

L’équation de (pqi ) est l’équivalent de la distribution de Maxwell-Boltzmann dans la statis-
tique non-extensive de Tsallis. En effet, dans la limite q → 1, elle se réduit à la distribution
de Maxwell-Boltzmann habituelle. Pour cela on peut voir qu’à partir de (3.15) que

[1 + (1− q) βEi]
1

q−1 = e
1

q−1
ln[1+(1−q)βEi]. (3.16)
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Dans la limite q → 1, on a ln (1 + x) ⋍ x, et par conséquence
e−βEi
q = [1 + (1− q) βEi]

1
q−1

= e
1

q−1
ln[1+(1−q)βEi]

⋍ e−βEi (3.17)
Cette statistique n’est pas la seule généralisation possible de la statistique standard, nous
présenterons dans ce chapitre une autre tentative de généralisation de la statistique de Tsal-
lis proposer par Beck et Cohen (2003). Ce formalisme postule l’existence d’un équilibre
thermodynamique local pour chacun des sous-systèmes élémentaires associés à un élé-
ment de l’espace-temps. À chacun des sous-systèmes élémentaires on associe une entropie.
L’entropie du système globale est maximale à l’équilibre thermodynamique global.

3.3 Concepts théoriques
Considérons un système hors d’équilibre qui est composé de régions qui présentent

des fluctuations spatio-temporelles d’une quantité intensive β. Il peut s’agir de l’inverse
de la température, d’un potentiel chimique ou d’une fonction de la dissipation d’énergie
fluctuante dans le flux (pour l’application de turbulence). Nous choisirons ici la tempéra-
ture comme quantité fluctuante mais cela pourrait être n’importe quoi. Nous considérons
un système macroscopique hors équilibre, composé de nombreuses cellules plus petites
qui sont temporairement en équilibre local. Dans chaque cellule β est approximativement
constant et chaque cellule est suffisamment grande pour obéir à la mécanique statistique
ordinaire (c’est-à-dire le système est décrit par les facteurs Boltzmann ordinaires e−βE où
E est une l’énergie effective dans chaque cellule). A long échelle, le système est décrit par
une moyenne spatio-temporelle sur le paramètre β. On obtient ainsi une superposition de
deux statistiques (celle de β et de e−βE), d’où le nom de « superstatistique ».

L’exemple le plus simple d’un système superstatistique est le mouvement d’une particule
brownienne de masse m à travers un milieu inhomogène de dimension d dans lequel la
température varie à la fois dans l’espace et dans le temps. Dans cet exemple la particule
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se meut dans une certaine cellule avec une température donnée pendant une très courte
période, puis se déplace vers la cellule suivante avec une température différente et ainsi de
suite. Sa vitesse peut être efficacement décrite par une équation linéaire de Langevin [53] :

−̇→υ = −γυ + σ̂
−→
L (t) , (3.18)

où L(t) est le bruit gaussien. La température de chaque cellule est reliée au paramètres γ
(est une constante de bruit) et σ̂ (détermine la force de la composante de bruit) par β =

2
m

γ
σ̂2 , où β peut être identifié avec l’inverse de la température de la mécanique statistique

ordinaire. Si le milieu est homogène, les paramètres γ et σ̂ sont constants tout comme
le paramètre intensif β résultant en un mouvement brownien ordinaire. Néanmoins, dans
une situation hors équilibre γ et σ̂ sont des paramètres qui fluctuent lentement sur une
échelle de temps beaucoup plus élevée que la vitesse. [ ?].

La densité de probabilité stationnaire du système hors équilibre en question est déter-
minée par une combinaison du facteurs de Boltzmann et de la distribution des températures
sur les différentes cellules. Elle est donnée par :

B (E) =

∫ ∞

0

f (β) e−βEdβ (3.19)
B (E) représente une sorte de facteur de Boltzmann effectif est donné par la transformée de
Laplace de la densité de probabilité f (β). Il peut s’écarter du facteur de Boltzmann auquel
il se réduit dans le cas particulier d’une température constante, c.-à-d f(β) = δ (β − β0).
Notons ici que f (β) est une fonction inconnue quelconque, néanmoins elle doit remplis
certains critères [7,43,59] ce qui réduit considérablement le nombre de cas physiquement
pertinents.

• f (β) doit être une densité de probabilité normalisée. Elle peut être donnée par
n’importe quelle densité décrivant un phénomène physique : distribution gaussienne,
distribution normale, Log-normale, où toute autre distribution.

• Les distributions statistiques effectives doivent être normalisables, c’est-à-dire la
fonction f(β) doit être choisie de sorte que l’intégrale (3.19) existe.
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• Les distributions effectifs B (E) devraient se réduire à des statistiques BG s’il n’y a
pas du tout de fluctuations des quantités intensives.

Alors, au lieu d’utiliser la distribution de probabilité stationnaire habituelle
e−βE

Z
, (3.20)

on prend
p (E) =

B (E)

Z
, (3.21)

avec
Z (β) =

∑
B (E) , (3.22)

dont Z (β) est la constante de normalisation de e−βE pour une β donnée (ou simplement
fonction de partition). Nous citons quelques développements théoriques récents du concept
de superstatistique :

• La généralisation des théorèmes de fluctuation [68].
• Le développement d’un principe variationnel pour les asymptotiques à grande énergie
des superstatistique générales [66].

• La définition formelle des entropies généralisées pour des superstatistique générales
[64,68,76].

• L’étude micro-canonique (liée à un mélange de valeurs q) [90]
• La version superstatistique d’un théorème central limite conduisant à des statistiques
q [90]

• La relation avec des équations de réaction fractionnaires [91]
• Dans la théorie de matrice aléatoire superstatistique [77]
• L’application dans des techniques aux réseaux [78,92]
• La définition des intégrales de chemin [93]
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• Dans une analyse de séries chronologiques et quelques applications plus pratiques :
[2, 76,81]-

• L’application pour des méthodes d’analyse de turbulence hydrodynamique [2, 70]
• L’application à la turbulence atmosphérique (fluctuations de la vitesse du vent ) [80]
• L’appliquer dans le domaine de la finance et à l’économie [94]
• L’application à des points quantiques clignotants [95]
• L’application aux rayons cosmiques [1]
• L’application aux divers processus de diffusion en physique des particules [72]
• L’application aux fluctuations hydroclimatiques [82]
• L’application aux statistiques de retard des trains [83]
• L’application médicales [84]
• et enfin pour le cas de l’oscillateur de Dirac [59]

3.4 Distributions possibles de f (β)
Nous allons exposer maintenant quelques exemples de superstatistiques possibles, en

considérant différents exemples de distributions f (β). Notez que β prenait des valeurs
positives, donc les distributions gaussiennes de β ne conviennent pas [1, 65,68].

• Distribution uniforme : En tant que modèle très simple où tout peut être calculé
analytiquement, considérons d’abord une distribution uniforme de B sur un certain
intervalle [a, a+ b], c’est-à-dire

f (β) =
1

b
. (3.23)
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Pour 0 ≤ a ≤ β ≤ a+b , alors que f (β) = 0 si non la moyenne de cette distribution
est

β0 = a+
b

2
, (3.24)

Pour la variance on obtient
σ2 =

〈
β2
〉
− β2

0 =
b2

12
. (3.25)

Ainsi, la superstatistique de ce modèle découle du facteur de Boltzmann généralisé
B =

∫ ∞

0

e−βEf (β) dβ =
1

bE

(
e−(β0−( 1

2)b)E − e−(β0+( 1
2)b)E

)
. (3.26)

Ceci est normalisable pour tout E ≥ 0 et peut être considérer comme un modèle
raisonnable de superstatistique. Pour des petites valeurs de bE on obtient l’expansion
en série suivante :

B = e−β0E

(
1 +

1

24
b2E2 +

1

1920
b4E4 + · · ·

)
. (3.27)

On voit clairement que pour b→ 0, la mécanique statistique ordinaire est récupérée.
• Distribution Gamma ( la distribution Chi-2 χ2)

L’un des choix les plus naturels de la densité de probabilité de β est donné par la distribution
χ2. Nous pouvons écrire la distribution Gamma comme :

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b , (3.28)

avec c et b sont des paramètres, et c > 0, b > 0. La quantité 2c peut être interprété comme
le nombre effectif de degrés de liberté contribuant à la fluctuation β. La valeur moyenne
de βest

β0 =

∫ ∞

0

βf (β) dβ = bc (3.29)
et pour la variance de β on obtient

σ2 = b2c. (3.30)
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Si n = 2c variables aléatoires gaussiennes, la distribution Gamma apparaît naturellement
comme mentionné précédemment, β doit être positif ; donc la façon la plus simple d’obtenir
un tel β positif est de mettre au carré les variables aléatoires indépendantes gaussiennes
Xk et de les additionner, si nous écrivons

β =
n∑

k=1

X2
k . (3.31)

La valeur moyenne du β est donc donnée par n fois la variance des variables aléatoires
gaussiennes Xk , d’où La distribution Gamma apparaît de manière naturelle dans le cas
d’un environnement avec fluctuation avec un nombre fini n de degrés de liberté, et le
facteur de Boltzmann généralisé est donné par :

B =

∫ ∞

0

e−βEf (β) dβ = (1 + bE)−c . (3.32)
Si nous identifions c = 1

(q−1)
et bc = β0., la distribution (3.32) se réduit à la distribution

de Tsallis classique [4, 5, 64,79]
(1 + (q − 1) β0E)

− 1
(q−1) . (3.33)

Nous pouvons également écrire
B = e−c ln(1+bE), (3.34)

et développer le logarithme pour les petites valeurs de bE. Le résultat peut être écrit sous
la forme

B = e−β0E

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0E
2 − 1

3
(q − 1)2 β3

0E
3 + · · ·

)
, (3.35)

q est l’indice entropique de la mécanique statistique non extensive, et ce paramètre est
définit par la relation

q =
⟨β2⟩
⟨β⟩2

.

• Distribution inverse Chi-2 χ2

Les mêmes considérations peuvent être appliquées si la température β−1 plutôt que β
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elle-même est la somme de plusieurs variables gaussiennes aléatoires au carré résultant
de nombreux degrés de liberté microscopiques ξj La résultante f (β) est la distribution
inverse 2:

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) (nβ0
2

)n
2

β−n
2
−2e−

nβ0
2β ,

Dans ce cas, les facteurs de Boltzmann généralisés
B(E) =

∫
f(β)e−βE,

se désintègrent comme e−β
√
Epour les valeurs de E élevés.

• Distribution log-normale :
La distribution log-normale donne une autre superstatistique possible [ ?, ?, 1, 7, 69] :

f (β) =
1

βs
√
2Π

exp
{
−
(log ( β

m

))2
2s2

}
, (3.36)

dont m et s sont des paramètres. La moyenne β0 de la distribution log-normale ci-dessus
est :

β0 = m
√
w, (3.37)

et la variance est donné par
σ2 = m2w (w − 1) , (3.38)

avec w = es
2 . Le facteur B ne peut pas être évalué sous forme fermée, mais dans l’ordre

principal nous obtenons pour une petite variance des fluctuations de l’ inverses de tempé-
rature.

B = e−β0E

(
1 +

1

2
m2w (w − 1)E2 − 1

6
m3w

3
2

(
w3 − 3w + 2

)
E3 + · · ·

)
(3.39)

• Distribution F :
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La distribution F est donnée par

f (β) =
Γ
(

(υ+w)
2

)
Γ
(
υ
2

)
Γ
(
w
2

) (bυ
w

)υ
2 β(

υ
2 )−1(

1 +
(
υb
w

)
β
) (υ+w)

2

. (3.40)

Ici w et υ sont des entiers positifs et b > 0 est un paramètre. On note que pour υ = 2

on obtient une distribution de Tsallis. Cependant il s’agit d’une distribution de Tsallis dans
l’espace β pas dans l’espace E comme dans l’équation de B dans distribution Gamma. La
moyenne de β est

β0 =
w

b (w − 2)
, (3.41)

et la variance est
σ2 =

2w2 (υ + w − 2)

b2υ (w − 2)2 (w − 4)
. (3.42)

Enfin,

B (E) = e−β0E

(
1 +

w2 (υ + w − 2)

b2υ (w − 2)2 (w − 4)
E2 − 4w3 (υ + w − 2) (2υ + w − 2)

3b3υ
3
2 (w − 2)3 (w − 4) (w − 6)

E3 + · · ·

)
(3.43)

D’après la littérature on observe que la plupart des situations expérimentales typiques sont
décrites par trois classes d’universalité pertinentes ou dans de simples combinaisons d’entre
elles, à savoir

• La superstatistique χ2 dont [65,96]

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) ( 1

2β

)n
2

β
n
2
−1e

− nβ
2β0 . (3.44)

• La superstatistique log-normale [1, 2, 6].

f (β) =
1

βs
√
2Π

exp
{
−
(log ( β

m

))2
2s2

}
. (3.45)
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• Enfin, la superstatistique inverse χ2 ou

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) (nβ0
2

)n
2

β−n
2
−2e−

nβ0
2β . (3.46)

3.5 Fonctions thermodynamiques de l’oscillateur deMorse
uni-dimensionnel avec la distribution Gamma

En superstatistique, le facteur Boltzmann est donné sous la forme :
B (E) =

∫ ∞

0

e−βEf (β) dβ. (3.47)
Une distribution gamma f (β) d’un paramètre β > 0 sur un intervalle [a; a+ b] est défini
par :

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b . (3.48)

Le facteur de Boltzmann effectif est obtenu comme
B = e−β0E

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0E
2
n −

1

3
(q − 1)2 β3

0E
3
n + · · ·

)
, (3.49)

La fonction de partition Z dans les superstatistiques de distribution gamma pour le potentiel
de Morse est donnée par

Z =
∑

e−β0En

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0E
2
n −

1

3
(q − 1)2 β3

0E
3
n + · · ·

)
=

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0

d2

dβ2
− 1

3
(q − 1)2 β3

0

d3

dβ3
+ · · ·

)∑
n

e−β0En . (3.50)

Posons l’expression du spectre d’énergie suivant

En =
h̄2

2µ

(
n+

1

2
−

√
2µDe

αh̄

)2

, (3.51)
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dans (3.50) on trouve

Z (β, n, q) =

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0

d2

dβ2
− 1

3
(q − 1)2 β3

0

d3

dβ3
+ · · ·

)∑
n

e
−β0

(
h̄2

2µ

(
n+ 1

2
−

√
2µDe
αh̄

)2
)
.

(3.52)
Comme nous le savons en mécanique statistique, le facteur de Boltzmann e−βE habituel
est un outil essentiel utilisé pour déterminer les grandeurs thermodynamiques telles que la
fonction de partition Z (β), l’énergie libre F (β), l’énergie totale U (β), l’entropie S (β) et
chaleur spécifique C (β), pour un système donné. Elles sont définies comme :

F = − 1

β
lnZ, U = −∂ lnZ

∂β
, (3.53)

S = lnZ − β
∂ lnZ
∂β

, Cv = β2∂
2 lnZ
∂β2

. (3.54)
Avant d’exposer nos résultats, discutons un peu sur ces équations ainsi que leur validi-
té pour le cas du formalisme superstatistique. Selon les arguments donner par Boumali et
al [59], la possibilité d’appliquer toutes les formules connus de la mécanique statistique nor-
mal en superstatistique sont limitées par les conditions suivantes : premièrement, notons
que la superstatistique est une superposition de plusieurs modèles statistiques différents
pour obtenir enfin la non-linéarité, en terme de la statistique ordinaire, c’est équivalent des
distributions des variables aléatoires [67,68]. Plus précisément, la superstatistique suppose
que l’ensemble correct n’est pas canonique, mais une superposition d’ensembles canoniques
à différentes β (inverses de la températures) calculées par un facteur f (β) [64]. Yama-
no [97] a mentionné encore qu’on peut représenté la superstatistique par le facteur de
Boltzmann généralisé B (E). Ce dernier repose sur trois points essentiels : (i) le système
est devisé en cellules, dont chaque cellule, caractérisé par β, est en équilibre local. Son
facteur statistique est celui de Gibs. Enfin, le temps d’approche de chaque état d’équilibre
local est beaucoup plus rapide que celui de la variation de f (β). Donc se formalisme ne
peut être appliqué que si nous avons une séparation de temps suffisante dans le système
complexe, de sorte que le système ait suffisamment de temps pour avoir un équilibre local
dans les cellules avec un β donné.
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Afin de donner une justification de nos raisonnement, nous exposons dans ce qui suit
les résultats obtenu par Beck [3] et Tsallis et al [64] sur l’application de ces équations. Dans
l’article [3] Beck a développé une nouvelle approche théorique de la superstatistique, en
superposant formellement le système superstatistique sur un système statistique ordinaire
où les niveaux d’énergies sont modifiés de manière appropriée. Il considère l’énergie libre
du système superstatistique comme une fonction de l’inverse de la température moyenne
β0 et la définit comme :

F = − 1

⟨β⟩
lnZ (⟨β⟩) , (3.55)

avec
F = U − T0S, (3.56)

S = kB (⟨β⟩U + lnZ (⟨β⟩)) , (3.57)
où kBT0 = 1

⟨β⟩ . U est l’énergie moyenne globale correspondant à l’ensemble du système
superstatistique composé de nombreuses cellules et β0 = ⟨β⟩.

Tsallis et al. [64] dans leur article renforcent l’idée que les méthodes de la mécanique
statistique peuvent être en principe utilisées en hors équilibre : Plus précisément, elles les
ont utilisées en équilibre dans deux cas ( i) dans la limite t → ∞ des hamiltoniens sans
interaction ou à courte portée, ainsi que (ii) dans la limN → ∞ , lim t→ ∞ des systèmes
hamiltoniens à plusieurs corps en interaction à longue portée : cette explication a bien
renforcé notre limitation montrer ci-dessus de l’utilisation de la loi de la mécanique statis-
tique ordinaire dans le cas de la superstatistique. Les deux situations sont essentiellement
de la mécanique statistique BG. Suite à ces arguments, il est possible d’utiliser toutes les
formules connues telles que décrites par les Eqs. (3.55) , (3.56) et (3.57) .

Ces dernières années de nombreuses recherches dans le contexte de la superstatis-
tique, ont utilisé les formules connues de la mécanique statistique ordinaire dans leurs
recherches sur certains problèmes de physique, à titre d’exemple, on peut citer les tra-
vaux suivants : (i) approche conditionnelle de la thermo-superstatistique [64, 78], (ii)
étude des bases de la physique statistique sur la superstatistique de la forme -fluctuée à
la forme T-fluctuée [3, 61] , (iii) superstatistiques avec différents types de distributions
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dans le formalisme déformé [61] , (iv) superstatistiques de l’équation de Klein Gordon
dans le formalisme déformé pour la distribution delta de Dirac modifiée [60,61] , (v) su-
perstatistiques déformées q de l’ Équation de Schrödinger dans les espaces commutatifs et
non commutatifs avec champ magnétique [60,61] , (vi) superstatistics of Rosen – Morse
Potential Modified with Dirac Delta and Uniform Distributions [98] .

Maintenant, nous allons exposer la discussion de nos résultats. Les variations des fonc-
tions thermodynamiques avec la distribution gamma sont représentées sur les Fig. 1−5. Ces
quantités sont tracées pour différent valeurs du paramètre q, dans un intervalle où 0 < q≤1,
avec les quelles nous avons tiré deux remarques importantes : La première est que toute
les fonctions thermodynamiques ont un comportement similaire, quand on a augmenté
les valeurs du paramètre q, on a observé toute les courbes descends. La seconde à partir
du tracé de différentes fonctions thermodynamiques, on a distingué deux cas d’intervalle
correspondant aux valeurs du paramètre q :

• L’intervalle où 0 ≤q < 0.99, des anomalies sont observées dans cet intervalle, où les
courbes correspondantes sont anormaux, d’où le troisième principe de la thermody-
namique est invalide, on voit ça clairement dans la figure (3.2) où on a représenté
les courbes de la fonction de partition ainsi que les fonctions thermodynamiques de
la molécule de H2pour quelque valeurs de q dans intervalle [0 - 0.9 ]

• L’intervalle où 0.99 < q ≤ 1, la courbe illustré sur la figure (3.3) montre que la fonc-
tion de partition vibrationnelle Z augmente avec l’augmentation de la température
β pour différentes valeurs de q, on remarque ici que la courbe de Z dont la valeur
de q = 0.99 est un peu décalée des autre courbes où elles sont superposées avec la
valeur de q = 1 (formalisme de Tsallis). En revanche, une augmentation monotone
de l’énergie libre moyenne vibratoire F avec une augmentation correspondante de la
températureβ est observée sur la figure (3.4). La figure (3.5) montre le comporte-
ment de l’énergie moyenne U, qui diminue de façon monotone avec l’augmentation
du paramètre de températureβ. Le même comportement est observé pour l’entropie
S dans la Fig (3.6), nous avons étudié le comportement des molécules diatomiques
pour la capacité thermique spécifique C sur β comme le montre la figure (3.7) et
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Fig. 3.2: Variation de la fonction de partition et les fonctions thermodynamiques F, U, S,
Cv, de la molècule H2 pour différents q dans l’interval [0,1]

Chabbi Kawther – 73 – كوثر شابى



Fonctions thermodynamiques de l’oscillateur de Morse à trois dimensions avec la distribution
Gamma

Fig. 3.3: La fonction de partition Z, pour les molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiHavec différentes valeurs de q ∈ [0.9 - 1]

nous avons observé que C augmente à mesure que la température augmente jusqu’à
un maximum qui correspond à la valeur de n max puis elle diminue jusqu’à annula-
tion. On peut en déduire qu’une diminution plus rapide est obtenue lorsque q prend
des valeurs de plus en plus petites.

3.6 Fonctions thermodynamiques de l’oscillateur deMorse
à trois dimensions avec la distribution Gamma

Soit la fonction de partition suivante

Z =
∑

e−β0En

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0E
2
n −

1

3
(q − 1)2 β3

0E
3
n + · · ·

)
=

(
1 +

1

2
(q − 1) β2

0

d2

dβ2
− 1

3
(q − 1)2 β3

0

d3

dβ3
+ · · ·

)∑
n

e−β0En . (3.58)
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Fig. 3.4: L’énergie libre F des molècules : (a) H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiH, avec des
valeurs de q ∈[0.9 - 1]
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Fig. 3.5: Lénergie moyenne U en fonction de β des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) CO,(d) LiH, avec des valeurs de q ∈[0.9 - 1]
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Fig. 3.6: L’entropie S en fonction de β des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c) CO, (d) LiH,avec des valeurs de q ∈[0.9 - 1]
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Fig. 3.7: La chaleur spécifique Cv en fonction de β des molécules : (a) H2, (b) HCl, (c)CO, (d) LiH, avec des valeurs de q ∈[0.9 - 1]

Chabbi Kawther – 78 – كوثر شابى



Fonctions thermodynamiques de l’oscillateur de Morse à trois dimensions avec la distribution
Gamma

introduisant dans cette expression l’énergie de L’oscillateur de Morse à trois dimension qui
à la forme

En,l =
h̄2

2µr20

[
l (l + 1)C0 − α2

(
n+

1

2
− ξ2

ηα

)]
, (3.59)

on obtient alors
Z = (1 +

1

2
(q − 1) β2

0

d2

dβ2
− 1

3
(q − 1)2 β3

0

d3

dβ3
(3.60)

+ · · · )
∑
n

e
−β0

(
h̄2

2µr20

[
l(l+1)C0−α2

(
n+ 1

2
− ξ2

ηα

)])
.

Dans ce qui suit, nous allons calculés les propriétés thermodynamiques suivantes
F = − 1

β
lnZ, U = −∂ lnZ

∂β
(3.61)

S = lnZ − β
∂ lnZ
∂β

,Cv = β2∂
2 lnZ
∂β2

. (3.62)

3.6.1 Discussion des résultats :
Nous avons effectué une représentation graphique de la fonction de partition ensuite les 

fonctions thermodynamiques tel que l’énergie libre F, l’énergie moyenne U, l’entropie S, et 
la capacité calorifique Cv, pour étudier leur comportement en différentes valeurs du 

paramètre q, et en différentes valeurs du nombre quantique l. D’après la première 
représentation (en différents valeurs de q ) on a remarqué aussi que les molécules 
diatomiques possédaient des caractéristiques similaires en présence du paramètre q , la 
deuxième remarque on a distingué deux cas d’intervalle correspondant au valeurs du 

paramètre q :• L’intervalle où 0.7 ≤ q ≤ 1 : la figure (3.8) affiche la variation de la fonction de
partition Z en fonction de l’inverse de la température β, on a remarqué une décrois-
sance exponentielle progressive le long de β pour le différentes valeurs de q, il a été
également observé qu’à mesure que q augmente les courbes de Z mentent. Sur la
figure (3.9), l’énergie libre moyenne vibratoire augmente de façon monotone à me-
sure que la température augmente. L’osque les valeurs de q augmente, F descend. La
figure (3.10) montre également une augmentation régulière de l’énergie moyenne
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U à mesure que la température augmentent. la même observation U descend quand 

les valeurs de q augmente. Le calcul de l’entropie avec la température pour différentes 
valeurs de q est représenté sur la figure (3.11), où on a remarqué qu’elle diminue de 
façon monotone avec la température. Ces courbes descends aussi lorsque q aug-
mente. La variation de la chaleur spécifique avec la température est représentée sur la 
figure (3.12), cette figure montre que la chaleur spécifique a trois caractéristiques 
remarquables : pour des valeurs de β faible (à gauche sur la figure), le système est 
gelé (C → 0 ) avec une convergence très rapide, L’existence d’un maximum qui 
permet de déterminer l’ordre de grandeur de l’échelle énergétique caractéristique du 

degré de liberté du système. C’est un exemple où une mesure thermodynamique ma-
croscopique renseigne sur une propriété microscopique. Quand β prend des valeurs 
importante (à droite sur la figure), on a (C → 0 ) . Ce comportement est atypique 
et est d au ait que l’énergie interne E du système est bornée supérieurement : quand 

l’énergie sature à sa valeur maximale, le système ne peut plus absorber de chaleur 
(dE = 0) même si on augmente la température, et la capacité calorifique doit tendre 
vers 0, et cela nous donne une idée sur la température de saturation du système.

• Dans l’intervalle où 0 ≤q < 0.7 , les figures (3.13) montrent que pour chaque va-
leur de q , les courbes des grandeurs thermiques sont anormaux ( on a pris comme
exemple la molécule d’hydrogène avec une valeur q = 0.5 avec les valeurs de l’inter-
valle 0.7 ≤ q ≤ 1 ). Ces anomalies observées dans cet intervalle peuvent s’expliquer
comme suit : [59] la cause principale de ces anomalies ainsi que leur origine est due
aux divergences qui apparaissent dans les courbes de la fonction de partition Z et de
la fonction de d’énergie libre F, les autres fonctions thermodynamiques tel que U, S,
Cv montrent ce comportement car elles sont obtenues par dérivation de la fonction
F.

Sur la figure (3.14), nous avons considéré (q = 0.99) et nous avons représenté les 
variations des fonctions thermodynamiques en fonction de la température pour 
différentes valeurs du nombre quantique rotationnel l, on a pris comme exemple la 
molécule H2, on
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Fig. 3.8: Les fonctions de partitions Z, pour les molécules (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d)CO avec le nombre rotationnel l = 1, pour des valeurs de q ∈ [0.7-1]
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Fig. 3.9: L’énergie libre F, pour les molécules (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO avec le
nombre rotationnel l = 1, pour des valeurs de q ∈ [0.7-1]

Chabbi Kawther – 82 – كوثر شابى



Fonctions thermodynamiques de l’oscillateur de Morse à trois dimensions avec la distribution
Gamma

Fig. 3.10: L’énergie moyenne U, pour les molécules (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO avec
le nombre rotationnel l = 1, pour des valeurs de q ∈ [0.7-1]
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Fig. 3.11: L’entropie S, pour les molécules (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) CO avec le nombre
rotationnel l = 1, pour des valeurs de q ∈ [0.7-1]
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Fig. 3.12: Chaleur spécifique Cv, pour les molécules (a) H2, (b) HCl, (c) LiH, (d) COavec le nombre rotationnel l = 1, pour des valeurs de q ∈ [0.7-1]
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Fig. 3.13: Variation de Z, F,U, S, et Cv de la molècule H2qui montre l’anomalie des courbesde la valeur q = 0.5 par rapport aux courbes de l’interval 0.7 ≤ q ≤ 1
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Fig. 3.14: Variation de Z, F,U, S, et Cv de la molécule H2 on posant q = 0.99 , avec différentsvaleurs de l
remarque dans ces courbe qu’a partir de la valeur de l = 20 la séparation des courbes
devient visible et trés claire.

3.7 Conclusion :
Dans ce chapitre, les spectres énergétiques obtenus pour le potentiel de Morse dans 

le cas unidimensionel et à trois dimensions, ont été adoptés pour calculer la fonction de 
partition, à l’aide du acteur de Boltzmann généralisé pour la distribution gamma. D’autres 
onctions thermodynamiques telles que l’énergie libre F, l’énergie moyenne U, l’entropie
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S et la capacité thermique spécifique Cv ont été obtenues en utilisant ces approches su-
perstatistiques. Les variations de ces fonctions thermodynamiques avec le paramètre de
déformation q ont été représentées graphiquement et discutées en détail. A partir des ré-
sultats obtenus on peut dire que nos résultats concordent avec les statistiques ordinaires
en utilisant l’approche superstatistique.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVE

Le travail décrit dans cette thèse comporte trois grands axes principaux : le premier
concernait les énergies précises aux états liés du potentiel de Morse, où un schéma ana-
lytique approximatif a été proposé pour une évaluation précise des états propres et des
valeurs propres de ce potentiel. L’application de la méthode de transformé de Laplace dans
l’approximation de Pekeris, nous a permis de caractériser les états propres inferieurs et
supérieurs avec une très bonne précision, Ceci est ensuite appliqué à la rotation-vibration
de quatre molécules diatomiques H2,HCl, LiH, CO, les plus utilisés dans la littérature. Le
second axe portait sur l’étude des propriétés thermodynamiques des systèmes diatomiques.
Une expression explicite est proposée pour évaluer la fonction de partition vibrationnelle
des oscillateurs de Morse basé sur la formule de sommation d’Euler-Maclaurin, Cette for-
mule donne des valeurs numériques presque identiques aux valeurs exactes sur toute la
plage de température de zéro à l’infini. L’approximation développée sera également dispo-
nible dans les calculs numériques de l’ensemble de la fonction de partition vibrationnelle
pour les molécules polyatomiques. En fin le dernier axe a été consacré au formalisme des
superstatistiques de Beck – Cohen. Ce formalisme constitue un outil très puissant pour
l’étude des systèmes dits complexes. Elle constitue en effet une généralisation et non une
alternative à la statistique BGS usuelle car elle la contient come limite particulière.

Dans le premier chapitre, nous avons résolu l’équation de Schrödinger non relativiste
avec le potentiel de Morse dans le cadre de la méthode de la transformée de Laplace, où
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Conclusion :

nous avons exposé une étude de l’équation à une dimension pour donner une idée sur cette
méthode.

Nous avons également traité l’équation de Schrödinger à trois dimensions. Parmi de 
nombreuses approches numériques utilisant diverses techniques d’approximation qui ont été 
proposées pour résoudre le potentiel de Morse en rotation, nous avons choisi et pré-senté la 
méthode de Pekeris, avec la résolution algébrique de transformée de Laplace. Nous avons 
testé cette méthode par la représentation des différents états des nombres quan-tiques n et l 
pour quatre molécules les plus utilisés dans la littérature H2, HCl, LiH, CO.Le deuxième 
chapitre a été consacré à rappelé et discuté les principes et les méthodes de la mécanique 
statistique standard, nous avons ensuite présenté notre approche basée sur la formule 
d’Euler Maclaurin pour une évaluation meilleur que celle basé sur la sommation de Poisson 

de la fonction de partition où nous avons fait une comparaison des deux approches, et tiré les 
points fort de l’approche proposée.  A cet égard, le calcul de la fonction de partition 

vibrationnelle et rovibrationnelle nous a permet de calculer les fonctions ther-
modynamiques telles que l’énergie libre, l’énergie interne, l’entropie, et en fin la capacité 
thermique. Par ailleurs, les résultats d’application sur les différents cas sont exposés et ex-
pliqué par les courbes appropriées des propriétés thermiques nous a confirmé la fiabilité de 
notre approche. De plus, nous avons montré que notre méthode de calcul des propriétés 
thermiques peut être utilisée pour déterminer les quantités thermodynamiques 
importantes.

Le dernier chapitre a porté sur le formalisme des superstatistiques de Beck-Cohen. 
D’abord nous avons rappelé brièvement le concept de superstatistique, et donné ensuite les 
différentes distributions du paramètre du facteur de Boltzmann généralisé. Dans notre cas 
nous avons alors choisi une fonction f(β) suivant une distribution gamma définit dans le 
troisième chapitre, ce choix est justifié par la large utilisation de cette distribution dans la 
littérature. en utilisant cette fonction, nous avons d’abord calculé le facteur généralisé de 
Boltzmann, B (E), et par conséquent la fonction de partition souhaitée pour notre problème 
Z(β) selon cette fonction, les propriétés thermodynamiques telles que l’énergie moyenne, 
l’énergie libre de Helmholtz, l’entropie et la chaleur spécifique ont été déterminées. Nos 
résultats ont montré que le paramètre de déformation q produisait un effet sur la variation 

de la fonction de partition, ainsi que sur la variation des fonctions thermodynamiques.
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Conclusion :

Perspectives
En perspectives immédiates à ce travail, nous comptons tout d’abord d’élargir l’utilisa-

tion de notre approche de calcul de la fonction de partition à l’aide de la formule d’Euler 
Maclaurin à d’autre formes d'énergie potentielles . D’autre part le domaine de la 
superstatistique est un domaine très vaste où nous voulons faire une recherche 
approfondie, et introduire ce formalisme dans notre domaine de la chimie quantique, à 
l’aide de cette statistique, nous allons essayer de résoudre quelques problèmes complexes.
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1. Introduction

The molecules of polyatomic gases are considered to have
internal degrees of freedom that are related to internal (rota-
tional, vibrational, and electronic) energy states. At very low
temperatures, the degrees of freedom are frozen. By increas-
ing the temperature, the rotational modes are excited. The
vibrational modes are excited at higher temperatures, where,
normally, the rotational modes are completely excited. The
electronic modes are excited at the very highest temperatures.
A rational thermodynamic theory for a diatomic gas with one
excited mode was developed at first by Miiller and an ex-
tended thermodynamic theory by Kremer. Their approach
is based on the equations of the balance of mass, momen-
tum, and internal energy customary in thermodynamics and
is supplemented by a general equation of balance for the vi-
brational energy. These equations of balance and simple con-
stitutive equations give rise to field equations which a ther-
modynamic process must satisfy [1–5].

There has been an increasing interest in the study of the
partition function and its derivatives of diatomic molecules
because it is the essential link between the coordinates of mi-
croscopic systems and the thermodynamic properties. In the
atomic and molecular physics, the interaction between atoms
in diatomic and even in polyatomic molecules is usually de-
scribed by the Morse potential. The Morse potential gives
an excellent description of the interaction between the two
atoms in a diatomic molecule. The several studies show that
it yields an exactly solvent Schrödinger problem. Besides
this potential is the most simple and realistic anharmonic po-
tential model, which has been widely used in the descrip-
tion of the vibrational motion of diatomic molecules. Finally,
the exact solutions of the Schrodinger equation with Morse
potential based on the Pekeris approximation have been ob-

tained [6, 7]: In the last decade a large community of re-
searchers has been involved a search of approximate solu-
tions for wave equations (non-relativistic or relativistic) in-
cluding the centrifugal term and subject to different potential
functionsV (r). The main characteristic of these solutions
lies in the substitution of the centrifugal term by an approx-
imation so that one can obtain an equation, normally hyper-
geometric, which is solvable. Pekeris [8] is the pioneer in the
study. He managed to obtain analytic solutions for the radial
Schrodinger equation with the Morse potential [9], through
expansion for the centrifugal term.

Taking advantage of the exact energy spectrum of the
Morse potential, we could analytically obtain the individ-
ual partition function, and consequently the thermodynam-
ics functions can be deduced: analytical representations of
thermodynamic functions of gases over the whole tempera-
ture range from zero to the thermal dissociation limit have
aroused much interest in dealing with diatomic and poly-
atomic systems. Through the exact form of its spectrum of
energy, the vibration partition function, which is of great im-
portance to many issues in chemical physics and engineer-
ing, can be obtained. Following its definition, the molec-
ular vibrational partition function can be calculated by di-
rect summation over all possible vibrational energy levels.
Many efforts have been made to acquire explicit expressions
of partition function for molecular potential energy models
in diatomic and polyatomic molecules: in this context, and
also in the non-relativistic case, the investigation of thermo-
dynamic functions of some type of potentials such as Morse
and improved Manning-Rosen potentials, improved Rosen-
Morse and Tietz oscillators, through a partition function and
its derivatives with respect to temperature, were an important
field of research in the literature [9–14,18–25].
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Strekalov [15,16], derived a simple analytical formula for
the partition function of Morse oscillators. With the cumu-
lant expansion method, the approximation equally suitable
within the whole range of temperatures, where a molecule
exists as a bound system, has been obtained. Based on the
Poisson summation formula (see Appendix A) and in order to
reduce the errors with the experimental results, he proposed
an accurate closed-form expression for the partition function
in the case of the Morse oscillator. His approach becomes a
most useful method used to calculate the thermal properties
of some diatomic molecules for a different type of potentials
(see following Refs [9–14, 18–25]). Recently, in the same
context, another approach has been proposed: based on the
Euler-Maclaurin formula (see Appendix A), the author has
studied the case of the one-dimensional Morse potential in
its q-deformed version: the results found are promising [26].

Now, before to give the principal aims of our works, we
are in obligation to make some remarks about the difference
between both methods described above.

• The Poisson summation is an equation that relates the
Fourier series coefficients of the periodic summation
of a function to values of the function’s continuous
Fourier transform. For appropriate functionsf , the
Poisson summation formula may be stated as [17–19]:

+∞∑
n=−∞

f(n) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n) (1)

wheref̂ is the Fourier transform off andn ∈ Z.

• The Euler-Maclaurin formula provides a powerful con-
nection between integrals and sums. It provides ex-
pressions for the difference between the sum and the
integral in terms of the higher derivativesf evaluated
at the endpoints of the interval. It has the following
definition [17–19]:

∞∑
n=0

f (n) =
1
2
f (0) +

∞∫

0

f (x) dx

−
∞∑

p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1) (0) , (2)

whereB2p are the Bernoulli numbers,f (2p−1) is the
derivative of order(2p − 1). Both methods are basic
examples of deeper ideas. But at their core, the under-
lying ideas are very different.

• The Euler-Maclaurin formulas are used to give high
accuracy estimates of integrals in standard numerical
analysis methods, as discrete sums with understand-
able error terms are computable and estimable. Thus,
this method is the most important method for the sum-
mation of infinite series. Also, this formula is a bit
tedious to use, and the amount of work depends on the
derivatives.

• The Poisson summation is very different in nature. It
concerns Fourier series, or more fundamentally, the
Fourier transform. This looks superficially similar to
the integrals in Euler-Maclaurin summation, but the
underlying ideas are substantively different. So the
Poisson formula usually does not give an immediate
answer but is a transform allowing other procedures to
be applied.

Thus, the purpose of the present work is to give a simple an-
alytical expression of the partition function of the Morse po-
tential via the well-known Euler-Maclaurin method. This ap-
proach also enables one to estimate the influence of rotation-
vibration interaction effects on the thermal properties of di-
atomic molecules. Precisely, we obtain the basic thermody-
namic functions in terms of the vibrational quantum num-
ber l: in to our best knowledge, the study of these quanti-
ties by varying the quantum numbersl andn does not ex-
ist in the literature. The paper is organized as follows. In
Sec. 2, we review the eigensolutions of three-dimensional
Morse potential. Section 3 is devoted to deriving the vibra-
tional partition function of our problem in question in three
dimensions: through this function, all basic thermodynamic
functions, such as the partition function and vibrational spe-
cific heat, are obtained. Section 4 will be a conclusion.

2. The behavior of the eigenvalues of the
Morse potential in three dimensions

The time-independent Schrodinger equation for an arbitrary
potentialV (r) is given by

− ~
2

2µ
4ψ (r) = {E − V (r)}ψ (r) , (3)

with the total wave function and the three-dimensional Morse
potential are written as follows: [5,6]

ψ (r) =
1
r
Rnl (r)Y m

l (θ, φ) (4)

V (r) = D

{
e−2a(r−re)

− 2e−a(r−re)

}
, D > 0 a > 0, (5)

whereD is dissociation energy,re is the equilibrium inter-
nuclear distance anda is the parameter controlling the width
of the potential well. In order to solve Eq. (3), we first put
x = (r − re)/re and then rewrite the potential function in
terms ofx as follows

V (x) = D
(
e−2αx − 2e−αx

)
, α = are. (6)

Now, inserting Eqs. (6) and (4) into (3) we obtain{
− d2

dx2
− 2µre

~2

[
D

(
e−2αx − 2e−αx

)− Enl

]

+
l (l + 1)
(r + 1)2

}
Rnl (r) = 0, (7)
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wheren andl are the vibration-rotation quantum numbers,µ
is the reduced mass of the diatomic molecule, andEnl is the
appropriate energy eigenvalue. Now adopting the following
approximation [7,8]

1
(1 + x)2

w C0 + C1e
−αr + C2e

−2αr, (8)

with

C0 = 1
3
α

+
3
α2

, (9)

C1 =
4
α

6
α2

, (10)

C2 = − 1
α

+
3
α2

, (11)

and substituting (8) into (7), equation (7) is transformed into
(

d2

dx2
− η2e−2αx + 2ζ2e−αx − β2

1

)
Rnl (x) = 0, (12)

with

β2
1 = −2µr2

e

~2
Enl + l (l + 1) C0, (13)

ζ2 =
2µr2

e~2

D

l(l + 1)
2

C1, (14)

η2 =
2µr2

e~2

D
+ l(l + 1)C2. (15)

Solving Eq. (12), we found that the rotation-vibrational en-
ergy levels of the Morse potential for diatomic molecules are
given by [7]

Enl =
~2

2µr2
e

{
l (l + 1) C0 − α2

(
n +

1
2
− ζ2

ηα

)2
}

,

n = 0, 1, 2, . . . nmax, (16)

with nmax denotes the upper bound. In this stage, two re-
marks seem important to notice:

• Equation (16) is obtained by using the Pekeris approxi-
mation. The validity of this approximation depends on
the magnitude of the rotational quantum numberl: so
it is not reliable for higher values ofl [27].

• The closest to the maximum value allowed can be de-
termined by putting the following conditiondE/dn=0
[20–26]: following this condition, we obtain that

nmax =
ζ2

αη
− 1

2
, (17)

with ζ andη are defined by Eqs. (14) and (15).

TABLE I. Spectroscopic parameters of selected molecules used in
the present calculation.

Molecule µ(amu) D (eV) a(A−1) re

HCl 0.9801045 4.61907 2.38057 1.2746

H2 0.50391 4.7446 1.440558 0.7416

CO 6.8606719 11.2256 2.59441 1.1283

LiH 0.8801221 2.515287 1.7998368 1.5956

Now, we are ready (i) to compute the ro-vibrational energy
levels of diatomic molecules and (ii) to discuss our results
about the variation of the energies in different situations.
For convenience, we choose four molecules, H2, LiH, HCl,
and CO, which have been most widely studied in the litera-
ture. The spectroscopic parameters of selected molecules are
shown in Table I [27].

In Fig. 1, representative plots are given, with respect to
the vibrational quantum numberl at four selected values of
n = 0, 5, 10, 50 for H2, LiH, HCl and CO molecules. In
the other hand, Fig. 2 correspondings to the energy changes
for rotational quantum numbern at four selectedl values,
namely 0, 10, 20, 30. Following these figures, some remarks
can be made [28]:

• The choice of a fixed value ofn is a consequence
of the fact that this potential supports a limited num-
ber of bound states for these molecules; the estimated
nmax for our molecules under consideration are shown
in Table II; these values are obtained by using that
~c = 1973.269 eV, Å and 1amu = 931.5 × 106 eV
(Å)−1. Following this table, contrary to the case of H2,
the number of quantum levels are finite and decrease
with the quantum numberl.

• These figures allow us to obtain the allowed values ofl
leaving our spectrum of energy negative (bound states):
the positive values of energy mean that the state is in
continuum.

• Also, it is seen that the energiesEnl versusn plots
for different l become more closely spaced, with H2

showing maximum sparsity. The rate of increase
in energy, in general, increases as one move toward
H2 →CO→HCl→LiH, showing almost a linear behav-
ior for CO. On the other hand,Enl versusl plots for
all four molecules remain well separated. For a given
molecule,Enl versusl seems to change far less appre-
ciably asn progresses to higher values. As a special
case, we observe that the plots for HCl remain quite
similar to those in LiH.
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FIGURE 1. The ro-vibrational energy level to vibrational quantum numberl for different values of vibrational quantum numbern.

Finally, in order to understand well these observations,
we have plotted the vibrational energy level vs both vibra-
tional quantum numbers(n, l) in Figs. 3 and 4, following
these figures, we observe that the molecule CO shows a lin-
ear behavior, and both molecules HCl and LiH have a similar
variation. To our knowledge, such detailed energy plots have
not been presented, and we hope these results would be help-
ful for future studies: precisely, to show the interval when the
spectrum of energies becomes positive: this condition can be
used as a rule of the selection of allowed values ofl andn and
consequently, used them for calculating the thermal proper-
ties of these molecules.

3. Thermal properties of the Morse potential
for some Diatomic molecules in three di-
mensions

3.1. Vibrational partition function

As we know, all thermodynamic quantities can be obtained
from the partition functionZ; therefore, the partition func-
tion of the system is the starting point to derive all thermal
properties of the system in question. This function can be

calculated by direct summation over all possible vibrational
energy levels available to the system. Given the energy spec-
trum, the partition functionZ at finite temperatureT is ob-
tained through the Boltzmann factor is

Z =
∞∑

n=0

e−β(En−E0), (18)

with β = 1/kBT , wherekB is the Boltzmann constant.
Now in order to calculate theZ function, we use the

Euler-MacLaurin formula: according to this approach, the
sum transforms to the integral as follows (see Appendix A):

∞∑
n=0

f (x) =
1
2
f (0) +

∞∫

0

f (x) dx

−
∞∑

p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1) (0) , (19)

whereB2p are the Bernoulli numbers, andf (2p−1) is the
derivative of order(2p− 1). Up top = 3, the partition func-
tion Z is written as
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FIGURE 2. The ro-vibrational energy level versus vibrational quantum numbern for different values of vibrational quantum numberl.

Z =
nmax∑
n=0

e−β(Enl−E0l) =
1
2

+

nmax∫

0

f (n) dn−
∞∑

p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1) (0) , (20)

with B2 = 1/6 andB4 = −1/30 and

f (x) = e−β{Enl−E0l}. (21)

with Enl is given by Eq. (16). In what follows, all thermo-
dynamic properties of the three-dimensional Morse potential,
such as the free energy, the entropy, total energy, and the spe-
cific heat, can be obtained through the numerical partition
functionZ. These thermodynamic functions for the diatomic
molecules system can be calculated from the following ex-
pressions:

F = − 1
β

ln Z, (22)

U = −d ln Z,

dβ
(23)

S = ln Z − β
d ln Z

dβ
, (24)

Cv = β2 d2 ln Z

dβ2
. (25)

In our case, we focus only on the study on the partition func-
tion Z and the specific heatCv. The influence of the quantum
parameterl on these functions will be also examined.

3.2. Applications for some diatomic molecules

In the present work, we choose four diatomic molecules: H2,
HCl, LiH, and CO, which have been most widely studied in
the literature. The typical values of molecular constants for
the electronic state of these molecules are given in Table I.
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FIGURE 3. The vibrational energy level versus both vibrational quantum numbers(n, l)

FIGURE 4. The vibrational energy level versus both vibrational
quantum numbers(n, l) for four diatomic molecules H2, CO, HCl,
LiH.

With the aid of these values, the vibrational partition function
Z is determinate: via this function, the thermal properties of
these molecules can be found easily. These thermodynamic
functions are represented versus the inverse of temperature

TABLE II. The values ofnmax for H2, LiH, HCl and CO molecules.

l H2 HCl LiH CO

0 23 19 18 74

10 23 18 17 74

20 24 18 16 73

30 26 17 15 72

50 33 14 12 72

70 42 10 6 70

β = 1/kBT and the quantum numberl. The Fig. 4(d)
show some thermal quantities for the following diatomic
molecules, H2, HCl, LiH, and CO: from this figure, some
remarks can be made:

• The Fig. 4(a) shows both the partition functionZ and
the reduced specific heatCv/kB of H2 versusβ for
different values of vibrational quantum numberl: it re-
veals that for increasing inverse temperatureβ the par-
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FIGURE 5. Thermal properties for the following Diatomic molecules, H2, H Cl, LiH, and CO. (a) Both the vibrational partition functionZ
and the reduced specific heatC/kB of H2 as a function ofβ for different values of vibrational quantum numberl. (b) Both the vibrational
partition functionZ and the reduced specific heatC/kB of CO as a function ofβ for different values of vibrational quantum numberl. (c)
Both the vibrational partition functionZ and the reduced specific heatC/kB of HCl as a function ofβ for different values of vibrational
quantum numberl. (d) Both the vibrational partition functionZ and the reduced specific heatC/kBof LiH as a function ofβ for different
values of vibrational quantum numberl.
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FIGURE 6. Reduced specific heat function of H2, HCl, LiH and CO versusβ for bothl = 10 andl = 30.

tition function is decreased as well. The variation of
the reduced specific heat versusβ for various values
of l in the interval0 ≤ β ≤ 5 is shown in Fig.
5(a). We observe that theCv/kB first increases with
the increasingβ until it reaches the maximum value
βC = 1/kBTC and then decreases with it: we can
see that this maximum value,Tc, decreases whenl in-
creases (see Table II).

• The Fig. 5(b) shows both vibrational partition func-
tion Z and the reduced specific heatCv/kB of CO as
a function ofβ for different values of vibrational quan-
tum numberl: from this figure, we observe that both
the partition function andCv/kB are independent of
the parameterl: so, we can state that all states of this
molecule are identical.

• Finally, Figs. 5(c) and 5(d) show both the vibra-
tional partition functionZ and the reduced specific
heatCv/kB of HCl and LiH as a function ofβ for dif-
ferent values of the quantum numberl: from these fig-
ures, we observe that the behavior of both molecules is
identical. This comportment is because both molecules
have similar spectroscopic parameters (see Table I).

In Fig. 6 we show the behavior of the reduced specific
heat of the diatomic molecules H2, HCl, LiH, and CO for
two values ofl: from this figure, we observe that the specific
heat of H2, HCl is approximately the same, contrarily to the
case of the molecules LiH and CO where the difference is
well observed.

In Table III we show some values of the critical temper-
atureTC = 1/kBβC , and its variation with the parameterl:
as explained above, the condition of having the bound states
(negative spectrum of energy) leads to the limitation of the
quantum numberl: following this, the relative valueTC for
each molecule, isT H2

C = 8788 K (l ≤ 10), T HCl
C = 9355,

TABLE III. The values of the critical temperaturesTC (K) for the
four diatomic molecules.

l H2 CO HCl LiH

0 8788 20715 9355 5273

10 8788 20715 8923 5273

20 9667 20715 8923 4677

30 11600 20715 7582 3866

50 18711 20715 5202 2265

70 31353 20715 2521 773

8923, 8923 K forl = 0, 10, 20 (l ≤ 20), T LiH
C = 5273, 4677

K for l = 0, 20 (l ≤ 20) andT CO
C = 20715 K. The case of the

molecule CO requires some attention: all curves are identical
and independent of the quantum numberl. It means that all
states of the molecule CO can be considered as in the S state
(l = 0).

Also, we can see that the reduced vibrational specific heat
Cv/kB is more sensitive tonmax than the vibrational par-
tition function. The reason of this is twofold: (i) the spe-
cific heat depends upon the second derivative of the parti-
tion function and (ii) the expansion of the specific heat as a
function of l is very clear in the figure for the different types
of molecules: this enlargement can be explained by the de-
creases in the number of energy levelsnmax whenl decreases
except to the case of H2. Thus, for a system composed of di-
atomic molecules, a critical temperature valueTC appears.
This temperature means that the system becomes saturated
and can no longer absorb more energy because all its excited
states are occupied. We note here that this temperature was
at first mentioned by [26,29]. It corresponds to the maximum
in the specific heat curves. These curves show the anomalous
behavior of the specific heat when diatomic systems interact
under the Morse potential.
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Finally, the specific heat is an important physical quan-
tity for testing the existence of a transition phase, as well as
its nature (first or second-order). Recently, predictions of en-
tropy for diatomic molecules and gaseous substances have
been the subject of two recent studies [14, 15]. The authors
have been obtained the exact expression of the vibrational en-
tropy for (i) the improved Tietz oscillator and (ii) the Morse
and Manning-Rosen oscillators. According to the results ob-
tained by these authors, two remarks can be made: firstly, the
diatomic molecules are treated as rigid rotors, and the inter-
action between two molecules is neglect. On the other hand,
the specific heat values derived from experimental measure-
ments are a combination of the translational, rotational, and
vibrational specific heat. Thus, in order to compare our theo-
retical vibrational specific heat, it must have the experimental
data of the total specific heat at first. But, we stress, though,
as far as we know, we have not any data concerning the ex-
perimental values of the total specific heat that helps us to
make a comparison with our theoretical results.

4. Conclusion

In this work, by using the vibrational energies obtained in the
three-dimensional Morse potential, we have carried out a cal-
culation of the vibrational partition function of the Morse po-
tential for some diatomic molecules via the Euler-Maclaurin
approach. Via this function, we have derived explicit expres-
sions for the thermodynamic functions such as specific heat
Cv. We have analyzed the behavior of the specific heat: this
analysis shows the existence of a critical temperatureTC in
the curves of the specific heat: this temperature decreases
when l increases.

Appendix

A. Euler-Maclaurin formula and Poisson sum-
mation

A.1 Euler-Maclaurin Formula

In mathematics, the Euler-Maclaurin formula [31,32] is a for-
mula for the difference between an integral and a closely re-
lated sum. It can be used to approximate integrals by finite
sums, or conversely to evaluate finite sums and infinite series
using integrals and the machinery of calculus.

If m andn are natural numbers andf(x) is a complex
or real, valued continuous function for real numbersx in the
interval [m,n], then the integral

I =

m∫

n

f (x) dx, (A.1)

can be approximated by the sum (rectangle method)

S = f (m + 1) + . . . + f (n− 1) + f (n) . (A.2)

The Euler-Maclaurin formula provides expressions for the
difference between the sum and the integral in terms of the
higher derivativesf (k)(x) evaluated at the endpoints of the

interval, that is to say whenx = m andx = n. Thus, for p
a positive integer and a functionf(x) that is p times continu-
ously differentiable in the interval [m,n], we have

S − I =
p∑

k=1

Bk

k!

{
f (k−1) (n)− f (k−1) (m)

}
+ Rp, (A.3)

whereBk is the kth Bernoulli number andRp is an error term
which depends onn, m, p, andf and is usually small for suit-
able values ofp.

The formula is often written with the subscript taking
only even values since the odd Bernoulli numbers are zero
except forB1. In this case, we have

n∑

i=m

f (i) =

n∫

m

f (x) dx +
f (n) + f (m)

2
+

p
2∑

k=1

B2k

(2k)!

×
{

f (2k−1) (n)− f (2k−1) (n)
}

+ Rp (A.4)

Finally, in the context of computing asymptotic expansions
of sums and series, usually the most useful form of the Euler-
Maclaurin formula is

b∑
n=a

f (n) ∼
b∫

a

f (x) dx +
f (b) + f (a)

2
+

∞∑

k=1

B2k

(2k)!

×
{

f (2k−1) (b)− f (2k−1) (a)
}

. (A.5)

Now, whena = 0 andb = ∞, we have

∞∑
n=0

f (n) ∼
∞∫

0

f (x) dx +
f (0)

2

−
∞∑

k=1

B2k

(2k)!
f (2k−1) (0) . (A.6)

A.2 Poisson summation Formula

For appropriate functionsf , the Poisson summation formula
may be stated as:

+∞∑
n=−∞

f (n) =
+∞∑

n=−∞
f̂ (n) , (A.7)

where f̂ (n) is the Fourier transform off ; that is f̂ (n) =
F {f (n)}.

Consider the function

F (x) =
∑

n∈Z
f (x + n) .

This is a periodic function of period 1: therefore, we can take
its Fourier series expansion

F (x) =
∑

n∈Z
ane2πinx, (A.8)

where
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an =

1∫

0

F (x) e−2πinxdx =

1∫

0

∑

m∈Z
f (x + m) e−2πinxdx =

∑

m∈Z

1∫

0

f (x + m) e−2πinxdx

=
∑

m∈Z

1∫

0

f (x + m) e−2πin(x+m)d (x + m) =

+∞∫

−∞
f (t) e−2πintdt = f̂ (n) . (A.9)

Therefore:

+∞∑
n=−∞

f (x + n) = F (x) =
+∞∑

k=−∞
f̂ (n) e2πinx. (A.10)

and the result follows by evaluating atx = 0.

B. Vibrational partition function for some values of vibrational quantum number l

B.1 Case ofl = 0

ZH2 =
1
2

+
1

720
(−0.0626265β3 − 0.020674β2

)
+ 0.0330932β

+
e−4.54387β

(
9.51412erfi

(
2.13164

√
β
)− 9.51412erfi

(
0.0823662

√
β
))

√
β

. (B.1)

ZCO =
1
2

+
1

720
(−0.0273855β3 − 0.00370934β2

)
+ 0.0251184β

+
e−11.0743β

(
19.5686erfi

(
3.3278

√
β
)− 19.5686erfi

(
0.0217579

√
β
))

√
β

(B.2)

ZHCl =
1
2

+
1

720
(−0.0976538β3 − 0.0333989β2

)
+ 0.038375β

+
e−4.3858β

(
8.06064erfi

(
2.09423

√
β
)− 8.06064erfi

(
0.00527475

√
β
))

√
β

. (B.3)

ZLiH =
1
2

+
1

720
(−0.019802β3 − 0.0124903β2

)

+ 0.0225453β +
e−2.37809β

(
10.1031erfi

(
1.54211

√
β
)− 10.1031erfi

(
0.0508877

√
β
))

√
β

. (B.4)

B.2 Case ofl = 30

ZH2 =
1
2

+
1

720
(−0.0919104β3 − 0.0234941β2

)
+ 0.0376074β

+
e−5.86809β

(
9.51412erfi

(
2.42241

√
β
)− 9.51412erfi

(
0.000550072

√
β
))

√
β

. (B.5)

ZCO =
1
2

+
1

720
(−0.0268359β3 − 0.00368436β2

)
+ 0.0249493β

+
e−10.9256β

(
19.5686erfi

(
3.30539

√
β
)− 19.5686erfi

(
0.0446334

√
β
))

√
β

. (B.6)
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ZHCl =
1
2

+
1

720
(−0.0735999β3 − 0.0303945β2

)
+ 0.034923β

+
e−3.63224β

(
8.06064erfi

(
1.90584

√
β
)− 8.06064erfi

(
0.0367777

√
β
))

√
β

. (B.7)

ZLiH =
1
2

+
1

720
(−0.0134738β3 − 0.0109858β2

)
+ 0.0198297β

+
e−1.83971β

(
10.1031erfi

(
1.35636

√
β
)− 10.1031erfi

(
0.0405763

√
β
))

√
β

, (B.8)

with the imaginary error function, denoted erfi, is defined as [32]

erfi(x) =− ierf(ix) =
2√
π

x∫

0

et2dt. (B.9)
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