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Abstract

In this memoir, we studied the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) oscillators describing rela-
tivistic spin-0 and spin-1 particles, and we found their exact solutions in a flat space and a
curved space in the presence of a topological defect presented by a cosmic string with and

without the influence of an external uniform magnetic field, then we discussed these solutions.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les oscillateurs Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) décri-
vants les particules relativistes de spin-0 et de spin-1, et nous avons trouvé leurs solutions
excates dans un espace plat et un espace courbé en présence d'un défaut topologique présenté
par une corde cosmique avec et sans l'influence d'un champ magnétique uniforme externe, puis

nous avons discuté ces solutions .
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Introduction

La mécanique quantique est l'une des plus grandes réalisations de la science, car elle pour-
suit un objectif pratique tres éloigné de la relativité générale, ce qui a conduit les physiciens a
tenter de les combiner ou a rechercher une nouvelle théorie pour résoudre cette contradiction.
ont eu du mal : Paul Dirac - Pauli Et d'autres a formuler une équation mathématique compa-
tible avec la relativité restreinte, ils sont donc arrivés a I'équation de Schrédinger (1887-1961).
En fait, ce n'était qu'une description approximative de la physique microscopique. Cependant,
Schrodinger n'a pas pris compte de la relativité restreinte, qui fut l'une des plus grandes réa-
lisations du scientifique Albert Einstein (1905) [1,2],dans sa propre théorie, ou il travailla
sur ['électromagnétisme pour son développement et fut trés convaincu par les équations de
Maxwell [1,3,4] .

Lanalyse des interactions de la gravité avec le systéeme de mécanique quantique a suscité
un grand intérét en physique des particules et constitue un domaine de recherche vaste et actif.
Cependant, pour comprendre l'interaction entre les particules de mécanique quantique relati-
viste et la gravité, il faut résoudre la forme de relativité générale de celle-ci. équations d'onde .
Cela nécessite de s’appuyer sur les oscillations harmoniques, qui ont été un outil essentiel pen-
dant des siecles dans le développement de la physique théorique en présence de la mécanique
quantique. Elles ont également des applications non seulement dans les calculs directs, mais

aussi dans la compréhension de problémes plus complexes. Linteraction des hadrons avec les
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spins (S =0 et S = 1) a été décrite par une équation d'onde relativiste du second ordre appelée
équation de Klein-Gordon « KG », pour les particules de spin S = 0, et par I'équation de Proca
pour les particules. dont le spin est S =1 [5--8] . il est tres difficile de traiter ces équations et
de déterminer mathématiquement leur aspect physique [9]. La question se pose : comment ces
trois-1a sont-ils arrivés a cette équation importante, 'équation « DKP », et quel est son but?
Léquation de Klein-Gordon (KG) était destinée uniquement aux particules libres [10--12] ,
mais elle s'est heurtée a quelques difficultés, et pour éviter toutes les difficultés et obstacles qui
découlent de l'existence de dérivées par rapport au temps et a l'espace du premier ordre [4,13]
, le physicien Paul Dirac a pu proposer en 1928 une équation différentielle du premier ordre
. Elle a introduit un nouveau type d'objet mathématique, ot des matrices B étaient utilisées
a la place des quantités standards [14] . Puis vint I'équation de Kemmer, qui représente une
extension de la forme variable de 1'équation de Dirac pour les particules de spin S = 0. et les
particules de spin S = 1. Les trois physiciens ont pu, (Duffin, 1938, Kemmer 1939, Petiau
1936) [8, 15,16], Cest une équation relativiste du premier ordre pour les bosons de spins
§=0 et S=1 [17--19],Ce type d'équations relativistes permet de traiter les effets quantiques des
champs gravitationnels [5,17,19] , et est tres utile pour comprendre le comportement physique
des particules dans l'espace et le temps courbes en astrophysique, ainsi qu'en cosmologie [20].
La cosmologie a présenté un certain nombre de mystéres déroutants et trés passionnants pour
les scientifiques

, qui ont donné naissance a ce que l'on appelle des défauts topologiques [20--22] , et ces
défauts dans la gravité, tels que les cordes cosmiques [23--25], les murs de domaine et les
monopodles, et dans la physique de la matiere condensée, comme des vortex dans les supra-
conducteurs ou les superfluides [26--29], pour prédire la formation de structures similaires
existent dans l'univers lors de son expansion. Elles ont été imaginées et émises par Kibble en
1976, et des études et recherches théoriques ont été menées pour vérifier leur existence. Ces
défauts topologiques trouvent leur origine dans différents domaines de la physique, de la ma-
tiere condensée a la cosmologie, et sont liés a des transitions de rupture de symétrie, qui se

produisent lorsqu'un systéme physique subit une transition d'un état & un autre au cours de
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laquelle la symétrie du systeme est rompue, ce qui entraine des défauts topologiques aux pro-
priétés géométriques uniques [23].L'un de ces défauts topologiques générés dans la phase de
transition de l'univers sont des défauts linéaires dans l'espace triangulaire de l'univers ou la
structure linéaire du tenseur cosmique de l'espace-temps est représentée de maniere spectacu-
laire, l'espace plat se transformant en espace cosmique [23,30--33] . Physiquement, il existe
deux types d'espace courbe : I'espace sphérique( ou elliptique ),c’est un espace qui se courbe sur
lui-méme comme la surface d' une sphere et la géométrie de cet espace et similaire a celle de la
surface d'une sphére,l'espace hyperbolique c'est un espace qui se coube dans le sens opposé a la
sphére comme une selle de cheval et la géométrie de cet espace est différent de celle de l'espace
euclidien, ceux deux types d'espace courbés sont étudiés en relativité générale d'Einstein [34,35].

Ce mémoire comporte trois chapitrse composés de la facon suivante : Dans le premier, on
rappelle quelques généralités sur les équations relativistes les plus importantes utilisées dans
l'espace plat et l'espace courbé. Le deuxieme chapitre est consacré aux solutions des oscillateurs
de DKP a deux dimensions dans le cas de l'espace plat en l'absence et en présence d'un champ
magnétique pour les particules de spin S=0 et de spin=1. Dans le troisiéme chapitre donne
les résultats concernant I'étude de l'oscillateur DKP dans un espace courbé (cas de la corde
cosmique) pour les bosons de spin 0=S et de spin 1=S en présence et en absence d'un champ
magnétique, nous représentons également les spectres d'énergie obtenus a l'aide du programme

Mathématica.

) ISV 7 = ) . w
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Chapitre

Rappel mathématique et formalisme
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Dans ce chapitre, nous allons écrire les relations mathématiques les plus importantes pour

écrire les équations du mouvement dans l'espace plat et dans l'espace courbé.

1.1 La géométrie de l'espace

Le concept de temps et d'espace mathématiquement en physique est constitué de deux
concepts liés 1'un a l'autre de telle maniére que chacun d'eux affecte l'autre. Dans cette repré-
sentation, nous combinerons les trois coordonnées de l'espace et la coordonnée du temps que

nous exprimons. un point dans l'espace - temps utilisant par le quadrivecteur [34--36] .

N (N = (:co,xl,a:Q,x?’) = (t,z,y, 2) (L1.1)

le quadrivecteur peut existes sous deux formes : covariant et contravariant
xt :est la version contravariant d'un quadrivecteur et le passage a la version covariante x,

se fait par le tenseur métrique de (Minkowski) g, ,comme suit :

G S i (1.2)

avec
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zy = (—t,x) = (—t,21,72,73) (1.3)
-1 0 0 0
0 1 00
0 0 01
ainsi que :xg = 2%t z; = —a%, i =1,2,3

La structure de Poincaré-Minkowski est une structure géométrique de l'espace-temps de
la relativité restreinte, elle est donné par une généralisation de la structure géométrique et se

définit comme suit :

dS? = L2 — 2T? = (Ax)* 4+ (Ay)? + (A2)? — c(At)? (1.5)

c : désigne la vitesse de la lumiére dans le vide.

La transformation de Lorentz , remplacer les coordonnées temporelle ¢ par le “temps-
lumiére”

veut dire que :z° = ct et z# = (mo,xi) et u=0,1,2,3,i=1,2,3 et la formule (1.5)

devient :

ds? = N Dt Ay (1.6)

ou : 7),,,,, la matrice diagonale se définit avec {—1, 1,1, 1}, ou bien on écrit les seuls éléments
non nuls comme ¢a 711 = 722 = N33 = L,ngg = —1
Selon Poincaré-Minkowski, le groupe symétrie de l'espace de temps est l'enveloppe des

transformations de Lorenz-Poincaré

ot =elx” +at (1.7)

ou :

Guv = egefnaﬂ (1'8)

20 e = -
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7 65 sont les tétrades (vierbein)

Ainsi que : e
De lautre coté l'espace courbé ou bien s'appelle l'espace riemannien se définit avec un
coefficientg,,, () “métrique quadratique” est cette métrique obtient la longueur infinitésimal

ds?ainsi que :

ds® = g (z)dztdz” 1.9
n

la liaison entre les deux tenseurs 7)q; et g,,,, se fait par 'intermédiaire des connexions qui
assurent le transport parallele des vecteurs au long d'une courbe sans changer sa direction. Ces
derniers peuvent étre calculer via deux méthodes : la premiére dite la méthode de Vierbein (

référentiel de Lorentz ), et la deuxiéme méthode se base sur les repéres mobiles .

1.1.1 Meéthode du référentiel de Lorentz

cette méthode est aussi applée référentiel de Lorentz ou bien la méthode de Vierbein , Nous

y allons d'abord de la dérivée covariante du tenseur métrique g, .

Viugor =V, (eﬁel)’\) Nab = (Vp€5,) egnab + €} (Vuel)’\) Nap =0 (1.10)
avec : V1q, = 0 dans l'espace plat , la permutation des indices de I'équation précédente

donne par

Vudur = Opguw — Tou9rw — T g (1.11)

gh¥désigne la matrice inverse de g,,,9"" 9o = 8% ou le symbole de Kronecker vaut 1
quand g = v et O sinon

le tenseur de Ricci R, se calcule en fonction des Christoffel “coefficients de connexion

Ff;,/qui définit dans I'annexe B :

Ry, =Ry, (1.12)
Ry, — Rl =0 (1.13)

20 & = -
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1.1.2 Méthode des repéres mobiles

Nous développons la notion des repéres mobiles en utilisant des formes différentielles pour
calculer les coefficients de connexion et la courbure, sans utiliser les symboles de Christoffel :
On attribue un repére local orthonormé a chaque point de l'espace-temps, avec les vecteurs
de basee, écrits. Dans ces reperes, la métrique est de type Minkowskien 7%°. Les coordonnées
e}, de ces vecteurs sont différentes des repeéres naturels définis par les vecteurse, , les formes

différentielles de degré 1 données par :

w? = ek (z¥) dzt (1.14)
avec des indices grecs(u, ) ,s0it wi,w2.....wnet (a,b) sont des indices latins
ou:
ds® = nabw“wb (1.15)

la différentiation absolue d'un vecteur A est définie par :

DA™ = dA® + wiAP (1.16)

on peut également exprimer explicitement le tenseur de tosion de la géométrie de Riemann

en utilisant une connexion affine comme suit :

Tli‘y = eéTﬁ,, (1.17)

T)\ — A 9,e% — ,e% + w? b + W iz 1.18

pv €a wEy l/eu w,ubeu w,u,be,ub ( : )
A A A

T =T, —Tp, (1.19)

I'équation de Maurer-Cartan et s'appelle aussi la condition de torsion dont comme suivant :

wi A eb = —de® (1.20)

20 & = -
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ou :

W A el +de® =0 (1.21)

1.2 Les équations relativistes dans un espace plat
1.2.1 L'équation de Klein-Gordon :

par les coordonnées de la position définie par r(z!, 22, z3) our(z, y, 2) et par le principe de
correspondance de la mécanique quantique en appliquant I'équation de schrodinger [37--39] ,

nous permis d'écrire :

p— —ihio (1.22)
E - ih% (1.23)

Lénergie d'une particule non relativiste peut s'écrire selon le principe de correspondance
sous la forme suivante :
P2

B=2 v (129

Tt

conduit aussi a I'équation de schrodinger pour une fonction d'onde i (7] ¢)comme suit :

ihgtw (77t) = {—54 +V(7)}¢(?ﬁt) (1.25)

dont [A = Vz] est le laplacien .Pour le cas d'une particule relativiste libre dont 'énergie est

donnée par la relation

E = \/p?c? + M?c? (1.26)

n) 720 e ) . -
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Léquation de Klein-Gordon pour les particules relativistes sans spin peut étre obtenue en
adoptant des unités naturelles: h =c =1 (h = %, h : la constant de plank et ¢ : la vitesse de

la lumiére) sous la forme suivante :

{<§;A)+M2}¢KG=0 (1.27)

ou :

{O+ M} e =0 (1.28)

dont: 0 = (38722 = A) : les vecteur D'Alemberien , dans 1'équation de Klein-Gordon (K.G),

nous utilisons le formalisme tensoriel et on définit l'opérateur gradient par sous composantes

covariantes Jypar :

0 o o0 o0 0 0
Ou= ggn = (8758:1:1 6:@8x3> = (&fv> (1.29)
les composantes contravariants 0*on écrit sous la forme :
0 0
b= g, = — ==, - 1.30
=90 =5, <8t V) (1.30)

par les deux relations et peut étre consulté a :

0 0 0? 0?
oy, ==,V —, -V )= —_ V) == -A 1.31
: <8t > (875 > (8752 > <8t2 ) (131)
la contraction de l'opérateur gradient avec lui méme donne l'opérateur invariant de Lorenz

0, qui représente D'Alemberien

ot?

Grace a la derniére relation(1.28) et la relation (1.25)nous obtenons :

O=8"9, = (32 - A) (132)

(848, + M?) Y =0 (1.33)

dans le cas d'une interaction électromagnétique on effectue la substitution suivante :

20 e = -
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O — O + ie AV (1.34)

dont le quadripotentiel A*est définit par :

ar = (40, 4) = (p, 4) (1.35)

Dans ce cas I' équation (1.27) devient :

{(0, + ieA,) (0" + ieA") + M*} g =0 (1.36)

I'équation conjugué de I'équation de (K.G) (1.33) est:

Par simples manipulations , nous trouvons :

B, (0" (x) 9 (z) — o (x) 9™ (2)} = 0 <= B, J* =0 (1.37)

ou :

J# = (2) 04 () — b () 39" (a) (1.38)

JH un quadrivecteur du courant défini par :J* = (,0, J ) ,ou p la densite de charge
%’ L,
electrique et j la densité du courant

aussi le quadricourant dans cette derniere équation définit I'équation de continuité par :

D" = % +V.j (1.39)
avec
0 oY*
plat) =" (1) 22— () 2 (1.40)

la derniére relation (1.40) que nous avons obtenue peut avoir des valeurs positives ou né-
gative tandis que p (x, t)n'est pas définie positive ,De 13, nous pouvons identifier deux difficultés

principales pour K-G, qui sont : premiérement, la présence de solutions d'énergie négative, pour

73 e = ..
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lesquelles nous n'avons aucune explication physique, et I'absence d'une densité de probabilité po-
sitive spécifique pour elles. Léquation de Klein-Gordon était considérée comme insatisfaisante

dans les années ou elle a été proposée .

1.2.2 L'équation de Dirac

Paul Dirac, mathématicien et physicien, a proposé une équation différente en 1928 pour
éviter les obstacles dans I'équation de deuxieme ordre. Cette équation explique le mouvement
de certaines particules élémentaires qui ont des spins , en utilisant des matrices au lieu de
quantités normales. L'équation de Dirac était relativiste et covariante linéaire, permettant un
meilleur calcul du mouvement des particules. certaines particules élémentaires avec spin demi-

entier, en utilisant des matrices au lieu de quantités normales [5, 40] .

%
% — (—iﬁ?jufyOM) wp = Hp(40) (1.41)
3
FE = Z a;p; + WOM (1.42)
=1

dont o = (a1, a2, a3) et 40 sont des matrices hermitiennes de l'ordre 4 , qui sont vérifiées

les relations d'anticommutation suivants :

Qi + ooy = {Oéi,Oéj} =0

i (1.43)

i’ + % = {@;,7°} =0 (1.44)

ouV =1j#ieta?=1

o et ’yo sont les matrices de Dirac , leur relation est de forme :

S 0 a; 0 __ 1 0
o = (Uz‘ 0),7—<0 _1> (1.45)

73 Cy = -
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dont : 0, I sont respectivement la matrice nulle et unité de dimensions 2 X 2 et g;sont les

matrices de Pauli données par :

01:<(1) (1)),02:<? _Oi>,0'3:((1) _01> (1.46)

puisque «; et B sont des matrices de dimension 4 X 4, cela signifie que la fonction d'onde

1 dans 1'équation de “Dirac” prend la forme d'une matrice colonne a quatre composantes :

¥p = (1,2, 03, 04)" (1.47)

Léquation de “Dirac” (1.41) peut étre écrite sous forme covariante comme suit :

(4" 0y — M) ¢p = 0 (1.48)

dont : v#, u = 0...3, sont des matrices de dimension “4 x 4”,0,, :est la dérivée covariante.
M :la masse de particule et 7 : a fonction d'onde , les matricesy*aussi connues comme

matrice de “Dirac” construits du maniére suivante :
O=ng= 1.49
Y =7%=0 (1.49)

v =m =1" = fa; (1.50)

les matrices :

0 __ 1 0 i 0 g;
7_<01>’7_<—0i0> (1.51)

Nous utilisons la relation de substitution précédente(1.34)et la substituons dans I'équation

(1.48) :

(’Yu (ia,u - eA,u) - M) Yp =0 (1.52)

(wogt —Pedg +i7'0; — vieA; — M) ¥p =0 (1.53)

73 e = ..
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Multiplions la derniére équation a gauche par ~° :

avec :(’yo)2 =1,ona:

.0 . 0
(z(%—er+ai(28¢—eAi)—fy M) Yp =0 (1.54)
.0
Z&@Z)D = Hop+ V¢p (1.55)
ou :
Hy = —ie;0; + ’)/OM (1.56)
V =ed+ea'A; (1.57)

L' équation (1.55) est peu similaire a I'équation de schrodinger dans l'interaction classique
avec la présence d'un champ électromagnétique , bien que la fonction d'onde est un spineur ,
notamment , dans le cas particulier ou A, = (¢, 0) le potentiel se réduit au potentiel électrique

multiplié par charge de la particule.

1.2.3 L'équation de Duffin-Petiau-Kemmer

Léquation de kemmer est une extension de formalisme covariant de Dirac , aux particules
scalaires de spin O et vectorielles de spin 1, dans lequel on remplace les matrices gamma y*par
des matrices béta 5, vérifiant une algébre plus compliquée connue sous le nom de l'algébre de

“kemmer” [ 1 3] .

I'équation libre de kemmer est :
(i8"0, — M) Y =0 (1.58)

ou #Ce sont des matrices qui ont trois représentation iréductible , la triviale de dimension
0, et celles de dimensions 5 et 10, pour le cas des particules de spin S=0 et S=1 respectivement,

elles générent l'algébre de kemmer :

BE"BY + BOBYB = g B + g (1.59)

73 Cy = -
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g"” : le tenseur métrique avec la signature (— + +-) ,contrairement aux matrices des

algébres de spin demi.-entier , tel que l'algebre de Dirac , elles possédent la propriété des

algebres de spin entier ,celle d'étre non inversibles .on choisit une représentation laquelle :

,Bk+ — _Bkz
604— — ﬁo

(1.60)

Dans le cas de l'interaction avec un champ électromagnétique A* prend la forme :

Oy — O, +ieA,

dont :

{iB" (B, + ieA,) — M} =0

conjuguons maintenant l'équation

—i0, " B* — Map* =0

i0,* B + Map* =0
on définit :

P=v{2(8%" -1}
s

PB° = 4*6°

D'ot tpétant l'adjointe de ¢ , Ce qui répond a I'équation suivante :

i (0, —ieA,) Y+ My =0

sachant que :

G B0 = g g 50

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

"3 o720 a7
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on obtient I'équation de continuité :

Opd" =0 (1.68)

ou :

JH = (JO, Jk) — B (1.69)

1.3 Les équations relativistes dans un espace-temps Courbé :
1.3.1 L'équation de Klein-Gordon :

Léquation de Klein-Gordon KG généralisée dans un espace courbe pour une particule de

spin O et de masse M Dans le champ gravitationnel [41,42], est donnée par cette équation :

(O— &R~ M?) g =0 (1.70)

& : est une constante de couplage réelle sans dimension
R : est le scalaire de courbure de Ricci ,

R=g"R,

ou 7, est le tenseur de courbure de Ricci .

ou l'opérateur O : est le Dalembertien dans un espace courbé , qui définit par

1 0 , 0
N> (171)

g"” :le tenseur métrique inverse dans l'espace courbé , avec g = delt(g,, ).En fin de compte

NG

, nous obtenons cette équation :

0
x

1 8
{ 7\/—799“”8 ~

v/ —g Ozt

Léquation de Klein-Gordon (KG) dans le cas d'une interaction externe ot :D), = J,,+ieA,

—M2+£R}wm =0 (1.72)

(€ : est la charge du particule de spin 0 ) représentée sous la forme :

2 Cy = o —
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1
= (Op + ieA,) V/—gg"” (0, +ieA,) — M?| Yga =0 (1.73)

1.3.2 L'équation de Dirac

L'équation de Dirac en présence du potentiel A* est écrite sous la forme suivante :

(i7" [0 + ieA,) — T,\] — M} pp =0 (1.74)

AH (x) :sont les matrices de Dirac dans une espace courbé : sa relation avec les matrices

~v®*de l'espace plat est donnée par :

7 (2) = BY (2)° (1.75)

ces matrices vérifient I'équation (1.53),(1.54)(1.55). EX (z)sont des matrices inverse de
q

la tétrade dont

g = EFEYn (1.76)

les connections spinorielles I';;sont calculées en utilisant la relation

. ab
T, = iwuabz (1.77)

ou :

ib: = % ['y“,'yb} (1.78)

Notons ici que les indices (a,b,c) =0,1,2,3 indiquent le repére de référence plat , et les

indices (1, )indiquent un espace-temps courbé.
1.3.3 L'équation de DKP

Dans un espace courbé ,Iéquation de DkP (1.58) est donnée par l'equation :

2 Cy = o —
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(#6Vu = M) ¥prp =0 (1.79)

avec M est la masse du boson et g“sont les matrices de Kemmer dans la nouvelle configu-

ration satisfaisant a la relation :

pi = EY (z) p° (1.80)

la dérivée covariante dans I'équation (1.79) est définit par :

Vi=0,-) (1.81)

m

la connexion affine ) | est donnée par :

5 = S [ 8% 6] (182)

I

enfin les connexions de spin w,,q,peuvent écrire en fonction de symboles de Christoffel
(Nous en parlerons dans le troisieme chapitre) (1.83) comme suit :

wzb = ege”bfij — e”baﬂeﬁ (1.83)

Les Symboles du Christoftel, également connus sous le nom de connexions Levi-Civita
, joue un roéle crucial dans la théorie de la relativité générale. Il est utilisé pour décrire la
dérivée différentielle des tenseurs le long d'une courbe dans un espace-temps courbé [36,41].
Ces symboles sont déterminés a partir de l'échelle spatio-temporelle, qui définit la distance
Entre deux points finis. Les symboles de Christofel apparaissent sous la forme de coefficients
qui mesurent la contribution de la courbure locale de 'espace-temps a la dérivée variable. Les
symboles de Christofel ne sont pas considérés comme des tenseurs, car la transformation sous
des coordonnées changeantes n'est pas facile. Cependant, en les combinant Vecteurs et tenseurs
appropriés, on obtient des quantités tensorielles qui permettent de les décrire La courbure de

l'espace-temps de maniére variable. Ces symboles ont également des propriétés intéressantes

) 87 < . .
DBerrath Lamida et Fares Beouchra -~ 17 - RS ER R C\ B



P 0 o0 , > T D) .
Les équations relativistes dans un espace-temps Courbé : Cheiltatewr DK dans un espace courbe

et sont nécessaires pour décrire des phénoménes physiques, comme décrire le parcours de

l'espace-temps [41].
1.3.4 La corde cosmique

Les défauts topologiques sont des configurations stables de la matiére formée une brisure de
symétrie dans l'univers primitif, ils persistent aprés une transition de phase. Ils se manifestent
en des monopoles, cordes et parois... Dans la physique de la matiére condensée, ils appa-
raient comme des vortex dans les supraconducteurs; parois des domains dans les matériaux
magnétiques, et les dislocations ou disclinations dans les solides désordonnés et les cristaux
liquides [43--45].

La corde cosmique est un objet virtuel doté d'une structure fondamentalement linéaire
qui semble s'étre formé au cours d'une transition dans l'univers primitif liée a des transitions
de rupture de symétrie telles que les murs de champ et les cordes cosmiques, ces derniéres
faisant partie des défauts topologiques identifiés en cosmologie en raison de leur impact sur
la formation de la structure cosmique, 1'énergie de l'univers étant libérée sous la forme de
particules de haute énergie qui créent des défauts tels que les cordes cosmiques, les monopdles
ou les murs de domaine. Ces défauts, y compris les cordes cosmiques, ont une géométrie spatiale
unique qui peut avoir des effets importants sur la structure a grande échelle de l'univers, de sorte
qu'ils exercent une influence sur le champ gravitationnel et, comme il s'agit d'objets étendus,
leur influence ne se limite pas aux seules particules proches, mais va au-dela pour affecter leur
trajectoire [23,46,47].

De nombreuses études et expériences sur les cordes cosmiques suggérent qu'elles sont par-
ticulierement importantes, l'une des plus importantes décrivant l'effet d'une corde cosmique
d'épaisseur nulle sur la géométrie de l'espace-temps. Il a été considéré comme un fil qui repré-
sente la corde cosmique comme un tube mince avec un trés petit rayon et une densité d'énergie
constante, ce qui aide a comprendre de nombreuses questions plus complexes. La géométrie
de T'espace autour de la corde cosmique a été décrite en coordonnées cylindriques, comme le

montre la relation :

n) 7 e < . .
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Fig. 1.1 : Représentation d'une corde cosmique

Fig. 1.2 : Simulation des cordes cosmiques par des vortex

73 Cy = -
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dS? = dt* —dp?® — o®p*de? — d2? (1.84)

Elle a également été décrite en coordonnées sphériques, mais nous avons choisi d'étudier
l'espace courbe en coordonnées cylindriques parce qu'il est le plus proche de la géométrie de la
corde cosmique, ol apparait ce que l'on appelle I'angle de déficit (0 < a < 1), qui indique la

formation d'une corde cosmique, ce qui est l'inverse dans l'espace courbé, ot : o = 1.

73 e = ..
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Chapitre 2

Les solutions de 1' oscillateur
Duffin-Kemmer-Petiau dans un
espace-temps Plat

VGl D13 Slagud DKP andl Gl gl A1 Jglm 512l s foadll s
.&L&AJE}-J?}JUL:GL;M;L@L;~ M\Q\JQ%\}
Comme nous l'avons vu précédemment, I'équation de “DKP” libre, [9, 13] est donnée par

I'équation :

(i3"Vy — M) ¢pgp =0 (2.1)

Lintroduction de l'interaction de l'oscillateur de Dirac se fait par la substitution ? —
? — iMwT, avec w est la fréquence. Dans ce cas, I'équation fondamentale de l'oscillateur de

Kemmer bidimensionnel , est donnée par :

{iﬁoao + iﬁl (01 + Mwnx) + iﬁ2(62 + Mwny) — M} Yprp =0 (2.2)

les matrices 3°, 3, 52, B3pour le spin O :
; 92><2 Pi 01
i _ : _
B N < —plT 93><3 79 1 0 (2'3)
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01 0 00
1 0 0 0O
0
ﬁ°—<9_“§ o )_ 00000
Pr Ux3 00000
00 0 0O
00 -1 0 O
. . 00 0 00
51_<_2X2 o ): 10 0 00 (2.5)
P U3x3 00 0 00
00 0 0O
000 -1 0
. ) 000 0 0
522(_232 o )z 000 0 0 (2.6)
Pr Tax3 100 0 0
000 0 O
000 0 -1
. 5 0000 0
63—<_2X32 o )— 0000 O (27)
P Usx3 0000 0
1 0 00 O
les matrices 3%, 3%, 32, f3pour le spin 1 :
pr : représentant la matrice transposée de p pour le spin 1.
0 0 0 0 0 0 e 0
ik e .
0 — QT O3x3 13x3 0O3x3 g = OT 03x3 0O3x3 —iS5; (i=1,2,3)
0" 13x3 0Osx3 Osxs —e” 03x3 0Osxs Osxs
g g
0" Osx3 O3x3 Osxs 0 iS;  O3x3 Osxs
(2.8)
avec :

0=1(0,0,0),e1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)

13x3 : est la matrice unité , les S;sont les matrices standards nom : relativistes du spin 1

2 e o -
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S OO OO o oo
S OO OO o oo
—
000000_0
S OO OO o oo
S OO OO o oo
—
0000_000
Il
Y
N m
,O.QZUMM
| © ©
n m »m
N X X X
VU om oon ™
o O O
n ™
N
o X X4
oo T
=
N ol
00_,0
(\
Il
N
Q.

(2.12)
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o o O

0 6 €3 6
T 4
33— 0" Osx3 O3x3 —i53 | _ | —1
—el' 03x3 O3x3 Osxs

0" iS5 Osxs Osxs

OO O OO oo o

OO OO O oo oo
OO OO OO oo oo
OO O OO OO o oo
[esBan B an Bl e B en B e M e M e M el e
=l eleoleoNoaoNoaoNoaNeNel S
[eslian i e B e B en B en M o M o el @]
= alalalBalalaoBol =

OO OO oo

(2.13)
Nous substituerons ces matrices précédentes dans I'équation (2.2) afin d'en extraire des

solutions en fonction de chaque cas de spin.

2.1 Particule de Spin-0

2.1.1 Cas libre sans interaction externe

Avant la substitution des matrices dans 1'équation (2.2), nous calculons les produits sui-

vantes :

10 0 0 0
01 0 0 0
n=28"%-1= 88—01 018 (2.14)
00 0 0 -1
00100
00000
Bln=]100 0 0 (2.15)
00000
00000
00010
00000
Bnp=1]0100 0 0 (2.16)
10000
00000

73 Cy = -
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Par simple calcul, nous obtenons: — M 1)1 +i0p1py — (01 — Mwx )b —i(O2 — Mwy)hy = 0

—Miyy + Eo — Z(ax = wa)ibg = Z(ay S Mwy)1/14 =0 (2.17)
Eyy — My =0 (2.18)

Z(ax + wa)@bl — M3 =0 (2.19)

i(0y + Mwy)1 — My =0 (2:20)

Mys = 0 (2.21)

Ce systeme d'équations conduit a

dr = 1ot (2.22)
V3 = Wwwl (2.23)
Pa = W% (2.24)

l'insertion de (2.21),(2.22),(2.23) dans ['équation (2.17)n0us donne :

((0r — Mw2)(8; + Mwz) + (9y — Mwy)(0y + Mwy) + E> = M?) ¢y =0 (2.25)

Cette dérniére équation peut étre réécrite par une autre facon comme suit :

((pz — Mwz)(pz + Mwz) + (py — Mwy)(py + Mwy)) ¢ = (E> — M*) 1 (2.26)

Nous simplifions la relation précédente et obtenons une équation pour un oscillateur har-

monique bidimensionnel comme suit :

2 Cy = o —
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2 2 2 2
Pe 1.9 9 py 1.5 _Er-M
{(2 +2Mwm)+(2 r—|—2Mwy) = ( 5 + w)ihy (2.27)

on pose £/ = (EQQ]/[MZ + w)

Pour résoudre cette équation, nous suivons les mémes étapes suivies pour résoudre 'équation
de l'oscillaueur de Klein-Gordon bidimensionnel (voir AnnexA).
Léquation(2.27) similaire a celle trouvé pour le cas de l'oscillateur de (K-G), donc les

solutions sont

Enon, = i\/M2 + 2Mw(ng + ny) (2.28)

1
E
16 %/[wz)
YDEP(T,Y) = gy /2 | R t2e®) | H, (Mwz)H,,
V 0y ot (2.29)
i
0

X(Mwy)e(_%w)(ﬁﬂﬁ)

2.1.2 En présence du champ magnétique

¢B

En présence d’un champ magnétique uniforme Ay =i52 €y, I'équation de l'oscillateur bidi-

mensionnelle de “DKP” devient :

{zﬁOaO +4iBY1(01 + Mwnzx) + i8%(82 + ze;% + Mwny) — M} Yprkp =0  (2.30)

Suivant les mémes étapes cités dans la section précédante, On trouve apres simplification :

2 Cy = o —
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0 2‘80 —i(al - wa) —i(ag - e;i? - Mwy) 0 ¢1
1o 0 0 0 0 )
101 + iMwzx 0 0 0 0 U3
i0 +iMwy +i%E 0 0 0 0| | ¢a
0 0 0 0 0 Vs
Y1 0
(0 0
M |3 | =]0
(O 0
(0 0
(2.31)
alors
. : edp _
— M1 + Evpy — (0 — Mwzx)ps — i(0y — § Mwy)ips =0 (2.32)
E
Yo = 1 (2.33)
i(0r + Mwz)
Y3 = ———Fr— (2.34)
i(0y + 52 + Mwy)
by = = o (2.35)
¥s5 =0 (2.36)
Ces résultats conduisent a 'équation suivante:
<(8$ — Mwz)(0y + Mwz) + (0y — e;i — Mwy)(8y + e;ﬁi + Mwy) + E? — M2> 1 =0
i i
(2.37)

La relation précédente peut s’écrire sous la forme :

2

Dy 1 2
Ry Vi

onf T

{(29926 + leQmQ) +(

2 2
oM 92 (€¢B +y)2}¢1:(EM+w)w1 (2.38)

2 Mw 2M

73 Cy = -
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avec: Y =

e$p
2rMw +y
Suivant les mémes étapes que celles utilisées précédemment pour résoudre I'équation(2.27),

nous obtenons le spectre d'énergie suivant :

Enyny = £/ M2 + 2Mw(n, + ny) (2.39)

La fonction d'onde et ses composantes sont :

1
E
M
1 M (0 wx _Mw e
Yorp(@,y) = g/ Ho e Ho, (Mu)Hy, (Meo (5502 yy)) e~ 54 (250 00
2nnl s §(0y+ 2B + Muwy) 2rMw
M
0
(2.40)

2.2 Particule de Spin-1

2.2.1 Cas libre (sans interaction )

La fonction d'onde de la particule de spin -1 est une fonction d'onde a dix composantes :

elle est donnée par:

Yprp={ Y1 Y2 ¥3 tu Us ¥s Yr Ys thy Y10 }T (2.41)

Utilisant les expressions(2.10), (2.11) et (2.12) pour trouver :

1000000 0 0 0
0100000 0 0 0
00100000 0 0
0 0010000 0 0
0 0000100 0 0 0
n=260"-I=10% 000010 0 0 0 50
0O 000001 0 0 0
0000000 -1 0 0
0 000000 0 -1 0
0 000000 0 0 —1|

2 Cy = o —
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000 0 1 000 0 07
000 0O O0OO0OO0OO0O O O
000 0O 0O0OO0OO0O 0 1
000 0 O0O0O0OO0O-10
1 100 0 O0O0OOO O O
Fn=1000 0 0000 0 0 (243)
000 0O O0O0OO0OO0O O O
000 0 O0OO0OOO O O
000 -100O0O0 0 O
L0 01 0 00O0O0 O 0]
0 0 00 01 0 00 07
0 0 00 0O0O0O0OO0 -1
0 0 000O0OOOO O
0 0 000O0OO0OT1O0 O
2 0 0 000O0OOOTO 0O O
=11 00000000 o0 (244)
0 0 000O0OO0OOO0O O
0 0 01 00O0O0O0O O
0 0 000O0OO0OOO0O O
L0 -1 00 00 0 O0O0 0 |
on substitue les matrices précédentes dans la relation (2.2) et on obtient le systeme des

équations suivant:

i(0y + Mwz)ps +i(0y + Mwaz)hg — Mepy =0 (2.45)
Ea 4+ i(0y — Mwy)pio — Mips =0 (2.46)
Ete — i(9y — Mwz)ips — Mpz = 0 (2.47)
Evr —i(9y — Mwy)bs + i(0y — Mwz)hg — Mihy = 0 (2.48)
Etpy — i(8, — Mwz)hy — Maps =0 (2.49)
Ev3 — i(Oy — Mwy)b1 — Mapg =0 (2.50)

73 e = ..
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Etpy — Myp; =0 (2.51)
—i(0y + Mwy)py — Mipg =0 (2.52)
—i(0p + Mwz)thy — Mipg =0 (2.53)
—i(8y — Mwy)hy + (0 + Mwz)hs — Mapyg = 0 (2.54)
Alors :
Pr = %w (2.55)
P8 = _i(ayLMwy)w (2.56)
P9 = Mﬂmw (2.57)

Insérant les équations(2.55),(2.56),(2.57) dans I'équation (2.48) nous trouvons :

((0r — Mw2) (8 + Mwz) + (9y — Mwy)(0y + Mwy) + E> = M?) 4 =0  (2.58)

On remarque de ce qui précéde que l'équation différentielle correspondant & la composante
4 Semblable a I'équation (2.25),

on obtient donc les mémes résultats : alors Les solutions dans ce cas sont (Voir Annex A) :

By, = £/ M2 + 2Mw(ng +ny) (2.59)
1 Mw _Muwy(p24 2
Ya(z,y) = znnﬂ/ ——Hy, (Mwz)Hy,, (Mwy)el=72)@+v7) (2.60)

73 Cy = -
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2.2.2 En présence du champ magnétique

Nous suivons les mémes étapes précédentes que la section précédante , On trouve apres

simplification :

(0 + Mwz)tps +i(0y + e;%—l—wa)w(g—Mi/}l =0 (2.61)
Evpg +i(0y + e;% — Mwy)10 — M2 =0 (2.62)
Evg —i(0y — Mwzx)ps — M3 =0 (2.63)
Er — Z(ay - 6;% — Mwy)g +i(0y — Mwx)pg — My =0 (2.64)
Evo —i(0y — Mwzx)p — M5 =0 (2.65)
Eyps — i@y — 22 — Muyypy — Mg =0 (2.66)

2
Evy — My, =0 (2.67)
—i(0y — e;% + Mwy)pgs — Mg =0 (2.68)
—i(0 — ZL:: + Mwzx)py — Mipg =0 (2.69)
—i(ay — %ﬁf = Mwy)l/lz + Z(ax + MW$)¢3 — M9 =0 (2.70)

donc :

7 = %?/}4 (2.71)

) ‘/ 7 ) . //'/7'7 = ) . -
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—i(8, — & + Muwy)

s = Zn " (2.72)
g = %Mw (2.73)

Nous substituons (2.71),(2.72),(2.73) dans l'équation (2.64) on trouve :

((aw ~ M) (8, + Mwz) + (8, — T2 — Muy)(0, + e;% + Muwy) + E* - MQ) Ya=0 (274)

Cest une équation de la méme forme que I'équation précédente (2.38):

9 2 2 2
py 1 p 1 e EF—-M
{(2M +MWE) + (g + MW (g0 + y>2} Va= g+l (279)

Ses solutions sont donc données comme suit :

Bripny = i\/MQ + 2Mw(ng + ny) (2.76)

1 Mw e _Mwy(, ed
Ya(z,y) = S| /THM(MW@HM(MW(%QEW +y)6( 22 (@ (525 +)?) (2.77)

On peut extraire le reste des composants par substitution des ces solutions dans les relations

(2.77).

2 Cy = o —
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Chapitre

Loscillateur DKP en présence dune
corde cosmique

A partir de les équations (1.8 1,1.82,1.83) et lors de l'introduction du terme de l'oscillateur
de Dirac 9,—0, + Mwjp , 'équation de l'oscillateur de DKP en présence d'un défaut topo-

logique présenté par une corde cosmique | ?,9], donnée par :

|:iﬁ~“ <8M + ;wuabSab> — M_ Yprxp = 0(17) (3.1)

avec

s = [, 8" (3.2)
les connexions de spin wj,q; sont calculés a l'intermédiare de I'équation (1.83),et le détail
de ce calcul pour le cas du métrique (1.84) est trouvé dans l'annex B.
ou :
{zﬁoao +iBY (81 + Mwpii) +iB2 (32 + o [, 87]) — M} prp =0 (3.3)

3.1 Particule de Spin-0
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3.1.1 Cas libre (Sans interaction externe)

l'état stationnaire 1) p i p d'une particule de spin-0 est une fonction d'onde de cinq compo-

sants de la forme suivant :

Yprp = (Y1, ¥2,¥3,94,95)" (34)
Ona:
B = B () p° (3:5)
01000
i 10000
B=p"=|00000 (36)
00000
00000
00 -1 00
i 00 0 00
Blt=p'=]1 10 0 0 0 (3.7)
00 0 00
00 0 00
0 00 —5 0
. 000 0 0
B=—p*=] 0 00 0 0O (3-8)
ap & 00 0 0
0 00 0 0
10 0 0 0
N 01 0 0 0
i=2(8) -I1={00 -1 0 0 (3.9)
00 0 -1 0
00 0 0 -1

Nous calculons maintenant le commutateur : [ﬂl, ﬂz]

2 Cy = o —
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000 0 O 00 0 00
o 000 0 0] 00 0 00
g =100 0 -1 0 |.228'=[ 00 0 00 (3.10)
000 0 O 00 -1 00
000 0 O 00 0 00
000 0 O
o o L0000 0
8",8%) =88 -p8'=— 000 -1 0 (3.11)
1001 0 0
000 0 O
Nous pouvons écrire :
0 doi (Mwp—3-01)i =2 o I
ido 0 0 0 0 o
i (01 + Mwp) 0 0 0 0 |—-M||vs|=0 (312)
9y 0 0 0 0 (2
ap
0 0 0 0 0 | L¥s
On trouve les équations suivants :
. 1 0y
Eyo+i| Mwp———01 |3 — —s— M1 =0 (3.13)
p ap
B¢ — My =0 (3.14)
i (01 + Mwp) iy — Map3 =0 (3.15)
)
i—2qhy — Mpy =0 (3.16)
ap
— M =0 (3.17)

Alors, nous obtenons :

73 e = ..
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E
P = M?f}l (3.18)
i (01 + Mwp)
g = DAy, (3.19)
102
= 3.20
Pa aph (i (3:20)
¥5 =0 (3.21)
La substitution des ces équations dans la relation (3.13) nous donne :
1 1
01— Mwp + = ) (01 + Mwp) + — 28§+E2—M2 P1=0 (3.22)
p asp
une simple simplification nous conduit a trouver
1 1
2 2 2 2 2 _
{8p+p81+2Mw—(wa) +a2p23¢—l—E - M }d)l—() (3.23)
La solution de la derniére équation est donnée par la forme :
b1 (p) = e PHI9R (o) (3.24)

Nous substituons la solution proposée dans cette relation(3.23 ), Ensuite, on pose : v =

E? - M? +2Mw
Alors :

1 A2
{8§+p8p— <I02+M2p2w2—u>}R(p) =0

(3.25)

Prenons maintenant { = Mwp? ,Nous effectuons un processus de différenciation pour la

derniére relation par rapport a p et nous changeons les variables :

o¢ _ 9 _ 0¢ o __ 9

On différencie encore par rapport a p et trouvons que

2 720 =
L(/D)ﬁ/ﬂ/f(/ﬁf L‘Q)é/(mw/a al t%fﬁj :,(/Q)(W(‘A/«'(( -- 36 --
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2 2
2> = £(2Mwpg) = 2Mwf + 4M22p? 2

En substituant dans I'équation (3.25), nous trouvons :

02 10 A1 v
Vo 2o~ (i i aarg) | B9 =0 (326)

pour obtenir des solutions réguliére a cette derniére équation, nous utilisons la méthode
de Nikiforov-Uvarov [13](voir AnnexeC') Apres avoir organisé I'équation précédente tous les

parameétres de cette méthode sont donnés par les expressions suivantes :

o] = 1,0(2 = 0,0ég =0 (3.27)

1 v A2
G=p&= 5 88= (3.28)
ay=0,a5 =0 (3.29)
T v N 330
(&7} 4,0[7 4Mw’a8_ 4 ( : )

1 A 1

agz4,0410:1—1—\/\\,0411:1,0412:’2’,0413=—2 (3.31)

Nous substituons ces paramétres dans la relation (C.2) (voire Annexe C)Nous trouvons :

(2n2+1) + (375) + % = 0 donc

9 T9T aMw £

avec v = F? — M? + 2Mwet \ = % En effectuant des opérations simples et directes, on

obtient le spectre énergétique de cet oscillateur comme suit :

E? = M? +2Muw <2n + “) (3.33)
«

donc :

E:i\/M2+2Mw (2n+|‘7|> (3.34)
(67

73 e = ..
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— n=0 — n=1

Fig. 3.1 : La solution positive de ’énergie en fonction de «

avecj =0+1+2+ ... (On prend le module du ce nombre pour éviter le cas du résultat
négatif sous la racine)

Selon cette équation, on constate que la présence de 'angle de déficit o de la corde cosmique
modifié bien le spectre de la particule : contrairement au cas de l'espace plat : la présence de
cette derniére brise bien la dégénérescence des niveaux d'énergies. Dans la limite @ — 1, dont
N = 2n+ | j |, est le nombre quantique principal, le spectre d'énergie de l'oscillateur de DKP
dans l'espace plat (2.39) est bien reproduit.

Les figures (3.1) et (3.2) illustrent le profil de la solution positive et la solution négative
de I'énergie respectivement en fonction de a pour les premiers états (n = 0 et n = 1). Les
deux graphes sont tracés pour M = w = j = 1 ,pour « variant entre O et 1.

On remarque que dans l'intervalle 0 < a < 1: L'énergie positive diminue quant o augmente,
et la solution négative de I'énergie augmente pour l'augmentation de valeur de . Comme prévu,
I'énergie tend a se comporter dans un espace-temps plat lorsque « tend vers 1. (nous permet
de conclure que la valeur de I'énergie varie inversement a la valeur de l'anglec , tandis que la

valeur négative de I'énergie est directement proportionnelle a la valeur de l'angle «).

) ISV 7 = ) . "
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— n=0 — n=1
Epa1

-1}

2

Fig. 3.2 : La solution négative de I’énergie en fonction de «

Enfin, avec F' = F7 la fonction d'onde totale de notre oscillateur est donnée par I'‘équation :

]waz

(0%

On peut également extraire les fonctions d'onde restantes pour ce oscillateur en s'appuyant
sur les relations extraites précédemment :(3.18) et (3.19) et (3.20) . Passons maintenant au

cas de la présence d'un champ magnétique externe.

3.1.2 En présence du champ magnétique

L'équation de l'oscillateur DKP est donnée dans une corde cosmique et en présence d'un

% .
champ magnétique décrit par le potentiel vecteur Ay = zﬁﬁp e_¢>, est :

<i6~080 +iB (81 + Mwpi) + i6~2({82 + imﬁB} + [51,52}) — M) Yprxp =0

27
(3.36)

73 e = ..
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Nous suivons les mémes étapes précédentes que dans le cas traité dans la section précédante,

l'équation (3.36) devient :

; iegp

E¢2+i<wa—;—61> wg—Msz;—MdJl:O (3.37)
Eyy — Mys =0 (3.38)
i (01 + Mwp) ¢ — M3 =0 (3.39)

g iedp
M0t o)y Mya=0 (3.40)

op
—Mys =0 (3.41)
Ce systeme conduit a :
E
Yo = 2t (3.42)
P3 = ﬁ (01 + Mwp) Yn (3.43)
(0o + B

Y5 =0 (3.45)

dans ce cas I'équations(3.37)aprés la compensation de(3.42),(3.43),(3.44) nous trouvons:

iGQSB )2
2

1 1
{(31—wa+p)(5’1+MwP)+a2p2(32+ +E2—M2}¢1=0 (3.46)

Apreés simplification :

73 Cy = -
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1 0% e¢38¢ epp
2 2 2 2 2 2 2 _
{8p+p8p M*w*p +a2p2 o2 P —( o ) +2Mw+ E*—M*54¢1 =0
(3.47)
avec
1 = e %P (p) (348)
Nous trouvons :
9 1 r? 2.2 2
ap—i-;@p—(ﬁ—kap—v) P(p)=0 (3.49)
j—%
avec:19:E2—M2+2MwetF:%

On remarque que la derniére équation(3.49) est similaire a I'équation (3.25), donc nous

obtenons les solutions suivantes :

i _ eoB
e
E=+ |M?2+2Mw | 2n+ — 1 (3.50)
o
Nous définissons I'expression (j — eg%) en valeur absolue pour que I'expression a l'intérieur

de la racine soit positive.

j— (%8

) X1 Fl(—n7 T

2
edp /206) 7(Mu2m
e

1 (p) = g iEtide (wa2)|j7 2 +1, Mwp?) (3.51)

Le cas particulier ¢p = 0, conduit au spectre d’énergie donné par I'équation (3.34) .

3.2 Particule se Spin-1

3.2.1 Cas libre (Absence d'interaction)

l'état stationnaire ¥ p i pdans ce cas est une fonction d'onde de dix composantes comme ce

suit :

2 Cy = o —
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Ypkp = (1,92, 93, %a, V5,6, P71, s, Yo, ¥10)” (3:52)

Nous citons précédemment les matrices dans l'espace plat, et nous l'utilisons maintenant

pour trouver les matrices dans I'espace courbé on applicant la relation (3.3) :

rT0 00000000 07
0000100000
0000O0100TO0O0
0000O0O0T1U0TO0O0
~ 001 0000O0O0O0O0
50_0010000000 (E5)
000100O0O0TO0DO0
0000O0DO0OOO 0O
0000O0DO0OOO 0O
L0 0O 0O0O0O0O0O0O0 0|
0 00 0 1000 0 07
0 00 0 00O0O0O O 0
0 00 0 00O0O0 O -1
0 00 0 00O0O0 -1 0
- -100 0 00O0O0O O O
Bl = 0 00 0 00O0O0O O 0 &5
0 00 0 00O0O0O O 0
0 00 0 00O0O0O O 0
0 00 -1 0000 0 O
. 0 01 0 00O0O0 O 0 |
[0 ooooaipoooo'
0 ooooooooaip
0 0O 00 00 0 0 0 0
0 000000—(1%00
: 0 0O 00 0 0 0 0 0 0
5_—6%000000000 (G5
0 0O 0 00O 0O 0 0 0
0 ooaipoooooo
0 0O 00 00O 0O 0 0 0
0—5{)00000000
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-1 0 0 0 000 0 0 017
0 1000O0OO0O O O O
0 010000 O O O
0O 001000 O O O
_ 0\ 2 0O 000100 O 0 O
=20 -1=1 9 000010 0 0 o0 (3:56)
0O 000OO0OO0OT1 O 0 O
0 000O0O0OO0-1 0 0
0O 000OO0OO0OO0O O -1 0
. 0 000000 O 0 -—-1]j
Le calcule de [ﬁl, 52] est comme suit :
00 0 00 0O 00 0 07
00 -100 0 0OTO0OTO
01 0 00 O O0O0OO0OTO
00 0 00 O O0OTO0ODTO
~ ~ ~ 1 {00 0 00 -100U00O0
1 32] _ p132 _ p2pl _ L
[ﬁ’ﬁ}_ﬁﬁ s ap| 00O 0O 01 0 O0O0O0O (3:57)
00 0 00O O O0OO0OTO
00 0 00 O O0OTO0OTO O
00 0 00O O 10600
L 00 0 00 0 OO0 0 0
on obtient lesystéme de dix équations suivant :
: o))
— My — (01 + Mwp)ps + za—p% =0 (3.58)
e
—M1pg + Evps + Z;p¢10 =0 (3.59)
— M3 + Evpg — i(0y — Mwp)pip =0 (3.60)
N . 1
—M1/14+E1/17—za—pwg+z(81 —wa+;)¢9 =0 (3.61)
—i(01 — Mwp)hy + Erhg — Maps =0 (3.62)

2 Cy = o —
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—iéwl + Ets — Mg =0 (3.63)
op
Evyy — Myr =0 (3.64)
o))
i~y — Mrpg =0 (3.65)
ap
—i(01 + Mwp)ps — Mpg =0 (3.66)
., Oy 1 .
Z(—f + *)1/12 + 2(81 + wa)i/)g — My19=0 (3.67)
ap p
Ce systeme conduit a :
E
Y = - (3.68)
. 02
Py = Zoszw (3.69)
M
o = —i( Dt M +M Py (3.70)

dans ce cas I'équations (3.6 1)aprés la compensation de(3.68),(3.69),(3.70) nous trouvons :

— My + B oy — i (2(%) b+ (81 — Muwp + %) (=i (2EMer)) g,

3.71
i (371)
et cette équation devient :
_ 1 (0)° 2 g2 _
0p — Mwp + P (0p + Mwp) + 27 +FE°—M*39s=0 (3.72)
ou :
1 1
(81 — Mwp + ) (01 + Mwp) = 92 + =01 + 2Mw (3.73)
p p

nous trouvons :

2 Cy = o —
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1 1
2 2 2 2 2 _
{8p + 501+ 2Mw - (Mwp)® + 5503+ B - M }m = 0 (3.74)
la solution sous la forme :
Yy = e ELUOR(p) (3.75)
ce qui donne :
2 1 2 1 2 2 2
ap+;ap—wa +a2p28¢+2MW+E —M*}>R(p)=0 (3.76)

nous posons le changement de variable ¢’ = Mwp? cela conduit a 'équation diffrentielle

dont la forme est :

7 190 1 A2 y
{84’2+<’8§/_<4_4C/2—W>}R—0 (3.77)
On pose : v = E? — M? + 2Mw. Léquation (3.76) se tronsforme a :
P X 2, 2 2
Dt 20—\t MWy —v)R=0 (3.78)
p p
2 1 .l
O =20 =X 5 TV Rlp) =0 (3.79)
p p
2 10 1 )2 y
{84’2+<’8¢_<4_4¢2—W)}R(p)—0 (3.80)
On prend
(<
R =¢ ¥ () o)

On différencie la derniére expression par rapport a (' nous trouvons que :

OR A /— / / Lo 2L ¢
0 - (Blere)-3r@)+F @) et e

73 Cy = -
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Nous différencions encore par rapport a (' :

2 i )
e = (B -ner e Blema hro) - 0a1-0r ©)+ 7 ©)) s

On différencie la derniére expression par rapport a {’ nous trouvons que :

On obtient 'équation différentielle suivante :

@+ M+1-9F - (B4 - ) F—o (3.84)

Cette équation admet comme solution fonction hypergéométrique confluente. Pour obtenir
des fonctions d'ondes normalisées, il faut que les séries infinies deviennent des polynomiales.
Cette exigence n'est satisfaite que dans le cas ol le terme indépendant a est un entier négatif, a
= - n. Ainsi, nous avons : £F" (z) + (c—x) F' —aF () =0

les solutions propres de cette équation sont obtenuesen posant que : a = —netc = |A|+1

nous avons —n = % + % — 4]\”4&) avec v = E? — M? 4+ 2Mwet \ = % En effectuant des

opérations simples et directes, on obtient le spectre énergétique de cet oscillateur comme suit :

E? = M? + 2Muw (Qn + U) (3.85)
(0}

Donc

E = j:\/M2+2Mw <2n+|‘7|> (3.86)
«

Nous définissons le nombre quantique “j” en valeur absolue pour que I'expression a l'intérieur
de la racine soit positive.

avecj=0x1+£2+£ ...

La présence d'une corde cosmique , par le biais du parametre o, brise la dégénérescence
de notre spectre. En outre, dans la limite ou @ — 1 en equation. (3.86), le résultat exact de

l'oscillateur a deux dimensions de l'oscillateur de DKP dans l'espace de Minkowski.

73 e = ..
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Enfin, avec F' = F} [48] la fonction d'onde totale de notre oscillateur est donnée par

I'équation :
_( Mwp? .
W (p) = e BT (Muwp?) 2 ( ’ ) x1 Fy(—n, ’i’ +1,Mwp?)  (3.87)
E i O 01+ Mw
v = qpbeds = grostete = i) (3.88)
et
1 = Yo=vY3 =195 =195 =1v10=0 (3.89)

Ce résultat est justifié selon la nature de 1'équation de DKP : en effet la fonction d'onde de
I'équation de DKP admet uniquement six composantes physiques et quatre composante redon-
dante : ces derniéres sont a la base du probleme de découplage du systeme des équations. Ce

qui justifié I'existence des composantes nulles dans la fonction d'onde de DKP.

3.2.2 En présence du champ magnétique

Nous suivons les mémes étapes précédentes la section précédante concernant le cas de

spin-1, et nous substituons dans ,On trouve alors :

(02 + ieiB)
aipzwﬁ =0 (3.90)

— My —i(01 + Mwp)ps + i

(0o + %22

—M1py + Etps + i Y10 =10 (3.91)

— Mg + Evpg — i(01 — Mwp)ih1g =0 (3.92)

(02 + 522)

— My + Evpr — 1 g +1i(01 — Mwp + ;)wg =0 (3.93)

2 Cy = o —
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—i(01 — Mwp)y + Erpg — Maps =0 (3.94)

(02 + 522)

—i ” T2 aby + Erpy — Mapg = 0 (3.95)
i%w — Mipg =0 (3.96)
—i(01 + Mwp)hgy — M1pg =0 (3.97)
i(—@té?ff) + ;)1112 + (01 + Mwp)ps — Mip1o =0 (3.98)

Ce systeme conduit a :
by = ot (3.99)
Yg = i%w (3.100)
%z—WW (3.101)

iegp

1 1
- M - M
{(81 wp + p)(81 + Muwp) + o) (09 + o

)2+ E? - MQ} Yy = (6.102)

Cette équation est similaire a I'équation (3.46), et par conséquent les solutions sont :

E=%x |M?+2Mw | 2n+ (3.103)

(0}

’J_(edns

2
ehp Muwp o

Yy (p) = e HEIFITO (wa2)‘J‘W/2“‘ e_( 2 ) X1 Fi(=n, ———— + 1, Mwp?) (3.104)

2 Cy = o —
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Pour trouver les composantes restantes de la fonction d'onde 7, 1, 109, nous les substi-

tuons dans les équations précédentes, a l'exception des composantes nulles, qui sont : ¢} =

Py =3 =5 =Yg = P10 =0

2 Cy = o —
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Conclusion

La beauté et la cohérence mathématiques, comme I'a décrit Dirac, sont un outil puissant
pour écrire et comprendre les lois de la nature, bien qu’il n’y ait aucune explication physique
a ce fait. De la est née 1'équation d'onde relativiste de Dirac, qui fut l'une des réalisations les
plus importantes du XXe siecle, et en la généralisant, est née l'équation DKP, qui a permis
aux physiciens théoriciens d'étudier les particules de spin O et les particules de spin 1 dans
le systeme relativiste. En plus, des résultats réussis obtenus par l'oscillateur DKP dans divers
domaines de la physique, notamment la physique des particules et la physique nucléaire, cet
oscillateur suscite également un intérét croissant dans le contexte d'une chaine magnétique
cosmique, ce qui le rend plus susceptible de fonctionner. Les défauts topologiques font I'objet
de nombreuses études récentes selon les concepts modernes de la physique, ils sont liés a des
transformations de rupture de symétrie, car elles se produisent lorsque le systeme physique
passe par une phase de transition d'un état a un autre. Ces défauts peuvent également avoir
des effets profonds sur les propriétés du matériaux, telles que la conductivité électrique ou la
résistance mécanique. Par exemple, les défauts topologiques des supraconducteurs sont utilisés
pour créer des qubits pour l'informatique quantique. En fait, nous avons étudié les oscillateurs
DKP afin de déduire leur comportement dans le champ gravitationnel produit par des défauts
topologiques telque la corde cosmique.

Cette équation a été traitée dans un espace plat et courbé et en présence d'un champ ma-
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gnétique. Nous avons choisi la corde cosmique par rapport au reste des autres défauts pour la
simplicité de sa géométrie de forme et aussi en raison de son importance, notamment en astro-
nomie et en cosmologie. Ce probléeme a été résolu en utilisant les équations DKP en présence

de l'oscillateur de Dirac , et nous pouvons résumer les résultats comme suit :

1. Pour le cas de l'espace plat 1'oscillateur DKP qui a été décrit le mouvement des particules
de spin-0 et spin-1 est résolu dans le cas libre et sous l'influence d'un champ magnétique
externe, nous avons obtenu l'expression des fonctions d'onde, et nous avons également
obtenu le spectre d'énergie, et nous remarquons que les niveaux énergétiques étaient

dégénérés.

2. Pour le cas de l'éspace courbé 1'équation de l'oscillateur DKP a été résolue en présence
d'une corde cosmique pour les deux types de particules de spin-0 et 1, respectivement.
Ces solutions ont été traités aussi en absence d'interaction externe et en présence d’un
champ magnétique uniforme parallele a la corde. Nous avons discuté l'influence de la
présence de I'angle déficit « sur les solutions propres : Nous pouvons voir que les solutions
propres dépendent explicitement du parameétre non local de l'espace-temps considérer
méme dans le cas ou I'espace-temps de la corde est localement plat. Contrairement au cas
d'un oscillateur de DKP dans un espace-temps plat , la présence des défauts topologiques

brise totalement la dégénérescence du spectre de l'oscillateur de KG.

) 87 < . .
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Annexe A

L'oscillateur bidimensionnel de
Klein-Gordon

I'¢quation bidimensionnelle libre de (K-G)est donnée par la relation [39]suivante:

(P2 — p2)ke = (B* — M?)yke (A1)

nous introduisons une interaction de l'oscillateur de “ Dirac” se fait par la substutions :
T =P —iMwT (2) ; l'equation avec et la fréquence dans ce casl'oscillateur de “ K-G”

(3) s'écrira donc comme suit :

{(px + iMwz)(pz — iMwz) + (py + iMwy)(py — iMwy)} Yxe = (B — M*)¢ka

(A.2)

dont :
(py + iMwz)(p; — iMwz) = p2 + iMwzp, — pyiMwz + M w?z? (A.3)
P2+ iMw [xp, — pex] + M2w2? = p? +iMw [zp,] + M%w?2? (A4)
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[, pa] = i (A5)

De la méme maniére,nous trouverons :

(py + iMwy)(py — iMwy) = pi + M?w?y? — Mw (A.6)

la substitution de deux équation (A.4 et A.6) dans I'équation (A.3)méne a I'équation suiv-

ante :
{2 +p) + M*? (& +9°)} Yre = (B> — M?+2Mw)yke (A7)
2 2 2 2
Py Larooy Py 1y o0 _(E-M
{(2M+2MW$)+(2M+2MWZ/) Yre = ( Wi +w)Yka (A.8)
} _ E?—M?
on pose: B/ = =7~ +w
P2 1 P, 1
{(2]\92, + §Mw2$2) + (ﬁ + 2Mw2y2)} Yra = E'vka (A9)

Cette derniére équation est similaire a celle de léquation de l'oscilateur harmonique bidi-
mensionnel dont les solutions sont bien connus. Les solutions propres sont :

El2=M?+2M donc B!, , 2= M?+2Mw(n, +ny)

N, My

B, ,, = +y/ M2+ 2Mw(n, +ny) (A.10)
La solution :
—i(d—2+d—2)w(x )—i-}sz(:cQ—i- Mp(z,y) = Ev(z,y) A1l
o2M “daz? ' dy? YTy Y YY) = Y (A.11)
on pose :
Y(x,y) = x(x)Y(y) (A12)

73 Cy = -
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donc:

1 1 d? 1 d?

i g+ F g V) + GNP + ) = Bolay)  (A13)

1 1 d? 1 d?

—m(;@ + ¥d7y2)1/1(33,y) + %MW2(5L‘2 + y2)?/)(90,3/) = (El + E2)¢($a y) (A'14)

Nous pouvons écrire :

1 &y 1

TN de? + 5MW2$2X = F1x (A.lS)
L d?r 1. 45,

2Md7y2+§Mw x T:EQT (A.16)

1
Ey =¢€p, =w(ng + 5) (A.17)
1
Ey = ¢€p, = w(ng + 5) (A.18)
donc :
E=FE1+Ey=c¢€p, +€p, =(n1+n2+ 1w (A.19)

Nous pouvons écrire les fonctions d'onde a deux dimentions de la forme :

1 Mw. 1 _mws?

X(@) = e ()R an{(Mw)%x} (A20)
1) = —— (M) g, {(w)ty) (21

\2Mnylt m

ou :

2 Cy = o —
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wmyw):{ %(ﬁ“)iewﬂm«zwwﬁm}{ L (M“>ieMéy2Hny(<Mw);y)}

(A.22)
Il est aussi possible d’écrire :
1 Mw _ Mw
bra(y) = g\ = Ha (M) Hy, (Muwy)e 2@ (A.23)

2 Cy = o —
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Appendix

Les connexions des spin

B.1 Les symboles des christoffel

Généralement on utilise I'equation [13, 36, 41] suivante :

14 1
FHV = 5g p(ﬁug,,p = c%g,w + augpu) (B'l)

La métrique dans un espace cylindrique s’écrit sous la forme :

dS? = —dt* + dp® + p*a’de? + d2? (B.2)

Le tenseur métrique dans cet espace s’écrit :

~10 0 0
) 01 0 0
a2p
00 0 1

gM" est l'inverse du tenseur g, .

avecgmgi” = 0;; On peut calculer les Symboles de Christoffel comme suit :

1
Ioo = 59%(3090;7 — 0p900 + Oogp0) =0 (B.4)

I = 39 (dog00 — dogoo + Bogoo) + 39™ (Bogoo — D1900 + Aogi0) + 59°%(Bogoo —
2900 + Gog20) + 593 (8ogo0 — O3900 + D394,) = 0
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Pour la valeur de o= 0,

valeurs deys etret p : FEV =0

I'th = 39°(81910 — dogro + dogor) =
I = %900(50900 — dogo1 + 01900)
Y = 39°(81910 — og11 + Orgo1)
I = 39°(80g00 — ogoz + 2900)
I3 = $9%(d2920 — Bogao + dogoo)
I9y = 39°(82920 — Dogaz + 02902)
'Yy = 39°(81910 — og12 + 2g01)
I3 = 39" (01920 — Bogz1 + O1902)
I$s = 59 (dogoo — Bogos + I3g03)
I = 59 (93930 — Bogso + dogao)
Iy = $9% (93930 — Bogss + D3go3)
Iy = $9%(d1910 — Bogis + dsgor)
I = $9%(d3gs0 — Bogs1 + O1903)
Iy = 5% (92920 — Bogas + D3g02)
Iy = 59 (93930 — Bogsz + agos) =
donc
I'g = Ity

) :onozf(?zzf??ozf&zfﬂ:F102:F201:

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0 _
F22_

(aOQOp — Opgoo + angO) =0

(80901 — 01900+ 00g10) +

1
Fl — —1lp
00 29
It 010 9'°(80900 — Bogo + Aogoo) +
d0920) + 29'3(8ogos — D3g00 + 33930) =0

toutes les expressions de Christofel sont nulles pour toutes les

0O _ 700 _ 40 _ 70
FIS_F31_F33_F32

(B.5)

=I5 =0

(B.6)

9'2(80go2 — O2900 +

Pour la valeur o= 1, toutes les expressions de Christofel sont nulles pour toutes les valeurs

dep etvet p
sauf ')y ou pu= 2 et v= 2.

Iy = 59" (Bogor

— 01901 + 01910) =0

"3 o720 a7
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Les symboles des christoffel
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(JJ{/{'/////(/(//’ Cﬂﬁ/ﬁ/ )//rmu’ wun (‘»}/)(/(‘(’ courbe

F110:
F111:
Fo12:
leoz

1 _
Fll_

2
FOO_

d0g20) +

Pour la valeur de o= 2,

29" (80903 — 03900 + 039,,) = 0

toutes les expressions de Christofel sont nulles pour toutes les

valeurs deys etvet p sauf

I'% et ' ou p=( 1.2) etv=(2.1) .

2
FOI_

292 (00g12 — ogor + D1g20) =0
$9%%(d1902 — 2g10 + Dog21) =0
1972 (01g12 — Dog11 + D1g21) =0
39%%(9ogaz2 — D2go2 + 02g20) = 0
29%%(02902 — 2920 + Dogaz) = 0
19%%(02922 — Dogao + Dagaz) =0
3972 (01922 — Dogra + Bagan) =

3972 (92912 — Dogan + O1922) =

29%%(00g32 — D2gos + D1g20) = 0
297203902 — Dogso + D1g23) = 0
397203932 — D233 + D3g23) = 0
197201932 — Dog13 + D3g21) = 0
39%%(93912 — Dags1 + D1923) = 0
39%%(02932 — 02923 + O3g22) = 0

397201922 =

397201922 =

39" (8og11 — 01910 + Oog11) = 0

39" (D1g11 — Org11 + Org11) =0

39" (D1g01 — O1go2 + D2g10) =0

29" (02921 — 1920 + Dog12) =0

29" (01911 — Orgin + D1g11) =0

Tp=Tp=Th=Ip=Ip=In=Th=In=N3=In=Ip=I5=0 (B.7)
rl == —391151922 — —%3p(p20z2) =—a?p (B.8)

2% (8090p — Dpg00 + 0gp0)

0(dogoo — ogoo + ogoo) + 39° (Dogor — Dr900 + ogio) + 39°%(ogo2 — 2900 +

DI= D=

n) 720 e /R
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I'$, = $9%%(03920 — Dogs2 + Dagaz) =0
donc :

1

G =Th=Th=Th=Th=Tn=Tn=Th=Th=Th=Tk=IK=0 (B.10)

I$ = 39%(8090p — 9p900 + 0gp0)

= %930(50900 — dogoo + dogoo) + %931(30901 — 01900 + dog10) + %932(30902 — dagoo +
dog20) + 39%3(Dogo3 — B3900 + 0ogsy) = 0

Pour la valeur de o= 0, toutes les expressions de Christofel sont nulles pour toutes les

valeurs dey etvet p : Fj’y =0.

I = 3% (00g13 — 93901 + O194) = 0
I3y = £6%3(dog03 — 33910 + Dogsy) = 0
Ity = 5% (81913 — Osg11 + D3g;,) = 0
I, = 39%3 (00923 — 93902 + B2gy) = 0
I3, = 1633 (92903 — 3320 + Dogsy) = 0
I = 59%(82gos — 03922 + D2gy,) = 0
I = 29%3(00g33 — 93903 + 0394) = 0
3= %933(83903 — 03930 + 0o9gys) = 0
I'$y = $9%3(05933 — 93933 + 039,5) = 0
I3y = 59° (02933 — O3923 + 039.,) = 0
I3y = 59%3(03g23 — 03932 + D2943) = 0
donc :

I =To=Tn=In=In=In=In=In=It=I5 =Tt =T5=I5%=1I5=0 (Bll)
B.2 Les Cartans

Le cartan wyqpest défini comme une fontion des symboles de Christoffel 17, , peuvent étre

écrites comme suit :

2 Cy = o —
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Wpab = eaVEZFJI'j# - Egaueaj (B.12)

avec e, et Eg sont les tetrades et les inverses de tetrades. Nous avons choisis les tetrades :

10 0 0 10 0 0
01 0 0 01 0 0
a __ 7 —
%“=100 ap 0| Fa=]0 0 Lo (B.13)
00 0 1 00 0 1
~1.00 0 10 0 0
e | 0L OO 10 100
au=Tab =1 o o 1 0 =l 0 0 ap 0
0 00 1 0 0 0 1
avec
enEy = oy (B.14)

Napb © la metrique de Minkowski. On peut calculer les cartans cela en revenant a 1'équation

précédente comme suit :

pour la valeur de p= 0

Woab = eayEZFJ'{) - ng)oeaj =0 (B.15)

toutes les expressions des cartan sont nulles.

pour la valeur de p= 1

Wiab = eal/EZFJI'jl - Egaleaj =0 (B.16)
wizo = e F3l 3 — E301e00 = pai(l) - iE(poa) _rol 0 (B.17)
pa p. padp p P

toutes les expressions des cartan sont nulles.

pour la valeur de u= 2, On trouve deux cartan wy19 ,w212 et les autres sont nuls.

1
w212 = 611E22F212 — E%82€12 = LoTp(_an) —0=—« (B.lS)

73 Cy = -
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1
w291 = 622E11F112 — E1182622 = Ozp.; =« (B.19)

donc wW212= -Wo21

Nous remarquons que :

Ol = (B.ZO)
Donc
0O 0 0 O
0 0 o O
wab= | 0 _0 0 0 (B.21)
0O 0 0 O

2 Cy = o —
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Annexe

[.a méthode de Nikiforov-Uvarov (Nu)

La methode de Nikiforov-Uvarov (NU) est une puissante methode utiliser pour résoudre

les équations différentielles de deuxiéme ordre [9, 13], ayant sur la forme suivante :

iQ+ al—af 0 —G€+G -G
962 " £(1—a3f) 9 [ (1— azf))?

Dans cette methode, les solutions propres satisfaient les relations :

% =0

asn — (2n+ 1) as + (2n + 1) (Vag + asyv/as) + n(n + 1)as + ar + 2asas + 2¢/asag =0

(&) = £22(1 — agg)—0412—(0413/043)Pa10—1~(a11/a3)—a10—1(1 — 2a3)
dans la limite : &g =0 on a

lim(1 — a3)’°‘12(0¢13/013) — 13
az — 0

lim(1 — ag)~12(01s/93) pero—1.(an/as)—o10-1(] _ 9¢) = L210(q€)
a3 — 0

l'expression finale de la fonction d'onde est donc

65
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P(€) = £12eMF LY (an€)

L&10(aq1€) : le plynome générale de Laguerre et :

1
= (1 —
as=5(1-a)
1
a5 = 5(0[2 — 20[3)
_ 2
ag =z + (1
a7 = 204055 — (2
9
ag = ay + (3
ag = agay + oz%ow + ag
a0 = a1 + 204 + 24/ag
a11 = ag — 2a5 + 2(y/ag + az/ag)

a2 = ag +4/ag)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

n) 720 e /R
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