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Abstract

In this thesis, we investigate the motion of bosonic particles subject to
scalar and vector potentials in the context of a wormhole spacetime,
specifically a model of the Ellis-Bronnikov type, exhibiting topological charge.
We also examine the influence of the Aharonov-Bohm potential in the
spacetime of topological defects such as cosmic strings and global
monopoles. To conduct this study, we utilize the Klein-Gordon and DKP
equations. Additionally, we introduce a mass dependence on position using
the transformation m — (m +S(x)) , where S(x) represents the scalar
potential.

This leads us to a second-order differential equation known as the
biconfluent Heun equation (BCH) along with its corresponding confluent
Heun function. Finally, we solve the wave equation using the Frobenius
method, expressed as a power series expansion around the origin, to
determine energy levels and the associated wave function.



Resume

Dans cette these, nous explorons le mouvement des particules
bosoniques soumises a des potentiels scalaire et vectoriel dans le contexte
d'un espace-temps de trou de ver, en particulier un modele de type Ellis-
Bronnikov, présentant une charge topologique. Nous examinons également
I'influence du potentiel d'Aharonov-Bohm dans |'espace-temps des défauts
topologiques tels que les cordes cosmiques et les monopoles globaux. Pour
mener cette étude, nous utilisons les équations de Klein-Gordon et de DKP.
De plus, nous introduisons une dépendance de la masse par rapport a la
position en utilisant la transformation m — (m + S(x)) , ou S(x) représente
le potentiel scalaire.

Nous aboutissons a une équation différentielle du second ordre,
communément appelée équation biconfluente de Heun (BCH), accompagnée
de sa fonction Heun confluente correspondante. En conclusion, nous
resolvons |'équation des ondes en utilisant la méthode de Frobenius,
exprimée sous la forme d'un développement en série de puissances autour de
I'origine, pour déterminer les niveaux d'énergie ainsi que la fonction d'onde
associée.
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Introduction Générale

On sait que les transitions de phase sont associées a la brisure de symétrie en physique de la ma-
tiere condensée. De maniere analogue, on peut anticiper la présence d’objets dans les systemes
cosmologiques qui pourraient étre qualifiés de défauts topologiques [1]. D’'un point de vue phy-
sique, les défauts topologiques sont des structures qui divisent un systeme physique en deux ou
plusieurs états distincts [2]. Cependant, d’un point de vue mathématique, ils se résument simple-
ment a des solutions d’équations différentielles non linéaires. Les défauts topologiques les plus
connus se présentent soit sous forme ponctuelle, soit de maniere linéaire. Les chaines cosmiques
[3 — 4] représentent les exemples les plus courants de défauts topologiques linéaires. En dehors
de cela, les dislocations spatiales et temporelles [5 — 6] sont également bien connues en tant que
candidats pour les défauts topologiques linéaires. Dans le contexte de ’astrophysique extragalac-
tique, le défaut ponctuel, monopole global (GM) [7] est le candidat le plus fréquemment évoqué
dans la littérature.

Le monopole global ponctuel (PGM) a fait 'objet de nombreuses études dans la littérature [8—11].
Le PGM a également fait 'objet d’études sur les oscillateurs quantiques de Dirac et de Klein-
Gordon [12]. Des études approfondies sur le monopoéle global (GM) peuvent également étre
consultées concernant l'oscillateur harmonique quantique [13 — 17]. Dans le contexte des sys-
téemes quantiques non relativistes, un monopole global ponctuel peut effectivement représenter
des lacunes ou des impuretés [18], a leur tour, peuvent influencer les niveaux d’énergie autorisés
du systéme [19]. De plus, le PGM a été étudié sur une particule soumise a un potentiel d’auto-
interaction [20], tandis que des particules non relativistes interagissent avec un potentiel sous
champ de flux d’Aharonov-Bohm [21 — 23].

Loscillateur de Klein-Gordon (KGO) est peut-étre la forme la plus répandue d’oscillateurs quan-
tiques en mécanique quantique relativiste, car il peut étre utilisé pour définir 'oscillateur harmo-
nique quantique non relativiste correspondant décrit par '’équation de Schrodinger [24]. Initiale-
ment inspiré par l'oscillateur de Dirac [25], le KGO a récemment fait 'objet d’études dans diverses
configurations. Parmi les scénarios explorés, on compte la théorie de Kaluza-Klein [26], 'espace-
temps anti-de-Sitter [27], 'espace-temps avec torsion [28], 'espace-temps des cordes cosmiques
[29], ainsi que sous l'influence de potentiels centraux [30, 31], etc.

La relativité générale (RG) présente diverses classes de solutions, parmi lesquelles les trous de
ver [32,33] sont assez bien connus et font 'objet d’'une étude approfondie. En effet, les trous
de ver offrent des raccourcis entre différents points de 'espace-temps, voire entre deux univers

distincts. Il s’agit d’objets hypothétiques qui nécessitent la violation de la condition d’énergie




nulle pour leur maintien. Les trous de ver sont des objets géométriques hypothétiques dotés d'une
structure tubulaire asymptotiquement plate des deux cotés. Ils ont été étudiés sous divers aspects
dans la littérature [34 — 44]. Cune des solutions de trou de ver les plus simples et anciennes
est le trou de ver Ellis-Bronnikov [45, 46]. Les théories de la gravité modifiée [47] sont envisagées
comme une alternative aux composants exotiques de la matiére tels que I’énergie noire [48]. Parmi
de nombreux candidats, la gravité Born-Infield inspirée d’Eddington (EiBI) [49] a été largement
examinée dans la littérature, principalement en raison de sa capacité a éviter les singularités sans
recourir a aucune forme de matiére exotique. Le trou de ver d’Ellis-Bronnikov est une solution
émergente de la gravité EiBI, décrivant un espace-temps statique et a symétrie sphérique avec la
charge topologique de GM [50, 51]. Cette solution a été obtenue en couplant le tenseur énergie-
impulsion associé a la région extérieure au cceur du GM avec la géométrie espace-temps. Elle a été
étudiée de maniere approfondie dans la littérature. Les effets du champ scalaire et la déviation de
la lumiére dans un espace-temps de trou de ver de type Ellis-Bronnikov chargé topologiquement
ont été examinés dans la référence [52]. Une analyse du KGO dans I'espace-temps d'un trou de ver
de type Ellis-Bronnikov chargé topologiquement a été réalisée par Soares et al. dans [53]. Motivés
par ces résultats, nous souhaitons élargir I’étude du KGO dans I'espace-temps d’un trou de ver de
type Ellis-Bronnikov chargé topologiquement en ajoutant un potentiel scalaire.

Dans les années 1930, R.J. Duffin, N. Kemmer et G. Petiau ont introduit I'algébre de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) [54 — 57], un outil crucial dans le domaine de la physique mathématique.
Cette algebre est généralisée par les matrices de DKBE qui font partie de '’équation de DKP four-
nissant une description relativiste des particules de spin-0 et de spin-1. Bien que I'’équation de
DKP soit une équation du premier ordre de type Dirac, elle présente une structure algébrique tres
complexe. Jusqu’aux années 1970, on croyait que I'équation de DKP étaient équivalente a I'’équa-
tion de Klein-Gordon (KG) et a I’équation de Proca [58], produisant des résultats similaires. Pour
cette raison, le développement de I'équation de DKP a été limité en raison de l'intérét restreint
de la communauté scientifique. Cependant, il a été démontré que cette équivalence n’est vraie
que pour un cas symétrique particulier [59]. On a également montré que dans les cas impliquant
la rupture d’une telle symétrie, la solution de ’équation de DKP differe de celle des deux autres
équations [60]. Depuis lors, un regain d’intérét pour le sujet a été observé.

Récemment, des études approfondies sur les solutions de I'équation de DKP ont été largement
documentées dans la littérature. Coscillateur de DKP bidimensionnel sous I'effet de champs ma-
gnétiques a été examiné par Boumali et al [60], tandis que l'oscillateur tridimensionnel DKP a fait
I'objet d’une étude dans [61]. Ces mémes auteurs ont également exploré un oscillateur de DKP
déformé avec I'algebre de Snyder-de Sitter, tant dans un espace d’impulsion avec que sans champ

magnétique, comme décrit dans les références [62, 63|. Par ailleurs, des solutions exactes de 'équa-




tion de DKP avec les énergies potentielles d’Aharonov-Bohm et de Coulomb dans I’espace-temps
commutative [8] et non commutative [11] (supposés étre produits par une corde cosmique) ont
été obtenues. Le secteur de spin un de l'oscillateur de DKP dans un espace bidimensionnel non
commutative a été étudié dans [64, 65|. Loscillateur de DKP dans un espace-temps courbe a égale-
ment fait 'objet d’une investigation dans [66]. De plus, le systéme spin-0 de I'équation de DKP en
présence d’un espace-temps de type Godel [67] et dans un fond d’espace-temps topologiquement
trivial [68], ainsi que l'oscillateur de DKP dans un espace-temps de type Godel [69], ont été exami-
nés. Lunardi a discuté de I'’équivalence de la représentation spin-1 et spin-0 de ’équation de DKP
a une dimension dans [70]. Certains points discutables dans la littérature, basés sur '’équation de
DKP a une dimension, ont été signalés par Chargui dans [71]|. D’autres travaux notables sur ce
sujet peuvent étre trouvés dans [72 — 73].

La these se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous exposons un forma-
lisme mathématique sur les équations relativistes et 'espace-temps courbé. Le deuxiéme chapitre
aborde l'oscillateur de I'’équation de Klein-Gordon avec des potentiels scalaire et vectoriel dans un
fond d’espace-temps de trou de ver. Le troisieme chapitre traite ’équation DKP dans un espace-
temps de trou de ver de type Ellis-Bronnikov. Au quatrieme chapitre, nous étudions les effets
des défauts topologiques sur la solution aux valeurs propres de ’équation de DKP spin-O . En

conclusion, nous résumons notre étude de maniere globale.




Chapitre 1

Les équations relativistes dans un

espace-temps courbé

Dans ce chapitre, nous rappellerons certains des concepts utilisés dans notre travail, notamment
les notions mathématiques nécessaires a la description de la théorie de la relativité restreinte
(1905), de la relativité générale (1915) et a I'introduction des tenseurs.

La relativité générale, formulée par Einstein et indépendamment par Hilbert, est la théorie de
I'espace temps et de la gravitation. Elle a été développée pour décrire la gravitation de maniere
centrale et a été confirmée pour la premiere fois par 'expérience d’Eddington [74].

Ce récit fut I'un des épisodes les plus remarquables de I'histoire de la science du siecle dernier,
car il a offert une nouvelle vision de la nature de I'espace, du temps, de la gravité, de la matiere

et de 'univers lui-méme.

1.1 Changement de bases

Dans la relativité restreinte, nous pouvons connaitre I'espace plat a travers I'espace-temps de
Minkowski, 'espace-temps Minkowskien est un espace affine a quatre dimensions doté d’'un pro-
duit scalaire sur 'espace vectoriel réel associé. Avec une base des coordonnées {e,} désigne une

tétrade de I'espace vectoriel (1 = ct, z,y,z) ou (p = 0,1,2,3) telle que

€€y = Ny (1.1

Dans cette relation (1.1) 7, est le tenseur métrique relatif a 'espace-temps de Minkowski définé

par
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—-10 0 0

0 100
= (1.2)
T 0 010

0 00 1

Pour donner une définition de la convention d’Einstein, on utilise le calcul de la différentielle de

la fonction f (z)

of of of

N9
df (z) = : o dx’. (1.3)

Cette convention simplifie I'’écriture des sommations en éliminant la nécessité d’utiliser explicite-

ment les symboles de sommation.

af
D’autre part, on pose
0
La fonction différentiable f () devient
df (x) = O, f (x) da". (1.6)

Puisque ’équation (1.6) est vraie pour toute fonction définie sur un voisinage du point donné, le

symbole de la fonction peut étre omis. Ainsi, nous pouvons I'’écrire comme suit

d = e,dzt, (1.7)
ici,
0
€'u = 8_1’!‘ (1~8)

La transition du systeme des coordonnées de la base {e,} a la base {e,} est donnée par le chan-
gement suivant
oz¥ 0 oz

R T R TS (1.9

1.1. Changement de bases
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1.2 La métrique

Dans les changements de coordonnées, le carré de la distance infinitésimale entre deux points

voisins x* et z* + dx* est donné par

ds? = G (z) dztdx”. (1.10)

Lexpression (1.10), représente I'é1ément de ligne ou le tenseur métrique dans le contexte de la
relativité générale. g, (z) s’agit du tenseur métrique, un objet mathématique qui décrit la géo-
métrie de 'espace-temps. Il dépend des coordonnées x* des événements dans 'espace-temps. Les
indices u et v peuvent prendre des valeurs de 0 a 3, correspondant aux dimensions temporelles et

spatiales. Avec g,,, (v) est défini en tétrades e, (v) par la relation

G () = Nl (1.11)

Ou de maniere similaire, on peut exprimer ceci

nab = g"”e“eg. (1.12)

n

Nous avons la possibilité de trouver ey I'inverse de tétrade ¢f, par les relations d’orthogonalité

suivantes

ehey =0y, (1.13)

eZeff = 0. (1.14)

J; est le symbole de Kronecker.

1.3 Les connexions de spin

En relativité générale, Les connexions de spin wy, peuvent €tre écrites en fonction des symboles

de Christoffel I';;, comme suit

a a AT A a

La notation I'¥’, se référe aux symboles de Christoffel, qui sont utilisés en géométrie différentielle
pour décrire la connexion affine dans une variété différentielle. La formule de définition pour les

symboles de Christoffel est donnée par

1.2. La métrique ||
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up

FZ,\ = 97 (gpl/7/\ + Gpr v — gu)\7p) . (116)
Avec
_ 9 (gpv)
Jov ) = W’
d(g
Gprpv = éxpy)\)y
9 (gv
Gorp = éi:). (1.17)

Les symboles de Christoffe I'/', sont symétriques

Tt =T (1.18)

On peut également calculer les connexions de spin en utilisant les équations de structure de
Maurer-Cartan.

Les équations de structure de Cartan sont un ensemble d’équations mathématiques utilisées dans
le cadre de la géométrie différentielle. Elie Cartan a développé ces équations comme un outil

fondamental pour étudier la géométrie des espaces courbes.

de® + wi A e’ = 0. (1.19)

1.4 DLéquation des géodésiques

Iéquation des géodésiques est fondamentale pour comprendre le mouvement des particules dans
le champ gravitationnel généré par la courbure de I'espace-temps. Elle constitue un élément clé
des fondements mathématiques de la relativité générale.

Iéquation géodésique, impliquant l'utilisation des symboles de Christoffel, est exprimée par la

formule

d?xH u dz® dz”
+ -
ds? B ds ds
Dans cette équation, x* représentent les coordonnées de 'événement dans I'espace-temps a quatre

= 0. (1.20)

dimensions, s est un parametre affine le long de la trajectoire (la longueur propre de I'objet en
mouvement), et Fgﬁ sont les symboles de Christoffel, qui décrivent la connexion affine associée

au champ gravitationnel.

1.4. L'équation des géodésiques ﬂ
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1.5 Le tenseur de torsion

Le tenseur de torsion est un concept important en géométrie différentielle, en particulier dans
le contexte de la théorie des connexions affines. Il mesure le degré auquel une connexion affine,
qui généralise la notion de dérivation covariante sur une variété différentielle, échoue a étre
symétrique.

En physique, le concept de torsion est également utilisé dans certaines théories de la gravité alter-
native, telles que la théorie de la gravité de torsion d’Einstein-Cartan, qui généralise la relativité
générale en incluant la torsion comme une nouvelle propriété géométrique de I'espace-temps.

La premiere équation de structure de Cartan, dérivée a l'origine par Cartan, représente une équa-
tion fondamentale de géométrie différentielle. Elle définit la forme de torsion comme la dérivée
extérieure covariante de la forme tétrade. Les relations clés déterminant la torsion et la courbure

sont ainsi établies.

de® + wi Neb =T (1.21)

Le tenseur de torsion de la géométrie de Riemann peut également étre exprimé explicitement en

fonction de la connexion affine par

A _Aqa
T,uz/ - eaT,uy
= ¢y (uey — Duey + wipel, — winey) - (1.22)

1.6 Tensor de courbure de Riemann

La géométrie riemannienne est une branche de la géométrie différentielle qui étudie les espaces
munis d’'une métrique riemannienne. Elle a des applications importantes en physique, en particu-
lier dans la théorie de la relativité générale d’Einstein, ou elle est utilisée pour décrire la courbure
de 'espace-temps.

La géométrie riemannienne fournit donc les outils mathématiques nécessaires pour décrire la
géométrie des espaces courbes de maniere générale, et elle a des applications étendues dans
divers domaines de la physique et des mathématiques. Les composants de tenseur de Riemann
sont formulés a I'aide des symboles de Christoffel selon la formule suivante

R}, =00, —9,I) + T T, —ToTI% (1.23)

vpo Vot ap vpT ao)

1.5. Le tenseur de torsion
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a partir de cette expression, on peut immédiatement établir la symétrie suivante

R}, =—R,, (1.24)
Rywpe = —Ruppo, (1.25)
Rul/po = Rpm/u = Rapvu‘ (1.26)
Et I'identité cyclique suivante
R ,+ R, +R), =0. (1.27)

Le tenseur de Ricci R, est une notion importante en géométrie différentielle et en relativité
générale. Il est dérivé a partir du tenseur de courbure de Riemann, il résume certaines propriétés
de la courbure de I'espace-temps. Il est défini en termes par la contraction sur les deux premiers

indices supérieurs et inférieurs

R,UV = Rlojow' (128)
Le tenseur de Ricci R, est symétrique

R, = R,,. (1.29)
La définition du scalaire de Ricci R a partir du tenseur de Ricci est donnée par

R=g"R,, (1.30)

Le scalaire de Ricci mesure la courbure moyenne de I’espace-temps a un point donné. Si le scalaire
de Ricci est non nul en un point, cela indique la présence de courbure a cet endroit de ’espace-
temps. Dans le cas ou I'espace est plat, le scalaire de Ricci est égal a zéro. Si I'espace présente
une courbure similaire a celle d’'une spheére, le scalaire de Ricci est positif. En revanche, si ’espace

présente une courbure semblable a celle d’une selle de cheval, le scalaire de Ricci est négatif.

1.7 Le tenseur d’Einstein

Il est important de noter que le contexte dans lequel le terme est utilisé détermine sa signification
précise. En relativité générale, le tenseur d’Einstein G, est généralement associé au tenseur

d’énergie-impulsion 7,

v, tandis qu’en relativité restreinte, il peut étre lié au tenseur métrique.

1.7. Le tenseur d'Einstein
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Le tenseur d’Einstein G, est une quantité mathématique qui joue un role central dans la formula-
tion des équations du champ d’Einstein, il est défini a partir du tenseur métrique g,,, et du tenseur

de Ricci R, de la maniere suivante

1
G/,LV - R,ul/ - §Rg,uy- (131)

Il est symétrique

G = Gy (1.32)

Les équations du champ d’Einstein s’écrivent de la maniere suivante

871G
G+ Mg = —2T,. (1.33)

4
c
Ou G est la constante gravitationnelle, ¢ est la vitesse de la lumiere.
Le tenseur d’Einstein (G, encapsule I'effet gravitationnel résultant de la distribution de la matiere
et de 'énergie dans I'espace-temps, et il est central dans la compréhension de la gravité selon les

principes de la relativité générale.

1.8 Trous de ver traversables

Nous examinerons les métriques des trous de ver traversables, abordant la problématique de ma-
niere similaire en détaillant la métrique d’'un exemple simple d’espace-temps de trou de ver et
en étudiant ses caractéristiques. Cependant, nous ne soulignerons pas 'absence de matiere dans
les espaces-temps, car cela exclurait des solutions intéressantes de trous de ver. Nous postule-
rons une métrique et utiliserons les équations d’Einstein pour déduire les propriétés du matériau
gravitationnel nécessaires a sa création, contrairement a ’'approche habituelle ou la métrique est
obtenue en résolvant les équations d’Einstein pour une distribution de matiere donnée.

Une métrique générale pour un trou de ver prend la forme

dr? = **Mq? —

G r? (d6* + sin*0d¢?) (1.34)

T

ou ® et b sont des fonctions de r. La métrique (1.34) possede une symétrie sphérique et statique.
La valeur minimale de 7 est

Tmin = bOu (1.35)

qui satisfait

1.8. Trous de ver traversables
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r=>b(r). (1.36)

Cela définit la gorge du trou de ver, a 'infini

®(r) =0, (1.37)
sinon, elle est négative et finie, donc une particule stationnaire a toujours une ligne d’univers

temporelle : il n’y a pas d’horizon. La distance appropriée par rapport a la gorge est [ donnée par

L — (1.38)

(-

Un cas particulier simple de métrique de trou de ver est obtenu en mettant & = 0 et

b2
b= -2, (1.39)
T
avec
Donc
dr? = dt* — dI* — (b5 + %) (d6? + sin®0d¢?) (1.41)

c’est le cas dont nous discuterons. Le diagramme d’intégration de cette métrique est donné sur la
figure (FIG 1.1) . Contrairement a la métrique de Schwarzschild, qui dépend du temps a I'intérieur
de I'horizon, la métrique du trou de ver est statique partout. Ainsi, le diagramme d’intégration
donne les propriétés a tout moment. Un observateur peut voyager a travers la gorge et émerger
de l'autre co6té en un temps fini. Il n’y a donc aucune singularité dans le chemin. C’est pourquoi
I'espace-temps est appelé trou de ver traversable. Une autre maniere de démontrer 'absence de
singularité consiste a calculer la courbure. Cela s’avere également limité partout.

Notez que pour les rayons lumineux radiaux se propageant vers l'extérieur, dt = dl. Ainsi, un
rayon lumineux radial peut toujours s’échapper vers l'infini, ce qui constitue une autre maniere
de démontrer I'absence d’horizon dans I’espace-temps. Il existe donc deux régions distinctes, [ —
+00, ol la courbure tend vers zéro a de grandes distances du trou de ver. Ces régions sont reliées
par la gorge du trou de ver, et il n'y a aucune restriction sur les déplacements entre les deux

régions.

1.8. Trous de ver traversables
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FIG. 1.1 — Le diagramme d’intégration pour la métrique spéciale de trou de ver

1.9 Défaut topologique

Un défaut topologique est une sorte d’irrégularité ou d’imperfection dans la structure d’'un sys-
teme physique qui résulte d’'une rupture de symétrie lors d’une transition de phase. Ces défauts
sont caractérisés par certaines propriétés topologiques, ce qui signifie que leur existence et leur
comportement ne sont pas facilement modifiés par des déformations douces du systeme. Le type
de défauts formé dépend de I'ordre n de ’homotopie non triviale du groupe.

Voici quelques types de défauts topologiques couramment évoqués en physique :

1.9.1 Cordes Cosmiques

Comme mentionné précédemment, les cordes cosmiques sont des défauts topologiques unidimen-
sionnels qui sont hypothétiquement formés lors de transitions de phase dans I'univers primitif. On
peut les considérer comme des "fissures" unidimensionnelles dans la trame de I'espace-temps et
elles sont responsables de certaines structures a grande échelle dans le cosmos.

La métrique d’une corde cosmique droite sans effets gravitationnels est donnée par la métrique de
Minkowski modifiée pour tenir compte de la présence de la corde. En coordonnées cylindriques,

cela peut s’écrire [1,8,10 — 11] :

1.9. Défaut topologique
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ds? = dt* — dp? — a?p*dy® — d22. (1.42)

Et en coordonnées sphériques,

ds* = dt? — dr* — r?d#* — a*r?sin®0dyp?. (1.43)

Le parametre « dans (1.43) est associé a la densité de masse linéaire n de la corde par

a=1-—4n. (1.449)

Il est défini dans l'intervalle (0, 1] et correspond a un angle déficitaire
Q=21(l-a). (1.45)

1.9.2 Monopole global

Les monopdles globales, également appelés monopoles magnétiques, sont des particules hypo-
thétiques qui ne possedent qu'un seul pole magnétique, soit nord soit sud. Bien qu’ils n’aient pas
encore été observés expérimentalement, leur existence est prédite par certaines théories en phy-
sique des particules, notamment les théories de grande unification. Ces monopo6les magnétiques
seraient considérés comme des défauts topologiques dans le cadre de ces théories.

La géométrie de I'espace en présence de défaut topologique de monopodles globales est décrite

dans les coordonnées sphériques par [1, 8,10 — 11]

ds? = dt? — dr? — o*r? (d92 + sin29d<p2) . (1.46)

Le parametre «, inférieur a 'unité, dépend de I’échelle d’énergie ou se forme le monopdle et ou

la symétrie est brisée. Lespace-temps décrit par (1.46) a une courbure scalaire non nulle,

2(1 -
R= % (1.47)
et présente un déficit angulaire solide
Q=47 (1-0a%). (1.48)

1.9. Défaut topologique
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1.9.3 Parois de Domaine

Les parois de domaine sont des défauts topologiques qui peuvent se former lors de transitions
de phase dans certains systemes physiques. Ces parois séparent des régions ou le champ d’ordre
(la configuration ou I’état du systéme) subit des changements. Elles peuvent apparaitre dans
divers contextes, tels que la physique des particules, la cosmologie, ou la physique de la matiere
condensée.

En physique des particules, les parois de domaine peuvent se former lorsque des champs scalaires
subissent une transition de phase. Dans le domaine de la cosmologie, elles sont parfois envisagées
comme des structures qui ont pu se former dans l'univers primitif. Dans la physique de la matiere
condensée, elles peuvent apparaitre lors des transitions de phase de certains matériaux.

Les parois de domaine peuvent avoir des implications importantes sur le comportement global
d’un systéme, et leur étude contribue a la compréhension des propriétés fondamentales de la

matiere a différentes échelles [1].

1.9.4 Texture

Le terme "texture" dans le contexte de la cosmologie et de la théorie des champs fait référence
a une distribution tridimensionnelle d'un champ avec un nombre d’enroulement. Une texture est
un type particulier de défaut topologique qui peut se former lors des transitions de phase dans
I'univers primitif.

La texture peut étre considérée comme une configuration de champ qui a une structure com-
plexe, souvent avec des propriétés de symétrie brisée. Elle est caractérisée par la présence d'une
texture dite "non triviale", ce qui signifie qu’elle ne peut pas étre continiment transformée en une
configuration de champ homogéne sans créer de singularités.

Fétude des textures est importante en cosmologie, car ces configurations complexes peuvent avoir
des implications pour la formation des structures a grande échelle dans I'univers. Les textures
peuvent laisser des empreintes sur le fond cosmologique micro-onde ou influencer la distribution
des galaxies. Leur compréhension contribue donc a notre connaissance de ’évolution de I'univers

a des stades tres précoces [1].

1.10 Léquation de Klein-Gordon

Iéquation de Klein-Gordon est une équation aux dérivées partielles qui décrit le comportement

des particules de spin-0, (comme le boson scalaire, par exemple). Elle est souvent utilisée en

1.10. L'équation de Klein-Gordon
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physique quantique relativiste. équation de Klein-Gordon s’écrit généralement sous la forme

suivante
(0} = V*+m?) ¢ =0, (1.49)
ou
(0,0" +m?) ¢ =0, (1.50)
avec la convention
0
.= ()
0
[
0 (6%’ V) ) (1.51)

La relation entre I'énergie F, 'impulsion p, la masse m de la particule et la constante de Planck

réduite & est donnée par

E? = p* + m2, (1.52)

reflétant la nature relativiste de I'équation de Klein-Gordon.

1.11 Déquation de DKP

Iéquation DKBE ou équation de Kemmer, est une généralisation de I'’équation de Dirac, qui est
utilisée pour décrire le comportement des fermions de spin demi-entier. ’équation DKP prend en
compte des particules de spin-0 et spin-1. La forme générale de '’équation de DKP libre peut étre

écrite de la maniére suivante

("0, —m)1p =0, (1.53)

" représente des matrices de Kemmer conforme aux relations de commutation suivantes

prBY B + BrBY B = P BP 4+ 0P B, (1.54)
(8" = s, p=v=np, (1.55)
prBUBL =0, p#Fv#op, (1.56)

1.11. L'équation de DKP
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(B")? B2 + B (B*)? = 67, (1.57)

BBt =0, p=p#uv, (1.58)

Pour obtenir davantage d’informations, veuillez consulter [57, 75,76 — 77].

1.11. L'équation de DKP



Chapitre 2

L’équation de Klein-Gordon dans un

espace-temps de trou de ver

Dans ce chapitre, nous étudions l'oscillateur de I'’équation de Klein-Gordon avec des potentiels
scalaire et vectoriel dans un fond d’espace-temps de trou de ver (wormhole) simple de type
d’Ellis-Bronnikov, chargé topologiquement. Pour cette étude, nous introduisons une dépendance
de la masse par rapport a la position en utilisant la transformation m — (m+ S (z)), ou S(z)

représente le potentiel scalaire.

2.1 Loscillateur de Klein Gordon

Nous pouvons introduire I'oscillateur de Klein-Gordon généralisé sous la forme d’une équation
qui prend en compte les effets du potentiel scalaire et vectoriel, permettant ainsi une analyse

approfondie du comportement des particules dans un contexte d’espace-temps de trou de ver.

1
7= (0 + mwz,) (V—=99") (0, — mwz,) ¥ — (m+ S (2))* ¥ =0, 2.1)
ou g = det(g,,) et g"” est le tenseur métrique inverse, m c’est la masse au repos du champ scalaire,

et

z, = (0,2,0,0). (2.2)
Le trou de ver simple de type Ellis-Bronnikov (wormhole) est décrit par la métrique en unités
naturelles i
ds* = —di* + = + (2* + a®) (d6° + sin® 0dg?) . (2.3)
a

Dans l'expression de métrique

19
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a=1-8r*Gn3, (2.4

et

—00 < x < 00,

O<axl (2.5)

avec G étant la constante universelle de la gravitation, « est le parametre de défaut topologique,
7, la densité de masse volumétrique sans dimension du monopole global, et a = constante est le
rayon du trou de ver (wormhole).

Dans l'interaction, nous introduisons un couplage minimal de

Oy — Oy +1iqA,, (2.6)

q est la charge électrique, A, est le quadrivecteur champ électromagnétique

Ay = (=40, 4). 2.7)
Alors I'équation de Klein-Gordon devient sous la forme

\/% (8, +iqA, + mwz,) (V—99") (0, + igA, — mwz,) ¥ — (m + S (2))> ¥ = 0. (2.8)

Nous choisissons

A=0, (2.9)
dans I’équation (2.3) on trouve,
0 2 0*v 20%r 0V 20 muw?
- A A\ 2 = 2 /ittty / 2, .2, 2 2\11
<28t+q 0) ta 8x2+(1’2—|—a2)8x @ me (22 + a?) amwr
1 1 0 ov 1 0% 2
— | sinf— —— | - S U =0. 2.10
* (22 + a?) [sin@ a0 (Sm a0 ) T T 8¢2] (m+5()) (2.10)

Pour résoudre I'équation (2.10) nous utilisons la séparation des variables, 'une des méthodes

familieres de résolution des équations différentielles partielles et ordinaires. On considérera donc

U (t,2,0,0) = R(x)Yim (0,0) e F (2.11)

2.1. L'oscillateur de Klein Gordon
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Ici R (x) est la composante radiale, Y, ,, (¢, ¢) sont les harmoniques sphériques. En substituant
qAo =V (2), (2.12)

dans I'équation (2.10) on trouve,

2 2
d*R (x) N 2¢ dR(z) mwR (x) — 2mwzx

22 (z2 +a2) Ox (22 + a?)
PO iy Dy 0 SO a

ol nous avons utilisé la définition

1 0 (. ,0 1 02
i (055 )+ g e | Y (0.0 = <11+ D Yi (60)

Nous supposons la solution de '’équation différentielle du second ordre (2.13) sous la forme,
R(z) =e 2™ Q (z). (2.14)

En utilisant cette forme de solution, on peut obtenir de 'équation (2.13) en posant

S(z) = V(x), (2.15)
On trouve
d*> Q(x) 1 dQ(xz) [2(E —m)S(z) dmwz? + 2 B

ol nous définissons les nouveaux parametres comme,

E? —m? — 2mwa?

2 _
b° = = ,
I(1+1
G (2.17)
«
On applique une transformation de coordonnées
2
2= T, (2.18)
a
dans I'’équation (2.16) ,on trouve
Q) [ » 1 1 14dQ(z)
dz? * [a mw—i—%—k (z—l)} dz
2 —ad??  daPmw — 1 a*(m— E)S(2)
= 0. 2.1
[ 4z * 4(z—1) 2a%z }Q 0 (2.19)

Ci-dessous, nous allons examiner certains potentiels d’interaction, tels que le potentiel linéaire, le

potentiel coulombien et le potentiel de Cornell, puis résoudre '’équation d’onde associée.

2.1. L'oscillateur de Klein Gordon
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2.2 Potentiel linéaire

Dans cette section, nous étudierons le systeme quantique ci-dessus avec un potentiel de confine-
ment linéaire S(z) x z. Ce type de potentiel a été utilisé dans les phénomenes de confinement
des quarks [78], en physique atomique et moléculaire [79 — 80], dans les mouvements quantiques
des particules de spin 0 et de spin % [81 — 83], et dans le contexte de la théorie de Kaluza-Klein
[84 — 86]. Nous avons choisi des potentiels scalaires et vectoriel pour étudier les mouvements
quantiques du champ de l'oscillateur. Les potentiels linéaires scalaires et vectoriels sont donnés

par :

V(z)=8(2)=Cy2z, Cy>0. (2.20)
Ainsi, en substituant le potentiel (2.20) dans I'équation (2.19), on arrive a 'équation suivante
Q(z) [, 1 1 1dQ(2)
dz? +{amw+§+<z_l) dz

N 12— a?b? N 4a’mw — 12 N a*[m — E| C4
4z 4(z—1) 202

ol nous avons défini les parametres

} Q(z) =0, (2.21)

az <7a7nwa+\/2(E7'm)C1 +a2'm2w2aQ>

Q(z)=e %a X
5(E —m) O TmZlol 1 2w — a2b? a2 1= 2 4 a2b?
. ay/2( m) 1+amwa’__,o,amw a ,amw—k L +a ). (2.22)
« 2 4 4
Considérons une solution en série de puissance infinie de la fonction H(z) comme suit
H(z) = Z ;2. (2.23)
=0
Dans I’équation (2.12), on obtient la relation de récurrence
a\/QCI(E_7Z)+a2m2w2a2 (45 + 3) + a*mw — a2b2>
" 2(j+2)(2j +3) ’
(2 (2] +3) (j + 1) — DWEOUETREmRR s sy 2 4 2B el
; 2.24
2(2j+3)(j +2) s (2.24)
avec le coefficient
<a2b2 . L2 + a2mw . a\/Q(E—m)Cl+a2m2w2a2)
o = co. (2.25)

2

2.2. Potentiel linéaire
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Considérons j = n — 1 lorsque ¢,.; =0 on a

(a%z _ anw _ a\/QC’l(Efm)Jran%ﬂoz2 (4n _ 1)>

[0}

Cn = —— Crn—1 (2.26)
(n (An+2) — (4n+1) a\/wl(E_TZHa o 24 a2+ azmw>
Pour n = 1, on trouve
<a2b2 _ anw _ 3a\/201(E—m)+a2m2w2042>
C1 = . TR — Cp.- (227)
<6 _ Bay/2Gu( 7:)% e 2 4a?h? a2mw>
En remplacant '’équation (2.27) en I'équation (2.25), nous avons
4 a’ a? , 2 2 2
E, + <4§ — QEL — 2mwa” — 2m ) Ery
—6g\/201 (Eyp —m) + a®m?w?a?E}
a/ b
6
(6 m? + mwa + 6¢ —) \/201 Epp —m) + a®?m?wa?
o2 o2 o o
+m* + 2m3wa’® —4 m +2—L m? —6—4L +2 me
a? a? a
2 2 4 201
+ 6m w o + L + 10 (B 1 —m)=0. (2.28)
a*

Féquation (2.28) est une équation du quatrieme ordre de E;; a partir de laquelle on peut trou-
ver 'expression du niveau d’énergie de I'état fondamental des champs de l'oscillateur sous un
potentiel de confinement linéaire.

La fonction d’onde de I’état fondamental est donnée par

az(—amw a+\/2C'1(E1Ylfm) +a2 m?2 w2 a2

Qui(z) =e 2a (co+ 1 2). (2.29)

2.3 Potentiel du Coulomb

Dans cette section, nous considérons le potentiel du Coulomb. Ce type de potentiel a été lar-
gement utilisé pour étudier divers phénomenes physiques, tels que la propagation des ondes
gravitationnelles [87] confinement des modeles de quarks [78], modeles moléculaires [88], et en
mécanique quantique [89 — 90]. Par conséquent, le potentiel scalaire de type Coulomb (égal au

potentiel vecteur) est donné par

2.3. Potentiel du Coulomb
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Vi(z)=5(z) = % (2.30)

ou C; est une constante détermine la force du potentiel.

Ainsi, en substituant le potentiel de Coulomb dans I'équation (2.19), on arrivera a I'équation

suivante 20 (2) . . 10 (2)
z 5 1 z
dz? * [a mw+22+(z—1)] dz
2 —a??  a?Cylm — E]  4da’mw — 12
[ o TR Yy ] Q(z) =0. (2.31)

La solution de I'équation ci-dessus est donnée par

a—+/8(E—m)a2Cqy+a?

Q=" @ x

i ?mo. V8 (E —m)a?Cy + 042’07 a’mw — aQbQ’ a’mw +1— 12+ a2b2;z . (2.32)
2a 4 4
Considérons une solution en série de puissance infinie de la fonction ) (z) comme suit
Q(z)= Z ;2. (2.33)

j=0

Dans I'équation (2.32), on obtient la relation de récurrence suivante

8a2Cy(E—m)+a?
202 — a’mw (a )

A {(j +1)(+2)+( +2) (M—W)}

da*mwj + 5a*mw — a

Cj

2c

20 — +/8a2C, (E — 5
+{4<a V8a ;; mHa)<j+1)+4j(j+1>_4a2mw(j+1)—b2+a2b2

+4(j+1) — a*mw <

a — +/8a2Cy (E—m)+a2) N (a— \/8a2Cy (E —m) —i—oﬂ)}

« «
x R 2 . (2.34)
1+ (BT ()

avec le coefficient

a

212 2 2 (a—\/SaQCz(E—m)—I—aQ) 4 (a—\/8a2C’2(E—m)+a2>

— 7 —a"mw
e’ o

o — o (2.35)
9 (204—\ /8a2C2(E—m)+a? )

«

2.3. Potentiel du Coulomb
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Considérons j = n — 1 avec ¢, 11 = 0 on trouve

Cp =

a —m (0%
{_4 (n — 1) a®*mw + a2b* — 5a2mw + amw¥> el L

«

{4n2 +4 <2a_ ¥ 8a2CQ(E_m)+a2> n — 4a’mwn — 12 + a?b? + (1 — a?mw) <a_ /8ECa(Brm) to?

2a [
(2.36)
Puis, pourn =1
—m)a (0%
{—5a2mw + a?b? + a*mw 3 Cz “Orvo?
G = \/W Co (237)
{9 — Ba2mw — 12 + a2b? + (a2mw — 3) L2 —moza e }
En remplacant '’équation (2.37) en I'équation (2.35), nous avons
6 2.2
Efl + (?Oﬂ — 10mwa® — ﬁoﬁ — 2m2) Ez2,1
2 8a2Cy (Ej1 —m) +a?
+ <2mwa2 — —2a2> \/ @*Ce (B —m) +a E},
a o) ’
2 8mw 12 2mwi? 412
2 2 4 3.2 2 2 4 4 4 4
—l—(—lOmwa—?mwa—l—gma%—a2a—¥a— o ﬁa)
% \/8@202 (El,l — m) + Oé2
o)
6 2.2 12
+m?* — —2m2a2 + 10m3wa?® + %m2a2 - 8m—;doz4 + —4a4
a a a a
1Om2wa2 ot + 22mPw?at + L—ia4 — —105 ot
a a a
3
+8C5 (Ej 1 —m) (a2m2w2a2 — 2mwa?® + —2a2) = 0. (2.38)
a

Iéquation (2.38) est une équation du quatrieme ordre de FE;; a partir de laquelle on peut trou-
ver 'expression du niveau d’énergie de I'état fondamental des champs de l'oscillateur sous un
potentiel d’interaction de type du Coulomb.

La fonction d’onde de I’état fondamental est donnée par

a71/8a2CQ(E1,lfm)+a2

Q(2) =2 1o (co + 1 2). (2.39)

2.3. Potentiel du Coulomb
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2.4 Potentiel de Cornell

Enfin, nous choisissons ici une autre superposition de potentiel linéaire plus potentiel de type Cou-
lomb. Le potentiel de Coulomb est responsable des interactions a courte distance et le potentiel
linéaire conduit aux phénomenes de confinement. Ce type de a été étudié dans I’état fondamen-
tal de trois quarks [91], et dans les équations d’onde relativistes et non relativistes de plusieurs

auteurs [78,90]. Ceci étant, considérons ce type de potentiel

C
V(z) =S5 (2)=Crz + 72 (2.40)
Iéquation (2.29) peut étre réécrit comme suit

PQ(2) 1114
dz? + |atme + 2z * (z — 1)] dz

lL2 —a*h?®  4aPmw — i a*Cim—E|]  a*Cy[m — E]

TR (z—1) " 202 20222 ] Q(z) =0. (2.41)

On trouve

a—a /S(Efm)a202+a2 az<—amwa+\/2(E—m)Cl+a2m2w2a2)

Q(z)==z2 i e %a X

a ’ 200 o 4 ’ 4

" (a\/Z (E —m)Cy + a®m2w?a? /8 (E —m)a2Cy + a2 0 a*mw — a®b* a*mw +1— % 4 a?b*

(2.42)

nous écrivons () (z) dans '’équation (2.42)
Q(z) = Z c; 2! (2.43)

on obtient la relation de récurrence
Cj+2 =

Fawclw—m)“zm%w (+ 1) — a2 + a2 — YVoLCEme? (a¢2cl<E—m>+a2m2w2a2>]

« « «

Cj

. . 8a2C(E—m)+a?
142 |(G+2) - VO

\/8a2Cy (E —m) + a? N 2a+/2C; (E — m) + a®m2w?a?
a a

+{4(j+2)(j+1)—( )(2j+3)

V8a2Cy (E —m) + o <a\/201 (E—m)+ a2m2w2a2>
a a

2+ a0+ Pmw+1+

2.4. Potentiel de Cornell
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% Cj+1
—ma2 012
4<j+2>[<j+2>— SE Gy ]

(2.44)

2«
avec le coefficient

2 _ 2 _ 20122 2
012{1+a2b2+a2mw—b2—\/SGCQ(E& m) +a _Za\/2C’1(E m) + a?m*wia

«

. \/8a202 (E—m) + a? (a\/2C'1 (E—m)+ a2m2w2a2>

«

(0]
x 0 —— (2.45)
8a2Cy(E—m)+a?
N ey
considérons j =n — 1 quand ¢,,,; = 0 on a
Ay
Cn = B_Cn—la (246)
ol
_ 202,12 2
An:a2b2—a2mw—4a\/2cl(E m) + a?m2w?a o
!
8a2Cy (K —m) + o? (a\/201 (E —m) +a2m2w2a2)
V/8a 2(a m) + a ~ _ (2.47)
et

(0% o

20y (E — 2 92a./20, (E — 2,72 2.2
Bn=4n(n+1)—(2n+1)<\/8a02( m) +a i ay/2C ( m)+amwa>_L2

—_ 2010212 12
+1+a2b2+a2mw+\/8a202(E—m)+a2(a\/201(E m)—l-amwa)

«
Puis pourn =1

En remplacgant 'équation (2.49) dans I'équation (2.45) nous avons

Jo a? , 2 2 o 2
1 QEL +2m” + 2mwa —6; i1

2 8
_a_g\/SaZCg (Ejp —m) + 042E12,1 4 ?a\/zcl (Ejx —m) + a2m2w2a2E1271

2
—i——\/QC’l (Eiq —m) + a?mPw?a? \/8a202 (Eyp —m) + a2E}
a bl

2.4. Potentiel de Cornell



Chapitre 2. L'équation de Klein-Gordon dans un espace-temps de trou de ver

2

a? o
+Cg <8a2m2w2042 -+ 245) (El,l — m) -+ 26? (El,l — m) Cl + 16 <E171 — m)2 0102

2 ’ ’
+ (Cng — 8m2w?a® — 2%”@ + 4%L - 12_) \/8@202 (Eip —m) + a?

8 o’ a?
+ [ —m? +8mw——|—8—L —10 2 \/201 Ej1 —m) + a?m2w?a?
a a

o? o2 o, 2,
—1—\/201 (E 1 —m)+ a2m2w2a2\/8a202 (Eiqp—m)+a? <10— —2mw— —2—1" — —m )
a’ a a a
ol ol ol ot ot
+2mw— — 100 — + 12— + 14mw’a’ + 2mwi— + !
a
2 2
+2miwa’® + m* — 6m &—+2m a—2L2
a
16aC:
_2a 2 (Erp —m \/201 E 1 —m) 4+ a?m2w?a?
16 C
O (B —m) \/8a2Cs (Eyy — m) + 02 =0, (2.50)

Féquation (2.50) est une équation du quatrieme ordre de £, ; a partir de laquelle on peut trouver
I'expression du niveau d’énergie de I'état fondamental des champs d’oscillateurs avec des poten-
tiels scalaires et vectoriels égaux de type Cornell .

La fonction d’onde de I’état fondamental est donnée par

a—4 ISGQCQ(ELlf'm)ﬁ»aQ am(—am,wa-&-\/QCI (E—m)+a2m2wza2)

Ql,l(z) =z o € 2a (CO + Z) (2.51D)

2.5 Conclusions

Dans le cadre de ce chapitre, nous avons examiné l'oscillateur de Klein-Gordon généralisé sous
I'influence des potentiels scalaire et vectoriel au sein d’'un espace-temps correspondant a un
trou de ver d’Ellis-Bronnikov, caractérisé par une charge topologique. I'objectif fondamental était
d’analyser le comportement d'un champ d’oscillateur scalaire relativiste, présentant une masse
dépendante de la position dans ’espace-temps du trou de ver.

Loscillateur de Klein-Gordon généralisé a été présenté en remplacant la dérivée partielle 9, —
d, + M w X, et en insérant un potentiel scalaire comme modification du terme de masse m* —
(m + S)? dans I’équation d’onde de Klein-Gordon. Une interaction a été prise en compte en in-
troduisant une charge électrique et un quadri-vecteur du potentiel électromagnétique, ce qui a
conduit a une modification de 'équation de Klein-Gordon. 'équation résultante a été décomposée
en un ensemble d’équations différentielles du deuxiéme ordre, exprimées en termes de chaque

coordonnée sphérique, en utilisant une transformation appropriée et un terme de potentiel. Une

2.5. Conclusions
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solution d’essai a été adoptée sous la forme exponentielle habituelle pour résoudre I'équation
différentielle. Apres 'application d’'une transformation adéquate des coordonnées, I'équation de
Heun confluente ainsi que la fonction de Heun confluente correspondante ont été obtenues.
Iéquation de Heun confluente résultante a été résolue a 'aide de la méthode de Frobenius, ex-
primée sous la forme d’un développement en série de puissances autour de I'origine. Cela a été
réalisé en prenant en compte un potentiel de confinement linéaire (cas A), ce qui a permis d’ob-
tenir les niveaux d’énergie pour I'état fondamental F, ;. En poursuivant notre analyse, nous avons
ensuite examiné les potentiels scalaire et vectoriel de type Coulomb (cas B), ce qui a conduit a
I'obtention des niveaux d’énergie £ ;. Enfin, nous avons choisi un potentiel scalaire et vectoriel de
type Cornell (Cas C) et obtenu les niveaux d’énergie £ ;. En suivant la méme procédure, on peut
obtenir d’autres niveaux d’énergie F;, i3, ... et les fonctions d’onde correspondantes v, ;, ¢, ....
pour les modes radiaux n = 2, 3,4, ....

Durant notre analyse, nous avons constaté que les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde des
champs oscillateurs sont soumis a l'influence des défauts topologiques présents dans I'espace-
temps des trous de ver, caractérisés par le parametre a. De plus, le parametre a, qui désigne
le rayon du trou de ver, exerce une influence significative sur les solutions des valeurs propres,

entralnant ainsi des modifications notables dans les résultats obtenus.

2.5. Conclusions



Chapitre 3

Léquation de DKP dans un espace-temps de

trou de ver

Dans ce chapitre, nous souhaitons examiner la dynamique quantique relativiste du systeme spin-
0 décrit par I'’équation DKB lorsque celui-ci évolue dans un espace-temps de type trou de ver,
spécifiquement un trou de ver de type Ellis-Bronnikov, qui présente une charge topologique. Par
la suite, nous nous pencherons sur l'oscillateur DKP spin-0 évoluant dans la méme géométrie.
Nous procéderons a une analyse des impacts des défauts topologiques sur les solutions propres

dans les deux scénarios.

3.1 Léquation de DKP et les connexions de spin

Au sein de cette section, nous expliciterons de maniere détaillée les connexions de spin qui sont
associées a 'équation DKB dans le contexte d’'une géométrie de trou de ver de type Ellis-Bronnikov
qui présente une charge topologique.

Féquation de DKP qui décrit la dynamique quantique relativiste des bosons scalaires de spin-0 de

masse m dans I'espace courbe est formulée comme suit [92 — 94]

{@B“ (au + %wuabsab) - m} U =0, (3.1)

ol
S =188, (3.2)

et
g =elt (3.3)

30
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avec " les matrices béta de DKP qui satisfont aux regles de commutation suivantes
6561/5)\ + 6)\Buﬁm _ g,‘iVﬁA + gl/)\ﬁﬁ (34)

Le tenseur métrique de Minkowski ¢g*” est défini par

1000
100

= 010 (3-2)
00 1

Les matrices béta 5" sont choisies comme suit [94]

0 v 0 ; 0 pf
(! g Y 3.6
’ <0T0>5 (—pH) o

Avec 0, 0, 0 comme 2 x 2, 2 x 3, 3 x 3 matrices nulles, respectivement et

01 -1 0 0
V= L pt = , (3.7)
10 0 00
0 -1 0 0 0 —1
2 3
— P = : (3.8)
’ (0 0 o) ’ (0 0 0 )

Les connexions de spin, telles qu'utilisées dans le contexte de '’équation de DKE sont calculées en

utilisant la relation avec le symbole de Christoffel et de tétrade, sont déterminées par la relation
_ :
Wpab = e/(a)lefb)l“ju - e{b)ﬁue/(a)j (39)

ou I', sont les symboles de Christoffel [95] donnés par

77

g
I, = > (Gpor + Gorw — Gorp) - (3.10)

D’un autre c6té, il est également possible de calculer les connexions de spin en appliquant I'équa-

tion de structure de Maurer-Cartan.
de“+wl‘f/\eb =0. (3.11)

La métrique de trou de ver simple de type Ellis-Bronnikov (wormhole) est décrit par

2

d
ds® = —df> + —— + (a* + a?) (d6® + sin0d¢”) , (3.12)

a2

3.1. L'équation de DKP et les connexions de spin
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Nous choisissons la tétrade e’(‘a) comme
10 0 0
0 « 0 0
[
€(a) = 0 O 1 0 y (3.13)
(z2+a2)
I S
00 0 v/ (x2+a?)sind
et 'inverse de cette tétrade e, est
-1 0 0
o 0 (3.14)
e = .
O 0 0 J@+d) 0
0 0 V(2% 4 a?)sinf
Ici la relation suivante doit satisfaire
e?a)el(b).u = Nabp (315)
ou la métrique de Minkowski est donnée par
-1 0 0 0
0 100
b = (3.16)
b 010
0 001
Apres quelques calculs simples, les connexions de spin sont données par,
0 0 0 0
0 0 aw__
= | PR (3.17)
- V@ a?)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 (a;i 2)sin9
Woah = v . (3.18)
ool 0 0 0 cost
0 2L ___sinf  —cosl 0
(@>+a?)

3.1. L'équation de DKP et les connexions de spin
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3.2 [Léquation de DKP libre dans un espace-temps de trou de

ver

Dans cette section, nous entreprendrons la dérivation de 'équation radiale de I’équation de DKP
pour le systeme spin-0. Ensuite, nous résoudrons cette équation radiale en utilisant ’équation
de Heun. Il est important de noter que le défaut topologique présent dans la géométrie spatio-
temporelle exercera une influence significative sur la solution aux valeurs propres du systéme.

Ainsi, en utilisant les équations (3.13), (3.17) et (3.18) dans I'’équation de DKP (3.1), nous avons

0 .ol . 5 _ ar 2 51
{6 E +iap 8x+z—($2 = <89 —(x2 —I—aQ)ﬁ p )

1 ox
+i/3® Dy — ————sinfB>B* — cosfB3** | —m p U =0, (3.19)
y V(22 + a?)sind ( ’ (22 + a?) Fp b
ou la fonction d’onde est définie par

U= e By, Uy, Uy, Uy, Us) (3.20)

En utilisant cette fonction d’onde, nous obtenons les équations suivantes du systeme quantique

EU —i(aa +2O‘—x>qf _ % cost v
2 T atra?)) V(22 +a?) /(2% + a?)sinb !
% T (3.21)
(2% 4 a?)sinf
BV, = mWy, (3.22)
100,V = mWUs, (3.23)
L —— (3.24)
(22 + a?)
% U, =m0, (3.25)

V(2% + a?)sinb

En mettant les équations (3.22), (3.23), (3.24) et (3.25) dans I'’équation (3.21), nous avons

@£ 2w d (B-m
dz? (22 +a?)de a?

1 d>  cosf d 1 &
1 e d U — 0. 3.26
a2 (22 + a?) (d92 T Sin0do " sin?d d902>} =0 340

3.2. L'équation de DKP libre dans un espace-temps de trou de ver
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Maintenant, on peut écrire ¥, (x, 6, ¢) sous la forme séparée des variables

En substituant cette fonction, nous obtenons les équations angulaires et radiales comme suit :

d®>  cost d 1 d?
(W T Sinfdo " sin?d d<p2> Yim (0,0) = —L(I+1) Y (6, 9). (3.28)
On trouve 2 , ] . ) -
T —m +
T T a g, T\ T ) T e = 0. 3.2
{de T < a? ) a2 (22 + a?) } f(x) (3.29)

Nous pouvons réécrire 'équation (3.29) comme suit

d? 2% d /2 2 _
Nt s e @ = 550

ol nous avons défini les parametres

E2 . 2

P (3.31)

(0%

1

o=t Jg ) (3.32)

(0%

Transformer (3.30) en une nouvelle variable via
2

L= (3.33)

on peut obtenir '’équation suivante

d? 1 1 d 12 — a?b? 12
{@+<z+<z_1>>@+ I —4<z_1)}f<2>:0' (339

Dans I'’équation (3.34), f(z) est la fonction de Heun confluente donnée par

1 a’h*> 1 2 a®h?
:Hc ,—=,0,—— - — — —_—; 335
/) (0 2T 4+4Z) (3.35)
Nous considérons la fonction de Heun sous la forme de série de puissance suivante
f(z)= chzj. (3.36)

7=0
En substituant cette série entiere dans '’équation (3.34), on peut obtenir la relation de récurrence,

. . 2 212 272
20+ D)@ +3) —2+a? @ (3.37)
2(j+2) (25 +3) 2(j+2)(25+3)

Cjt2 =

3.2. L'équation de DKP libre dans un espace-temps de trou de ver
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avec le coefficient
a’h? — |2

¢ = —F5 "¢ (3.38)
Considérons j =n —1ouc,;; =0,etona
a’b?
n = n—1- 3.3
“ (2n(2n+1) — 2+ a2b2)c ! (3.39)
Pour n = 1, on trouve
v 3.40
= (6—L2+a2b2)co‘ (3.40)
En remplacgant 'équation (3.40) dans I'équation (3.38), nous avons
2 2 _ 2 2 2 2 _ 2 2(,2 6 4
B 2 (m _ M) o Cluul MO I G| L (3.41)
’ a ’ a a

Iéquation (3.41) est une équation du quatrieme ordre de E;; et sa solution réelle est donnée par

1) — 2a2 1
B = i\/m2+ W + V27 [[([+ 1) + 207, (3.42)

Ce qui est intéressant a noter, c’est que le niveau d’énergie des particules de spin-0 relativistes,
tel que décrit par ’équation de DKP dans la géométrie spatio-temporelle dérivée précédemment,
présente des similarités avec celui obtenu a partir de I'’équation de Klein-Gordon dans la méme
géométrie. Cette observation suggere que, dans le scénario actuel, la dynamique quantique re-
lativiste du systeme spin-0, qu’elle soit décrite par les équations de Klein-Gordon ou de DKB est
équivalente. Cela renforce I'idée que ces deux formulations mathématiques conduisent a des ré-

sultats comparables dans le contexte de la géométrie spatio-temporelle spécifiée.

3.3 Loscillateur de DKP libre dans un espace-temps de trou

de ver

Dans cette section, notre objectif sera d’étudier l'oscillateur de DKP au sein de la méme géométrie
espace-temps, tout en analysant les effets des défauts topologiques sur la solution aux valeurs
propres. Pour ce faire, nous débuterons par la dérivation de ’équation d’onde radiale de I'oscilla-
teur de DKP. Par la suite, nous résoudrons cette équation d’onde radiale en utilisant la méthode
de I'’équation de Heun.

Il est a noter que le défaut topologique présent dans la géométrie spatio-temporelle exercera
une influence significative sur la solution aux valeurs propres du champ de l'oscillateur. Nous
observerons ainsi que la modification induite par le défaut topologique impacte les propriétés

fondamentales du champ oscillateur.

3.3. L'oscillateur de DKP libre dans un espace-temps de trou de ver
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Un aspect notable de cette étude réside dans I'introduction du champ de l'oscillateur dans ’équa-

tion d’onde par le biais d'un couplage minimal via
Oy — 0y + mwX,mO, (3.43)
ou w est la fréquence de l'oscillateur, X, est un quadrivecteur, et
n° =2(5%" - 1. (3.44)

Cette approche offre une perspective intéressante sur la maniere dont le couplage avec la géomé-
trie de I'espace-temps peut influencer les caractéristiques du champ de l'oscillateur, et donc les
propriétés physiques du systeme dans son ensemble.

Par conséquent, I'oscillateur de DKP dans ’espace-temps courbe est décrit par ’équation suivante :

~ 1
{iﬁu (@L + mwX,mO + iw,wbS“b> — m} v =0, (3.45)
ou
X, =(0,2,0,0). (3.46)

En utilisant les équations (3.13), (3.17) et (3.18) dans I’équation DKP (3.45), nous avons

2
{BOEHO‘B o) 4 (30 A = )'5261>

(x2 + a?) 22 4 a?

+iB? ! (a@ M sinepipt — 00896362> - m} U= 0. (3.47)

(22 + a?)sind
En utilisant la fonction d’onde de I'équation (3.20) dans I'’équation (3.47), nous obtenons le sys-

téme des équations suivant

EV z’a<a oz 4+ —22 )\If i % __ 4 cost v
_ mwr 2 Y,
: @ra) " N\ Ve )
_ B g, —mu, (3.48)
V (22 4 a?)sind
EVU, = mU,, (3.49)
i (O0p — mwz) ¥y = mWPs, (3.50)
O R — (3.51)
(22 + a?)
% Uy = mUs, (3.52)

(2% + a?)sinb

3.3. L'oscillateur de DKP libre dans un espace-temps de trou de ver
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On met les équations (3.49), (3.50), (3.51) et (3.52) dans I'équation (3.48), on a

d_2+ 2x i+ E? —m? B 2mwz?
dz? = (22 +a?)dx a? (22 + a?)

1 d*>  cosb d 1 &2
_ it — — v, =0. 3.53
e T W a? (22 4 a?) <d02 * sinf df - sin?6 dg02>} 1= (3.53)

Nous avons séparé les variables, en utilisant 'équation (3.27) et 'équation (3.28) dans I'équation

(3.53) nous obtenons

d? 2¢  d 2mwr? 5 5 o [(1+1)
- — - 7 42 = 0. 3.5
{dx2 * (22 +a?)dx (2% + a?) T g (22 + a?) * 2} /(@) (3.54)
Ou B2 2 2
=T (3.55)
oY

f(x)= e 2y (x). (3.56)

Nous avons

d? 1 d Amwr? 12
— 42| = — —_— — b2 — =0. 3.5
{dﬁ + 2x ((:c2 o) mw) i rd) 1) + ( 5 mw) } g (x) (3.57)

omme indiqué précédemment, la définition d’une nouvelle variable
C d d t, la définition d’ 11 bl

z:—%’ (3.58)
on obtient
d’ 2 1 1 d  dmwa® -2 2 —a® (b3 — mw)
d=2 2% e —0. (35
{d22+(amw+2z+<z_1))dz+ 1= 1) + P }g(z) 0 (3.59)

Dans I'’équation (3.59) g (z) est I'’équation de Heun confluente donnée par

(3.60)

a’ (b —2mw) 1 12 a®b?
—z
2 4 "4 4 4’ ’

1
g(2) = H, (azmw, o LA L

Nous commencons par considérer la fonction de Heun sous la forme de série de puissance suivante
[e.e]

g(2)= chzj. (3.61)
j=0

dans I'équation (3.59), on obtient la relation de récurrence

S 2(7+1) (25 +3) — a*mw (4) + 5) — ¢* + a3 .
" 2(j+2)(2j+3) o

3.3. L'oscillateur de DKP libre dans un espace-temps de trou de ver
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2 47 —a2p?
{a mu?(j—i-5)> a 2] ‘ (3.62)
2(j+2)(2j+3)
avec le coefficient 22 _ 2 )
o= (3.63)
considérons j =n —1ouc,,; =0,etona
22 _ 2 4 1
e = a’by — a'muw (4n + 1) | eus (3.64)
2n (2n 4+ 1) — a?mw (4n + 1) — 1? + ab3
Pour n = 1 on trouve 22 )
a“b; — da“mw
= 3.65
“ {6 — 5a’mw — 1?2 + a2b§} . (3.65)
En remplacant ’équation (3.65) dans I'équation (3.63), nous avons
4 ,  (P—-2) 2\ 2
Ol‘l 2 2 2(,2
— 8 -6
d=m*+ 2m%a? (L 5 —|—4mw—|—6w2042> +at ( m(;b + alC 1 )) . (3.67)
a a a
En résolvant I'équation (3.66), on a I'expression suivante
1/2

_ 2 2 2
m2+[l(l+1) 2a]+4mwa2ia 402 +21(1+1)

a? a? o2

E .=+ +4mwa?(mwa®—4)

(3.68)
Iéquation (3.68) est le niveau d’énergie de I'état fondamental relativiste d'un champ d’oscillateur
décrit par le systeme spin-0 de I'’équation de DKP dans un trou de ver de type Ellis-Bronnikov (
wormbhole ) chargé topologiquement.

La fonction d’onde radiale de I’état fondamental de I'’équation (3.56) deviendra

fi(z) = e amwe? (co+ 1 ), (3.69)
avec 5 l(l 1)
a 2 2 2 +
¢ = (m (B, —m") —mwa” — 57 ) Co- (3.70)

et £, est donnée par I'équation (3.68).

Nous avons généré quelques graphiques sur la figure (FIG.3.1) montrant comment les niveaux
d’énergie £ ; évoluent avec le parametre de défaut topologique « et la fréquence d’oscillateur w
pour différentes valeurs d’autres parametres impliqués dans I'équation.

Nous avons également tracé la fonction d’onde de I'état fondamental f; ;(x) pour différentes va-
leurs du parametre de défaut topologique «, de la fréquence de l'oscillateur w et du rayon a du
trou de ver sur la figure (FIG.3.2).
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FI1G. 3.1 — Graphiques du niveau d’énergie de I'état fondamental £, ; avec défaut topologique «

et fréquence d’oscillateur w. nous attribuons quelques valeurs a les constantes o and « afin de

fournir une perception visuelle de I’évolution des niveaux d’énergie avec les constantes « et w.De

plus, nous pouvons observer que les valeurs autorisées de 1'énergie relativiste DKP dans ce type

de trou de ver sont influencées par la topologie et la structure du trou de ver. Cette influence

s’explique par les parametres associés a la charge topologique GM et a la gorge du trou de ver, «

et a, respectivement. En faisant w — 0, nous récupérons le résultat obtenu dans I'’énergie de KG.
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FIG. 3.2 — Graphiques de la fonction d’'onde de I'état fondamental f;;(x). nous pouvons observer

que les valeurs autorisées de la fonction d’onde de DKP dans ce type de trou de ver sont influen-

cées par la topologie et la structure du trou de ver. Cette influence s’explique par les parametres

associés a la charge topologique GM et a la gorge du trou de ver, « et a, respectivement. En faisant

w — 0, nous récupérons le résultat obtenu dans 'énergie de KG.
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3.4 Loscillateur de DKP avec I’'interaction dans un espace-temps

de trou de ver

Dans cette section, nous étudierons l'oscillateur de DKP avec interaction dans le méme fond

spatio-temporel. Ce potentiel est introduit dans ’équation d’onde par un couplage minimal via
Oy — Oy +1iqA,, (3.71)
avec ¢ est la charge électrique et A, est le potentiel électromagnétique a quatre vecteurs
A, =(—4,0,0,0). (3.72)

Dans ce cas,
qAo =V (z), (3.73)

c’est la compsante zéro du potentiel électromagnétique a quatre vecteurs. Apres simplification,
I’équation de l'oscillateur de DKP avec une interaction V' () en arriere-plan d’un espace-temps de

trou de ver d’Ellis-Bronnikov chargé topologiquement devient

d_2+ 20 d 2mwrt+2 L, (E+V (2))? b3
dz? (22 +a?)de (22 + a?) a? a?

miw ———mw——}f(:c)zo. (3.74)

Ci-dessous, nous allons considérer deux types de potentiels différents et analyser le systeme quan-

tique relativiste.

3.4.1 Typel
Considérons la fonction potentielle comme,
Ch
\% S — 3.75
(@) (22 + a?)’ (3.75)
En utilisant ceci dans I'’équation (3.74) et en choisissant
<1 1 2
f(x) = (22 +a®) % e 2™ g (2). (3.76)
On trouve
d_2 L9 ac + C - i N 4 B 2mwC x>
dx? aa(x? + a?) Y ) dx aa(x? +a?)  aa(x? + a?)
4mwx? /2 20>°EC, + CF
— - b — = 0. 3.
i) @ra)  eewra T ® m“)}g(‘”) (3.77)
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Maintenant, nous définissons

1 ¢ a® (b5 —2mw)

g(z) = H, (a2mw, ——, = (3.79)

12 n a’h;  EC C?
bl e e -
2" aa’ 4 "4 4 4 202 20202’ ")’
Nous commencons par considérer la fonction de Heun sous la forme série donnée dans I’équation

(3.79) et nous avons la relation de récurrence

B a*mw (45 +5) — a®b3 + —2“";‘”61
e 2(+2) (2 +3) K

2(j+1) (2 +3) — aPmw (4 +5) — 2 + a3 + G (j + 2) + 2P (3.80)
C; .
2(j+2)(2j +3) a
avec le coefficient 22 2 ) e
_ [a"hy —a"mw — 1 2a 1+ 0 1
@ = ( 2 * 2a202 2aa> @ (3.81)
Considérons j =n — 1 ot ¢,,; = 0, on trouve
a?b? — a*mw (4n + 1) — 2amwCy
. 5 ( ) s e (3.82)
2n(2n+1) —a?mw (dn+1) — 2 +a2b3 + 5L (n+ 1) + =5+
Pour n = 1 nous avons
a’b3 — 5a*mw — —2“”;‘”01 (3.83)
C1 = Co .
6—5a2mw—b2+a2bg+%+%
De I’équation (3.83) et I’équation (3.81), nous avons
2 2 2
4 s (1P —2)« , 3aC; 3Cj s 40T 4
El,l -2 (m + T + dmwao” — 2@3 — ? El,l ? El,l
o o, 4 , 8 5 6 5 2 5
+( (1207 =4+ om® = amwa® | G+ —=CF 4 <Y ) B+ = 0, (3.84)
avec ) 5 9,9
-2 8 —6
Yo = m* + 2m?a? <% + dmw +6w20z2) + ot ( mC;L + G 1 ))
a a a
3 3 3 3 3
+ <6a—3 —3% - 3a—3L2 — —gmz — —3mw043> Ch
a a a a a
a? a2, 2 , 4 5\ o 3o . Cf
+ (85 — QEL + S — mwa ) Cy + ?Cl + r (3.85)
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Péquation (3.84) peut étre exprimée comme
Ey + 73 By + 72 Bl + 7 Bia 4790 = 0, (3.86)

ou nous avons défini les parametres v, v, et 4

a? a? 4 8 6o 2
2_2)a? 3al' 3C?
Yo = —2 (m2 + % + dmwa? — 20;31 — a41> ; (3.88)
4 C4

Iéquation (3.86) est une équation polynomiale du quatrieme ordre en Fj; et sa solution réelle
(expression treés longue) nous donne le niveau d’énergie de I'état fondamental F;; qui est évi-
demment modifié par le parametre de potentiel C; en plus du parametre de défaut topologique
et a le rayon a du trou de ver en comparaison avec le résultat précédent (3.68) obtenu dans la

section précédente.

3.4.2 Type2
Considérons la fonction de potentiel comme,
02372 Og a2
Vi(x) = Erad) Co— o (3.90)
En utilisant ceci dans I'’équation (3.74) et en choisissant
2 2\ 52— Llmwa?
f(z)=(2°+a°)% e 2™ g(a). (3.91)
On trouve
d_2 0 aCy + « . i n aCy — 2amwCya? C2a?
dx? a(z? + a?) dx a(z? + a?) a?(2? 4+ a?)
Amwr? 12 ECsx? 9
(@ +a?) (22 +a?) " a2(22 + a?) + 0 = me) } (=) =0 (5:92)
Maintenant, nous définissons
2
7= _%, (3.93)
et nous avons ¢g(z) I'équation de Heun confluente donnée par
1 aCy a* (b3 —2mw) a*C3  a®*ECy 1 2 a*b3
H, (a2 _t _ 2 _ 2 _ L ah, 3.
(amw’ 2 o 4 2 207 4 4T F) (3.94)
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Nous commencons par considérer la fonction de Heun sous la forme série donnée dans I’équation

(3.94) et avons la relation de récurrence

« a?

2(j+2)(2j+3)

aZmw (4] + 5) . a2b§ + 2a3mwCs @ 2c2 _ 2a2ECz
Cjt2 = €

2(5+1) (25 +3) — a®mw (4 +5) + 4922 (j +1) — 2 + a®b3 + %2 (3.95)
2(j+2)(2j +3) |
avec le coefficient 22 ) ) c
¢ = <“ 2 “Qm“’ 'y “2;) Co. (3.96)
considérons j =n — 1ot ¢,,; =0,etona
(J,Qb% . CLQTTLUJ <4n 4 1) 2a3 mez + 2 194 ECz
Cn = = | et (3.97)
2n (2n+1) — a?mw (4n + 1) + 4“a2n — L2 + a2b§ 4 =2
Pour n = 1, on trouve
B a2b% o 5a2mw 2a3 mw02 4 a C2 494 EC’z (3 98)
“a= 6 — Sa’mw + 5“22 — L2 + a?b3 0 .
En remplacgant 'équation (3.98) dans I'équation (3.96), nous avons
2_92)a? C 4C:
B} -2 (m2 + % + dmwa?® — 3%0‘) Jo ;O‘ Eyy +dy = 0. (3.99)
avec s as
-2 8 —6
dy = m* + 2m?%a? (¢ ) + dmw + 6w?a? | + ot et + G )
a? a? at
C C 3 Cya®  3C2%a°2
_em22Y g2 (6 — 6a*mw — 6:%) 2? + 22a =0. (3.100)
a a a a

La vraie solution de I'équation (3.99) nous donne le niveau d’énergie de I'état fondamental F

d’un champ d’oscillateur dans le fond spatio-temporel considéré avec le potentiel choisi.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la dynamique quantique relativiste du systéme spin-0 de
I'équation de DKP dans un espace-temps de trou de ver de type Ellis-Bronnikov chargé topologi-
quement. ’équation de DKP donne la description relativiste des particules de spin-0 et de spin-let
contrairement a ’équation de Dirac, elle possede une structure algébrique complexe. Nous avons

dérivé 'équation d’onde radiale du systéme et 'avons résolue par ’équation de Heun. Nous avons

3.5. Conclusion
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vu que la solution aux valeurs propres de 'équation de DKP obtenue ici et pour ’équation de
Klein-Gordon obtenu dans la [52 — 53] sont les mémes dans le scénario actuel.

Plus tard, nous avons étudié l'oscillateur de DKP et ensuite avec différentes formes de potentiel
et résolu ’équation radiale a travers I'équation différentielle de Heun.

Le monopole global est le défaut topologique le plus largement étudié qui devrait s’étre formé au
cours du processus de transition de phase de I'univers primordial, en raison du découplage des
interactions fondamentales entrainant une rupture de symétrie. Ces défauts peuvent donner nais-
sance a différentes structures exotiques comme un trou de ver. La solution de trou de ver la plus
simple disponible dans la littérature est le trou de ver de type Ellis-Bronnikov. Un candidat bien
connu de la théorie de la gravité modifiée est la gravité Born-Infield inspirée d’Eddington. Cette
théorie a suscité beaucoup d’intérét ces derniers temps en raison de sa capacité a éviter toute
singularité géodésique sans recourir a aucune forme de matiére exotique ni a aucun effet quan-
tique. De toutes les différentes solutions de gravité Born-Infield inspirées d’Eddington disponibles
dans la littérature, la plus simple est le trou de ver de type Ellis-Bronnikov a symétrie sphérique
statique avec la charge topologique du monopole global. Beaucoup de recherches ont été faites
dans ce sens. Notre travail s’est concentré sur ’étude de la dynamique quantique relativiste du
systeme spin-0 de l'oscillateur DKP dans le fond de cet espace-temps de trou de ver chargé.

Nous avons revisité '’équation de DKP dans I’espace courbe et les différentes connexions de spin.
Lespace-temps de trou de ver de type Ellis-Bronnikov a été considéré et I’équation de DKP a été
étudiée en arriere-plan de cet espace-temps. La fonction d’onde et les niveaux d’énergie du sys-
téme ont été dérivés. Ensuite, nous avons étudié l'oscillateur de DKP dans le contexte de ’espace
temps de trou de ver chargé. La fonction d’onde et le niveau d’énergie du systéme ont été dérivés.
Enfin, nous avons introduit un potentiel par une substitution minimale dans I'équation d’onde et
résolu cette équation par la méme équation différentielle. Nous pensons que les résultats présen

tés dans les sections 3 et 4 ont une importance et une signification dans la littérature.

3.5. Conclusion



Chapitre 4

Léquation de DKP en présence des defauts

topologiques

Dans ce chapitre, nous étudions le mouvement quantique relativiste d’'une particule scalaire char-
gée en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm dans 'espace-temps des defauts topologiques tel
que les cordes cosmique et les monopoles globale. Pour cette étude nous faisons la masse dépen-
dante de la position est étudié via la transformation m — (m + S (z)), ou S(r) est le potentiel
scalaire, nous étudions les effets des défauts topologiques sur la solution aux valeurs propres de
I'’équation de DKP spin-0.

Nous utiliserons la définition et les propriétés de I’équation de DKP spin-0 dans un espace courbe
avec lesquelles nous avons travaillé dans le chapitre précédent. Nous utiliserons également les
connections de spin qui ont été calculés [8] dans 'espace-temps de corde cosmique et de monopole

globale. Comme suit :

4.1 Cas de corde cosmique

La metrique dans cette espace s’écrit sous la forme,
ds* = dt? — dr® — r*df* — a"*r?sin*0dy?, 4.1

avec —o00 < t < 400, 0 <7, 0< 60 <7 0< ¢ <27 etle parametre o' = 1 — 4C—§u Nous avons

choisis les tétrades e’(‘a) et les inverses de tetrades e/,

1 00 0

) 010 0

e’(a) = 00 ! 0 (4.2)
000 a’riin@

46
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1 0 O 0
0 -1 0 0
Y 4.3)
"o 0 - 0
0 0 0 —darsinf
Pour ce choix des tétrades, les connexions de spin sont les suivants
0 00
0 10
Woab = ; (4.4)
0 -1 0 O
0 0 00
0 0 0 0
0 0 0 a' sin 6 “.5)
Woah = .
ool 0 0 0 a’'cost
0 —ad'sinf —ad'cost 0
Alors I'équation de DKP spin-0 est
{ﬁOE +i8'0, + -6 (9 - 5°8")
ﬂ [(0, — i) — d'sinBB°B" — d'cosfB*B°] —m ¢ ¥ = [m+ S (r)] ¥ (4.6)
a'rsing 7 ’ '
le vecteur de potentiel d’Aharonov-Bohm prend la forme
A=Ay =0,
P
A, = ——. .
Y 2ma’sind .7)
et o
a=o— (4.8)
ou la fonction d’onde est définie par
U = eiiEt (\Ijla \Ij27 \:[137 \Ij47 \Ij5)T : (4-9)

En utilisant cette fonction d’onde, nous obtenons les équations suivantes du systeme quantique

, ‘
E\pg—i(ar+;>\lf3—3(a@+ﬂ>\p4

r sind

(9, —ia) Us = [m+ S ()] Uy, (4.10)

a’sind

4.1. Cas de corde cosmique
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10,V = [m+ S (r)] s, (4.12)
LWy = [m+ 5 ()] W, (4.13)
(9, —ia) Uy = [m+ S (r)] U, (4.14)

a'rsint
Pour résoudre ce systeme des équations, on met les équations (4.10), (4.11), (4.12) et (4.13) dans

I'équation (4.10), on trouve

> 2d 1 1 d d 1
— -+ B+ = | —— | sinf— — (0, —ia)’ ) } W
{dr2 * rdr TR 72 <3in9 do <sm d@) * a’23in29( b i) )} !

= [m+ 5 (r)]* ¥;. (4.15)
Par conséquent
1 d d 1
L?=—(—— (sinf— ) + ——— (8, —ia)* ) . 16
(mn0d9<%”Ld9>‘*a@swﬁe(ap Z“>) (4.16)
Ici
LYy (0,0) = 1(1+1) Yy (6, ) (4.17)
Lw=—i<j~—M) (4.18)
a’ \ dp
et
I=|\N+n, n=012,.. (4.19)
)\ _ m —/ (8%
a

[ sont les valeurs propres communes entre L, et L2, respectivement, sont déterminées par le flux
magnétique P et le parametre géométrique de I'espace «’. Il est important de noter que ces valeurs
propres varient en fonction de ces parametres.

Dong, '’équation (4.15) devient

e 2d o, 10+1) 2
{er;%H; —T}\Dl—[m—i—S(r)] v, (4.20)

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :
\Ijl (T7 97 30) =X (T> Yi,m (07 ()0) . (421)

avec Y, (0, ¢) (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale y (r),

I’équation différentielle suivante

{2 - 1) — et s 0P 0. (4.22)

dr? ~ rdr 72

4.1. Cas de corde cosmique
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4.1.1 Potentiel linéaire

Dans cette section, nous examinerons le systéme quantique mentionné ci-dessus, en présence
d’un potentiel linéaire. Nous avons opté pour un potentiel scalaire afin d’analyser les mouvements

quantiques. Le potentiel linéaire scalaire est défini par
S(r)=Cr, (4.23)

En utilisant cette expression dans I’équation (4.22) et en effectuant le choix approprié,

X (r) _ T\/1+4L(21+1)—1ei Cr 72L2er (7’) 7 (424)
et le changement,
x=+Cr. (4.25)

Alors, R (r) c’est la fonction de Heun biconfluente défine par

o2m E? )
R (r) = HeunB 1+4(l+1),—=,—,0,z |, (4.26)
) (viFam D 22
Nous commencons par examiner la fonction de Heun biconfluente sous la forme de série,

R (z) = Z a;z’ (4.27)

J=0

telle que présentée dans I'équation (4.26), et nous établissons la relation de récurrence :
m<1+~/1+4z(z+1)> +om(j+1)
VT (j+2) (j+2+\/1+4l(l+1))

) E- /i ai+)-2-25 o (4.28)
G+2) (J+2+VIFa0+D) )

Ajt2 =

Aj+1

Avec la condition

ay = %ao. (4.29)

Dans I'équation (4.28), pour n = 0 on trouve

m<3+~/1+4z(z+1)> NN e T (S

as = a; —{ £ ag. (4.30)

2/C (24 I+ A1 +1)) 2(2+/I+40+1))

4.1. Cas de corde cosmique
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Analysons 'état pour un polynome du premier degré (n = 1). Dans ce cas, nous avons cela

Qjp1 = Q2 = 0. (431)

a partir de la relation de récursion donnée par '’équation (4.28), la fonction de Heun biconfluente

(4.26) devient un polynéme de degré n si et seulement si le condition suivante sont remplies

E2
F—\/1+4l(l+1)—2:2n. (4.32)

Dongc,

En:i\/(] [2n+2—|—\/1—|—4l(l—|—1)] (4.33)

Alors, nous utilisons (4.31), on touve

m<3+\/1—|—4l(l+1)) 2 TFA1) -2

ap — 3 < apg =0 (4.34)
2ﬁ<2+\/1+4m+1)) 2(2+\/1+41(z+1))
avec la condition (4.29),

B =m? [34 T+ [+ 1)) +C 24 VIT 4T +1)]. (4.35)

et ensuite, les valeurs possibles du parametre (' ; sont déterminées par

2
O = % [3 /Tt 1)] . (4.36)

I'expression générale des niveaux d’énergie relativistes du systeme de masse dépendant de la po-
sition donnée dans I'’équation (4.22) sous l'influence du potentiel d’Aharonov-Bohm dans I'espace-

temps de corde cosmique avec le potentiel linéaire est

B VIT @] |44 VIF AT T]

El,l =4m 9 (437)
La fonction d’onde radiale de I'état fondamental de I'équation (4.24) prend la forme
v - r242mr
X ) = e (1 " %) o (4.38)
1

4.1. Cas de corde cosmique
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4.1.2 Potentiel de Cornell

Dans ce contexte, nous optons pour une superposition de potentiel incluant a la fois un potentiel

linéaire et un potentiel de type Coulomb. Ainsi, considérons ce type particulier de potentiel.
T
S(r)=Cr+ o (4.39)
En utilisant cette expression dans I'équation (4.22), les solutions sont

V1+4ar2441(14+1)—1
2

_ C7'2+2m7'
2

x(r)=r e R(r), (4.40)

avec le changement,

z=Cr. (4.41)

R (r) c’est la fonction de Heun biconfluente défine par

(4.42)

2m E? -2 4
R(r) = HeunB <\/1+472+4l(l+1), m o Tm,x),

Voo ¢ e

Nous débutons en examinant la fonction de Heun biconfluente sous sa représentation en série,

R(z) = Z a;z’ (4.43)
=0

conformément a '’équation (4.42), tout en établissant la relation de récurrence :

m<1+\/1+47'2—|—4l(l—|—1)>+2m(j+1)

Ajt+2 = Aj+1

VC (j+2) (j+2+\/1+472+4l(l+1))
E?-2Cr ;
== — 142+ 4l (l+1)—2—-2

D Bc it VAt it A Uty I\ (4.44)
(+2) (j+2+ I+ 42+ AT +1))

Avec la condition
22+ 1 1+4m2+41(1+1
a;=m i +\/ +ar A+ ) ag. (4.45)

\/E<1+\/1+4¢2+4l(l+1)>

Dans I'équation (4.44), pour n = 0 on trouve

m<2A+3+\/1+4r2+4l(l+1))
Ao = 3]

2\/5(2+\/1+472+4l(l+1))
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B0 JT+472 +41(1+1) -2

o, (4.46)
2(2+\/1+4r2+4z(z+1))

Examinons I’état pour un polynéme du premier degré (n = 1). Dans cette situation, nous obte-

nons

Qjp1 = Q2 = 0. (447)

En utilisant la relation de récurrence fournie par I’équation (4.44), la fonction de Heun bicon-
fluente (4.42) se transforme en un polynéme de degré n si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :

2 _
ETQCT—\/1+4T2+4Z(1+1)—2:2¢L. (4.48)
Dongc,
En:i\/C [2n—|—2—|—\/1—|—4T2—|—4l(l—|—1)+2)\]. (4.49)

Alors, nous utilisons (4.47), on touve

m<27+3+ \/1+4T2+4Z(1+1)>
2\/6<Q+\/1+47'2+4l(l+1)>

ai

B0 JT+4r + 41 +1) -2
2(2+\/1+472+4l(l+1))

ap =10 (4.50)

avec la condition (4.45), on trouve

(2T+1+¢1+4T2+4Z(z+1)>

(1+\/1+47'2+4l(l+1))

E?=m? [2r+3+\/1+472+4l(l+1)]

+c[27+2+\/1+472+45(1+1)] (4.51)

les valeurs possibles du parametre (' ; sont déterminées par

(2r+3+ T+ + [+ 1)) (20 +1+ VTT 42+ 41 +1))

(4.52)
2 (1+\/1+472+4l(l+1)>

Cl,l =m?
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Lexpression générale des niveaux d’énergie relativistes du systeme de masse dépendant de la posi-
tion, donnée dans I'’équation (4.22), sous l'influence du potentiel d’Aharonov-Bohm dans I'espace-

temps de corde cosmique avec le potentiel de Cornell, est :

Elvl:im{(27+3+\/1+472+4l(l—|—1)) x

N|=

(r42+ VTHAZF A0+ (20 +14+ VTT 42+ 40 +1))

(4.53)
(1+ \/1+472+4l(l+1)>
La fonction d’onde radiale de I'état fondamental de I'équation (4.40) prend la forme
14+472441(1+1)-1 r242mr 2 1 1 4 2 4l l 1
Xl,l(f'ﬂ):T\/—M L oty Lm TH+1+/1+472+41(1+1) . (454)
\/5<1+\/1+4T2+4l(l+1)>

C’est a noter que si 'on néglige la constante associée 7 au potentiel de Cornell, on aboutit aux
mémes parametres C ;, énergie ) et fonction d’onde x, , () que dans la section précédente avec

le potentiel linéaire.

4.2 Cas de monopole globale
La metrique dans cette espace s’écrit sous la forme,
ds® = dt* — dr® — V*r? (6 + sin®0dp?) (4.55)

avec le parameétre v = 1 — 87Gn?. Nous avons choisis les tétrades e’(‘a) et les inverses de tetrades

€ (b)p
1 0 0 0
01 0 0
eé‘a) = ) (4.56)
0 0 & 0
0 0 O b'r slinﬁ
1 0 0 0
0 -1 0 0
ey = (4.57)
R 0 —b'r 0
0 0 —brsinf
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Pour ce choix des tétrades, les connexions de spin sont les suivants

0O 0 0 O
0 0 v 0
Woab = ) (458)
0 =t 0 0
0 0 0 O
0 0 0 0
0 0 0 b sin 6
wmb = . (459)
0 0 0 cost)
0 —b'sinf —cosb 0
Alors I’équation de DKP spin-0 en présence de potentiel d’Aharonov-Bohm est
{505 + 460, + ;7ﬁ2 (0 — V'3°B")
if° (0, — i) — V'sindB*B' — cosOB°B*] —m 3 ¥ = [m+ S (r)] ¥ (4.60)
brsinf -7 ’ )
le vecteur de potentiel d’Aharonov-Bohm prend la forme
Ar = A9 = 07
P
A, = ———. .61
Y 2l sind (4.61)
et o
o= —. (4.62)
2
ou la fonction d’onde est définie par
U = e B (U, Wy, Uy, Ty, U5)" (4.63)

En utilisant cette fonction d’onde, nous obtenons les équations suivantes du systeme quantique
2 7 cosf
EVy—i(0,+— | V33— — | Oy + — Wy
r b'r sinf

i

(0, — i) Uy = [+ 5 ()] ¥, (4.64)
i0,0, = [m + S (r)] U, (4.66)
0 = m+ S (1)] Wi, (467)
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1
—_— —ia) ¥y = Us. .
TR—— (0p — i) ¥y = [m+ S (r)] Vs (4.68)
Pour résoudre ce systeme des équations, on met les équations (4.65), (4.66), (4.67) et (4.68) dans

I'’équation (4.64), on trouve

d? 2d 1 1 d d 1
Ry L i) ¥ — (@, —ia)?) b
{er * rdr e b'2r? (sz’n@ do (sm dQ) * sin?6 (9, —ia) )} !

= [m+ S (1)) 0. (4.69)
Par conséquent
1 d d 1
2_ |- = - el - s N2
L= (sme 0 (Smede) * sinzg e —10) ) ‘ (4.70)
Ici
LY, (0,0) =1L+ 1) Yy (6, ) (4.71)
L,=—i <i — m) (4.72)
de
et
I=\+n, n=012,.. (4.73)
A=m— a.

[ sont les valeurs propres communes entre L, et L?, respectivement.

Donc, I'équation (4.69) devient

dr? ' rdr b2

2
{d 24 | l(l+1)}\111:[m+5(r)]2\111 4.74)

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :

Uy (1,0,0) = x () Yim (0, ¢) . (4.75)

avec Y, (0, ¢) (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale y (r),

I’équation différentielle suivante

d? 2d [(l+1)
— 42 L EF?_
{dr2 + rdr + b'2r2

}x (1) = m + S () x (). 4.76)
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4.2.1 Potentiel linéaire

Dans cette section, nous allons étudier le systéme quantique mentionné précédemment en pré-
sence d’'un potentiel linéaire. Nous avons choisi un potentiel scalaire pour analyser les phéno-

menes quantiques. Le potentiel linéaire scalaire est défini par
S(r)=Cr, (4.77)

En utilisant cette expression dans I’équation (4.76) et en effectuant le choix approprié,

/ (41)
1+4 b2 ! o C'r‘2+2m7‘
2

x(r)y=r 2 e

R(r), (4.78)

et le changement,

z=Cr. (4.79)

Alors, R (r) c’est la fonction de Heun biconfluente défine par

I(I+1) 2m E?
R (T) = HeunB ( 1+4 b2 s ﬁ’ E, ,.fl?) s (480)
Nous commengcons par examiner la fonction de Heun biconfluente sous la forme de série,
R(x) = Z a;z’ (4.81)
=0

telle que présentée dans I'équation (4.80), et nous établissons la relation de récurrence :
m(1—|— 1+4“§TE”) +2m(j+1)

Aj+1
VO (j +2) <j +2+4/1 +4l<lb,+;>)

2 _ 14480 o 95
\/ ; J
S g e a;. (4.82)

(j+2) <j+2+ 1 +4l<§j;>>

Aj2 =

Avec la condition

m
41 = ———an. (4.83)
1 /o 0

Dans I'’équation (4.82), pour n = 0 on trouve
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1(1+1)
m(3+ 1+4 6,2) %2_ /1+4l(§j21)_2

a] —
2@(2+ 1+4“ITE”) 2(2+ 1+4“l,+21’)

a9 =

Analysons 'état pour un polynome du premier degré (n = 1). Dans ce cas, nous avons cela

Aj41 = Ay = 0.

ag.

(4.84)

(4.85)

a partir de la relation de récursion donnée par '’équation (4.82), la fonction de Heun biconfluente

(4.80) devient un polyndéme de degré n si et seulement si le condition suivante sont remplies

E? I(l+1)
Dongc,
1
B, =+,C|2n+2+ 1+4l(lb: ).

Alors, nous utilisons (4.85), on touve

m (3 +4/1+ 4“22”) %2 _Jix 41(?-21) _ 9
a; — apg = 0
2V/C (2 +4/1+ 4“27;”) 2 <2 +4/1+ 4“22”)

avec la condition (4.83),

L(l+1)
b/2

L(l+1)
b/2

E =m?|3+4/1+4 +C|2+4/1+4

et ensuite, les valeurs possibles du parametre (' ; sont déterminées par

[(I+1)

By/1+4— 3

2
m
=y

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

I'expression générale des niveaux d’énergie relativistes du systeme de masse dépendant de la po-

sition donnée dans I'équation (4.76) sous I'influence du potentiel d’Aharonov-Bohm dans I'espace-

temps de corde cosmique avec le potentiel linéaire est

1(1+1) 1(1+1)
F+ 1+4”2}P+ 1+4ba}

2

El,l =+m

(4.91)
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La fonction d’onde radiale de I'état fondamental de I'équation (4.78) prend la forme

\/1+4l(§);;1)71 7C"r2+2mr m
X1, (T) =T 2 € 2 1+ agp.
Oy

(4.92)

4.2.2 Potentiel de Cornell

Dans ce contexte, nous optons pour une superposition de potentiel incluant a la fois un potentiel

linéaire et un potentiel de type Coulomb. Ainsi, considérons ce type particulier de potentiel.

S(r)=Cr+ =, (4.93)

En utilisant cette expression dans '’équation (4.76), les solutions sont

/ 2, W1+
1+d4re4d b2 ! 7C'r2+2mr

x(r)=r z e 2 R(r), (4.94)

avec le changement,

z=Cr. (4.95)

R (r) c’est la fonction de Heun biconfluente défine par

(4.96)

1) 2m E? -2 4
R(r):HeunB(\/1+472+4l(l+) m o Am,m),

RN AN/

Nous débutons en examinant la fonction de Heun biconfluente sous sa représentation en série,

R(z) = Z a;x’ (4.97)
=0

conformément a '’équation (4.96), tout en établissant la relation de récurrence :

m(1+\/1+4r2+4“§+2”> +2m(j+1)

Ajt2 =

@j+1
VC(j+2) (j +2+ \/1 + 472 +4’<§j;1>)

b2

(j+2) (j—|—2+ \/1+472+4’<§j,;1>)

E2—0207 _ \/1 +472 4 PG R, B 2j

Avec la condition
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27 + 1+ \/1 + 472 4 41D

a=m ag. (4.99)
VG (1 + \/1 + 472 4 4“2,2”)
Dans I'’équation (4.98), pour n = 0 on trouve
m <27’ +3+ \/1 472 4 4“1;,;1))
a9 = aq
2v/C (2+ \/1+472+4’(§T+21))
B-g0r _ \/1+472+4’<§+21)—2
aop- (4.100)

2 (2 + \/1 + 472 4 41“;21))

Examinons I’état pour un polynéme du premier degré (n = 1). Dans cette situation, nous obte-

nons

Qjp1 = Q2 = 0. (4101)

En utilisant la relation de récurrence fournie par I'équation (4.98), la fonction de Heun bicon-
fluente (4.96) se transforme en un polynéme de degré n si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :

2
— 1
ETQCT— \/1+472+4l(le ) — 2 =2n. (4.102)

Dongc,

[(1+1)

E,=+,|C 2n+2+\/1—|—472+4—+2)\. (4.103)

b/2

Alors, nous utilisons (4.101), on touve

(
m (27 +3+ \/1 + 472 +4l(lb,+21))

2V/C (2 + \/1 + 472 4 4“2,2”)

ai

\

)
Baor \/1+4T2+4“§j21> —2

- ao = 0 (4.104)
1(141)
\ 2(2+\/1+472+4b,2 )
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avec la condition (4.99), on trouve

(27’ + 1+ \/1 472 4—’(2,21))

(1 + \/1 472 4 4“221))

[(+1)

2 _ 9
Ec=m 2

27+3+\/1+472+4

[(l+1
e 27+2+\/1+4T2+4(bz ) (4.105)
les valeurs possibles du parametre ' ; sont déterminées par
(27 +3+ \/1 + 472 + 4“?,;“) (27 +1+ \/1 472 4 4’“;,;1’)
Cyy=m? : (4.106)

2 (1 + \/1 + 472 4 4—1“;,;1))

Lexpression générale des niveaux d’énergie relativistes du systeme de masse dépendant de la posi-
tion, donnée dans I'’équation (4.76), sous l'influence du potentiel d’Aharonov-Bohm dans I'espace-

temps de corde cosmique avec le potentiel de Cornell, est :

I(l+1
El,zzim{<2r+3+\/1+4r2+4 <bj; )> X

(T +24 \/1 + 472 +4“§j,;”) (2T+ 1+ \/1 + 472 +4l<§j21>)

(4.107)
(1 + \/1 472 4 4’“;21))
La fonction d’onde radiale de I'état fondamental de I'équation (4.94) prend la forme
V1+4T2+4l(§)%1)71 7C'r2+2'mr 27— + 1 + \/1 + 47—2 —I— 4l(§2—’~_21)
X1 (r) =7 P e 2 1+m ag. (4.108)

e (1 - \/1 + 472 4 4“;;1))

C’est a noter que si I'on néglige la constante associée 7 au potentiel de Cornell, on aboutit aux
mémes parametres C;, énergie F; et fonction d’'onde x ; () que dans la section précédente avec
le potentiel linéaire.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les solutions des bosons scalaires en présence du potentiel

d’Aharonov-Bohm dans un champ gravitationnel associé a des défauts topologiques tels que les
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cordes cosmiques et les monopoles globaux, avec I'inclusion de potentiels linéaires et du modele
de Cornell. Pour cette étude nous faisons la masse dépendante de la position est étudié via la
transformation m — (m + S (x)) . Dans les deux cas, des solutions exactes ont été obtenues, et
nous avons examiné I'influence du parametre de géométrie sur les deux espaces. Il est important
de noter que la présence du potentiel d’Aharonov-Bohm modifie considérablement les relations
de commutation fondamentales du moment cinétique. Donc le critére de Pauli est inapplicable.
Nous avons revisité ’équation de DKP pour un systéme spin-0 dans deux espaces courbes distincts,
a savoir I'espace de corde cosmique et 'espace de monopole global. Dans chaque espace, nous
avons calculé les connexions de spin et abordé la résolution de la partie radiale en développant
I’équation de Heun biconfluente et en appliquant la méthode de Frobenius autour de l'origine, le
tout sous l'influence du potentiel d’Aharonov-Bohm.

Poursuivant notre analyse, nous avons étudié les potentiels linéaire scalaire et le potentiel de
Cornell, ce qui a conduit a I'obtention des niveaux d’énergie E;; et des fonctions d’onde fonda-
mentales x,; ().

Au cours de notre étude, nous avons observé que les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde sont
sensibles aux défauts topologiques présents dans I’espace-temps de la corde cosmique et ’espace
du monopodle global, caractérisés par le parametre «’. De plus, le parametre &', a une influence
significative sur les solutions des valeurs propres, engendrant ainsi des modifications notables

dans les résultats obtenus.

4.3. Conclusion



Conclusion

Lanalyse des solutions exactes des équations de Dirac (spin-1/2), Klein-Gordon (spin-0) et Duffin-
Kemmer-Petiau (spin-0 et 1) avec une masse dépendante de la position en utilisant la transforma-
tion m — (m + S (r)) dans un espace-temps courbé revét une importance cruciale dans I’élabora-
tion d’'une théorie intégrant la physique quantique et la gravité quantique. Dans cette perspective,

I'examen du comportement des particules relativistes dans ce cadre revét un intérét majeur.

Lobjectif principal de notre thése est 'étude de I'influence de la présence de défauts topologiques
sur le mouvement des particules bosoniques. Nous avons examiné en détail '’équation de Klein-
Gordon ainsi que I'équation de DKP spin-0, ces équations décrivent le mouvement des bosons.
Nous avons opté pour différentes formes de défauts topologiques tels que le trou de ver, la corde
cosmique et le monopole global. Cette sélection a été faite en tenant compte de la simplicité de la
métrique associée a chaque défaut topologique, de plus, en raison de leur importance, notamment
dans le domaine de I'astrophysique et de la cosmologie, ainsi que dans le domaine de la physique
de I’état solide (notamment en ce qui concerne les défauts de dislocations), ces études ont suscité
un vif intérét dans la recherche moderne en physique théorique.

Au cours de notre analyse, nous avons également évalué divers types de potentiels, notamment le
potentiel d’Aharonov-Bohm, le potentiel linéaire, le potentiel de Coulomb, le potentiel de Cornell,
ainsi que d’autres formes de potentiels. Pour chacun des potentiels mentionnés, nous avons ob-
tenu des équations différentielles du deuxiéme ordre sous la forme de Heun confluente ou Heun
biconfluente. Ces équations différentielles ont été résolues en utilisant la méthode de Frobenius,
exprimée sous la forme d’'un développement en série de puissances autour de l'origine.

Les conclusions de notre étude étaient les suivantes :

1- Nous avons observé que les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde des champs oscillateurs
sont sensibles a l'influence des défauts topologiques présents dans I'espace-temps des trous de
ver, caractérisés par le parametre «. En outre, le parametre a, représentant le rayon du trou de
ver, exerce une influence significative sur les solutions des valeurs propres, induisant ainsi des
modifications remarquables dans les résultats obtenus.

2- Concernant les défauts topologiques des cordes cosmiques et des monopoles globaux, nous
avons constaté que les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde obtenus sont sensibles a I'in-
fluence de ces défauts, caractérisés par le parametre a'. De plus, le parameétre ¥, respectivement
associé a chaque défaut, exerce une influence significative sur les solutions des valeurs propres.
3- Exactement, I'effet Aharonov-Bohm induit une altération totale des relations de commutation

fondamentales du moment cinétique, connues sous le nom de « critére de Pauli ». En conséquence,




le critére de Pauli devient inapplicable en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm.

Les fonctions propres ainsi que les valeurs propres de L, et L? ont été exposées en respectant la
condition de limite suivante ¢ (0, )|,_ . = 0. Lespace S a été divisé en deux sous-espaces, ou S
est englobé par 'ensemble des fonctions d’onde ¢, ;, (0, ¢), tandis que S_ est inclus dans toutes
les fonctions d’onde 1y, (6, ¢).




Annexe A : Iéquation de Heun confluente

Dans cette annexe, nous expliquons comment arriver a ’équation de Heun confluente a partir de
I’équation différentielle qu’elle décrit. Il existe de nombreuses références dans la littérature. Mais
nous comptions plus sur le travail [96].
La forme standard de 'équation de Heun confluente est

+1 +1 v

H" + a+6—+L o+ B+ 2 m=o, (B.1)

x r—1 x x—1

ou H (z) = He (o, 5,7,9,n; z) est la fonction de Heun confluente. Les parametres p et v donnés

dans le dernier terme de '’équation (B.1) sont définis comme

uz%(1+6)—§(1+7)—%—n
L R -{ ey N B ) (B.2)

En utilisant la méthode de Frobenius [97], nous pouvons obtenir une solution polynomiale a
I’équation de Heun confluente. écrivons la fonction de Heun confluente sous la forme dune série
de puissances autour de l'origine, cest-a-dire H (z) = >, axz"”. Ainsi, a partir de 'équation

(B.1) on obtient la relation :
W

p+1

Qo (BB)

a; = —
et la relation de récurrence :

(k+1)(k+2+6+7—oa)—u] » [( ak+p+v )]ak

(k+2)(k+2+5) E+2)(k+2+8 (B4)

Q42 = [

En utilisant '’équation (B.2), nous pouvons réécrire les équations (B.3) et (B.4) sous la forme :avec
le coefficient
(B.5)

S [a(5+1)—5(1+7)—7—2n]a
1 2(6+1) ’

2(k+1)(k+2+8+y—a)—a(B+1)+B(1+7v)+v+2n
2(k+2)(k+2+p)
[ak+5+g(2+ﬁ+7)]
k+2)(k+2+p) | "

Par conséquent, a partir de 'équation (B.4) ou I’équation (B.6), le confluent Heun série devient

et

Q42 = [ } ag+1

(B.6)

un polynome de degré n quand on impose deux conditions :

Qpy1 = 0




§=—« n+%(2+5+’y) . (B.7)

Oun = 1,2,3,4.... Malheureusement, nous ne savons pas s’il existe une expression fermée pour le
comportement asymptotique de la fonction de Heun confluente pour les grandes valeurs de son
argument. Pour cette raison, nous avons utilisé les informations fournies par les équations (B.3)

a (B.7) dans ce travail dans le but d’analyser chaque coefficient a; séparément.




Annexe B : équation de Heun biconfluente

Dans cette annexe, nous détaillons le processus conduisant a I'équation de Heun biconfluente a
partir de I'équation différentielle qu’elle représente. Bien que de nombreuses références soient
disponibles dans la littérature, nous nous sommes principalement appuyés sur les contributions
de travaux antérieurs [98].

Iéquation biconfluente de Heun est une équation différentielle linéaire du second ordre et est
généralement notée HeunB («, 3,7, 0;x). La forme générale de I’équation biconfluente de Heun

est donnée par

d*y 1+« dy

@ [ ‘5‘24@

1 1
—l—{(fy—oz—Q)—5[(54—(14—04)5}5}3/: : (C.1)

y (x) est la fonction biconfluente de Heun. Supposons que les solutions de '’équation biconfluente

de Heun (C'.1) puissent s’écrire comme suit

o0

y(r) =Y e, (C.2)
s=0
et ainsi, nous avons
iy (x) = i scer® ™t (C.3)
dx g
d? e
@y (r) = Z s(s—1)cex* 2 (C.4)
s=2

Remplacement les équations (C.2), (C.3) et (C.4) dans I'équation (C'.1), on arrive a

-1 ; s—2 —3-9 : s—1
Zs(s ) csT —|—< . g x)Zscx

s=1

+{(7—oz—2)—%[54—(14—@)6]1}20@3:0. (C.5)

Il en découle que

i s(s—1)cex® 2+ i: (14 a)scar™? — Z Bscer®!

s=1 s=1

@
I
)




[e.e]

— Z 2scx® + Z —a—2)csa’ — Z % [0+ (1+a)B]ca® ! =0, (C.6)

s=0

Ou, de maniere equ1valente

Z (S4+2)(S+1)cgon +Z (1+a)(S+1)cygpor®

S=0 S=-1
Zﬁ S + 1 CSJrlJJ — Z ZSCS+2$ + Z — o — 2) Csxs
S=0 S=-1 S=0
00 1 <
— Z 5 [5 + (1 + a) 6] CsH1T" = 07 (C7)
S=

Ou S = s — 2. En regroupant tous les termes du méme ordre en z, nous obtenons

{(1+o¢)cl—%[5+(1+o¢)ﬁ]co}x
-1—{2(2—}—04)02—{%[5—|—(1+0z)ﬁ+5]}01+(7—o¢—2)00}

+§:{(S+2)(S+2+Oz)cs+2—{%[5+(1+a)ﬁ+(5+1)ﬁ]}03+1

S=0

+ (y—a—-2-28)cstz” =0, (C.8)

Ainsi, 'équation (C'.8) donne les relations de récurrence suivantes pour les coefficients de 'expan-
sion
1
1+a)g = 5[5+(1+a)ﬁ] Co, (C.9)

22+ a)cy = {%[5+(1+a)6+6]}01—(’y—a—?)co, (C.10)

(S+2)(S+2+a)csys = {%[5+(1+0¢)5+(S+1)5]}CS+1
—(y—a—=2-29)cg, S > 0. (C.11D)

a partir de la relation de récurrence donnée par I’équation (C'.11), la fonction HeunB («, 3,7, 0; )

devient un polynéme de degré n si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites
y—a—2=2n, (C.12)

Cn+1 = Co2 = 0. (C13)




Annexe C : Leffet électromagnétique du po-
tentiel d’Aharonov-Bohm

I'électrodynamique classique est décrite par les quatre équations fondamentales de Maxwell sui-

vantes :
— — p
V.E=51 (D.1)
€o
V.B=0 (D.2)
o8B
- =
E__95 D.
V x 5 (D.3)
- . 9E
?XB = o <j +8OE> (D4)

. H H . 7 . 7 .

Dans ces équations, les vecteurs ' et B sont respectivement le champ électrique et magnétique.
o /4 ﬁ V4 . . V4 4 .

p C’est la densité de charge et j le courant. Dans la théorie classique, le champ électromagnétique

exerce sur une particule de charge ¢ qui se déplace par la vitesse v la force de Lorentz;

— — - =

F=qE+quv xB (D.5)
.. . — — — — — , .

Dans la théorie classique, la force de Lorentz est nulle ' = 0 lorsque £ = B = 0. Les équations

fondamentales de I'électromagnétisme (équations de Maxwell) s’écrivent avec les seuls champs

H H . 7 7, 7 . \ .

E et B. par consequent il n’y a pas de champ électromagnétique dans les régions ou ces derniers

_>
sont nuls. On introduit maintenant les notions des potentiels scalaire ¢ et vecteur A, a partir la

*\ V4 . 7 . ﬁ L,
deuxieme équation de Maxwell, on peut écrire le champ B magnétique sous la forme

—

B=VxA (D.6)

ﬁ ﬁ ﬁ . .\ V4 . 3
parce que V. <V X A) = 0. Alors la troisieme équation de Maxwell devient

UxF = (_w_ %) __0B 0.7

oA

. . 7 7, . H . N
Aharonov and Bohm [99] ont prédit que les potentiels électromagnétiques A et ¢ pourraient étre
des quantités physiques réelles et que cela pourrait étre démontré par des expériences d’interfé-

rence d’électrons .




. . V4 e . . H .
il est facile de vérifier que les potentiels scalaire ¢ et vecteur A ne sont pas uniques par la

transformation de jauge suivante sur les potentiels

¢ = —g—’; (D.9)
A=A+ Vy (D.10)
Dongc,
=, =, 82’ = dx 0 /— = —
E_—w)—@t_—v(—E>—§(A+v¢)_f«; (D.11)

En mécanique quantique, I'effet d’Aharonov-Bohm n’a pas un origine dans la théorie classique.
. . 7 . \ - - e .

Les effets physiques se produisent dans la région ot £ = B = 0 et dont le potentiel vecteur A

n’est pas nul. Pour concrétiser ce phénomene, en introduit un solénoide derriere le mur entre les

fentes. Considérons les intégrales de la forme suivante

Xc, = / A (r)dr (D.12)
C

XCs =/ A (r)dr (D.13)
Co

avec 1 et 2 désignant deux chemins différents. La différence de phase entre les deux chemins 1 et
2 est

A:Xcl_XCQZQ{/ Z(r)dr—/ X(T)d?‘} (D.14)
C1 C2

En Utilisant le théoreme de Stokes, on trouve que
é
A:q/A(T)dT:qq)%O (D.15)

Ici, C; et C| représentent les chemins empruntés par chaque faisceau lors du passage du solénoide.
Puisqu’ils forment un chemin fermé autour de la solénoide, la différence de phase totale entre les
faisceaux sera proportionnelle au flux magnétique a I'intérieur de la solénoide. Donc, si nous
modifions le champ magnétique dans la solénoide, la différence de phase entre les faisceaux et
le motif d’interférence se déplace : c’est ce qu’on appelle 'effet d’Aharonov-Bohm. La vérification
expérimentale de I'effet d’Aharonov-Bohm a fait 'objet du plusieurs expériences complexes dont
certaines mettent en jeu les microtechnologies des circuits intégrés. Enfin, on pense que I'effet
d’Aharonov-Bohm jouera un réle important dans les circuits électroniques de demain.

Dans la région ou E=B= 6: en annulant les potentiels scalaire ¢ et vecteur A , un potentiel
vecteur A’ existera toujours. Ceci constitue l'effet d’Aharonov-Bohm qui est un effet de nature
quantique.

A =Vy (D.16)




la fonction de jauge prend la forme suivantes

X = /Z(r) dr (D.17)
et le changement de jauge de phase devient

W = el A@ydry, (D.18)

Leffet Aharonov-Bohm est un phénomene quantique qui démontre que méme en I'absence de
champ électromagnétique a I'intérieur d’'une région donnée, la présence d'un champ magnétique
peut tout de méme influencer le comportement des particules chargées. Cet effet a été proposé
par les physiciens Yakir Aharonov et David Bohm en 1959.

En essence, I'effet Aharonov-Bohm met en évidence le réle du potentiel vecteur électromagnétique
dans la physique quantique. Alors que le champ magnétique en lui-méme peut étre nul dans une
certaine région, le potentiel vecteur associé peut avoir une influence mesurable sur la phase
quantique d’une particule chargée qui se déplace a travers cette région.

Cette observation contredit I'idée classique selon laquelle seuls les champs électriques et magné-
tiques ont un impact sur les particules chargées. effet Aharonov-Bohm illustre ainsi la nécessité
de considérer le potentiel vecteur électromagnétique pour une description complete des phéno-
menes quantiques.




Annexe D : Critere de Pauli et ’effet de vec-
teur d’Aharonov-Bohm

Le moment cinétique angulaire, est une grandeur physique importante en physique, en particulier
en mécanique quantique. Il est défini comme le produit vectoriel de la position et de la quantité

de mouvement d’une particule par rapport a un point donné L = r x p. Sa composante quantifiée.

Le moment cinétique angulaire est un opérateur hermitien dans le formalisme de la mécanique

quantique satisfait aux relations suivantes

L x L =ihL, (E.1)
[Li; L]] = iheijkLk, (EZ)
[L.,Ly] = +hL,. (E.3)
[L?,Ly] =0. (E.4)
Avec les opérateurs L., L?et L, sont

Ly=L,+iL, (E.5)

0? 1 0 1 02
L2 — _h? — _— S E.6
<ae2 +tan089+sin298g02) (E.6)
L, = _ind (E.7)

dp

Le moment cinétique angulaire repose sur les relations de commutation que Pauli a imposées afin
que les fonctions propres appropriées soient intégrables et closes sous I'action des opérateurs.
Cette exigence est connue sous le nom de critere de Pauli.

Le moment cinétique angulaire en présence du potentiel d’Aharonov-Bohm

02 1 0 1 0 2
L2 — _ 52| 2 . - E.
g <892 T an000 T sinZo (3@ w‘) ) : (E-7)
avec
L., = —ih (3 _ m) . (E.8)
dyp

Le potentiel d’Aharonov-Bohm s’écrit sous la forme




A, = Ay =0,

)

" Onrsind

A, (E.9)

Cheng [100] a démontré que le moment cinétique angulaire ne respecte pas les relations de com-

mutation fondamentales. a la place de ces équations, il obtient

L x L =ihL + 2imah cos 09 (cos2 60— 1) Uy, (E.10)

Pour cette équation, nous avons

(L., Ly] = +hL.. (E.11)

[L?,Ly] = F2ah? [L6 (cos® @ — 1) + 6 (cos® 6 — 1) L] . (E.12)

Ces regles sont different des équations (F.1) et (E.4). Selon 'argument de Cheng [100], 1a région
ou le champ magnétique existe est inaccessible a I’électron, et par conséquent, les relations de
commutation du moment cinétique angulaire devraient en tenir compte. Cheng [100] qualifie ce
type de relations de communication de "global". En conséquence, le critere de Pauli n’est plus

applicable. Les solutions de L, et L? dans les conditions limites suivantes a

¥ (0, ©)lp—g,r =0 (E.13)
Cela signifie que la particule est limitée a la région doublement connectée de
0F#0,m (E.14)

Kretzschmar [101] a suggéré les solutions ci-aprés

L.y (‘9, 90) = A, (67 %0) ) (E.15)
Ly (0,0) = L1+ 1) By (0, ) - (E.16)

Avec
A=m—a, m=(0,£1,%+2,...), (E.17)




I=[\+k k=0,1,2.. (E.18)

Les parametres A et [ évoluent en fonction de la quantité o du champ magnétique. Enfin, les

fonctions propres normalisées sont exprimées de la maniére suivante

Ui (0,0) = CMPZIAI cosfe™?,  m = (0,£1,%2,..), (E.19)
Avec
1
iz (20+FIT T+ A +1))2
= e'2 iz . E.20
O =er s ( dr T(— M+ 1) (E-20)

Linapplicabilité du critére de Pauli a entrainé une modification compléte de I'espace Hilbert total
S. Celui-ci est maintenant divisé en deux sous-espaces, S, et S_. Le premier est englobé par
toutes les fonctions propres v, ; (6, ¢), tandis que le second est englobé par toutes les fonctions

propres 1, (#, ¢). Ces deux sous-espaces ne sont reliés par aucun opérateur. Ou

Yy (0,0) = C,\l,llpl:’\l cosS QGWW, (E.21)
pour
)\1:m—06>0, et l1:/\1+]€ (EZZ)
Et
gty (0. 0) = rg1, P, cos 0™, (E.23)
pour
M=m—a< O, et [1=—-X+k. (E.24)

a présent, nous allons discuter des régles de commutation en présence de défauts topologiques.
1- cas d’'une corde cosmique.

ds? = dt* — dr? — r2d6? — a"*r*sin®0dy?, (E.25)

Le potentiel d’Aharonov-Bohm s’écrit sous la forme

A, =4y =0,




)

Y 2ma'rsin@’

Ainsi, nous avons la relation de commutation suivante
L x L =ihL + <22m—/0h2) cos 06 (0052 0 — 1) Uy,
a
2- cas d'un monopole global.

ds® = dt* — dr® — V*r? (0 + sin®0dp?)

Le potentiel d’Aharonov-Bohm s’écrit sous la forme

Ar:AGI()?

)
A=
Y 27rbrsind

Ainsi, nous avons la relation de commutation suivante

LxL=ihL+ (212';0 h2) c0s 05 (cos 6 — 1) uy,

(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)
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