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Résumé

Lobjet de notre travail en premier lieu porte essentiellement sur I'étude de I'interaction entre
terme source et terme dissipatif, il est important de savoir quel terme l'emporte sur 'autre.
Nous établissons un résultat de non-existence d'un systéme viscoélastique avec une dissipation
de Balakrishnan-Taylor et une source non linéaire dans tout I’espace. Le résultat de non-existence
est basé sur la méthode des fonctions test développé par Mitidieri et Pohozaev. Nous établissons
des conditions nécessaires d’existence locale et globale. Exactement, nous trouvons un rang de
valeurs pour p et ¢ (puissances des termes source) pour laquelle nous avons la non-existence sous
des hypotheses minimales sur les fonctions de relaxations g et h. les résultats obtenus dans cette
these prolongent les résultats précédents de Zarai et Tatar. en suite Lobjectif principal et crucial
de cette recherche est d’examiner une équation de membrane élastique non linéaire intégrant
une détention et de sources de conditions dans un cadre délimité (bien fermé).Dans lequel nous
obtenons des conditions suffisantes sur les données initiales et les fonctionnels impliqués pour
que I'énergie initiale non positive des solutions ainsi que I'énergie initiale positive s’explosent en

un temps fini. En outre, ce travail fournit aussi des estimations de la durée de vie de ces solutions.



Abstract

The object of our work relates primarily to the study of the interaction between source term and
dissipative term, it is important to know which term wins over the other. We establish a result
of non-existence of a viscoelastic system with Balakrishnan-Taylor dissipation and a nonlinear
source in all space. The non-existence result is based on the test functions method developed
by Mitidieri and Pohozaev.We establish the necessary conditions for local and global existence.
Exactly, we find a rank of values for p and ¢ (powers of the source terms) for which we have non-
existence under minimal assumptions on the relaxation functions g and h. the results obtained in
this thesis extend the previous results of Zarai and Tatar.

The primary objective of this research is to examine a nonlinear elastic membrane equation in-
corporating delay and source terms within a bounded domain. We obtain sufficient conditions on
the initial data and the involved functionals for which the energy of solutions with non positive
initial energy as well as positive initial energy blow up in a finite-time. In addition, this research

work provides estimates for the lifespan of these solutions.
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Introduction

Dans les quarante-cinq dernieres années, 'explosion en temps fini et la non existence de la solu-
tion pour les équations aux dérivées partielles et les systemes ont recu une attention croissante.
On peut trouver une bibliographie assez vaste sur les travaux concernant les équations parabo-
liques et hyperboliques et des systémes sur un domaine borné dans l'espace R" entier, le bon
travail réalisé pour 'équation de la chaleur avec une non linéarité de puissance est du a Fujita
[6] (1966) pour I'équation des ondes on peut citer Glassey [19, 20] et Kirane, Tatar [13] Leurs tra-
vaux ont été étendus et généralisés a des équations dégénérés et singulieres et sur différentes non
bornés (comme domaines extérieurs et les cones) la question de la non solvabilité des équations
d’évolution a été traitée et discutée sous différents angles en utilisant différentes méthodes et
techniques. Iidée de base dans la plupart de ces travaux est de comparer les solutions avec des
sous solutions qui explosent généralement en un temps fini.

On étudie dans ce travail la non existence des solutions dans I'espace entier d’'une équation hy-
perbolique soumise a une force extérieure ( source de type polynomiale |u|")

il s’est avéré que cette source empéche I'existence globale (en temps) de la solution du probleme,
c’est a dire que la solution (ou plus précisément I’énergie du probleme) tend vers I'infini pour la
norme de I'espace considéré quand ¢ s’approche d’une valeur finie 7" appelée temps d’explosion.
Pour cette raison on appelle le terme source terme d’explosion.

Les termes de dissipations sont par contre des termes qui ont tendance a stabiliser la solution du
probleme il est facile de voir qu’en absence de termes sources, si la solution existe localement
alors on peut toujours la prolonger en solution globale. Cette interaction entre terme source et
terme dissipatif a été une question fondamental dans de nombreux travaux et elle I'est toujours.
Il est important de savoir quel terme ’emporte sur I'autre. Notre préoccupation en premier lieux
est un probléme des ondes & une source d’une force extérieure sur 'espace RY entier N > 1
notamment, on va démontrer la non existence par la méthode des fonctions tests du probleme

aux valeurs initiales suivant

ug — & Au+ouy = |ul’  dans RN x [0, 4+00)
u(0,7) = up(z) € L. (RY) 3.1
u(0,7) = u1(z) € Lj, (RY)
oup > 1 et up(z),us(x) sont les données initiales. Tous les parametres { et / sont supposés étre
des constantes positives. Le modeéle entre les mains dans un domaine borné Q2 de RV, 1l est lié a

I’équation de vibrations.



Et en deuxieme lieux Notre préoccupation dans cette partie est un systéme fortement couplé avec
un amortissement de Balakrishnan-Taylor et une source de type puissance agissant comme une
force externe sur tout 'espace RV, N > 1. Bien que nous étudions le cas particulier ol les noyaux
g et h décroissent polynomialement, les résultats de I'étude restent valides pour une gamme
d’autres types de noyaux tels que les fonctions a décroissance exponentielle. Nous considérons le

systéme décrit par cette formule

g — M (t)Au + fotg (t — s) Auds = |[v|’ dans [0, +00) x RN
v — M(t)Av + [ h(t — s) Avds = |u]? dans [0, +00) x RN
u(0,2) = ug (z), u (0,2) = uy (z) dans RN
v(0,2) = vo (2), v (0,2) = vy (2) dans RN

4.1)

Ou p,q > 1, up(x), ui(x), vo(z) et v1(x) sont les données initiales et
M(t) = &+ & [ Vu (bl + & Vo ()ls + & (Vu (t), Ve (1) + & (Vo (1), Vo (¢)

Ou tous les parametres £, 7 = 0, 1, 2, 3,4 sont supposés étre des constantes positives. Les fonctions
g et h sont des fonctions de relaxation qui dépendent des propriétés des deux matériaux visco-
élastiques différents. Le modéle en main dans un domaine délimité Q2 de R" pour le cas d’'une
seule équation, avec amortissement de Balakrishnan-Taylor ({; > 0) et ¢ = 0, a été proposé a
l'origine par Balakrishnan et Taylor en 1989 [26] et Bass et Zes [27]. Elle est liée a I'’équation du
flottement des panneaux et au probleme de débordement. Jusqu’a présent, les deux problemes
(3.1) et (4.1) ont étés étudié par Y. You [25], H. R. Clark [7] et N.e. Tatar et A. Zarai [14 — 16] et
plusieurs résultats sur la décroissance exponentielle et 'explosion en temps fini ont été obtenus.

Cobjectif principal de ce travail est de trouver un rang de valeurs pour p et ¢ dans lesquelles nous
n’avons pas d’existence sous des hypotheses minimales sur g et h.Les résultats obtenus dans ce
travail prolongent les résultats précédents de Zarai et Tatar [16].

Lanalyse de la solution d’un systeme mathématique peut fournir des informations précieuses sur
le comportement d'un probleme du monde réel, guider les processus de prise de décision et
contribuer a 'avancement des connaissances dans le domaine concerné. Le but de ce travail est

d’examiner le probléme mentionné ci-dessous :

+ f()t h<t - T)Aw(ya T)d’/‘ + :uowt(yu t) + :U’lwt(yat - T) = |w|q_2 w, Y& Q7 0< ta

w(yvt) - Oa Yy e 8@,0 <t, (51)
w (y70> = wo(y)a Wy (ya()) = wl(y)a ye an < ta
wt(yvt_T):f0<y7t>7 y€Q7 te (O7T)>




ou () appartient a R™ avec une frontiere réguliere 0Q2(n > 2), les variables w, y et ¢ désignent
respectivement le déplacement transversal de la plaque, la coordonnée spatiale dans la direc-
tion de 'écoulement du fluide et le temps. Les parameétres o, d et b désignent respectivement les
termes d’amortissement structurel viscoélastique, la rigidité (la raideur) non linéaire et la charge
de traction dans le plan. Ces quantités subissent une non-dimensionnement, ou b, d, o et j, sont
des constantes maintenues fixes et positives. Le parametre ;. est un nombre réel et h(¢) est une
fonction positive incorporant le noyau de la mémoire, conformément aux conditions définies dans
(H1). Le retard temporel est désigné par 7 > 0, et les fonctions wy, wy, fo sont des entités pré-
déterminées appartenant a des espaces fonctionnels appropriés. En 'absence du terme de retard,
I'équation (5.1) est liée a 'équation du panneau de flottement comportant un terme mémoire.
Cette équation émerge dans des expériences en soufflerie menées a des vitesses supersoniques
pour étudier le comportement d’'un panneau. Pour une dérivation détaillée de ce modele, on peut
consulter les travaux de la littérature [16]. Pour des informations supplémentaires sur ’équation
de Balakrishnan-Taylor, les lecteurs intéressés peuvent se référer a [16], [27], [31 — 35]. Zarai" et
Tatar ont exploré les équations d’onde incorporant des termes de mémoire de Balakrishnan-Taylor
et des termes sources :

w— (b+ d[Vull* + o (Vu(y. 1) wt<y,t>>) Awly.1)

—I—fo (t — r)Aw(y, r)dr = |w|" > w yeQ0<t, 5.2)
w(y,t) =0, y € 00,0 <t, .

ils ont montré un résultat de décroissance exponentielle pour I'énergie sous la condition que le
noyau présente une décroissance exponentielle. De plus, ils ont abordé le scénario consistant a

incorporer le terme A%w + A%w,; dans le probléme décrit par 'équation (5.2),

wi — (b d [ Vull* + 0 (Vu(y. t), Vuy(y.1))) Auw(y, 1

—I—fo (t — ) Aw(y, r)dr + A%w + A2w, = |w]"*w, y€N,0<t, (5.3)
w(y,t)—%ﬁ’;—o y € 00,0 <t, .
w(y,t) =0, y € 00,0 < t.

noté comme l'apparition d’'une explosion de solution pour I’équation (5.3) a été démontrée dans
les conditions de ¢ > 2 et d’énergie initiale négative F(0).Par la suite, les résultats ont été affinés
en établissant une caractéristique de décroissance polynomiale pour la fonction de relaxation,
illustrant une décroissance polynomiale dans la littérature. Ils ont étendu les considérations de
stabilité de (5.2) et les résultats d’explosion aux cas ou £(0) > 0 dans le cadre plus général du
modele (5.3).




Lobjectif de ce manuscrit est d’étudier le phénomene d’explosion dans le contexte du probleme
(5.1), qui integre les termes de retard et de source. Lintroduction du terme de retard plwt(y,t—7)
distingue ce probleme de ceux précédemment abordés dans la littérature. Les retards se mani-
festent fréquemment dans divers domaines tels que la physique, la chimie, la biologie, la ther-
modynamique et 'économie. Par conséquent, les équations décrivant la dynamique des solutions
pour les équations aux dérivées partielles (EDP) effectuées par retard temporel sont devenues
un domaine de recherche dynamique actuellement, comme en témoignent des travaux tels que
[16], [27] , [33 — 36] et les références qui y sont contenues. La présence d’'un retard peut constituer
une source potentielle d’instabilité, comme l'ont démontré des travaux antérieurs. Ces travaux
ont établi qu'un retard méme minime pourrait déstabiliser un systeme asymptotiquement stable
en 'absence de retard, a moins que des conditions de contrdle supplémentaires ne soient mises
en ceuvre. Nicaise et Pignotti ont démontré une stabilité exponentielle de I'énergie sous ’hypo-
these p; < 1. Cependant, dans le cas ou 1, > 1, ils ont pu construire une séquence de retards
conduisant a une instabilité de la solution correspondante. Abordant la stabilité asymptotique, Mi
Jin Lee et al. a étudié I'’équation viscoélastique de Kirchhoff suivante avec des termes de retard et

d’amortissement tels que

wy — (b+d |Vw|® + o (Vw(y, t), Vw(y, t))) Aw(y,t)

+ Jo h(t = r)Aw(y, r)dr + pgwi(y, ) + mw(y,t =) = |w|* " w,
pour y € ;0 < ¢ avec des conditions initiales et aux limites appropriées. Ils ont montré la nature
asymptotique par des fonctionnelles de Lyapunov appropriées. S’appuyant sur des recherches an-
térieures, cette étude se penche sur le phénomene d’explosion de la solution dans le cadre de
I’équation de la membrane élastique non linéaire comportant des termes de retard et de source.
Notamment, le comportement d’explosion des solutions pour une équation de Kirchhoff viscoélas-
tique avec amortissement de Balakrishnan-Taylor et un terme de retard reste non abordé dans la
littérature existante, ce qui donne I'impulsion a la présente enquéte.
Le reste du travail est organisé comme suit : La section 2 présente les hypothéses et les lemmes es-
sentiels faisant partie intégrante de notre analyse, aboutissant a un lemme essentiel et au résultat
principal. Dans la section 3, nous expliquons I'énoncé et fournissons la preuve de notre principal
résultat d’explosion.
Ce travail comporte cinque chapitres :
Le premier chapitre expose les notions préliminaires et les symboles en vues de les utiliser dans
les chapitres suivants. On insistera en particulier sur quelques théoremes généraux d’analyse fonc-
tionnelle sur les espaces de sobolev et quelques inégalités utiles.

Le deuxiéme chapitre nous parlerons des fonctions tests ainsi que des propriétés tres importantes




sur les distributions la partie complément de ce chapitre contient la théorie d’intégration dans
RV,

Le troisiéme chapitre est consacré sur un résultat de la non existence d’une équation hyperbolique
avec une source non linéaire dans tout I'espace, ce résultat est basé sur la méthode des fonctions
tests développées par Mitidieri et Pohozaev [2] nous établissons aussi des conditions nécessaires
d’existence locale et globale.

Nous nous intéressons dans le quaterieme chapitre aux conditions de la non-solvabilité de (4.1).
La méthode que nous utilisons est aussi la méthode de la fonction test Notre démonstration
repose sur un argument par contradiction, qui implique des estimations a priori des solutions
faibles de (4.1) et un choix judicieux des fonctions test spéciales et d'un argument d’échelle.et
enfin le dernier chapitre qui parle sur I'explosion et durée de vie des solutions pour I'’équation
de membrane élastique avec retard lanalyse de la solution d’'un systeme mathématique peut
fournir des informations précieuses sur le comportement d’un probléme du monde réel, guider
les processus de prise de décision et contribuer a 'avancement des connaissances dans le domaine

concerné. Le but de ce travail est d’examiner le probleme (5.1)
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Chapitre 1. Notions Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons rappeler les notions essentielles de méme que les résultats fonda-
mentaux qui concernent les espaces L? ; les espaces de sobolev, et certains théorémes d’existence
pour des problemes d’évolution aussi il a pour but de présenter (ou de rappeler) un certain
nombre d’outils d’analyse mathématiques (I’espace des fonctions tests et la théorie de distribu-
tion, ainsi que l'intégration dans R") qui seront utilisées par la suite, nous profiterons également
pour introduire les principales notations

Notons par

x = (21, T2, T3, ..., Tp)

le point générique d’un ouvert  de R
Soit u une fonction définie de ) a valeurs dans R

On désigne par

ou(x)
8$i

La dérivée partielle de la fonction u par rapport a z;

Diu(x) =

Définissons aussi le gradient et le laplacien de u respectivement comme suit

2

ou Ou ou 2 ~—|0u
Vo= G oy B, IV Zl O, (-1
" 9%u(x) 0?u 0*u 0%u
A = = 1.2
On notera par C(£2) I'espace des fonctions continues de (2 a valeurs dans R ,
(C'(£2))™ est 'espace des fonctions continues de (2 dans R™ ,
Cy(Q) Yespace des fonctions continues et bornées sur (2, munit de la norme ||.||
[ul o = sup |u(z)] (1.3)

2€Q)

pour k > 1 entier , C*(Q) est 'espace des fonctions « qui sont k fois dérivables dont la dérivée
d’ordre k est continue sur ¢
Ck() est espace des fonctions de C*(€2), dont le support est compact et continu dans €2
Nous définissons aussi C*(£2), comme I'espace des restrictions a Q des éléments de C* (R") ou
bien comme étant 'espace des fonctions de C*(2), telle que pour tous 0 < j < k , et tout zy € 99
la limite suivante

lim D’ u(z)

r—x0
existe et dépend uniquement de z
C°(92) ou bien D (Q2) est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts

qu’on appelle espace des fonctions test.




Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.1 Espaces L”

Soit 2 un ouvert de RY munu de la mesure de Lebesgue dx .
On désigne par L'(f2) I'espace des classes de fonctions intégrables sur ) a valeurs dans R,

munit de la norme

lull = / ju(z)| de (1.4)
Q

Soitp e Ravecl < p < +o0,

On définit 'espace des classes de fonctions L”({2) par

LP(Q) =< f:Q— R, fmesurable et / lu(x) P de < 400 (1.5)
Q
Sa norme est
fulls = | [ luto) dz (1.6)
Q

1.1.1 Espace L ()

loc

On dit qu’une fonction f : Q — R appartient a L? (Q) si f1x € LY (Q) pour tout compact K C 2

loc

autrement dit (ou bien) soit f une fonction (définie presque par tout). On dit que f est localement

intégrable sur () si elle est intégrable sur tout compact de 2 et on écrit

€ Lipo(§)

loc

Remarque 1.1 lespace L? muni du produit scalaire

<ﬁm=/mM7ﬁg€ﬁ (1.7)
Q

est un espace de Hilbert

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, 1 < p < oo et [0, T] un intervalle de R.
on appelle espace de Lebesgue a valeurs dans X et on le note L?(0,T, X) Uespace des fonctions

f:]0,T[ — X mésurables qui vérifient

1.1. Espaces L”
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p

T
1) si 1<p< oo, / 1A% dt | o= o, < 00 (1.8)
0

2)si p=00, supess|flly = [flery <0 (1.9)
t€]0,T']

Proposition 1.1 LF(0, T, X) muni de la norme || f{| ;. 7 x) 0t 1 < p < oo est un espace de Banach.

1.2 Espace de Sobolev

Notation 1.1 Soit Q un domaine ouvert de R™. On appelle multi-indice (ou n-multi-indice) une

suite d’enties positifs

a = (ay,as,....,ap)

b= (bl,bg, ceeny bn)

Et on pose
la] = a1 +as + .... + ay

a—b:(al—bl,ag—bg, ..... ,an—bn)

g () (D) ()"
-\ oxy oxy) 0x,,

Sion a f(x) une fonction de la variable v = (1, 2, ...., ¥,,) un vecteur de RY , donc

= (2, 232, ...,z
for = o
qui est aussi noté
Hlal Hlal
_f - Daf - a a f
Ox? 0xi' 05> ....... Oxdn

1.2. Espace de Sobolev
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1.2.1 Dérivée faible

Définition 1.2 Soit Q un ouvert de Ret 1 <i < n, u € L} () une fonction a une i-éme dérivée

loc

faible dans Lj,.(Q) s’il existe f; € L;, () telle que ¢ € C° (Q) on ait

loc

Ju@dieta)ds = [ fiwota)aa

Q

Cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de u € L},.(Q2) au sens des distributions,

On écrira alors
ou

fi

1.2.2 Espace W?(Q)

Soit © un ouvert quelconque de R¥ etp € R, 1 < p < 400,
I'espace WP (Q) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q); tel que Ou € LP(Q), 1 <i<n}

ou 9; est la i-eéme dérivée faible de u € L},.(Q2)

On pose
H'(Q) =W(Q)

1.2.3 Espace W"™P(Q))

soit 2 un ouvert quelconque de RV, m >2etp € Rtel que 1 < p < +oo,

On définit W™P({2) comme suit

W™P(Q) = {u € LP(Q); tel que Du € LP(QY), Va |a| < m}

ou
OéENn, ]a] =)+t ..+

et

est la dérivée faible de u € Lj .(Q2) au sens de la définition 01

loc

Lespace W™P(2) est muni de la norme

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

1.2. Espace de Sobolev
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lullwms = llull o + Z 1 D%ul|

0<|a|<m
On pose
H™(Q) = W™*(Q)

Remarque 1.2 Les espaces H™ ()) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(U, V) gm = (u, V) 2 + Z D%u, D%)

0<|a|<m

1.2.4 Formule d’intégration par parties et formule de Green

Définition 1.3 Soit u et v deux fonctions de H' () pour tout 1 <i <mn

Ona

ou ov
axivdx = _/Ga:ide + /vumds

Q Q onN

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

ou n;(x) = cos(n, x;) est le cosinus directeur de U'angle compris entre la normale extérieure a OS2 au

point x et Uaxe des x;

Définition 1.4 Soit u € H* (Q) et v € H? (). alors

ona
/vAuda:—/uAvdx:/ @v—@u ds
on  0On

Q Q oN

Notation 1.2 Soit 1 < p < oo, on note par q Uexposant conjugué de p i.e

1 1
4+ Z=1
p q

1.3 les inégalité

Lemme 1.1 (Linégalité de Holder) :
Soit p un nombre telque 1 < p < cc et soient f € LP (), g € L1 ().
Alors

(1.19)

(1.20)

1.3. les inégalité
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fg e L'(Q)
et (1.21)
19l 21y < Il ooy 191l Laay

Si p = q = 2 on aura l'inégalité de cauchy Schwarz

Lemme 1.2 (Linégalité de e—Young) :

En mathématique on utilise beaucoup plus des inégalités pour démontrer certains théorémes , dans
nétre cas on a besoin d’inégalité de Young avec ¢ (ou e—Young)

La forme standard de linégalité de Young affirme que pour tous a et b réels positifs et tous p et q réels

strictement positifs telque

1 1
T |
p q
(on dit parfois qu’ils sont conjugués) on a
ab bl
ab < — + —, (inégalité de Y oung) (1.22)
p q
Et Uautre forme
ab < ed’ + C.b,  (inégalité de e — Young pour € > 0) (1.23)
Un cas simple pour p = q = 2
a? b
ab < 5 + X inégalité de cauchy (1.24)
ea® V* .,
ab < - + 20 inégalité de cauchy avec € pour € > 0 (1.25)
€

Linégalité de Young est un cas particulier de l'inégalité arithmétique-géométrique.son nom vient de

William henry Young

Preuve. On a la fonction exponentielle

f(x) = exp(z)
Est une fonction strictement convexe (puisque sa dérivée seconde est strictement positive).
Donc d’apres la définition de la convexité :
pour tout ¢ de l'intervalle ouvert |0, 1] et tous nombre réels x et y avec = # y

On a

Fltz+ 1 =t)yl <tf(x)+ (1 1) f(y)

1.3. les inégalité
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En appliquant I'inégalité stricte pour

1 1
t = -, ,(1—-t)=-
p q
et
r = Ina’, y=Ind?
On obtient
Ina” Inb?
ab = eXp(lnab):exp(na + = )
p q
In a? In b7 Pt
exp(na)+exp(n ):a_+_
p q p q
(i-e)
P
ab < —+ —
q

(inégalité de Young)

Posons maintenant

On obtient alors

)P aEp) ) < ;. + p
. I C A
ab < e(a) + . (b)
Posons ,
C’E_ (gp)<_p)
q
On trouve

(Pinégalité de e—Young) =

1.3. les inégalité
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2.1 Lespace D (1)

2.1.1 Existence des fonctions de classe C*

Si Q C RY est un ensemble ouvert nous rappelons que

Ct=(Q) = N CF(Q) 2.1

k>0

Définition 2.1 Si u € C(Q2) alors le support de u, noté supp(u) est défini comme Uadhérence dans

Q) de Uensemble

{r €Q \u(z)#0} (2.2)

Autrement dit supp(u) est le plus petit sous ensemble fermé de §) telque
u=0 dans Q\ supp(u).
Remarque 2.1 Si xz € supp(u) alors il existe une suite (x,) C Q telle que
u(x,) #0, Vn € N

Et

lim z,, — o0

n—oo

Lobjectif de cette section est de construire des fonctions de classe C'* a support compact ou ayant
d’autre propriétés leur permettant, en particulier, de séparer deux fermés disjoints.
Ces fonctions seront utilisées dans les techniques de convolution et de régularisation de fonctions et

de distributions.

Définition 2.2 Si k € NU {oo} Uespace C} (2) est formée par toutes les fonctions u € C* () ayant
comme support un sous ensemble compact de ). les éléments de C§ (§2), noté dans la suite par D (1),
sont dits fonctions test (ou fonctions d’essai).

Toute fonction u € C§ (Q) peut étre étendue & une fonction C} (RY). on peut donc voir C§ (Q) comme
un sous espace de Cf (R™).

Si M C RY est un ouvert alors on peut définir C}; (M) comme Uensemble des élément de C§ (R™)

ayant le support contenu dans M.

Lemme 2.1 Il existe une fonction ¢ € D() telle que ¢ (0) > 0 et ¢ (x) > 0 pour tout x € RY

2.1. L'espace © (Q2)
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Preuve. Il est facile de voir que la fonction

0 sttt <0
ft) = . T (2.3)
exp (;) stt>1
Est de classe C'* sur R.

On en déduit que la fonction

¢ (x) = f(1— =]
a les propriétés demandées.

Par translation et changement d’echelle on obtient que pour tout ¢ > 0, la fonction

Est positive sur R, strictement positive en z, et a support dans la boule de rayon § centrée en z; .

Lexistence d’une telle fonction permet, en particulier, de prouver un résultat classique, qui est
utilisé dans le calcul des variations =

Théoreme 2.1 Si

f,9€C(Q)
et
[ s6ds = [ godz, vo e (@)
Q Q
Alors
f=y
Preuve. Si on pose
h=f—-g

Alors
/hqbdx =0, Voed(Q)

Q
En prenant les parties réelles et imaginaires on peut supposer que h est a valeurs réels et que

hodz a lieu pour tout ¢ € D(2), avec ¢ a valeurs réels.

Q
Si h(zg) # 0 alors on peut choisir ¢ € () avec ¢ (xy) > 0, a support dans un voisinage de z,

Et que h¢ ait un signe constant, cela contradit / h¢dx = 0, donc

Q

h =0 dans €.

2.1. L'espace © (Q2)
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Lemme 2.2 Il existe une fonction croissante § € C*° (R) telle que

9(93):{0 siz <0

1 stx>1

Preuve. On a vu dans le lemme (2.1) précédent que la fonction

0 sttt <0
f<t):{ exp(%) stt>1

Est de classe C*° sur R. de plus nous avons
supp(f) = [0, 00]

Et
0 < f(x) <1 pour tout x € R

Définissons alors

On a

0 <g(x) <1, pour tout z € R
et

supp(g) C [0,1].

deplusg;é()carg(%) = [f (%)}2 #0

La fonction
G(x)

0(z) = D)

est donc de classe C*™ sur R, elle est croissante et elle vérifie les conditions

0 <0
0 (z) = st x <
1 stzx>1

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

2.1. L'espace © (Q2)
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Proposition 2.1 Soient a < ¢ < d < b des réels, alors il existe p € D(Q) telle que

D). p(x

2).sup
3).0 <

r=0(i=0)0 (=)

Ou 0 est la fonction construite dans le lemme (1.2) on vérifie aisément que p convient m

= 1 pour tout = € |c,d|

) =
p(p) C Ja, b (2.8)
p(x) <1, pour tout x € R

Preuve. Posons

Corollaire 2.1 Soient 0 < r < Ret N € N* il existe p € C* (R) telle que

~ 1 osi|lz|| <r
x) = (2.9)
P (@) {OsinH>R

Preuve. On peut prendre
p(x)=p(lz]*) (2.10)

Ou p a été construite a la proposition(2.1) avec

—a=0b= R?
et (2.11)

—c=d=r?

Pour 2 € R et p > 0 on note B(x, p) la boule de centre z et de rayon p
Si K est un compact de R et e > 0,
On note
K. =K +B(0,e) = U Blx,e) (2.12)

Proposition 2.2 Soit K un compact de RY alors pour tout ¢ > 0, il existe ¢ € D(K>.)

telle que lon ait

¢ =1 dans K,
et (2.13)
0<¢(z) <1 pourtoutx € R"
Preuve. Comme K est un compact de R" alors il existe zy, 73, ....., 7, € K
tels que
— P 4e
K. C 'UIB(.Tj,g) (2.14)
J:

2.1. L'espace © (Q2)



Chapitre 2. Fonction test et |'intégration dans RV

D’apreés le corollaire (2.1) pour chaque j € {1, ...., p} il existe une fonction

qu € @ (B(l’j, %))

2.15
telleque ¢;(x) >0 pour tout x € ,L{)JlB(xj,g). (2.15)
]:
Par ailleurs, compte tenu du fait que
P o€
AU B(.I'j, —) C KQE (216)
j=1 3
On a alors
¢ € D(Ks.).
Soit # € C*° (R) la fonction construite dans le lemme (2.2)
o) =0 (o)) (2.17)

Convient m

Corollaire 2.2 Soient K; et K, deux compacts disjoints de Uouvert 2 C R". alors il existe une

fonction p € © () telle que
1 st z € K;
o (z) =

-1 st z € Ky
Et
lo ()] <1 pour tout z €

Preuve. Soient U, et U, deux ouvets de 2 tels que

K1CU1, KQCUQ, UnNU,=o

D’apreés la proposition (2.2) il existe ¢, p, € D (1) telles que

¢; =1 dans K;, ¢, €@ (U;), ie{l,2}
Et
0<¢p;(x)<1, 1e€{1,2}
La fonction ¢ définie par
p(x) =1 () =g (z), Yo EQ

A clairement les propriétés requises m

2.1. L'espace © (Q2)
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2.1.2 Fonction test

Définition 2.3 Soit ¢ une fonction définie sur ), on appelle support de ¢ et note supp(y) le plus
petit ensemble fermé de §2 en dehors duquel est nulle i.e Uadhérence de l’ensemble des points = € €

pour lesquels ¢ (x) # 0

supp(p) = {z € Q /o (x) # 0} (2.18)

Une fonction o définie sur ) est dite fonction test si o est indéfiniment dérivable ¢ € C*° a support
compact. (les compacts dans notre cas R sont les fermés bornés )

Lensemble de toutes les fonction tests est noté D (2) = C° (2) et aussi ¢ € D () si et seulement si

i) ¢ € C™(Q)

i1) il existe un compacte fermé K C ) en dehors duquel p =0

(2.19)

Naturellement K n’est pas le meme pour toutes les fonctions de © (£)

2.1.3 Exemples fondamentaux

Les exemples de fonctions appartenant a © ({2) ne reviennent pas immédiatement a l’esprit, les

fonctions analytiques ne peuvent pas convenir.

Exemple 2.1 Si N = 1, la fonction définie comme suit

0(z) = —exp(ciz)—l pour |z| <1
0 pour |z|>1

Appartient a © (R) car

supp (0) ={z € R /0 (x) # 0} = (]-1,1[) = [-1,1]

Son support [—1, 1] est un compact, et elle est de C*° pour |x| > 1 (puisque elle est alors identiquement

nulle) et pour |x| < 1 comme Uexponentielle d’'une fonction C*° , mais on peut montrer facilement
qu’elle est C' par tout, toutes ses dérivées successive pour x = +1 sont nulles.
Soit aussi la fonction 0, définie par

0 our |x| >3

b (2) = 1 pour 1112 s
exp (— 172 pour |z <3
. spe s ) -1 1

avec a > 0, elle est indéfiniment dérivable, son support est [=*, 1],

Plus généralement toutes fonctions 6, définie par
0 pour x & |a,b
(o) | ¢ Ja,b]
exp (3 [ — =]) pour x € |a,b|

Est une fonction de © (R) de support |a, b|

2.1. L'espace © (Q2)
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Exemple 2.2 Si N > 2 on définie la fonction 6. comme suit

52
exp (W) pour |z|<e

0 pour |x|>¢€

0. (x) =

Avec e > 0, et

n 2

|z| = (Zx?) , la norme euclidienne dans R"
i=1

Il est claire que 0. € C* (R™) ( qui s’annule, ainsi que toutes ses dérivées pour |z| = € ), et a pour

support la boule fermé B(0, )
supp(0:) = B(0,¢) = (|z] < ¢)

Exemple 2.3 (La fonction translatée) :
On a la fonction 0. (x — y) définie par

——€2
e2—|z—y[?

exp< ) pour |r—y| <e

ea(x_y):
0 pour |x—y|>¢€

Et
supp(f:(z — y)) = B(y,e) = |z —y| < ¢

2.1.4 Propriétés de © ()

Lespace © (2) est un espace vectoriel i.e

i) Si @y, e €D (Q) alors ¢+ py € D (Q)
ii) si A\ € Ret p € ®(Q) alors Ap € D (Q)
Lespace D (2) est un espace vectoriel de dimebsion infinie, et aussi ® ({2) est un anneau pour la

multiplication ordinaire

2.1.5 La topologie de © (2) (notion de la limite)

Elle sera défini par un critere de convergence pour la suite.

La notion du probleme bien posé, demande qu’on définisse une topologie (notion de la limite)
sur un ensemble de fonctions dans lequel on travaille avec les fonctions de classe C¥ | 1l est
raisonnable de travailler avec la topologie de convergence C¥ définie par la famille de semi-

norme Ny i , (kK € N, et K est un compact )

2.1. L'espace © (Q2)
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Nipx = sup [0"¢] (2.20)

zeK, |z|<k
Mais pour les problemes a plusieurs variables (N > 2) on ait obligé de traité des équations aux

dérivés partielles parmi elle les plus usuelles sont les semi-normes du type sobolev

D=

NPE =) 0%l (2.21)

la|<k

Définition 2.4 On dit qu’une suite ,, d’élément de © (Q2) ,(p,, € D (2)) converge vers une fonction
v €D (Q) dans O ()
Si

1) les suppyp,, (m > 1) sont contenues dans le méme compact K i.e
dk = compact C Q) /¥Ym > 1, sup(p,,) Ck (k indépendant de m) (2.22)

2) pour tout a € N"| la suite D%yp,, converge uniformément sur k vers D%y

Ya, D%p,, — D% (uniformément sur k) (2.23)

D’apreés la définition de la topologie dans C* () la condition 2 devient

sup [0“¢,, (v) — 0" ()| — 0
rxeK

Si on a une suite ¢,, converge vers ¢ dans © (2), on peut montrer que la limite de v appartient alors
a®(Q).

2.2 Lespace D' (Q)

2.2.1 Les distributions

Définition 2.5 On appelle distribution toutes fonctionnelle linéaire continue sur Uespace vectorielle
D (§2), on associe T' a toutes fonction ¢ € ® () un complexe (T, o) ,ou parfois T (§2)
la définition d’une distribution implique les deux points suivantes
i) la linéarité
(T o1+ ) = (T, 01) + (T, 05)
i1) la continuité

<T7 >‘90> = A <T7 (10>

2.2. L'espace @' (2)



Chapitre 2. Fonction test et |'intégration dans RV

Si (1) ~o converge dans D (2) vers ¢ alors la suite ((T, ¢;)),, o converge au sens usuel vers

(T, ¢)
ie
Ve >0, IN € N telque Vk > N, ona (T, ;) — (T, ¢)| <e (2.24)

Les distributions forment un espace noté ®’ (12)

Exemple 2.4 Soit f € L}, (). elle définit une distribution T} par :

(Tr0) = [ Halota)da (2.25)
Q
Preuve. Cette inégalité a bien un sens
En effet
[f@e@id < [if@lle@ia= [ If@lls@]d (2.26)
Q Q K=supp(p)

< [ 17@lmax o) ds = maxlota)] [ |f@)]de < +oc

Linéarité :évidente (propriété de l'intégrale)

Continuité : supposons que

O () 2 ¢ quand m — 400 (2.27)
Donc
(T o) — (Tr0)| = / £(@) om (@) — o (2)] da (2.28)
Q

< /|f<x>||som<x>—so<x>|dx

( K est un compact contenant les supports de tout les ¢,,. ainsi que celui de ¢ )

(Ty.00) = (T7.0)] < max g, ) = 0 @) [ 1£@)] da (2.29)

Et comme

P — ¢ alors ¢, () — ¢ (2)
et

(2.30)
[ 1@ de < 400
K

2.2. L'espace @' (2)
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On obtient alors

donc

Remarque 2.2 Pour toute fonction f localement intégrable, on peut associer la distribution T} défi-

nie par

Ty ) = / f(@)p(z)dz

Une telle distribution est dite réguliére, les autres (celles qui ne s’écrivent pas Ty pour f ) sont dites sin-
guliéres.Lapplication de Ly, (2) — D’ () définie par f — T est injective.
fonctions localement intégrables définissent la méme distribution si et seulement si elles sont égales

presque par tout.

2.2.2 Propriétés de ©’ (Q2)

Lespace ©' (2) est un espace vectoriel c’est a dire

i) (Ti+To9) =(T1,9) +(I2,9), Vo eD(Q)
et
ii) (A\T,p) =X(T,p), Vo€D(Q)

Lespace ©' (Q2) est une partie de I'espace D* ()

Cest a dire

D'(Q) CD* () ou D*(Q) est le dual de D () (2.32)
Soit V un ouvert de Q@ (V' C Q) alors © (V') est une partie de ® (), (D (V) C © (),

Par suite toute distribution sur (2 définie une distribution sur V, par restruction :

T:D(Q)—R
(2.33)
T:D(V)—R
Pour ¢ € © (V) on aura
T () =T ) (2.34)

2.2. L'espace @' (2)
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Donc on peut alors introduire les définitions suivantes

i) Une distribution 7" sur 2 est dite nulle dans un ouvert V" C ) si
(T,p) =0, YoeD(V)

ii) Deux distributions 77 et T5 sont dites égales 77 = T dans V' si

T, — Ty est nulle dans V
i.e
(T, ¢) = (To, ), Vo €D (V) (2.35)

D’apres la définition du topologie dans © (£2), on peut donner une autre définition pour les distri-

butions

Définition 2.6 Une application T de © (f2) dans R (ou C ) est appelée distribution si pour tout
compact K C 0,
Il existe un entier myi € N et une constante C, telle que pour tout élément

P €D(Q), [(T,9)| <Ck > sup|d"p(z) (2.36)

|a\§me€K

Dans le cas ou Uentier my de la derniére propriété peut étre choisi indépendamment de K , On dit que
T est d’ordre fini . Uordre de T est alors le plus petit entier verifiant cette propriéte.
feC>(Q)etT €D () alors la forme linéaire sur ® (2) définie par

o= (T, fe), YpeD(Q) (2.37)

Est une distribution sur €, c’est a dire

(fT,0) = (T, fo), VoecD(Q) (2.38)
et
T e 9(Q)

Limite de distributions

Soit (Ty,),,-, une suite de ®’ (2) , on dit que (7},,) converge vers T' € D' () si

lim (T, ) = (T,¢), VYeeD(N) (2.39)

m—00

2.2. L'espace @' (2)
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2.2.3 Dérivation de distributions

Soit une fonction localement intégrable que nous supposorons aussi dérivable, dans ce cas f ' est

localement intégrable et sa distribution réguliere associée vérifie

Voe®D(Q), (Tf,p) = /f "odr = /fgodm = (T}, ¢") (2.40)
Q Q

Notons que ceci s’obtient par I'intégration par partie en utilisant le faite que  est a support borné,

c’est la raison principale du choix restrictif des fonctions tests de I'espace D (£2).

Définition 2.7 Si ( N = 1) la dérivée T’ d’'une distribution T de ®’ (2) est la distribution définie
par

En générale pour N > 2 de méme on pourra définir les dérivées suivantes

Si
T e®' () alors 0x,T € D' ()
et en plus (2.42)
(0x;T,p) = —(T,0x;0), VpeD(Q)

/GxiTgpd:E = /(pTvidn — /T@@gpd:ﬁ
Q

oN Q

Preuve. En effet

v = (v1, Vg, .....,v,) et comme ¢ = 0 sur Jf) on obtient

/(%ciT(pdx = —/Taxi@daﬁ

Q Q
]
Remarque 2.3 On a aussi
0x2T [alt
. =(T Q 2.

(et d’apreés le lemme de schwarz, le nombre de droite est invariant par permutation de i et j )

Remarque 2.4 En général si

T e®D(Q) alors DT € ©'(Q)
est donc (2.44)
(DT, ) = (~1)"/(T, D), Vi eD(Q)

2.2. L'espace @' (2)
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Exemple 2.5 Soit la distribution H(x) (Heaviside) définie comme suit

H(z) 1, siz>0
€T) =
0, stx<0

Et
Donc on va montrer que H ' = ¢ dans ©’ (1) .
En effet
+o00
H') = ()=~ [ @ o=~ @l
0
= 9(0) = ¢ (+00) =9 (0) = {do, ), Yy €D (Q)
Donc

H'=$§

Remarque 2.5 Soit (T),),,., une suite telque (T,,) — T, dans ®' (Q) .

Alors pour tout multi-indice a € RY fixe , on a
0°T,, — 0°T dans D' (Q)

Soit T € ®(Q2),ona

0., F =0, Vi=1,n alorsT = c (constante)

Formule des sauts

soit f une fonction appartient C' (R) par morceaux, ce que veut dire qu’il existe un nombre finie
réels a; < ag < ...... < a, telque f soit C* ([a;, a;.1]) pour tout i = 1,n — 1 et admet une limite finie
a droite et a gauche en chaqu’un de ces points, alors la dérivée de f au sens des distributions. (i.e la
dérivée de T} ) est donnée par la formule

n

Ty =Y [f(of) — £ (07)] 6o, + Ty (2.45)

i=1

2.2.4 Distributions vectorielles

Soit m > 2 étant un entier naturel, une distribution vectorielle peut se définir comme un élement
de (®' ()™ ou de facon équivalent, un élément de (D' (2)™)",

2.2. L'espace @' (2)
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Les topologie produit correspondantes étant utilisées, la deuxieme forme de cette définition per-
met d’expremer simplement les opérations de dérivation convamment utilisés dans le domaine
des équations aux dérivées partielles.

Soit 'espace D (Q,RY) telque :p € D (Q,RY) alors

@ = (P1,P2; s ) telque p; € D (Q), pouri=T1n
Soit ' (Q,RY) telque T € ®' (2, RY) alors

T = (T1,Ts, ..., Ty,) telque T; € D' (Q) pour i=1,n

Donc

(T,0) = (Ti ;) (2.46)
Définition 2.8 On définie le vecteur
VT = grad (T) = (0x, T, 0xsT, ...., 0x,T)

Dite le gradiant de T,
On remarque que VT € ' (Q,RY) .

On définie aussi

n

div(T) =Y 0x,T;

=1
Dite divergence de T,
On remarque que div (T) € @' (Q2)

On définie également

i=1
Dite le laplacien de T' (ou AT € ©' (R2) )

On a les relations suivantes

i) (VT,¢)=—(T.div(p)), VpeD(QRY)
i) (div(T),¢) = —(T,VT), VYoecD(QRY)

iii) (AT, ) = (T,div(Vy)) = — (VT, V) = (div (VT),¢), VeeD (QRY)

On remarque que A = div (V) dans ' (Q2) .

2.2. L'espace @' (2)
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2.3 Lintégration dans R"

2.3.1 Théorie général du changement de variable

Définition 2.9 Soient U,V deux ouverts non vides de RY.

On dit que ¢ : U — V est un diffeomorphisme de classe (* si

i) @ est bijective
et
i) o et o=t ont des dérivées partielles continues

(Cest a dire qu'elles sont continuement dif férentiables )

Si lon décrit, ¢ = (1, g, ..., p,,) le jacobien de p en x € U est le déterminant de la matrice
jacobienne
0101 () Oaipg (X) e, Ontpy (2)
0195 () 02 (T) evviein, Onpy ()
I (x) = 0195 () O2pg (T) vovveeieain Onps ()
O1p, () Do, (T) o, Onp,, ()

Théoreme 2.2 (Changement de variable ) :
Soient U,V deux ouverts (non vides ) de R", et

0:U—Vun diﬂ”eomorphisme de classe ¢! alors pour toute fonction f ()

telque t = (tl,tg,..., ) (dtl,dtg,.. dt )Ona
/ f(®) / / [t ta, o ty) dtydls....dt, = / [l () [Jy ()] dx
(D C RN) (D1 CR) (Dn CR) D C RN

Et on a aussi

p(r) = (p1(2),00(2), 00, (1))

r = (1,79, ...... , Tp)

dr = dxidzs...... dx,,

2.3.2 Exemples fondamentaux

Exemple 2.6 ( Si N = 2 intégrale double en coordonnées polaires)

2.3. L'intégration dans RY
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On définie
 (r,0) = (¢1,92) = (rcos (0) ,rsin (0))
On transforme
(2, 9) = (#1,¢2)

Donc
cos(0) —rsin(0)

Jo (r,0) = sin (6) ... + r cos (6)

=r

On obtient

/ f(x,y)dady = / f (1,02) |, (r,0)] drd
Dy

Do
cest a dire

/f(:l:, y)dxdy = /f (rcos (0),rsin (0)) rdrdd

ou Dy C R? et Dy C R? (les nouveaur domaines apres les changement )

Par exemple si

D, = {(:c,y) € R? telque x > 0, y > O} alors

Dy = {(Tﬂ)GR?t@lq“”zo’ b€ [Og]}

Exemple 2.7 ( Si N = 3 intégrale triple en coordonnées cylindriques )
On définie
o (r,0,2) = (p1, P2, 3) = (rcos (0),7sin(0), 2)
La transformation est
(z,y,2) = (o1, P2, #3)

D’ou

cos(f) —rsin(f) 0

Jo(r,0,2) = | sin(f) +rcos(d) 0|=r
0 0 1

On obtient alors

[ 1wy otz = [ 7 (o100 17, 0. 2) drdods
Dy

Do
cest a dire

/f(w, y, z)dxdydz = /f (rcos(0),rsin (0), z) rdrdfdz
Dy Do

ou D; C R® et Dy C R?

2.3. L'intégration dans RY
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Exemple 2.8 ( Si N = 3 intégrale triple en coordonnées sphériques )

On définie
p (r,0,w) = (@1, 99, p3) = (1 cos (0) cos (w) , rsin () sin (w) , 7 sin (w))
La transformation est
(2,9, 2) = (¢1,2,3)
On obtient alors
—rsin (f) cos (w) — rcos (f)sin (w)
= 72 cos (w)

cos (#) cos (w)
sin (A) sin (w) 4+ rcos(f)sin (w) + rsin (A) cos (w)
7 cos (w)

sin (w)

o

JSO (’I", 97 w) =

Avec

<
v
o
IA

IN =
&
A

SEIVA
I T
SN—"

On obtient

/f(x, y, z)dxdydz = /f (01,99, p3) | ), (1,0, w)| drdfdw dest a dire
D

1
/f(x>y7 z)dl’dydz -

D1 D2

D1 C Rg et D2 C R3

/f (7 cos (#) cos (w) , rsin () sin (w) , 7 sin (w)) r* cos (w) drdfdw

ou

Exemple 2.9 ( Passage en coordonnées polaires dans RY )

Il est définie par la transformation de
T = (x1,29,.....,1,) €ERY

x 10, [ x ]0, 27|

En
(7“,91,92, ....,Qn_l) € ] ,

2.3. L'intégration dans RY
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Par les formules
x1 = rcos (6;)

xe = rsin (A1) cos (02)

Tp_1 = rsin (01)sin (0s) ....sin (0,,_2) cos (0,,1)

X, = rsin (0;1)sin (6s) ..... cos (0, _2)
On a alors

dx = (1) [sin (91)](%2) [sin (92)}("73) ....... sin (0,,—2) drd#;.....d0, 1

On écrit en abrégé
r =Tw
ou

w= (Wi, ..., wy)

et on constate que |w| = 1 clest a dire que w est un point de la sphére unité S™=Y  alors
de = r" Vdrdw

A
ou dw est la mésure sur SV, pour f € L (R™) on peut édrire

o0

/f(iﬂ)d?ﬁ:/ / f(r,w)r" Ydrdw

0 g(n—-1)

Exemple 2.10 ( La composition dans D' () )
soit T € D' (Q) et : Q' — Q bijective telque 1) et Y de classe C
i.e ( diffeomorphisme de classe C' ) alors T o) € D' () et

(T o) = (T 0™ |jn

>, Yo €D (Q)

Preuve. En effet
Toug)= [TW@)e()dz, VoeD ()
Q
On utilise le changement de variable suivant y = ) () on obtient
(comme ¢ : Q' — Q alorsy =1 (x) dans Q etz = ¢~ (y) )

)

Tovph = [Te (7 ) iuen )] dy = (Too0 w7 i

Q

2.3. L'intégration dans RY
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Comme un exemple dans ©' (RV) , on a

2.3. L'intégration dans RY



Chapitre 3
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Chapitre 3. Non-solvabilité d'une équation hyperbolique dans RY

3.1 Introduction

dans ce chapitre nous nous intéréssons a I'obtention des conditions de non-solvabilité du pro-

bleme (3.1) aux valeurs initiales suivant

uy — CAu+ duy = |u|’ dans RN x [0, +00)
u(0,z) = uo(z) € Lj,, (RV) 3.1)

loc
u (0,2) = uy(z) € L, (RY)

oup > 1 et ug(z),ui(xr) sont des données initiales. et les parametres (,d sont supposées etre
des constantes positives. le modéle entre les mains dans un domaine borné ) de RY, il est lié a
I'équation de vibrations. jusu’a présent, il a été étudié par Y.You [25] ,R.H Clark [7] et Tatar, Zarai
[14 — 16], plusieurs résultats sur la décroissance (exponentielle polynomial ) et I'explosion en
temps fini ont été obtenus.

La méthode que nous utilisons est la méthode des fonctions test développé par Mitidieri et
Pohozaev|2]|. Notre preuve est basée sur un argument d’absurde, ce qui implique des éstimations
a priori pour les solutions faible de (3.1) et un choix judicieux d’une fonction test et un argument
d’échelle.

Lobjetif principal dans ce chapitre est de trouver des valeurs de p pour lesquelles nous avons la

non-existence des solutions.

3.2 Préliminaires

Nous désignerons par ()1 'ensemble
Qr = (0,T) x RY
et
Q = Qoo
Nous allons ensuite préciser ce qu'on entend par une solution faible du probleme (3.1) .

Proposition 3.1 Une solution faible du probléme (3.1) est une fonction continue v : R* x RY — R

telle que
/|u|p pdxdt + /ul(x)go(o,x) dx + 5/u0(x)<p(0,£) dx (3.2)
Qr RN RN

= /wpttdxdt — C/uAgodxdt — 5/ug0tdxdt
Qr Qr Qr

3.1. Introduction
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pour tout p € C2 (Qr), ¢ > 0 satisfaisant

90<T7I) = Pt (T,:L“) =Pt (va) =0
© € C2(Qr) veut dire que ¢ € Cfﬁ est a support compact.

Preuve. soit le probléme suivant

gy — CAu + duy = |ul”

multiplions par ¢ € C? (Qr) les deux mombres de cette égalité puit intégrant sur Qr nous obte-

nons alors

/ (ugy — CAu+ duy) o (t, ) dedt = / |ul? o (t,x) dzdt
Qr Qr
c’est a dire que

/uttgodxdt - C/Augodxdt + 5/ut<pdxdt = / |ul” o (t,x) dzdt
Qr Qr Qr Qr
cet intégrale se devise en trois parties

1)-
T
/uttwdasdt = //uttw (t,x) dxdt

Qr RN 0

on utisons I'intégration par partie deux fois en ¢, et pour ¢ satisfaisant

SO(wa) :90t<T7$> :(Pt(oﬂx) =0

on obtient
T T
//uttgo (t,z)dzdt = / [usp (t,2) |§] da — //utgot (t,z) dtdz
RN 0 RN RN 0
T
- —/ut (0,2) ¢ (0,z)dx — / [ug, (t,2) |§] dz + //ugptt(t,x)dtdx
RN RN RN 0
—/ul(x)gp (0,x)dx + /ugpttdxdt
RN Qr

3.2. Préliminaires
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2)-

—C/Augpdmdt —C//Augo (t,z) dxdt

0 RN
a l'aide de l'intégration par partie et la formule de Green, et pour tout fonction ¢ (fonction test)

satisfaisant ¢ = 0 quand = — R (car ¢ est une fonction test qui admet un support compact) on

obtient
—C//Awp (t,x) dxdt = —(//uAgp (t,z) dxdt = —C/uA@dxdt
0 RN 0 RN
3)-
(5/utgodxdt = 5//utg0dtd:v
RN O

par l'intégration par partie en ¢ et pour ¢ satisfaisant aussi ¢ (7', z) = 0 on obtient

T
5//ut<pdtdx = 5/ wp (t,z) |§] dx—é//wptdtdx

RN 0 RN 0

= —5/ (0,2) ¢ Oxd:c—é//u@tdtdx

RN 0

= —5/u0 0,z dx—é/u@tdxdt

apres les calcules on touve

—/ 1(2)p (0, 2) d$+/ug0ttda:dt C/uAgpdxdt 5/u0( ) (0, z) dx—(S/ugotdmdt = / |ul” pdxdt

RN Qr RN Qr Qr

donc une solution faible du probléme (3.1) est une fonction continue v : R x RY — R qui

vérifie (3.1) pour tout p € C3 (Qr), ¢ > 0 satisfaisant

90(T7*T> = ¥y (T,ZE) =P (0,1’) = 0.

3.2. Préliminaires
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3.3 Un résultat de la non-existence

Dans cette section nous prouvons notre résultat. on donne toutes les valeurs de p pour lesquels

aucune solution faible ne peut exister globalement en temps.

Théoreme 3.1 Supposons que
/ul(x)dx + 6/u0(x)dx > 0,
RN RN

ainsi que 0, N et p sont tels que lindique le tableau suivant

N=1 =2, p=2
N=2 0=2 p=1
N=3 0=1, p=1

Alors il n’existe pas de solution globale faible du probléme (3.1) pour 1 < p <1+ p

Preuve. La preuve est faite par 'absurdre (contradiction).

supposons qu’une solution faible du (3.1) existe globalement en temps.

ot 7) = o (%) i (%) (3.3)

on introduit la fonction test

Avec
¢€Cr(RY), >0, peC*(RY), p>0
Telle que
1, |w <1
w), u(w) =
¢ (w), p(w) {0, o] > 2

Et p satisfait
—C <y <0, W (2R”) =0 pour R> 1.

Nous supposons que

/ |Ap|? (@) dadt + / lou|? () dadt + / o, (@) ™ dadt < 0o (3.4)

suppAgp SUpPPyy Supppy
Ou q est 'exposant conjugé de p.
Si la condition (3.4) n’est pas satisfaite par la fonction ¢ (¢, ), alors nous choisissons ¢* (¢, z) ou
A > 0 suffisament drande on choisit cette fonction test dans la définition de la solution faible et

on commence a estimer les différents termes de cette définition.

3.3. Un résultat de la non-existence
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En multipliant et en divisant par ¢, puis en appliquant 'inégalité c-Young, nous aurons

/ugpttdtdx < / ugpigp_%gottdtdx <e / [ul” pdtdx + C. / 07 |py|? dtds

Q SUpPpPiy SUPPPit SUpPPPiy

De la meme maniéere ,nous obtenons

— C/uAgpdxdt <e / [ul” pdxdt + C. / ¢ ()77 | Ap|? dadt
Q

suppAyp suppAp
Et
- 5/u<ptdmdt <e / [ul” pdxdt + C. / 5 (0) 77 |y |? dadt
Q supppy supppy
Tenant compte des trois derniéres estimations (3.5), (3.6) et (3.7) dans (3.2)
Nous remarquons que pour ¢ petit ( par exemple £ < 1)

On aura

1
Z_l/ \ul” pdzdt + /ul(a:)@(o,x) d$+5/u0(a:)go(0,x) dx
Q RN RN

IN

Cy [ (@1 Flloult +CT10607 + g, dadt

suppp

1
1

Considérons maintenant ’échelle suivante :

t = Rr
et

r = Ry
Alors on a

dt = RVdr
Comme

xr = (171, 7*7;71) et y= (y17 7yn)

Alors

r = (Ry, ..., Ry,)

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.8)

3.3. Un résultat de la non-existence
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De plus
RO.0 .o, 0
0 R,
dr =] s dy = RN dy
................... R.0O
0.0, R
D’ou

dxdt = RNdyR%dr = RN dydr

Maintenant il est clair que

/ (0) " |pul? dtdz < CRN+-20 / (0) o, | drdy (3.9)

SUPPPLy Q

De meme on trouve que

¢! / (9) 77 | Al dtda SCCQRN”‘?Q/ (o) "% | Ap|? drdy (3.10)
suppDy Q
Et
/ 89 ()7 |, |? dadt < CaqRN+9—9q/ (0)77 |, | drdy (3.11)
SUppPy Q

Ici et dans le reste de la preuve C' est une constante positive

Les relations (3.8) et (3.4) avec les éstimations (3.9), (3.10), (3.11) nous donnent

i/ lu|” pdxdt + /ul(x)gp((),x) da:+5/u0(.r)g0 (0, ) dx (3.12)

Q RN RN

IN

C q RO / (9)77 o, | drdy + CURN 02 / (9) 77 || drdy
Q Q

L §IRN 000 / (0) % o, | drdy
Q

Maintenant si 1 < p < 14 p ou p est indicé dans le tableau, alors a partir de (3.12) on déduit

1
}%im Z/ |u|” pdxdt + /ul(x)go(o,m) dx+(5/uo(x)<p(0,x) de| <0
Q

RN RN

3.3. Un résultat de la non-existence
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En effet, le parametre 6 a été choisi, apres quelques calculs simples, aussi large que possible et
pour que les quatre exposants de (3.12) sont non positifs.
Autrement dit

N+60—-20¢g<0
N+6-20<0
N+60—-0qg<0

D’autre part, le premier mombre de (3.12) qui égal a

i/ |ul? dzdt + /ul(x)dx+5/uo(x)dx.
Q

RN RN

C’est une contradiction, puisque nous avons supposé que

/ul(x)das + (5/u0(x)d3: > 0.

RN RN
Le théoréme est ainsi démontré, pour démontrer les valeurs qui se trouvent dans le tableau du
théoréme (3.1)
On va procédé comme suit.

On a g > 0 donc

N+6—-20¢g<0

N+60—-0q<0.... (1)
N+60—-2q<0 <

N+6—-2¢<0..... (2)
N+60—-0qg<0

(1) devient

N+60—-60g < 0=60qg>N-+6

N >N+9
7~
N 1 0
qg N+60
Et comme
1 1 1
4=l -=1-Z
p q q p
On obtient alors
1 0 1 0 —-N
1-- < — =<1 _1=—""
P N +40 p N+80 N +46
1 > N = <N+6—1+9
p ~ N+ye PST9 T TN

3.3. Un résultat de la non-existence
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On a donc .
)e=p<l+—=
) =p<l+g
(2) devient
1 2
2g>N+0=-<
¢ * qg N+
Et comme
1 1
Z—_1-=
q p
On trouve alors
L2 1 (V)2
P N+6 p N+46
= p< N+0 =1+ 2
PNy -2 T (N+o) -2
On a donc
2
N<—=p<l4+ - ——-—
@) =r<l+mim—s
D’apres (1) et (2) et comme p > 1 on peut prendre
l<p<l+p

Ou

D = min ﬁ #
P= N (N+6) -2
Cas simples

2 2
N =1, =2, p=ming =, ———— > =min{2,2} =2
) » P mln{l’(l—l—Q)—Q} mln{v}
N 2 0=2 pemindl,— 2 in{l,1} =1
= = =min< — = min =
) 7p 2’(2+2>_2 Y
N 1 2 1 1
y , P mln{g,(3+1)_2} mln{g, } 3

3.4 Conditions nécessaires pour I’existence locale et globale

des solutions

Théoreme 3.2 Soit u une solution locale de (3.1), ouT' < +oco et p > 1, alors il existe des constantes

a et (3 telles que

. Lol @
|$1‘1£[1oo inf [uy () 4 duo (z)] < CL T (ﬁ + 5)

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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Preuve. Par définition de la solution faible

pour toute p € Cy>® (Qr), © >0

On a

/\u]p cpd:vdt—i—/ [ug () 4 dug (z)] ¢ (0, z) dz < / [ul | 0wl dxdt+§/ |ul |A<p]d:vdt—|—5/ lul || dxdt

Qr RN Qr Qr
(3.13)

En utilisant I'inégalité c-Young, on peut estimer tous les termes dans le second membre de (3.13),

en effet, si
1 =1
[ul loyl = ulpre™ |pyl,

Nous trouvons pour € > 0

/ |ul |@y| dzdt < g/ |l pdtdz + Cg/(go)_; oy |? dtda (3.14)
Qr Qr Qr
D’une manieére similaire, on trouve

C/\u||A¢|dtdw§/|u|pgodmdt+(fggq/(go)_;|Agp]qudt (3.15)
Qr Qr Qr
Et
(5/ [ul |, dzdt < 6/ \u|” pdzdt + Cgéq/(go)r'q |0, | dadt (3.16)
Qr Qr Qr

Prenant ¢ < 1, on obtient de (3.14), (3.15) , et (3.16) le resultat suivant

Jim [ @)+ bun @) 0 0.0)do < O [ Mgl 41860 + o) (0) Fabds @.17)

o Qr
{53

peCi=(RN), ¢>0,
supp¢C{x€RN:1<|x|<2},
A < ko,

On choisi la fonction test

Ou

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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Et nous prenons

1 0<t< %
¢ (=%2)° T
— | = 1— 2 = <t<T
8 (T) 3 T
0 t>T
13).

Ensuite, nous estimons les trois termes dans le coté droit de (3.

On effectuant le changement de variable

Et en utilisant I’hypothese sur ¢, on trouve

/ (9) 7 |pu|* dtda < aT" / ¢dx (3.18)
Qr RN
Cq/(go)l’q |Apl? dedt < quR_2qT/¢dx (3.19)
Qr RN
Et
(5"/(@); lo,|? dzdt < ﬂqu/(bda: (3.20)
Qr RN

Pour obtenir (3.18) en effet

[@)7 toulttaz = | 7<¢u>?|¢utt|qdasdt= @7 ol as / P gl
o

Qr RN 0 RN
Et comme
1 1
—+—=1 alors pg=p-+q
b q
—q + —q+p+
q~|—q qTpPqe_ —q9TP q:1
p p

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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Donc

/(W)pq ‘Sott’q dtdx = /¢d$
RN

QT - /Ww Z 1 (t(_%;?;’)grq [6(E§_)3%)rdt

RN

TQ t 1 q 2
; ( /M) s (L= 2)] v
RN Z

Avec le changement ¢ = 7T onadt = Tdr etsit = T alors 7 =1 etsit =T alors 7 =1

On obtient alors

1 05
/<90)Pq [yl dwdt = T'7% (/qbdx) / [1 -8 (T — %) ] {48 (T = %ﬂqm < aT1-2Q/¢dm
RN RN

Qr
Pour (3.19) en effet

T
Cq/(so):mw\qdwdt = Cq/ (/ ((bu)?ql,uﬁqquxdt)
0

Qr RN
()7 |pl® dt)

/
= | [ @7 1o 7udt)

N|=

_ ¢ / ()7 |A¢] da

RN

Et comme
801 = |80 (') | = 71801 < Rk
Alors

¢ [(0)F ¢l dudt = ¢ ( / <¢>5A¢>qu) (7udt)

Qr RN 0

< (IR ( / <¢>5¢|qda:) (7udt)

RN 0

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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Avec le changementt = 77 onadt =Tdretsit=0alorsT =0etsit =T alorsT =1

On obtient alors

1
o [ el < crner | fode ) | [
0

Qr RN

< MR ™kIT / bdx

RN
Pour obtenir (3.20) en effet
T
o [0 aldzdt = 5 [ [ (on) fou" dode
Qr RN 0
T
= | forFerds| [
RN 0
T
= o fode || [0
RN 0

— | [ o u]

IN
@
=
4
—
©
S
S

Finalement on a obtenus les trois estimations.
de (3.18),(3.19), et (3.20) et comme ¢ (0,x) = ¢ () 4 (0) = ¢ (=) on déduit que

|z|>R

inf [uy (z) + dugp ()] /qbdx <Ci [aT""2 + ME'R™T + BT /gbd:p (3.21)
RN RN

Prenant le sup par rapport a ¢ des deux membres de (3.21) et faire tendre R vers oo, on obtient

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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lim inf [uy (2) + dug ()] < C1 [aT' 20 + BT 1] (3.22)

|z]—oc0
D’ou le résultat voulu.

Nous déduisons immédiatement le résultat suivant m

Corollaire 3.1 Supposons que p > 1 et [uy (z) + dug (z)] > 0 si (3.1) admet une solution globale
faible alors
lim inf [u; (x) + dug (x)] =0

|| —o0

Preuve. Supposons que (3.1) a une solution globale faible et que

S := lim inf [u; (z) + dug (z)] > 0

|z|—o0

Alors de (3.22) on obtient

T < max{(a—gﬁci> " , (a—gﬁCi)zq_l}

C’est une contradiction m

3.4. Conditions nécessaires pour |'existence locale et globale des solutions
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Chapitre 4. Non solvabilité de Balakrishnan-Taylor systéme avec terme de mémoire en R

4.1 Introduction

La question de la non-solvabilité des équations d’évolution a été traitée et discutée sous différents
angles a 'aide de différentes méthodes et techniques. idée de base dans la plupart de ces travaux
est de comparer des solutions avec des sous-solutions qui explosent en un temps fini.

Notre préoccupation dans cette partie est un systeme fortement couplé avec un amortissement de
Balakrishnan-Taylor et une source de type puissance agissant comme une force externe sur tout
l'espace RV, N > 1. Bien que nous étudions le cas particulier ol les noyaux g et h décroissent po-
lynomialement, les résultats de 1’étude restent valides pour une gamme d’autres types de noyaux
tels que les fonctions a décroissance exponentielle. Nous considérons le systeme décrit par cette

formule

uy — M(t)Au + fotg (t — s) Auds = |[v|’ dans [0, +00) x RN
vy — M(t)Av + fot h(t — s) Avds = |u|? dans [0,4+00) x RY
u(0,2) = ug (z), u; (0,2) = uy (x) dans RN
v(0,7) = vy (z), v (0,2) = vy (x) dans RN

“4.1)

Ou p,q > 1, up(z), ui(z), vo(x) et vy(x) sont les données initiales et
M(t) =&+ & IIVu @)l + & Vo (@)l + & (Vu (1), Ve (1) + & (Vo (t), Vo (1)

Ou tous les parametres &,, i = 0,1, 2, 3,4 sont supposées étre des constantes positives. Les fonc-
tions ¢ et h sont les fonctions de relaxation qui dépendent des propriétés des deux matériaux

viscoélastiques différents

4.2 Preliminaries
Nous désignerons par ()1 'ensemble
Qr:= (0,7) x RV

Et par () 'esemble
Qs = (0,00) x RY

Nous expliquons ensuite ce que nous entendons par solution faible du probléme (4.1).

Définition 4.1 Le couple de fonctions (u,v) est une solution locale faible de (4.1) sur (0,T)
Si
(= L?OC(QT)? v E L?OC(QT)

4.1. Introduction
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Et satisfaisant

fQT )" edxdt + [gnur () @ (0,2) doe = fQT ey drdt

— Jo, MuApdrdt + [, u(s,z) <fSTg(t — s)Agp(t)dt) dsdx (4.2

Jo, [ul® pdzdt + [gnvi(2) 0 (0,2)dv = [, ve,dedt

— Jo, MtvApdzdt + [, v(s,z) (fST h(t — 3)Ag0(t)dt> dsdx 43

Est valable pour
@ € CS(QTLQ& 2 0
Et satisfaire

SO(Tv :B) = Sot(T7 $) = th(O,SL'> =0.

o € C2(Qr) veut dire que une fonction ¢ dans Cff est a support compact.
Maintenant, nous énongons Uhypothése (H)

g,h : RT™ — R sont des fonctions -C' bornées. satisfaisantes

g(t), h(t) <

Pour une constante. K > 0.et.p € (2,00).

4.3 Résultat de la non existence

Dans cette partie, nous prouvons notre premier résultat. Il fournit un intervalle de valeurs pour.

p et.q pour laquelle aucune solution faible ne peut exister globalement dans le temps.

Théoreme 4.1 Supposons que

fRN uy (‘7;) dx > 07 fRN U1 (I) dr >0
et (H) valable pour N > 1

etl<p ,q<1—|—min{ﬁ, 20

N—6
Alors le probléme (4.1) n’admet pas de solutions globales non triviales dans le temps.

Preuve. La preuve est faite par contradiction. Supposons qu’une solution faible de (4.1) existe
globalement dans le temps.

Nous introduisons les fonctions tests

] ty
pi(t, x) == ¢ (E) p (Rfﬂ-) ,i=1,2 4.4

4.3. Résultat de la non existence
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Avec
p€CPMRN), ¢>0, peC*R"Y), p=>0
Tel que
1L, lw <1
w), plw) =
P(w), p(w) {0’ | > 2

Et 1 Satisfait
—C <) <0, WQ2R%)=0 pour R>>1.

La fonction (¢, z) est supposé avoir des dérivées partielles du second ordre bornées.

De plus, nous supposons sans perte de généralité que

o1al” (00) T dudt + | M(t)[Apy |7 (9y) 7 dudt < o0 (4.5)
U1 U2
Ft
| oaul” (1) 7 dwdt + [ M(t) | Mgyl (1) dadt < oo (4.6)
Vi Vo
ou
Up = supppy N suppes,
Uy : = suppAp, N suppp,,
Vit = supppy, N suppyy, et
Vo o = suppAp, N suppyp,

Et on note par p’ et ¢’ respectivement I'exposant conjugué de p et ¢ Si ces conditions ne sont pas
remplies pour nos fonctions ¢, (¢, ), i = 1,2 puis on choisit ©} (¢, ), i = 1,2 avec un certains A > 0
assez grand .

Ensuite, nous estimons les différents termes a droite de (4.2) et (4.3) en termes d’expressions a
gauche de (4.2) et (4.3). En multipliant et en divisant par (,0;/ P puis en appliquant I'inégalité de
Holder, on voit que

1/q —1
fUl uppdtde < fUl U902/q902 /qwlttdtdx

1/q o ’
< (fUl |ul? g%dtdx) (fU1 o fa |P1ee]” dtdw)

De la méme maniere, on trouve

1/q (4. 7)

— [ M(t)ulAp,dxdt
Uz
1/q

1/q , )
< ( yu\q<p2dxdt) ( M) 037 | Ay |? dmdt) : (4.8)
Uz Uz

4.3. Résultat de la non existence
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Et
fU2 U <fs+oo g(t —s)Ayp, (t)dt> dsdzx

1/q o e ¢ 1q (4.9)
< (J ul” it (J}h%”q S gt = 5)Apy (1)t dsda:) .

En prenant compte des trois derniéres estimations (4.7) - (4.9) dans (4.2),

Nous déduisons a partir de (4.2) que

1/q
/ [o]f ¢y dad +/ uy () ¢y (0,2) do < A (/ |ul? demdt) (4.10)
w RN U,UU2

Oou . g

—q ! q , o , q

A= { (fU1 0y /e |144] dtdx) + (fU2 |M (1) @57 /e | Ay |? dxdt)
v fo%e) q’ 1/q,
+ (fU2 w1 [ g(t—S)Asol(t)dt( dsda:>

Et

W = suppp, N suppp,.

De méme, il est facile de voir que

1/p
/ |ul? pydadt +/ v1 () vy (0,2)dx < B (/ lv|? wldxdt) (4.11)
w RN ViUV,

Oou

/ /

—p'/p P’ L/p p _—p'/p P’ /p
B =1 (b et sl dtdz) "+ ([, IMOF 07" |Agy)” dudr)

’ p l/p'
+ < Sy, 0" dsdw)

Une combinaison de (4.10) et (4.11) donne
Jorow, 1017 ordzdt < — [our (2) @, (0,2) do

p e 1/ (4.12)
A |:B (fV1UV2 |U| (‘Oldxdt> B fRN U1 (I) P2 (09 l‘) dx:|

[0 (t — s)Apy(t)dt

Et
Jorow, [0l @adzdt < — [o 1 () @, (0,2) da

1/q
B {A (fUlng |u|? <p2dxdt> — fRN uy () pq (0, 2) dx}

Nous déduisons de nos hypotheses sur les données initiales que

1/p (4.13)

fRN uy () ¢, (0,2) dz > 0
et

Jan v1 () 9y (0,2) dz > 0.

4.3. Résultat de la non existence
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Ces relations (4.12) et (4.13) impliquent que

1-1/pq
( / |v|? %dxdt) < AB1 (4.14)
ViuVy

et
1-1/pq
( / |u)? gozd:ndt> < BAYP (4.15)
U,UUo

Ensuite, nous adoptons la mise a I’échelle suivante

t = Rr
et
r = Ry
ou
9:61—02
On obtient
’ / /4 N+6 99 P , 1/¢
(/ 03" 1] dtdw) =R (/ 03 1] dfdy) : (4.16)
U1 Ul
’ / ’ 1/!1’ N+6 ~ q’ ’ ’ l/q
( M 63777 | Ap, dasdt) < R ( | el e s dfdy) (4.17)
Uz U2
ou

W) = 6 [ Valdyrg [ Vel
RN RN
s (€ [ Vuldy e, [ Vol ay)
2d7— 3 RN 4 RN ’
Pour le terme contenant la mémoire, réécrivons-le comme

/ (P;q /q
Uz

Et utiliser la mise a ’échelle pour obtenir

q/

+oo
/ g(v —t)Ap,(v)dv| dtdx
t

S (02) 7719 | [5° g (v = ) Ap(w)dv|" dida
= [p,, 18" ¢~ [F ()~ /| [0 g — t)u(v)dy

< CRNO2 [ NG| o7 | [ g(v — ROT)u(v)dv

ql
dtdx

q/
drdy.

4.3. Reésultat de la non existence [34
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ou

Q : ={(r,y):1<7yl <2}
et
Dgr : ={xcRY:R<|z| <2R}.

Et en vertu de 'hypotheése (H) et du changement de variable
1+v—Rlr=n

Et le fait que i est non croissant nous voyons que

+00 “+oo 0. 1
/ g(v — R'm\u(v)dv < K/ pln + B )dn
1

ROT n?

Comme R’7 > 1 et comme p(n) = 0 pour 1 > 2

et u(n) <1
on a
—+o0 2 1
/ g(v — RT\u(v)dv < K/ Edn <C
ROT 1
Et donc L
/ q
(B 1 st 930 0ar] asts) .
N+6 o / 1/q¢ )
< CR 7 ([, 027100, drdy)
En vertu de (4.16) - (4.18), (4.5) et (4.6), on trouve
A < C (Rtheize n Rqueil n RNqﬁ*z)
Et
B<C(RV 4RV 4 RV
Les relations (4.11) et (4.16) impliquent que, pour un R suffisamment grand, nous avons
1/p .
/ lul? pydzdt < B </ |v]” goldxdt) < C(ABP)pi1 . (4.19)
w ViuVs

Maintenant nous imposons les conditions

1< <1+ mi L 20
p:q MY NFo-1' N0

4.3. Résultat de la non existence
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Ensuite, nous passons a la limite quand R — oo en (4.19) on obtient
lim/ lu|? pydxdt < 0.
W

Cela contredit notre hypothése selon laquelle u est une solution non triviale. Egalement, en utili-
sant les autres estimations, nous atteindrons v = 0 c’est a dire.qui est encore une contradiction.

Ceci complete la preuve. =

4.4 Conditions nécessaires pour des solutions locales et glo-

bales

Théoreme 4.2 Soit le couple de fonctions (u,v) une solution locale a (4.1) ou T' < +oo et p,q > 1
ensuite,

il existe des constantes « et 3 telles que

lim inf (uy(z) + v1(2)) < Cl/4T172p/ (aTz(p/,q,) N 5)

|z|—o0

Preuve. Par la définition d’une solution faible

pour tout ¢ € C5°(Qr), ¢ >0

Ona
fQT )P edxdt + [ ui(x)e (0, 2) dx
< Jo, lulleyl dedt + [ [ [M(#)] |u] |Ap| dzdt (4.20)
+ Jo, [uls, )| ‘fSTg(t — S)Ago(t)dt‘ dsdz.

Et

Jo, [ul® pdzdt + [gn vi(2)p (0, 2)dx
< fQT lul |y dzdt + fQT | M (1) |u| |Ap| dzdt (4.21)
o+ Jop luts,2) [ 1t = 9)Ap(t)dt| dsda.
En utilisant I'inégalité de ¢ -Young, nous pouvons estimer tous les termes du c6té droit de (4.20).
En effet, comme
[ul low| = [ul /%07 oy
Nous trouvons pour € > 0

/ [ul |y dtdz < 5/ |u|? pdtdz + C’E/ 0/, |7 dtda. (4.22)
Qr

T T

4.4. Conditions nécessaires pour des solutions locales et globales
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De maniere similaire, on trouve
| 1)l || dida

T

<e / |ul|? pdadt + C- / IM()|7 o779 | Ap|? dadt,
Qr Qr

Et
S, luts, ) | 7 gt = 9)Ap(t)dt| dsda

<e fQT lu|? pdsdx + C. fQT o4/ fsTg(t — ) Ap(t)dt
On en déduit (4.22) - (4.23) et (4.20) que

/ |v\pg0da:dt+/ ur(z)p (0,2) dx §5/ |u|? pdtdz
T RN

T
ql
) (p—q’/q

/ |u|qg0dxdt+/ v1(2)p (0, ) dmés/ [v|” pdtdx
T RN

T
pl
) Spfp’/p

/

q
dsdzx.

| ot sneta

e /Q (w M@ Al +
T

De méme, on trouve

T
e <|sott|f’ S 18t + | [ n - g
Qr s

En prenant ¢ < 1/4, on déduit de (4.25) et (4.26) que

Ja (u(x) +v1(2)) @ (0,2) dz < C. [, <|sott|q’ + M) |Apl” +

+C. gy (leul” + MO 186 + [ [ bt = et

o))

Nous choisissons la fonction test

Oou
¢ € C(RY), >0,
suppp C {xERN:1< |x|<2},
|Agl < ko,
Et nous prenons
1,0<t<T/2
M (%) =9 1-CIRE T/a<i<T |

0,t>T.

I gt = 9)Ap(t)dt

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

4.4. Conditions nécessaires pour des solutions locales et globales
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Ensuite, nous estimons les six termes dans la partie droite de (4.27). En faisant le changement de

variables
t=71T

Et en utilisant ’hypothese sur ¢, on trouve

/ SO_QI/Q ’Sptt|q < aT' =2 o,
T RN

/ M@ o™/ Ap|” < TM(T)" R R | o,
T RN

/ Sofq’/q
Qr

q/

0 q/
< Ck?Y R~ T7? ( / g(t)dt) 9,
0 RN

/ (’D_p,/p |90tt|p < ﬁTl_Qp, o,
T RN

/ g(t — s)Ap(t)dt

/ M@ P | Mgl <TM(TY' IR | 9,
T RN

/T p /ST h(t — s)Ap(t)dt

Réunissant les relations (4.28) - (4.33), nous en déduisons que

Et

inf (u1(z) 4+ vi(z)) ¢

|z|>R RN
< Cyya |aT' =20 + TM(T)7 k7 R™27 4+ CkY R2T?| [o1 6.
+Caya | BT + TM(T)" k' R~ + Ck R™'T?| [ 6.

En posant R — oo, on obtient

liminf (uy(x) + v1(2)) < Cyy4 [aT1—2q/ n BT1—2p,} ‘

|z|—o0
Donc le théoréme est prouvé

On peut déduire immédiatement le résultat suivant. m

Corollaire 4.1 Supposons que

p,q>1
et

ur(z) +v1(z) > 0.

Si (4.1) admet une solution globale faible, alors

lim inf (u; (z) + v1(x)) = 0.

|z|—o0

P o] P’
< CkP R#'T? ( / h(t)dt) / ¢.
0 RN

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

4.4. Conditions nécessaires pour des solutions locales et globales
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Preuve. Supposons que (4.1) a une solution globale faible et que

S := liminf (u1(x) + v1(x)) > 0.

|z|—o00

Puis a partir de (4.35), il apparait que

1/(»'-1) 1/(¢'~1)
TSmax{(a—gﬁcEm) 7(@—5501/4) }

C’est une contradiction. =

4.4. Conditions nécessaires pour des solutions locales et globales
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Chapitre 5. Explosion et durée de vie des solutions pour I'équation de membrane élastique avec retard

5.1 introduction

Fanalyse de la solution d’un systeme mathématique peut fournir des informations précieuses sur
le comportement d'un probleme du monde réel, guider les processus de prise de décision et
contribuer a 'avancement des connaissances dans le domaine concerné. Le but de ce travail est

d’examiner le probléme mentionné ci-dessous :

— (b+d||Vul* + o (Vw(y, t), Vuy(y, 1)) Aw(y,t)
—l—fo (t — r)Aw(y, r)dr + pow(y,t) + pyw(y, t — 1) = \w\q_2 w, yeN0<t,

w(y,t) =0, y € 00,0<t, (5.1)
w (y’ 0) = w()(y)a Wy (ya 0) = wl(:y)a (VRS Q,O < t,
. wt(yat_T):fO(y7t>a yEQv t€(077—)a

ou () appartient a R™ avec une frontiere réguliere 0Q2(n > 2), les variables w, y et ¢ désignent
respectivement le déplacement transversal de la plaque, la coordonnée spatiale dans la direc-
tion de I’écoulement du fluide et le temps. Les parametres o, d et b désignent respectivement les
termes d’amortissement structurel viscoélastique, la rigidité (la raideur) non linéaire et la charge
de traction dans le plan. Ces quantités subissent une non-dimensionnement, ou b, d, o et j, sont
des constantes maintenues fixes et positives. Le parametre y, est un nombre réel et h(¢) est une
fonction positive incorporant le noyau de la mémoire, conformément aux conditions définies dans
(H1). Le retard temporel est désigné par 7 > 0, et les fonctions wy, wy, fy sont des entités pré-
déterminées appartenant a des espaces fonctionnels appropriés. En 'absence du terme de retard,
I’équation (5.1) est liée a 'équation du panneau de flottement comportant un terme mémoire.
Cette équation émerge dans des expériences en soufflerie menées a des vitesses supersoniques
pour étudier le comportement d’'un panneau. Pour une dérivation détaillée de ce modele, on peut
consulter les travaux de la littérature [16]. Pour des informations supplémentaires sur I’équation
de Balakrishnan-Taylor, les lecteurs intéressés peuvent se référer a [16],[27],[31 — 35|. Zarai" et
Tatar ont exploré les équations d’onde incorporant des termes de mémoire de Balakrishnan-Taylor
et des termes sources :

wy — (b+d||Vw|)* + o (Vw(y,t), Vu(y, 1)) Aw(y, t)

+f0 (t — r)Aw(y, r)dr = |w|"*w, yeQ0<t, 5.2)
w(y, ):07 y € 00,0 <t, .
w(y,t) =0, y € 00,0 <t

ils ont montré un résultat de décroissance exponentielle pour I'énergie sous la condition que le

5.1. introduction
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noyau présente une décroissance exponentielle. De plus, ils ont abordé le scénario consistant a

incorporer le terme A%w + A%w; dans le probléeme décrit par 'équation (5.2),

wy — (b d | Vull* + 0 (Vu(y. £), Vuy(y.1))) Auw(y, 1)

—I—fo (t — r)Aw(y, r)dr + A2w + A2w, = |w]"*w, y€N,0<t, (5.3)
w(y,t) =92 =0, y € 00,0 < t, '
w(y,t) =0, y€00,0 <t

noté comme l'apparition d’'une explosion de solution pour I'’équation (5.3) a été démontrée dans
les conditions de ¢ > 2 et d’énergie initiale négative F/(0).Par la suite, les résultats ont été affinés
en établissant une caractéristique de décroissance polynomiale pour la fonction de relaxation,
illustrant une décroissance polynomiale dans la littérature. Ils ont étendu les considérations de
stabilité de (5.2) et les résultats d’explosion aux cas ou F(0) > 0 dans le cadre plus général du
modele (5.3).

Lobjectif de ce manuscrit est d’étudier le phénomene d’explosion dans le contexte du probleme
(5.1), qui integre les termes de retard et de source. introduction du terme de retard plwt(y,t—7)
distingue ce probléeme de ceux précédemment abordés dans la littérature. Les retards se mani-
festent fréquemment dans divers domaines tels que la physique, la chimie, la biologie, la ther-
modynamique et ’économie. Par conséquent, les équations décrivant la dynamique des solutions
pour les équations aux dérivées partielles (EDP) effectuées par retard temporel sont devenues
un domaine de recherche dynamique actuellement, comme en témoignent des travaux tels que
[16],[27],[33 — 36] et les références qui y sont contenues. La présence d’un retard peut constituer
une source potentielle d’instabilité, comme 1'ont démontré des travaux antérieurs. Ces travaux
ont établi qu'un retard méme minime pourrait déstabiliser un systéme asymptotiquement stable
en I'absence de retard, a moins que des conditions de contréle supplémentaires ne soient mises
en ceuvre. Nicaise et Pignotti ont démontré une stabilité exponentielle de ’énergie sous I'hypo-
these 1, < . Cependant, dans le cas ou p; > u,, ils ont pu construire une séquence de retards
conduisant a une instabilité de la solution correspondante. Abordant la stabilité asymptotique, Mi
Jin Lee et al. a étudié '’équation viscoélastique de Kirchhoff suivante avec des termes de retard et

d’amortissement tels que

wy — (b+d||Vw|?® + o (Vw(y, t), Vuy(y, 1)) Aw(y, t)

+ fo (t — r)Aw(y, r)dr + pow(y,t) + pyw(y,t — 1) = ]w]q_Q w,
pour y € ), 0 < ¢ avec des conditions initiales et aux limites appropriées. Ils ont montré la nature
asymptotique par des fonctionnelles de Lyapunov appropriées. S’appuyant sur des recherches an-

térieures, cette étude se penche sur le phénomene d’explosion de la solution dans le cadre de

5.1. introduction [
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I’équation de la membrane élastique non linéaire comportant des termes de retard et de source.
Notamment, le comportement d’explosion des solutions pour une équation de Kirchhoff viscoélas-
tique avec amortissement de Balakrishnan-Taylor et un terme de retard reste non abordé dans la
littérature existante, ce qui donne I'impulsion a la présente enquéte.

Le reste du travail est organisé comme suit : La section 2 présente les hypothéses et les lemmes es-
sentiels faisant partie intégrante de notre analyse, aboutissant a un lemme essentiel et au résultat
principal. Dans la section 3, nous expliquons I'énoncé et fournissons la preuve de notre principal

résultat d’explosion.

5.2 Hypotheses et lemmes

Dans cette section, nous introduisons un ensemble d’hypotheses et de lemmes. espace de Le-
besgue standard £? (2) et 'espace de Sobolev H{ (£2), accompagnés de leurs normes convention-
nelles ||.[|,, ||.[/5, sont utilisés.

Ici, les hypotheses concernant la fonction de relaxation g sont décrites :

(H1) Supposons une fonction C'* non croissante A : [0,00) — (0, 00) de maniere a ce que

o0 o0 1
b— / h(r)dr:=1>0, et / h(r)dr < N i 5.4
0 0 t 25092
(H2) Choisir une constante positive 6 de maniere a ce que
Thy <O <7 (2up—py)  Si oy < pg (5.5)

0 =fg SI pg = py-

Pour simplifier, on prend

(how) (t) = / Wt - 1) / 9(t) — () dydr,

ou 1 peut étre une fonction de valeurs vectorielles ou scalaires. Prenez ¢ € C'(R) et ¢ €
Hp (0,75 L2(92)),
alors ce qui suit peut étre facilement prouvé.

Lemme 5.1 Pour w € L2 (0, T; Hg (2)) alors

2

/Q(/Oth(t—r) (w(t)—w(r))dr> dy < (b—1)C?%(how)(t), (5.6)

ott | comme dans (5.4) et C, est la constante de Poincaré.
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Ici, présentez

z(y,pt) =we (y,t —7p), y€Q, pe(0,1)t>0, (5.7)

alors
7z (y, p, t) + zp (y, p,t) =0, dans Q x (0,1) x (0,00). (5.8)

Par conséquent, (5.1) équivaut a

(

wy — (b+d||Vw|® + o (Vw(y, t), Vu(y, 1)) Aw(y, t)

—I—fot h(t — ) Aw(y, r)dr + pow(y,t) + pyz(y, 1,8) = |w|" *w, ye Qt>0,

T2 (Y, py 1) + 2, (y, p, 1) =0 yeQt>0pe(0,1). (5.9)
w(y,t) =0, y e oQ,t>0,
w(y,0) = wo(y), we(y,0) =wi(y), y €Q,t>0,

z(y,p,0) = fo(y, tp), yeQt>0,pe(0,1).

\

Prendre une constante positive § de telle sorte que

Thy <6 <7 (2p0 — p1y) -

Théoreme 5.1 Supposons que j, < p,. Alors pour wy € H (), w1 € L2(Q), f, € L2(Q x (0,1))

et T > 0, on peut trouver une unique solution faible (w, z) de (5.9) sur (0,7") de maniére a ce que

w e C(0,T]:H3 () N O ((0.T]: £2 ().
wy € L£2(0,T3H3 () N L2 ((0,T) x Q).

Lemme 5.2 Soit q > 2, l'inégalité
lwll, < e [[Vwll,, pourw € H; (),
est valable avec une constante positive c,
Lemme 5.3 Soit q > 2, alors on peut trouver une constante C' > 0 de maniére a ce que
llly < e (IVwll3 + Jwl2) (5.10)

avec 2 < r < q et pour tout w € H} (Q).

5.2. Hypothéses et lemmes
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5.3 Explosion

Dans cette section, notre objectif consiste a explorer les résultats d’explosion pour des solutions
spécifiques caractérisées par une énergie initiale a la fois positive et non positive. Pour commencer,

nous établissons la fonction énergétique du probléeme donné (5.9) comme suit :

1
1 1[b ! §
B0 = gludieg [5Ivulie (o= [ aar) 190+ 3 [ [ .00 dpay 510
0 Q0
1 1
+5 (how) ()= - [l

ou la constante ¢ est positive remplissant (5.5) a 7 = 1.

Pour I'énoncé de notre résultat, prenons h tele que

o 1
/ (et < - : | (5.12)
0 (a(1-B)2+28(1-5)) (¢-2)

ou 0 < <1 estun nombre fixe.

Lemme 5.4 E(t) est une fonction non croissante et « est une constante positive, alors

Et) < —a <||wt||§ + / 22 (y,1,t) dy) , pourt > 0. (5.13)
Q

Preuve. Pour démontrer, nous multiplions w; avec la premiere équation de (5.9) et intégrons sur
Q. Apres cela, multipliez éz avec la deuxiéme équation de (5.9) et intégrez sur (0,1) x €, puis

combinez les résultats :

! g(t) 2 1 / 2 0 2 1)
B(t) < S IVul+ 5 (W o V) = polwll+ 5ol = 5= | 1,0y
)
5 |wt’2dy—ﬂ1/z(y717t)wtdy
T Ja Q
< —a(luds+ [ 2w n0d). poure=o0
Q
dans lequel @ = min {yy — & — 4,2 - 41 >0 m
Ensuite, a partir du lemme 2, on trouve
1 , 1 -
E(t) > §l||Vw||2+§(hoVw)—5||w||q (5.14)
1 , 1 BI /. g
> IVl 45 (ho V) = = (12 [Vull,)
>

F(1Ivuli+ (o vu))
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ou Blzf—%g et
1 B?
F(y)z—@f—qu, y > 0.

Remarque 5.1 On peut démontrer que la fonctionnelle F' présente un comportement croissant dans
lUintervalle (0,1), une tendance décroissante dans (A1, 00) et atteint son maximum a A1 = Bl 7z,

La valeur maximale correspondante est notée

2 4 q-2
El=F(\) = qz—Brm - qz—Af.
q q

Lemme 5.5 Supposons q > 2, et (H1), (H2) satisfait et supposons que [ | Vw||5 > A2 et E(0) < E,
alors on peut trouver Ay > \; de telle maniére que pour tout t € [0,T)
1| Vw| + (ho Vw) (t) > A2 (5.15)

et
q

lwllg = jkg-
Preuve. Supposons une fonction non croissante F(t), alors
E(t) < E(0) < Eq, pour tous t > 0.

Les propriétés de F' implique qu'il existe Ay, < A} < Ag tel que F(\y) = F(\2) = E(0). Alors,

comme F(0), 1|[Vwl||5 > A\? et la continuité dans le temps de F(\/l |[Vwl|3 + (h o Vw) (t)) implique
| Vwl|2 4 (hoVw) (t) > X2, Vte|0,T).

De plus, la définition de E/(t) par (5.11), en appliquant (5.4), (5.15) et la définition de F par (5.14),

on obtient ce qui suit

@IVl + (o V) (0) - B(0) > 324 = PO = Zxg

1
q
el >

La preuve est donc terminée m

Théoréme 5.2 soit (H1) et (H2) on Prenant compte du wo,w; € H§(Q) avec I||Vwl|; > A2,
E(0) < BE.
Alors la solution u de (5.9) explose en temps fini

re_1za)

al' [L(0)]*

ot I' une constante positive.
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Preuve. Dans le cas contraire, supposons que la solution du probleme (5.9) soit globale. Par

conséquent, il existe une constante positive K; de telle sorte que
lwell + [ Vewlly + [ Vwll; + [lwllf < K. vt > 0. (5.16)

Pensemble
H(t) = Ey — E(1),

dans laquelle £, € (E(0), 3E;) .D'apres le lemme 4, (5.15) et E; = “-1)\],on obtient

H(t)> H(0) = E; — E(0) > 0, (5.17)
et )
H(t) < p Jwl[7 . (5.18)
Définir
L(t) = H(t) + 5/ wywdy + guo/ widy + oc |Vuw;, (5.19)
0 0
ol 0 < ¢ < 1 sera choisi plus tard )
0<a<i = (5.20)
2q

Maintenant, a partir de (5.19) et (5.9), on obtient ce qui suit
L(t) = (L—a)H O ()H (1) + ¢ |lwill; — eb||Vwll; — ed | Vuwll3 + [[w]]]
/ Vw/ (t — r)Vw(r)drdy — ,ule/ 2(y, 1, t)wdy.
Ici, on utilise les inégalités de Holder et Young, on a
M1€/Q (1, hwdy < Sy [|w]; + 45 2(y, 1, t)dy,

pour 6,1 > 0, et

/QVw /Ot h(t — r)Vw(r)drdy > —ne (h o Vw) (t) + (1 — %) /Ot h(t — r)dr || Vw(r)|.

Ainsi

L't > {(1 —a)H™(t) —84521] H (t) +¢ [—b— (% - 1) /Ot h(r)d'r] Vw3 (5.21)

—de||Vuwlly —en (o V) = Sime Jwll; + € [[wll],

5.3. Explosion
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en utilisant le fait que— [, 2*(y, 1, t)wdy > —LH (t) dans (5.21), et en choisissant 6, = ;44 H(t),
k grand a préciser, en ajoutant également le terme p(H (t) — E2 + E(t)) et en utilisant la définition
de E(t) (5.11), on obtient

L'(t) > [(1—a)—ck] HO@®)H (t) +¢ (‘-’; > lwe|)? + ed (Z - 1) IVwl|t + sqH (1(5.22)

re[ 52— (Y24 1) [har] 19uli+< (£ -0) (o

o 019
) )+ <2 / / (4, p, dpdy — =g

Maintenant, nous prenons 7 pour satisfaire

b—1 q(1-p5)

2(1—6)l(q—2)<77< 5 + . (5.23)

ce qui est vrai grace a (5.4). Apres cela, en utilisant le fait que I || Vw]||5 + (h o Vw) (t) > A2 par
(5.15)

pour obtenir

[(q‘%_ <(q‘2) +i) /Othmdr] [Volg+< (2=n) (hoVu)—gB:  G.24)

2 2 4n
> 82 (1 Vull} + (ho Va) g
2 2 2
_ ﬂ<q_2) Ay — A (lHVwH§+(hoVw))+5( 2))\ (ZHV H2 (hoVw))—qEQ

2 ¥ 2 A2

> Oy (1|Vwlf5 + (ho Vw)) + Cs,

ot C; :5@M Cy = U224,
De plus, & partir de E, < SE; et By = 52)2.0n observe que 2 > 0, et G = B2\ g, >
B ( AN qu) = 0.Donc (5.22) dev1ent

12

4ko

+
+e <q 5 ) H%”g + ed (Z - 1) HVwHQ—l—qu +6—// (y, p, t)dpdy.

En utilisant (5.18), on trouve
« 1 “ «
a0 < (3)

L'(t) < [(1—a)—cklH )H™(t)+eCs (1 |Vl + (ho Vw)) — EHO‘( ) wll
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Cest a dire
1\ ¢ q=2 o
HO(0) w2 < (5) 95 ]2 (5.25)

et décomposant ¢H (t) par

ou
b < %,
on obtient donc ce qui suit
/ + 2
() < (- 0) k] B (H () + (qT -0 ) (5.26)
1
(Cll—cr 5) Qs ) |Vw|l; +¢(c1 — b1) (ho Vw)
by
+e d(—— - —) IVwlly + ¢ (q — 2by) H(t) + 6 <§—b1 // y, p, t)dpdy

261 125 1 q—=2
+€(7—c4ak( ) Q| )Hw”g.

Ici, la constante £ est sélectionnée de maniere a ce que

N e 2
Cil—c, (=) 197 -2 pi>o, (5.27)
q 4k0[1
o 2 2 /1\°
2B (2) e s, (5.28)
q dark \ q

d’apres (5.26) et (5.27), on obtient

k> min <cr,u1 ( ) |Q| = gt |Q|q§> |

4041l (Cl - bl) 8&1”)1

et ¢ si petit tele que

et

L(0) = H'™*(0) + 5/

5
wywoedy + Ho / widy + o¢ || Vaol[3 > 0. (5.29)
Q 0

Il existe donc £ > 0 tel que

1
L(0) <€ [H0)+ [Vul+ (vo V) + [Vl + [ [ 20 0dpdy + [l + ]| 530
0
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cela nous donne
L(t) > L(0) > 0 pour t > 0.

La prochaine estimation est

[uds| <yl el (5.3D)
Q
< Cllwll llwelly
ce qui implique
1
T-a 1 1
/ wwdy| < C ol I (5.32)
0
En utilisant I'inégalité de Young, nous avons
ﬁ B _0
/wtwdy <C {Hw“(}‘“ + ||wt||21‘°‘] , (5.33)
Q
pourﬁ + § = 1 en choisissant § = 2 (1 — o),
on obtient p = £~ = -2 < p,donc
1%
[ wawdy| " < ol + 3] (5.34)
Q
pour r = 2= < g,en utilisant le lemme 3
on obtient X
/wtwdy <C [HwHZ—i— el +H(t)] . (5.35)
Q
Par conséquent, en utilisant (5.35),
nous avons
1 1-a
L(t)Ta = <H1—a(t) + 5/ wywdy + %No/ w?dy + oe ||Vw||3> (5.36)
Q Q
_2 _4
< Ca(HO+ Il + urll + = + 9],
pourt > 0etcg > 0De (5.16) et (5.17), on a
G H() o HE
< KTa < KT-a t T < Ki-a : 5.3
IVl < Kt < Koo s, e ul™ < Kt g0 (5.37)
D’apres (5.37), on obtient
Lt)™s < ¢ <H(t) + Jlw]l? + ||wt||;> , >0 (5.38)
5.3. Explosion
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avec C7 > 0.En combinant (5.30) avec (5.38),

on obtient
L'(t) < CsL(t)™=, t > 0. ou Cs > 0. (5.39)

Une simple intégration de (5.39) sur (0,¢) donne alors

1
L(t) > — .
LT (0) - T{

Puisque L(0) > 0, (5.39)implique que L devient infini en un temps fini. La preuve est donc termi-

née m

5.3. Explosion



Conclution

Dans cette these, nous avons établit un résultat de non-existence d’un systéme viscoélastique avec
une dissipation de Balakrishnan-Taylor et une source non linéaire dans tout I'espace. Le résultat
de la non-existence est basé sur la méthode des fonctions test développé par Mitidieri et Pohozaev.
Nous avons aussi établit des conditions nécessaires d’existence locale et globale. Exactement, nous
avons trouvé un rang de valeurs pour p et ¢ (puissances des termes source) pour laquelle nous
avons la non-existence sous des hypotheses minimales sur les fonctions de relaxations g et h. les
résultats obtenus dans cette thése prolongent les résultats précédents de Zarai et Tatar. Ce travail
a fait 'objet d’'une publication dans une revue scientifique internationale respectée dans le milieu
(Classe B).

Lobjectif principal et crucial de cette recherche est d’examiner une équation de membrane élas-
tique non linéaire intégrant une détention et de sources de conditions dans un cadre délimité.
Dans lequel nous obtenons des conditions suffisantes sur les données initiales et les fonctionnels
impliqués pour que I'énergie initiale non positive des solutions ainsi que I’énergie initiale positive
s’explosent en un temps fini. En outre, ce travail fournit aussi des estimations de la durée de vie

de ces solutions.

Notre objectif ultime apres ce travail de thése est de traiter d’autres problemes non locaux plus

compliqués avec des dissipations fractionnelles.
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