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Abstract

This thesis is devoted to the study of the global existence of classical
solutions for certain reaction-diffusion systems formed by m-equations.

We start with a reaction-diffusion system with a diagonal diffusion
matrix, then with a reaction-diffusion system with a tridiagonal
diffusion matrix of the Toeplitz type.

And we finish this study with a reaction-diffusion system with a
tridiagonal diffusion matrix more general than Toeplitz matrix,

The technique used to prove the global existence of solutions is based on

the construction of invariant regions and then on the construction of a

polynomial Lyapunov functional.
Keywords: Reaction-diffusion systems, Global existence, Lyapunov

functional, Invariant regions, Toeplitz matrix,



Resume

Cette these est consacrée a [étude de [existence globale de solutions
classiques pour certains systémes de réaction diffusion formés de m-
équations.

On commence par un systéme de réaction-diffusion avec une matrice de
diffusion diagonale, puis par un systéme de réaction-diffusion avec une
matrice de diffusion tri-diagonale de type Toeplitz.

Et en détermine par [étude d’un systéme de réaction-diffusion avec une
matrice de diffusion tri-diagonale plus générale que celle de Toeplitz.

La technique suivie pour prouver ['existence globale de solutions est
basée sur la construction des régions invariantes, puis sur la construction
d'une fonctionnelle polynémiale de Lyapunov.

Mots-clés: Systémes de réaction-diffusion, Existence globale,

Fonctionnelle de Lyapunov, Régions invariantes, Matrice de Toeplitz.
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Notations
2 : Domaine ouvert bornée de R".
0f2 : La frontiére de €.

do : La mesure de surface sur 0f).

% : La dérivée partielle de u par rapport au temps ¢.
g—z : La dérivée normale de u sur le bord 0f).

X : Espace de de Banach.

Wmr HY H™ : Les espaces de Sobolev.

L*>(0,T; LP(Q2)) : espace des fonctions mesurables de [0, 7] dans L” (£2).
L*> (Q) : L’ensemble des fonctions réelles bornées sur €.
BC' : L’espace des fonctions bornées et continues dans R.
p.p : Presque partout.

Vu : Le gradient de .

V.u : La divergence de u.

Au : Le laplacien de u.

||u|| : La norme de u.

P : Matrice de diagonalisation.

det A : Détermintant de A.

(.,.) : Produit scalaire.

A(u,u) = zn: a;;wiu; : La forme quadratique.

3 Région%ij;;ariante.

L (t) : Fonctionelle de Lyapunov.

T, : Matrice de Toeplitz.




Introduction générale

Les systémes de réaction-diffusion apparaissent naturellement dans la modélisation mathéma-
tique d’une grande variété de phénomenes, non seulement dans les sciences naturelles, mais aussi
dans l'ingénierie et I’économie, tels que la dynamique des gaz, des processus de fusion, certains
modeéles biologiques, les processus cellulaires, I’écologie, la propagation de maladies, les processus
industriels, le transport catalytique de contaminants dans I’environnement, la dynamique des po-
pulations, la propagation des flammes et des réactions chimiques et autres. La plupart de ceux-ci,
en premiére vue, sont des phénomeénes qui ont un dénominateur commun, la présence de diffusion
(permettant a la propagation d’une épidémie ou d’une substance chimique), et de réaction (qui
est la maniére spécifique dont les différentes phases ou composantes chimiques réagissent), ils
sont génériquement appelés systémes de réaction-diffusion.

L’objet de cette these est 'étude de l'existence globale des solutions classiques pour des
systémes formés de m-équations aux dérivées partielles du type parabolique appelés systémes de
réaction-diffusion dans les cas ot la matrice de diffusion est diagonale, la matrice de diffusion
est de Toeplitz tri-diagonale et la matrice de diffusion tri-diagonale plus générale que celle de
Toeplitz. Pour ce but nous utilisons la technique de la fonctionnelle polynomiale de Lyapunov.
pour mieux apprécier problématique, il est pertinent de diviser notre travail en cinq chapitre

Dans le premier chapitre, nous présentons les différentes notions nécessaires pour notre travail
tels que les espaces avec leurs normes, quelques égalités et inégalités, dans le méme contexte nous
présentons les différentes notations qui nous allons utiliser tout au long de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, en premier lieu nous exposons la forme générale des systémes
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de réaction-diffusion, la modélisation des systémes de réaction-diffusion en utilisant la loi de
comportement de Fick. En deuxieme lieu nous donnons les définitions de la fonctionnelle de
Lyapunov classiques et les régions invariantes, propositions et théorémes sur ’existence locale et
globale, la positivité de solutions des systémes de réaction-diffusion.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons étudier I'existence globale de systéme de réaction-

diffusion a m-équations avec une matrice de diffusion diagonale [4] de la forme :

avec les conditions aux bords
At + (L= N;) Opu; = B; sur 092 x {t >0}, (0.0.2)

et les conditions initiales pour tout ¢ = 1,...,m
u; (0,7) = u) (z) sur €, (0.0.3)

pour ce but nous allons construire une fonctionnelle de Lyapunov a croissance polynémiale. Sous

la forme :

L(t):/Hm(wl(t,x),wg(t,x),...,wm(t,:z:))dx,

ou
Pm p2 9 5
D _
— Pm—1 p1HP1 (m—1) _ p1, pP2—P1 Dm—Pm—1
H,, (wi,wa,. .., wy) = E g Com=t Oyt oy ur uy® P
Pm—1=0 p1=0

pj!

. o pi b
avec p,, un entier positif et C’p], pRTp—Tg

Nous terminons ce chapitre par un exemple en chimie.

Dans le quatriéme chapitre, nous allons étudier I'existence globale de solutions pour deux
systémes de réaction-diffusion formés de m-équations avec une matrice de diffusion tri-diagonale
de Toeplitz. Les termes de réaction sont supposés étre de croissance polynomiale.

Le premier systéme [3] est sous la forme :

% —alAu; — bAuy = f1(U),
ot
8u1
e bAuy_1 — alAuy — bAugy = fo(U),0=2,...m—1,
Oy,
2 " bAUy,—1 — alAu,, = [, (U),
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avec les conditions aux bords ([0.0.2)) et les conditions initiales ((0.0.3)).

Les données initiales sont supposées étre dans les régions :

Z u sin T mH g)k” >0, ek,

223: (u?,ug,...,ugn)E]Rm: b o ,
’ Zuksmm =1 <0, z€3,

mt1
avec
Z Bksm m+1 e)’m >0, (e g,
Z [ sin 5T (mH Z)k” <0, z€3,
ou

£N3=0,£U3={1,2,....m}.
Le deuxiéme systéme [I] est sous la forme :

aa_[j — DAU = F (U) dans € x (0,400),

avec les conditions aux bords et les conditions initiales (0.0.3)). O la matrice de diffusion

est définie comme :

a b 0 0

c a b
D=10 ¢ a . 0
b
0O --- 0 ¢ a

ol a,b et ¢ sont des constantes strictement positives. Les données initiales sont supposées étre

dans les régions :

Zu:{ermevz,U@ <0< (V,,Un),2€3,0€L},

ou

L£N3=0,2U3={1,2,....m},

vérifiant

(V.,B) <0< (V;,B),size€ 3 lel
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Dans le cinquiéme chapitre, [5] nous allons généraliser les résultats précédents du quatrieme
chapitre. Nous prouvons l’existence globales de systéme de réaction-diffusion & m—composante

avec une matrice de diffusion tri-diagonale symétrique plus générale de Toeplitz, définie comme

suit :
a by 0 .- 0
by ax b
An=10 by a3 - 0 [, (0.0.4)
bm—1
0O -+ 0 bp1 anm

(a:)!",, (b)), sont des constantes strictement positives, avec les conditions aux bords (0.0-2)

et les conditions initiales ((0.0.3). Les termes de réaction sont supposés étre de croissance poly-

nomiale.




Chapitre 1

Notations et notions préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats préliminaires qui sont

utiles dans les chapitres suivants.

1.1 Notations et notions générales

On note (a;j)1<ij<n la matrice carrée d’ordre n qui s’écrit comme suit :

ay; a2 - Aip

Q21 Q22 -+ QA2n
A=

anp1 Ap2 - Ann

(1.1.1)

Les déterminants principaux successifs de A sont notés par det 1,det 2, ..., det n, on les écrits :

aix Qa2 - Qip
11 Qa2 Q21 Qg2 -+ Agp
det1l = aq,det2 = ,...,detn =
Q21 Q22
Ap1 QAp2 - Ann

(1.1.2)
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Les déterminants sous la forme :

Qiyj1 Qigge 0 Giggy
il,ig,...,ip a'igjl Clin2 Clin
det A = |, (1.1.3)
j17']2"'.7jp ... .« e “ .. ..
Qipji Qipja * " Qi

avec

1§i1<i2<...<z’p§n
;D < n.

I1<in<jp<.<jp<n
et 11 = J1,%2 = J2,...,%p = Jp sont appelés les détermintants principaux.

On note par (a; ;) , la matrice (n — k) x (n — ) obtenue de A en supprimant les lignes

i1 i,
JF#51,925-+-1
11,19, ...1; et les colonnes j1, ja, ...J.

On note par A (k) la matrice carrée d’ordre (n — 2) obtenue de A en supprimant les lignes
(n—2) et (n—1) et les colonnes (n — 1) et n et en remplagant la colonne (n — 2) par (n — k),

dont on peut I’écrire comme suit :

an a2 T QA1(n—3) A1(n—k)
21 22 T A2(n—3) a2(n—k)
A(k) = : L : : : (1.1.4)
A(p-3)1 Gn-3)2 " An-3)(n-3) A(n—3)(n—k)
Qn1 QAn2 T Qn(n—3) QAn(n—k)

aussi on peut ’écrire comme une matrice en bloc :

A1(n—k)
A2(n—k)
A (k) = (ai,j)i#g,n—ll,n;Q )
j#En—1,n—2,
A(n—3)(n—k)
QAn(n—k)

On note par B(l) la matrice carrée d’ordre n obtenue de A en remplagant les lignes n par
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(n—1):

an 12 T A1(n-3) A1(n—2) A1(n—-1) A1n
21 22 T a2(n—3) a2(n—2) a2(n—1) A2n
B(l) = An-3)1 A(n-3)2 " A(n-3)(n-3) A(n-3)(n-2) CA(n-3)(n-1) A(n-3)n
A(n-2)1 An-2)2 " An-2)(n=3) CA(n-2)(n-2) C(n-2)(n-1) A(n-2)n
-1 An-1)2 *°° A(n-1)(n-3) A(n-1)(n-2) An-1)(n-1) d(n-1)n
An-n1 Q-2 ~° An-)(n-3) An-)(n-2) Ln-)n-1) Hn-DOn

(1.1.5)

Soit €2 est un ouvert borné inclus dans R™ de frontiere 02 réguliere. On appelle dérivée

normale d’une fonction réguliére u sur le bord 02 la fonction définie sur les points de 0f) par :

ou N
a_ﬂ_vu m,

N —_ . . P . Y
ol 7 est le vecteur unitaire de la normale extérieure a 0f).

Pour une fonction u : R” — R, son gradient est le champ de vecteurs définie par :

gradu = Vu = ( Ju  Ou ﬂ) Ou

- 2 _ _ 2
9r1 92y’ Do ,alors |Vu|” = Au Z(axz) .

=1

Pour une fonction u : R” — R on appelle divergence de u la fonction définie par :

divu=V u_@+3_u+ +8u — Ou
-  Oxy Oxy axn_izlaﬂfi'

On appelle Laplacien dune fonction u : R” — R la fonction définie par :

Pu  O%u 9%u " 0%
Au = di _du du L gu g
u=divlVu) =gatgat ot oz .

(1.1.6)

(1.1.7)

(1.1.8)

On désigne par LP(2) I'espace de fonctions (ou plus exactement des classes d’équivalence de

fonctions, au sens de 1'égalité presque partout) u mesurables sur €, telles que [ |ul’ dz < oo,
Q

1 <p <o,

muni de la norme

1
Il = 77 ] Tl
Q

(1.1.9)

10
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On désigne par L>(2) I'espace de fonctions u mesurables et vérifient |u| < C p.p (presque
partout) sur €2, ot C' est une constante positive,

muni de la norme
[l poo () = sup ess [u (z)| = inf {C, Ju| < C p.p sur Q}. (1.1.10)

On définit les espaces L (0,75 X); L> (0,7;X),1 < p < oo, comme suit :
T
LP(0,T;X) = < u mesurable de [0,7] — X, /||u||§( dt <oo, 1 <p<ooyp, (1.1.11)
0

muni de la norme

p

T
fullory = | [l d
0

L0, T;X) = {u mesurable de [0,7] — X, supess ||u|y < oo} : (1.1.12)

te(0,7)

muni de la norme

[l poo (0.7, x) = sup ess [[ul|x -
te(0,7)

Naturellement, on a : LP ([0, 7], L?) = L? (2 x [0,T])
On peut introduire 1'espace important dans notre travail L> (0,7 L? (2)) , comme suit :
L> (0,75 LP () = supess ||u||;, < oo. (1.1.13)
te(0,T)

D’autre terme

u(z,t) € L= (0,15 L (Q)) < sup |u(z,8)] L) < oo
te(0,T)

C'(£2) désigne l'espace des fonctions continues et bornées sur €2,

muni de la norme
ooy = mass ().
C*(Q),0 < k < oo désigne I'espace des fonctions k fois continfiments différentiable sur €, et
on écrit

C=(Q) = N CHQ).

11
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BC' désigne 'espace des fonctions bornées et uniformément continues dans R, et on écrit :

BCy = {UGBCZ lim |u(x)] :O}.

|z|—o00
H' (Q) c’est I'espace de Sobolev définie par :

ou

Hl(Q):{uELQ(Q), —— e L?(Q), 1§i§n},

muni de la norme
2 2
Jully = [ 1ufdo+ [3
Q o =1

pour m € N* et 1 < p < o0, les espaces de Sobolev H™ (€2) et W™P(Q2) sont définies comme

ou
Xi

2
o dx—/]u\de+/|Vu]2dx, (1.1.14)
Q 0

suit :

H™(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q) pour tout a € N" vérifiant |a| <m},

muni de la norme

el Fmey = D /|DC“UI2d:c= ST IDul e, - (1.1.15)

lal<m g la|<m

. qaq+-ta s 2 : 3 1
Ou Do = 2o 7o la] = a1 + -+ - 4 a,, est la dérivée au sens des distribution
Oz, 183:22~--8mn" ? s

WmP(Q) = {u € LP(Q), D € LP (Q),Va: |a] <m},

muni de la norme

lallfymniy = D 1Dl 1 < p < +00 (1.1.16)

lor|<m
alors
HY(Q) = W12(Q),

H™(Q) = Wm2(Q).

1.1.1 Quelques égalités et inégalités utiles

Théoréme 1.1.1. ( d’Ostrogradski) (ou théoréme de la divergence) Soit S une surface fermée,
frontiére d’un domaine de volume V. Choisissons comme sens positif de la normale a la surface,

le sens qui va de lintérieur du domaine a lextérieur, et désignons par o, 3 et v les angles que

12



Chapitre 1. Notations et notions préliminaires

fait cette normale avec la direction des x,y et z positifs respectivement.
Alors si Ay, Ay et As sont des fonctions continues ayant des dérivées partielles continues dans le

domaine, le théoréme de la divergence s’exprime ainsi :

/ <8A1 L 04 aAg) JV — /Ald:cdz + Aodzdz + Asdady. (1.1.17)
S

ox y 0z

Sous la forme vectorielle avec A = (A, Aa, A3), ceci peut s’écrire simplement

/V-AdV:/A-ndS.

\% S

Ce théoréme, est appelé encore théoréeme de Green dans [’espace.
Démonstration. (Voir Spiegel [42] page (210)). O

Théoréme 1.1.2. (Théoréme de l’intégrale nulle) Soit une fonction numérique définie et
continue dans le domaine ) et F' une famille dense dans Q2. Si pour tout w de F' ['intégrale de

® dans w est nulle alors, la fonction ® est identiquement nulle dans €.

Formule de Green [l

Pour tout fonction v de H?(2) et tout fonction v de H'(2), on a la formule de Green

/(Au)v—/?vda—/VUVU. (1.1.18)
Q m " Q

Inégalité de Young El
Soit f une fonction continue et croissante sur [0, ¢] o ¢ > 0.

f(0)=0,a€0,cetbel0,f(c)], alors

abg/af(a:)dx—ir/bfl (z) dx (1.1.19)

ol f~! est la fonction inverse de f.

!George Green est un physicien britannique (14 juillet 1793 - 31 mai 1841)
?William Henry Young est un mathématicien anglais (20 octobre 1863 (Londres)-7 juillet 1942 (Lausanne))

13



Chapitre 1. Notations et notions préliminaires

Démonstration. On commence par 1’expression

a

g(a):ab—/f(x)da: (1.1.20)

0
on prend b > 0 comme un parameétre. Puisque ¢’ (a) = b — f(a) et comme la fonction f est

croissante, on a

g (@) > Opour0<a< f1(b),
g (a) = Opoura=ft(b),

g (a) < Opoura>ft(b).
De cela, g(a) est une valeur maximale de la fonction g atteinte & a = f~1 (b). Ainsi

g(a) <maxg(z) =g (f~(0). (1.1.21)

Appliquons une intégration par parties

1)
g(f10) = b () - / f (z) de

)
= / zf (x)d.
0

Si on prend y = f(x), ’égalité ci-dessus devient :

b
g (F1 () = / F () dy. (11.22)

En comparant ((1.1.20)), (1.1.22) et (|1.1.21]), on obtient (1.1.19) (voir Mitrinovic, Pecaric et Fink
[37]). O

La fonction f(z) = zP~! avec p > 1 dans chaque intervalle [0, c] satisfait les conditions
précédentes.
. o1 1 1 _ . .
On applique (|1.1.19) utilisant ST .= 1, on obtient :
P pe

Va,b e R* :ab< & + 2, (1.1.23)
P g
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Chapitre 1. Notations et notions préliminaires

Si on remplace la fonction f(z) par ex?~! dans (1.1.19) alors on obtient I'inégalité de Young avec

€
=9

Va,b e R :ab < eab + P g (1.1.24)
q

Ce qui donne

Va,b € R : ab < ea? + ()77 b,

Inégalité de Holder [
Soient f € LP () et g € L9(Q2) 1 <p,q<ooavec%+%:1. Alors f-g € L' (Q)

/\f 2)|dz < /\f )P da Q/|g(x)|qu . (1.1.25)

Démonstration. En utilisant I'inégalité ((1.1.23)), on obtient

f (@) g ()] < }9 F @+ 3 9 (@)]"

il en résulte que fg € L' () et que

1 p 1 q
Q/|f(x)g(x)|dx§ ]—jg/lf(l’)l dl‘+5ﬂ/|g(fv)| da. (1.1.26)

Remplagant dans ((1.1.26) f par Af (A > 0) il vient
/ f(a

On choisit A = <f |f (z)| dx) <f g (z)|? dm) on obtient alors ((1.1.25)).
( Voir Brezis [§] page (56)). O

1
o da+ 5 [ lg(@)l' .
Q

==

1.1.2 Positivité des formes quadratiques

Définition 1.1.1. Une forme quadratique est un polynome homogéne du second degré.

Une forme quadratique par rapport aux n variable uy, us, ..., u,, peut étre représentée par

Z Qi;UUy , (1127)

ij=1

30tto Ludwig Holder est un mathématicien allemand ,( 22 décembre 1859 (Stuttgart)- 29 aotit 1937)
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Chapitre 1. Notations et notions préliminaires

ol

A:

(@) 1< j<n

est une matrice symétrique réelle.

Si nous désignons la matrice-colonne (uy, us, ..., u,) par u et la forme quadratique par :

A(u,u) = Z ;Ui (1.1.28)

i.j=1
nous pouvons écrire

A(u,u) = v Au = Au - u.

n
Si (@ij)1<ij<n €st une matrice symétrique réelle, la forme A (u,u) = > a;ju;u; est dite forme
ij=1
quadratique réelle.

Définition 1.1.2. Une forme quadratique réelle A (u,u) = > a;juu; est dite définie positive

ij=1
81
A(u,u) >0, Yu e R", u#0. (1.1.29)
Définition 1.1.3. Une forme quadratique réelle A(u,u) = ) a;uu; est dite semi-définie
ij=1

positive si, pour des valeurs arbitraires des variables non nulles ( u # 0), on a
A(u,u) > 0. (1.1.30)

n
Théoréme 1.1.3. Une forme quadratique réelle A (u,u) = > a;;uu; est dite définie positive
ij=1
si et seulement si, tous les déterminants principaux successifs de sa matrice des coefficients, sont

positifs.
apnp @iz -0 Qin
ail a2 Qg1 Q2 -+ Q2
det1 =ay; > 0,det2 = > 0,...,detn = "> 0.
a21 a22 DY e ... ...
ap1 QAp2 - App
Démonstration. (Voir Gantmacher [14] page(306)). O
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n
Corollaire 1.1.1. Dans une forme quadratique définie positive A (u,u) = Y a;;uu; tous les
ij=1
déterminants principauzr de la matrice des coefficients, sont positifs, lorsque les déterminants

principaur successifs d’une matrice symétrique réelle sont positifs, tous les déterminants princi-

paux restants sont positifs.

11,72, ey Up , , .
det A >0 (1< <ig<..<ip<n,p=1,..,n).

11,12, -0y Up

Remarque 1.1.1. Si les déterminants principaux successifs sont non-négatifs
detl > 0,det2 > 0,...,detn >0 (1.1.31)
il ne résulte pas que A(u,u) soit semi-définie positive. Ainsi la forme :
ayud + 2ay9uiuy + a22u§ (1.1.32)
dans laquelle a1; = a12 = 0, a0 < 0 satisfait mais n’est pas semi-définie positive.
Cependant, nous avons le théoréme suivant

Théoréme 1.1.4. Une forme quadratique réelle A (u,u) est dite semi-définie positive si et seule-

ment si, tous les déterminants principaux successifs de sa matrice des coefficients sont non né-

gatifs.
11,12, -, Up . , )
A >0 (1< <ig<..<ip<n,p=1,..,n).
i1, iz, ey
Démonstration. (Voir Gantmacher [14] page (307)). O

1.1.3 Matrice de Toeplitz

Définition 1.1.4. Une matrice carrée de dimensions (n x n) est dite de Toeplitz si

T, = [ti; tel que : t;; =t,_;,Vi,j =1,...,n], i.e., une matrice de la forme :

to toy bty o t_(uen
t1 to :
T, = to . T Tty | (1.1.33)
t_q
ln—1) -+ ta 4 lo
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Chapitre 1. Notations et notions préliminaires

Exemple. Une matrice de Toeplitz Ty = [t; ; tel que: t;; =t;—;,Vi,j =1,2,3,4],
la premieére ligne est : [t1_1,t1-2,t1-3,t1-4] = [to,t_1,t_2,t_3],
la deuxiéme ligne est : [to_1,ta_o,ta 3,1y 4] = [t1,t0,t_1,t o],
la troisiéme ligne est : [t3_1,t3_2,t3_3,t3 4] = [t2,t1,10,t 1],
la quatriéme ligne est : [ty_1,t4_2,t4_3,t4_4] = [t3,t2,t1, 0],
donc la matrice de Toeplitz Ty définie sous la forme :
to ty t.o t_s
t1 to t_1 t_o

Définition 1.1.5. Une matrice de Toeplitz T,, = [t; ;, avec i,j =1,...,n| est dite symétrique si
elle vérifie :

tij =ty Vi, j =1,...,n,

i.e., une matrice de la forme :

te by by - ty4
t oty
To=1 ty t;1 "+ . 1
131
b1 -+ l2a 11 o

C’est-a-dire une telle matrice posséde des éléments identiques sur ou sous la diagonale.

1.1.4 Algorithme de Dodgson

Pour prouver mathématiquement 1’algorithme bien-connu de Dodgson [28] concernant une

matrice carrée A = (a; ;) on doit le généraliser comme suit :

1<i,j<n
det [(ai,j)lgi’jgn] det [(ai7j)i¢k7l] = det [(ai,j)#l] det [(azﬁj)#k] —det [(ai,j)#l] det [(aw)#k] >
ik, J#l J#k i#k J#l
(1.1.34)

pour tout k,l =1,....,n telles que k£ < [.

Nous avons besoin de quelques lemmes
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Lemme 1.1.1. On a

A(0) = (aivj)z’;énfl,nf2 A(L) = (aiaj)i;«énfl,n72 A(2) = (aiaj>i;ﬁnfl,n72, (1.1.35)
j#En—1n—2 j#ENn,N—2 j#En,n—1
det [A (k)] = 0 pour tout k = 3,...,n — 1, (1.1.36)
et
det [A (k)] = an(nfk) det [(ai7j)i75n,n1,n2 +
j#En,N—1n—2
l=n—1
(—l)l (an—l,n—k) det [(ai7j)i¢n_1’n_27n_l] . (1137)
=3 j#n,n—1,n—2
Démonstration. (Voir Kouachi, Abdelmalek, Rebiai [28]). O
Lemme 1.1.2. On a
B(0) = A, (1.1.38)
det [B(l)] =0 pour toutl=1,...,n—1 (1.1.39)
et
n—1
det [B ()] =Y (=1)" (an-rn—k) det | (aij) .o, |- (1.1.40)
k=0 j#n=k
Démonstration. (Voir Kouachi, Abdelmalek, Rebiai [28]). O
Lemme 1.1.3. Si le déterminant de la matrice (ai,j)i#nfl . €st nul ainsi nous obtenons la
j#En—1n

formule suivante :

(am-) i#n ] det [(ai7j>i¢n1] = O (1141)

j#n—1 i#n

det [(azd)z;ﬁn] det [(aiﬁj)#nll — det
J#n j#n—1

Démonstration. (Voir Kouachi, Abdelmalek, Rebiai [28]). O

Théoréme 1.1.5. Pour toute matrice carrée A = (a;;),<; j<, 0un > 2 la formule (1.1.34) est

satisfaite.

Démonstration. (Voir Kouachi, Abdelmalek, Rebiai [28]) O
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Chapitre 2

Systémes de réaction-diffusion

Dans ce chapitre on va éxposer les méthodes générales transformant les phénomeénes na-
turelles & des systémes de réaction-diffusion (Modélisation), et nous donnerons une définition
d’une fonctionnelle de Lyapunov et régions invariantes, ainsi que la notion de ’existence locale

et 'existence globale.

2.1 Introduction aux systémes de réaction-diffusion

Dans les années récentes, les systémes de réaction-diffusion ont recu un grand traité d’atten-
tion, motivé par leur incident répandu dans des modéles de phénomeénes biologiques et chimiques,
et par la richesse de la structure de leurs ensembles de solutions.

Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes couplés d’équations différentielles aux

dérivées partielles de type parabolique de la forme :

% ~ DAu = f(u) (2.1.1)

ou u(z,t) = (uy (x,t),us (z,t), ..., u, (x,t)) est I'inconnue,

fx,t,u(x,t) = (fi(x, t,u(x,t)), ..., fo(x,t,u(x,t))) est laréaction (généralement non linéaire)
et D (x,t,u(x,t)) est une matrice carrée n x n définie positive et diagonalisable appelée matrice
de diffusion.

Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les composantes de wu.
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Chapitre 2. Systémes de réaction-diffusion

Par exemple, en chimie
u est un vecteur de concentrations chimiques.
f représente l'effet des réactions chimiques sur ces concentrations.

Le terme DAu représente les diffusions moléculaires a travers la frontiére de réaction.

2.2 Modélisation

Dans cette partie, nous donnons les étapes nécessaires a la création du systéme de réaction-
diffusion. Pour modéliser un phénomeéne, nous devons simplifier plusieurs termes et négliger les
autres facteurs dans les réactions, leur objectif est d’obtenir des équations simples et faciles a
étudier.

Lois de Fick

Premiére loi de Fick : La premiére loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel
au gradient de concentration. Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de
la chaleur. Elle peut étre vue comme une définition du vecteur densité du courant J;. Mathéma-
tiquement, cette loi s’exprime de la maniére suivante : Soit B un milieu dans lequel se trouve
une espéce chimique A, et soit une surface S. On note Cy (z,y, z,t) la concentration de A en un
point donné.

On appelle J,4 le vecteur densité de courant des particules de A, la premiére loi de Fick s’écrit
Ja=—Dap-VCy,

ou Dyp est le coefficient de diffusion de A dans le milieu B, il dépend de la température du
milieu et de A.

Seconde loi de Fick : La loi de conservation des espéces indique que la variation par unité
de temps de la quantité de particules i : [ [ [ C;dv dans un volume donné V' est égale au flux
sortant : f f J; - ds du vecteur densité de courant de particules .J; & travers la surface fermée S
délimitant le volume V.

On obtient la deuxiéme loi de Fick en identifiant les intégrants ci-dessous :

_%///Ci-dV://Ji-dS:///V-Ji-dV. (2.2.1)
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Chapitre 2. Systémes de réaction-diffusion

La deuxiéme égalité ci-dessus est due au théoréme de la divergence, dit de "Green-Ostrogradsky",

et le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le flux sortant augmente.

On a donc
oC;
V-J, =0, 2.2.2
a une dimension, I’équation devient :
aC; 0y
o Oz’

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par Turing (1952) pour modéliser des
phénomeénes de morphogénes, c’est & dire le développement des formes.

Considérons un région borné Q2 de R™ (n = 1,2, 3) dans lequel des réactions se réalisent. €
peut étre des molécules ou une surface géographique qui forme les lieux des milliers de virus,
d’épidémies ou méme des rumeurs circulant entre les individus des populations. {2 peut étre aussi
une cellule vivante qui est le siége de plusieurs réactions chimiques.

Nous avons besoin du principe suivant :

La vitesse de formation de la i espéce dans un volume V est égale & la quantité formée par
la réaction 6tée de son flux a travers la surface S. Soit alors J; le flux de ces espéces a travers la
frontiére et soient u; (¢, x) la concentration de la 7™ espéce prenant part dans une réaction et
fi ((uy,us, ..., un) ,t,x) son taux de formation dans la réaction en question a instant ¢ > 0 et

au point x. Considérons alors un volume V' infiniment petit de €2 de frontiére S = 0V. En terme

d’équations, le principe précédant se traduit par :

0
sz Uj (I,t) dx = fz (x,t,ul(x,t),m(x,t),...,um(x,t))da:— Jidg7 (223)

S

aprés application directe du théoréme de la divergence, on obtient :

/JidU:/V-Jidx,i: 1,...,n (2.2.4)

S |4

ceci implique

\4
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Chapitre 2. Systémes de réaction-diffusion

Puisque le volume V' est infiniment petit et arbitraire, le théoréme de I'intégrale nulle nous assure

0qu
ot

Le phénomeéne de la diffusion est régi par la loi de Fick, D’aprés cette loi (seconde loi de Fick),

+V.-J,— fi=0dans Q,i =1, ...,n. (2.2.6)

J; est proportionnel au gradient de la concentration des espéces et donné par :

Ji = — ZaijVuj,z' = 1, ., n. (227)
j=1

ot les a;; sont les coefficients d’auto-diffusion, A = (a;;) est une matrice définie positive

1<i,5<n
appelée matrice de diffusion.
De ce qui précede, on trouve :

ou

% AAu = f(u), (2.2.8)

et par un changement de variable, la matrice A peut étre ramenée a une matrice diagonale
D = (dy,ds, ...,dy,) avec d; > 0, Vi = 1,...,m. (le cas on I’écoulement de la matiére se fait des
milieux les plus concentrés vers les moins concentrés).

D’otul on retrouve finalement le systéme

%—DAv:g(v), v=uv(r,t), v€Q,t>0. (2.2.9)

Remarque 2.2.1. Le systéme de réaction-diffusion s’accompagne souvent de certaines conditions

initiales et d’autres aux bords.

Remarque 2.2.2. Remarquant que, pour établir (2.2.8), on a simplifié plusieurs termes, si non

on aboutirait & des équations trés compliquées et difficiles a étudier.

2.3 Quelques exemples

Exemple. En chimie
Peut-étre la plus grande source de problémes intéressants dans ce domaine est la modélisation
des réactions chimiques multispécifiques.

Nous considérons un mécanisme général de réaction de la forme :

k
(i Ry + pioRo + ... + 11, Ry ké VP + vaPy+ ...+ 1P (2.3.1)
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Ici, les R; et P; représentent les réactifs et les espéces produits respectivement, et j;,v; € N pour
chaque i. Maintenant, si nous mettons u; = [R;] et v; = [P,] et laisser k¢; k, nous faire (Ientier
non négatif ) avant et arriére des tauz de réaction, respectivement, alors nous pouvons modéliser
le processus par Uapplication de la loi de la conservation de la masse et de la seconde loi de Fick

(débit) par le systéme de Réaction-Diffusion suivant :

¢ _ k ' .
881? —_ V (dzvuz) - ,UZ (k’l‘ 1:[1 ’U;,/] — k’f 1:[1 u?]) , 7 = 1, . k
" " (2.3.2)

k 4
%1;" — V. (dp4iVv;) = v <k‘f Hl u;LJ — ky, H1 U;/j> , t=1,..¢
j= =

Nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné ) de frontiére suffisamment

réquliére 0S).

Remarque 2.3.1. La matrice diagonale D peut dépendre de t,x et u, comme il peut ne pas
étre diagonale (c’est le cas lorsque la diffusion d’une espéce affecte le rythme de production des

autres).

Par exemple, considérons la réaction réversible suivante apparemment simple, dont laquelle

le dioxyde de soufre réagit avec l’oxygéne pour former le tri-oxyde de soufre :
kg

Si nous nous fivons u = [SO|,v = [Os], et w = [SOs], puis cette réaction, dans ’hypothése

d’une action massive cinétique, peut étre modélisée par le systéme de réaction-diffusion :

0
a—:: —diAu=2 (ker — ka2U> (2.3.4)
ov 9 9
5 doAv = kw® — kpuv (2.3.5)
%—Z) — dsAw = 2 (kpu*o — kw?) (2.3.6)

Avec conditions initiales non négatives L™ et conditions aux bords homogénes de Neumann. Ici,
les d; sont les coefficients positifs de diffusion et kg, k, sont respectivement les coefficients positifs
avant et arriére de réaction et nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné

Q) de frontiére suffisamment réguliére (voir Hollis et Morgan [20)]).

24



Chapitre 2. Systémes de réaction-diffusion

Pour la réaction de l’eau, par exemple, on prend dans (12.3.1))
=3,1 ={1,2},J ={3},n1 =ng =2 et ng = 1, Ry = hydrogéne (Hs), Ry = ozygéne (Os) et

R3 = leau (H0), on obtient la réaction classique
h
2H, + 02 ?\ 2H20

Les équations décrivant cette réaction s’écrivent alors d’aprés (|2.3.2))

8[H2] — diA[Hy) = 2 (—h [Ho]? (03] + 1 [HyO)7)
am — A O] = —h [ [0 +1[H0], €0t >0,
% — d3A [H,0] = 2 (h [Hy)* [O5) — 1 [H0]7)

avec les conditions aux bords appropriées, par exemple

o1ty _ 9[0s) _ 9[H:0] _
o on ~ oy =0,2€00,t>0

et les conditions initiales positives, i.e.
[H2]t:0 = [H2]0 >0, [02]t=0 = [02]0 >0, [H2O]t:0 = [H2O]0 > 0.

Les coefficients h et | sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils peuvent dépendre de la
température :

E
h,l~ cT”exp (ET> 1<p<2,

(voir Hollis [T7] et Morgan [35]) avec différentes conditions auz bords.

Exemple. Physique nucléaire

Le modeéle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systéme de réaction-diffusion

9 — dyAu+ u(av — b)
sur 2 x (0,00), (2.3.7)
% = dyAv + cv

avec conditions aux bords homogénes de Neumann et conditions initiales positives. On montre que

(voir Pao [37]), pour a > 0,b >0 et ¢ > 0, la solution du systéeme ([2.3.7) avec conditions
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aux bords bien choisies et conditions initiales positives explose en temps fini (cesse d’exister).

Cette réaction est analogue & celle de deux enzymes

% = 1y — ou
sur : (0,1) x (0,+00), (2.3.8)
% = Ugy + OV

avec les conditions aux bords et conditions initiales positives

uz (0,t) = agy (v (0,t)), u, (1,£) =0
>0, (2.3.9)
v (1,t) = age (u(1,t)), v, (0,¢) =0

Ce modéle a été étudié par (Pao [37]),(Thomas € Aronson [43]) et (Turner & Ames [{4)]).

Exemple. Biochimie
On a les réactions biochimiques suivantes :
kl k3 k5
Uh+Us=2Us, Ui+Uy=2Us, Uy+Usg= U,y
kQ k4 kG

La modélisation donne le systéme de réaction-diffusion comme suit :

9,

% — dlAul = _k1u1u2 — k3U1U4 + ]fg’tbg + k4U5,
8u2

W — dgAUg = —k1u1u2 + ]ﬂgUg — k5u2u6 + kGU4,
3u3

E — dgA'U,g = —k1u1u2 — k’gUg + ]{?5’&2’&6 — k6U4, (2310)
0u4

E — d4AU4 = —k3U1U4 + k4U5 + k:5u2u6 — /{Z6U4,
0

% — d5AU5 = k3U1U4 — ]C4U5 — ]{55U2u6 + k6U4,
0

% — dﬁAUG = —]C5UQU6 + k6U4.

Dans le cas spécial ks = kg = 0, Uy, Uy, Us, Uy, Us peuvent représenter I’Hémoglobine Hb, Oy; HbO4; CO4
et HbC'Oo, Hollis [17] établit l’existence globale pourvu que :

(i) us satisfait le méme type des conditions aux bords comme l'un ou l'autre u; ou us,

et

(i) us satisfait le méme type de conditions aux bords comme u; ou uy.
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2.4 Existence des solutions

2.4.1 Existence locale et caractérisation du temps maximal

Soit 2 est un ouvert borné de R™ de frontiére 02 réguliére, Nous considérons le systéme

d’équations de réaction-diffusion suivant :

% — aAu = f (u,v) sur Q x RT

’ (2.4.1)
9 — bAv = g (u,v) sur Q x RF
u(0,2) = ug (z),v(0,2) = vy (z) sur I x RT (2.4.2)
)xlu—l—(l—)\l)@zﬁl sur Q x Rt
ov
)\QU+(1—>\2)%:62 sur  x RT

ol les hypothéses suivantes sont supposées vérifées

(H1) a,b, \;, B;, i = 1,2 sont des constantes avec a,b > 0, 5, > 0 et soit 0 < \; < 1, \; = 0 ou
Ai=1. Aussi 5, =05si \; = 0.

(H2) f et g sont deux fonctions continiment différentiables de R? a valeurs dans R? avec

£(0,m),9(&,0) = 0 pour tout &7 > 0.
(H3) (ug,v0) € (L™ (Q))? avec ug (), vo () > 0 pour tout z € €.

Théoréme 2.4.1. Sous les hypothéses (H1) — (H3), le systeme (2.4.1)-(?7) admet une unique

solution locale et classique (u,v) sur ) X [0, Thax), et il existe deux fonctions

N1, N3 : [0, +00) — [0, +00) continue telles que
0<u(x,t) <Ny (t) et0<wv(x,t)<Ny(t) pourtout Qx (z,t)€ [0, Tax)
De plus le temps mazximal d’existence Ty est caractérisé par :
§t Thax < 00 alors lim (JJu(.,t)]| + ||lv (., t)|) =00 (2.4.3)

t—Tmax

ot Thax est le temps maximal d’éxistance des solution.

Démonstration. (Voir Hollis, Martin et Pierre [1§]). O
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Remarque 2.4.1. Pour étudier ’existence globale de la solution du systéeme (2.4.1)-(?7), c’est-
a-dire déterminer si Thax = +00, nous utilisons la contraposée de la caractérisation (2.4.3) du

temps maximal d’existence

sl existe une fonction M : [0, +00) — [0, 4+00) continue
telle que [Ju (., t)|l o + v ()]l < M(t), t €0, Trax) (2.4.4)

alors Tiax = 00

c’est-a-dire, si les fonction u (t) et v(t) sont bornées pour tout t € [0,T], T < Tax, alors
Thax = +00.
Par conséquent, pour montrer [’existence globale de solutions classiques, il suffit de montre que

celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

2.4.2 Positivité des solutions

Théoréme 2.4.2. Une fonction F = (f;), <i<n €St dite quasi-positive si et seulement st pour tout

i=1,...,nonafi(v) >0 siv; =0 pour tout v = (vq,v2,...,v,) € R

Proposition 2.4.1. Si F' = (fi),.,., est quasi-positive, la solution du systéme

% — DAu=F (u) sur  x R
g_z =0 sur 0 x RT (S1)
u(0,z) = ug () sur §)

est mon négative.

Démonstration. On pose u™ = max (u,0) et v~ = min (u,0), et on désigne par (S)" le systéme

(S1) ou on a remplacé f (u) par f(u').

me

On travaille sur la i™¢ équation du systéme, qu’on intégre sur |0, ¢[ x Q aprés Pavoir multiplié

/ / auldwdt— / / dyus Augdadt = / / up fi (ut) dadt,

en utilisant le fait que (u;), = — (—u; ) , et que Au; = —Aw; siu; > 0 et par intégration par

par u; .
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parties, on obtient :

_%/ dx_dl//}vu;fda:dt://u fi (u™) dadt,
0 0

Q

comme f; est quasi-positive, on a

u; fi(wt) =0 siu>0,
et

u; fi (ut) =0 siu<0,

t
_%/(ui_)2dx—di//}Vu;|2dxdt2O,

Q 0 Q

ainsi

par conséquent : u; = 0 et u = u;” qui est solution de (S1). Il s’en suit, par unicité de la solution,

que toutes ses composantes sont non négatives. O

2.4.3 Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 2.4.1. On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée o un systéme de réaction-

diffusion formé de m équations, toute fonction
L(t): Rt - R" (2.4.5)

telle que

dL (u(t,.))

pm < 0 pour tout t > 0 et tout solution u (t,.) = (u1 (t,-), ..., Uy (t,)).

Nous pouvons utiliser seulement une fonctionnelle bornée pour démontrer I’existence globale
de solutions.
Utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov
Draprés D. Henry [16] il suffit de trouver une estimation uniforme de || f (u)l|, sur [0,7™[ pour

prouver l’existence globale des solutions.
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2.4.4 Régions invariantes

Définition 2.4.2. Un sous-ensemble fermé ¥ C R™ est appelé une région invariante pour le
systéme défini par (S1), si toute solution u (x,t) ayant ses valeurs initiales et aux limites dans

Y., reste dans X pour toute x € Q et pour toute t € [0,t*) ot t* < Tyax-

Théoréme 2.4.3. On suppose que Y est une région de R™ définie par :

Z:ﬂ{u:Gi(u)SO},

ou les G; désignent des fonctions définies sur R™ a valeurs dans R, deux fois continiment
dérivables telles que le gradient VG, ne s’annule pas. Alors on a les propriétés suivantes :

(7) On suppose que pour tout v € 9%, VG, (v) est vecteur propre de la matrice D et que
si la valeur propre correspondante n’est pas nulle, la fonction AG; (v) est positive. On suppose
d’autre part que

VG; (v) - F (v) <0, pour tout v € 0. (2.4.6)

Alors ¥ est une région invariante pour le systéme (S1J).
(77) Inversement si X est une région invariante pour le systéme ((S1)), alors pour tout v € 9%,
VG; (v) est vecteur propre de la matrice D, la fonction AG; (v) est positive dés que la valeur

propre correspondante & G;(v) n’est pas nulle et on a
Démonstration. Voir Smoller [41] O

Remarque 2.4.2. Le théoréme ci-dessus donne des conditions presque nécessaire et suffisantes
(remplacer < par <) et il indique que lorsque D est diagonale, les seules régions invariantes sont

les rectangles.
Corollaire 2.4.1. On suppose que la matrice D est diagonale. Alors, toute région de la forme :
sz{lﬂaiﬁuiﬁbi},
i=1

est invariante dés que la fonction F pointe a lintérieur de 2 sur 0%, i.e., dés que la fonction F

satisfait la condition ([2.4.6})
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Corollaire 2.4.2. On suppose que la matrice D est diagonale. Alors, toute région de la forme :
E:ﬂ{u:uiz()},
i=1
est invariante dés que la fonction F satisfait
{fi (w1, ug, ooy wi—1,0, U4 1, ooy ) > 0, pour tout u; >0, 4,5 =1,2,....m (i #j).

Lemme 2.4.1. (voir Smoller [41]) Considérons le systéme (S1)) avec conditions initiales ug €
BCy, si le systéme admet une région invariante bornée ¥ et ug (v) € ¥ pour toute v € R. Alors

la solution existe pour toute t > 0.

2.4.5 Existence globale
On considére principalement des problémes paraboliques semi-linéaires de la forme :

W Au=f(u), €Qt>0
uw=0, x€0,t>0, (2.4.7)

u(0,2) = ug (), ASRY)

ol f est une fonction de classe C! avec une croissance superlinéaire.

Proposition 2.4.2. Soit X un espace de Banach des fonctions définies dans 2. On suppose que
le probleme posséde pour tout ug € X une solution unique u dans lintervalle [0,T], ou
T =T (up).

Alors il eziste Tiax = Tmax (ug) € (T, 00] avec les propriétés suivantes :

i) La solution u est continue dans lintervalle [0, Tinax)-

ii) Si Thax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0,7) pour tout T < Tax. On appelle u la
solution mazximale et T, est son temps maximal d’existence.

iii) D’autre coté on considére que T =T (||ug|| ). Alors l'un des deuz :

(a) Tnax = 00,

ou

(b) Tnax < 00 ett lim |u(t)||y = oo est satisfait.

max
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Démonstration. Soit ug € X est fixé. Si u; et uy sont des solutions de (2.4.7) dans [0,77) et

[0, T5) respectivement, alors u; = us dans [0, min (77, 72)) due a 'unicité. Soit {u, : [0,7,) — X}

I’ensemble de toutes les solutions de (2.4.7)) et T = supT,. On définie u : [O,%) — X par

u () = uq (1), ot @ un indice tel que T, > t. Alors u est évidemment une solution de (2.4.7)) dans
[0, T), et les propriétés (i) et (i7) sont vérifiées.

Sous I’hypothése dans la propriété (iii), on suppose que :

T < 00 et lim inf ||u(t)]| 4 < oo.
t—T

Choisissons C' > 0 et t, — T tel que ||u(t;)||x < C pour tout k = 1,2,... A cause de notre
hypothese il existe T' > 0 indépendant de k tel que le probléme ([2.4.7)) avec les conditions initiales
u (t) posséde une solution unique uy : [0,7] — X, k = 1,2, ... Par unicité, uy (t) = u (t + tx)

pour tout t petit. Fixons k tel que t; € (T —T,T ) et mettons

u(t), teo,ty
u(t—tk), t e [tk,tk+T].

Alors @ est une solution de (2.4.7) dans [0,¢; + T et t, + T > T dont on a une contradiction

avec la définition de % . O

Remarque 2.4.3. On note que posséde une solution globale si Ty, = 00. La proposition
nous fournit un simple critére pour l’existence globale.
Si ||u(t)||x reste borné, alors Tiax = 00. Puisque les hypothéses de la proposition sont
satisfaites avec X = L (Q) si f € C, on remarque que la solution est bornée dans L™ (Q) et
suffisante pour son existence globale. Notons que la méme déclaration est juste pour plusieurs
autres classes générales d’équations et systémes.

Si la propriété (a) est satisfaite, on dit que la solution u est globale. Si la propriété (b) est
satisfaite, on dit que u explose en temps fini. L’alternative (a)-(b) signifie en d’autres termes
que [’existence globale de la solution u est équivalente a [’existence d’une estimation a-priori de

lw ()| sur [0, Tiax|-
On peut appliquer la proposition sur ’exemple suivant :

32



Chapitre 2. Systémes de réaction-diffusion

Exemple. Considérons le probléme bien posé

%—Au:|u|p_1u, t>0,z€
u=0, t>0,x €0

u(0,2) = up (z), x €

avecp =1+ % soit ug € L* () et on suppose T = Tyax (ug) < 00. alors

N =

lu ()]l 2@y = C (n,p) flog (T = 1)|>, t =T

Maintenant nous revonons a I’étude de 'existence globale.

Théoréme 2.4.4. (Existence Globale par effet régularisant) : Soit I’équation (2.1.1), si
f(t,z,u) € L™ (0,T,LF(2) pour p > g, ot n = dim¢,

(i.¢)

ftau) € L=(0,T,L7 () < sup [|f (2, u)|g <+oo
0<t<T*

&= E|C>0,/|f(t,x,u)|pdm§0, Vit e [0,T],
Q

alors la solution de l’équation est globale (voir Henry [16] ).

Théoréme 2.4.5. I existe un Tyax € (0,00] tel que (2.1.1) posséde une solution unique dans

[0, Thnax) X 2, en outre si Tpax < 00 alors . lim  |Jul| o = oo

m.

Démonstration. (Voir Ryan [40] page (40)), ce théoréme semble & étre bien connu ( Henry [16]),
mais il est intouvable dans la littérature sous la forme énoncée ici et étudié dans le livre de Rothe

([39] avec démonstration pages (111) — (118)). O
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Chapitre 3

Existence globale pour un systéme de
réaction-diffusion a m-équations avec

une matrice de diffusion diagonale

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de prouver l'existence globale d'une solution moyennant dune
unique inégalité sur les termes de réaction & croissance polynoémiale. Notre technique est basée
sur la construction d’une fonctionnelle polynomiale. Ce résultat généralise ce qui est obtenu par
Kouachi, Abdelmalek et Rebiai [29], Kouachi ([25], [24]) et indépendamment par Malham et Xin
[32].

Soit le systeme (voir [4]) :

% —a;Au; = f; (U) dans Q x {t > 0}, (3.1.1)

avec les conditions aux bords
At + (L= N) Opu; = B; sur 092 x {t >0}, (3.1.2)
et les conditions initiales, pour tout : = 1,....m
u; (0,2) = ul (z) sur Q. (3.1.3)
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Avec les conditions aux bords :

(i) Pour les conditions aux bords nonhomogenes de Robin, on utilise
O<N<1l, 3,20, i=1,..,m,

(ii) Pour les conditions aux bords homogeénes de Neumann, on utilise

(iii) Pour les conditions aux bords homogeénes de Dirichlet, on utilise

(iv) Pour les conditions mélées : conditions homogenes de Dirichlet et conditions nonhomo-

genes de Robin, on utilise
Ji=1,....mtelquel = \;=3,=0, et 0<X\; <1,8,>0,j=1,...,m avec i # j

Ou U = (uy, us, ...,um)T, f="(f1, fa fm)T et (a;);-, sont des constantes positives, et pour
i=1,...m:0< X\ <1,3;, >0, sont dans C! (90 x RT).
Les conditions initiales sont supposées non négatives.
On suppose que :
(A1) Les fonctions f; sont continiiment différentiables sur R pour tout i = 1,...,m, elles
satisfont f; (wq, ..., w;—1,0,Uit1, ..., Upp) > 0, pour tout u; > 0; ¢ =1,...,m.
(A2) On suppose que les fonctions f; sont & croissance polynomiale (voir Hollis et Morgan

[20]) i.e., pour tout et pour un entier tel que

m N
Ifi (U)] <4 (1—I—Zui> sur (0,400)",i=1,...m,N >1 (3.1.4)
i=1
(A3)
m—1 m
ZDifi (U) + fm (U) < Co (1‘1‘2%) ; (3.1.5)
i=1 i=1

pour tout u; > 0,47 = 1, ..., m, et toutes les constantes D; > D;,i=1,...,m,ouD;,i = 1,...,m,
sont des constantes positives suffisamment larges, ot C; et Cy sont des fonctions positives et

uniformément bornées et définies sur R} .
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Posons, pour tout ¢,5 =1, ..., m.
a; + Q5
21 /A Qg

Soient 0;;7 = 1,..,m — 1 des constantes positives telles que

Aij -

Kl >0, 1=2...,m, (3.1.6)
ou
K =K LK = [H, r=3,...,1,
k=r—2 (k)
2(r—k—
H = 12‘321 ((a”)#l, ,r+1> . H (det k) r=3,...,1—1,
=" = J#£I—1,..., r k=1
Kl — ayq HQ (pr+1)? H@Z(pk+2 [ Hez A
C k=1 k=l
valeur‘gositive
et
m—1
Hl _ al\/az—ae (pr1+1)? HQ(PH-? )?+(pr+1)? HQ (pr+2)? QZA% . A12A1l]
R k=2 k=l )
valeur ;)rositive
’expression ) get<l (ai) dénote le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre
Xt iF L., 7’+1
= .;;;l_l 5T
r
obtenue a partir de (a;;), ; ;<,, en supprimant les (r + 1), (r +2),... [ lignesetlesr,(r+1),...,(I — 1)
colonnes.

Les éléments de la matrice sont :

2
a; + a; ep% ep?ifl)e('pl’#*l 9(10( 1)+1) 6]p1+2)2 - 6<P(m71)+2)

ay = =060 \ O (3.1.7)

Remarque 3.1.1. L’hypothése (A1) implique les conditions de la régularité et la quasi-positivité
qui assurent [’existence locale des solutions et la non-négativité des solutions aussi longues qu’elles
existent via le principe de maximum (voir Smoller [41)]). L’hypothése (A3) implique la croissance
polynomiale usuelle qui est une condition nécessaire pour obtenir une forme dépendant de P et

uniformément bornée par les estimations de LP (voir Hollis et Morgan [21]).
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3.2 Quelques résultats précédents

Dans le cas de deux composantes o fy (uy, us) = — fa (uy, us) = —uquy, Alikakos [6] a établit
Pexistence globale de la solution et sa bornitude dans L> ou 1 < 3 < ™2 Masuda [34] a montré
que les solutions de ce systéme existent globalement pour chaque g > 1. Haraux et Youkana
[15] ont simplifié la démonstration de Masuda [34] en utilisant des techniques basées sur les
fonctionnelles de Lyapunov avec le second membre non-linéaire

f1(u1,uz) = — fa (ug, ug) = —uy F (usy) satisfont la condition

iy [CELEECN]

§—00

S

i.e., F(s) est a croissance exponentielle. Kouachi et Youkana [30] généralisent les résultats de

Haraux et Youkana [15] ; ils ajoutent —cAwu; au membre droit de la seconde équation du systéme

avec le terme de réaction fi (uy,us) = —Af (ug,us) et fo (ug, us) = +pf (u1,ug) en posant
1 1

lim{Og( +JC(7ﬂ+S))}<a* pour r >0

§—00 S
avec

. 2a1 a9 ) {)\ (a — a2)}

of = ;g ming—, —— ¢,
n(ar —az)” [luill 1 c

ol les coefficients de diffusion ay, ay satisfaient a; > as et ¢, A\, u sont des constantes positives.
Cette condition reflete la faiblesse de la croissance exponentielle de la réaction f.
Dans [I8] Hollis, Martin, et Pierre établissent I’existence globale des solutions positives pour un

systéme avec les conditions aux bords
)\iui + (1 — >\2) 8,7ui = Bz sur 0f) x {t > 0} s

i:1,2, BI,BQZOetOS)\l,)\2<1, )\1:)\2:17011)\1:)\QZO.AUS8161:B2IO
si Ay = Ay = 0. Encore les termes de réaction sont des fonctions contintiment différentiables et
satisfont les conditions suivantes :

Pour chaque 7 > 0 il existe des nombres L (r) et u, () tels que

¥ > 1, | fa (ur,ug)| < Lo (r) (1 + ug)”
fi (ur, ug) + fa (ur,uz) < pug (7)
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avec 1 < uy. (Lo (1) et g (1) sont indépendants de ¢ > 0).

De plus la solution est uniformément bornée en t¢.

Mais sous les conditions des termes de réaction dont on utilise dans I’étude de m—composantes,
S. Kouachi a étudié¢ deux-composantes (voir Kouachi [24]), et indépendamment par Malham
et Xin [32], trois composantes (voir Kouachi [25]), mais il n’a pas réussi de généraliser le cas
m—composantes. Aprés Kouachi, Abdelmalek et Rebiai (voir [29]) ont étudié quatre-composantes,
'algorithme modifié de Dodgson avec démonstration (voir Kouachi, Abdelmalek et Rebiai [28]),
ils ont réussi a étudier cinq composantes et de déduire m—componsantes.

Beaucoup d’auteurs s’intéressent au systéme de m—composantes. Voir [[6], [19], [21], [17], [35],
[36], [20], [11], [L0]).

Morgan [35] généralise les résultats de Hollis, Martin et Pierre (appliqué premiérement au sys-
téme de réaction diffusion de deux composantes [I8]) pour établir I'existence globale des solutions

des systémes de m—composantes (m > 2) avec les conditions aux bords (3.1.2)), ou

O<XA<1l ou \=1 e (3,>20,i=1,...,m (3.2.1)

ou

N=8,=0i=1,...,m (3.2.2)

ol les termes de réaction sont polynémialement bornés et satisfont les conditions suivantes :

m

k
> agfi(U) <C3(1+ ) w), pour UERY, k=1,...m (3.2.3)
j=1

i=1
ol ay,; sont des réels positifs, Cs est une constante indépendante de U.

Ifi(., ., U)| i=1,...,m est majoré par des polynomes en uy, U, . . ., Up,-

Sous les mémes conditions, Martin et Pierre [33] et Hollis [I7] ont généralisé les résultats, aux

conditions aux bords (3.1.2)) ou dans (3.2.1)) ils prennent
0<)\i<1 ou )\Zzl et 6120, 1=1,...,m

Mais ils ont imposé des conditions de la forme (3.2.3); en méme temps, aux termes de réac-
tion dont les composantes correspondantes de la solution satisfont des conditions aux bords de

Neumann et aux autres qui satisfont des conditions aux bords de Dirichlet.
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3.3 Existence locale et globale

Les normes usuelles dans les espaces L? (Q2), L> () et C' () sont notées respectivement par :

1
Il = / ()P da,
Q
full = max]u ()],
Jullomy = maxlu ().

Il est connu que pour prouver ’existence globale des solutions de — (voir Henry [16],
page 35 —62), il suffit de trouver une estimation uniforme de || f;(uy, ua, ..., um)||p, i=1,...,msur
[0, Trnae | dans I'espace LP(£2) pour un certain p > %. Notre but est de construire une fonctionnelle
de Lyapunov polyndémiale qui nous permet d’obtenir la bornitude des u; dans L” et son existence
globale pour tout ¢ = 1,...,m. Puisque les fonctions f; sont contintiment différentiables sur
R™* pour tout ¢ = 1, ...,m, alors pour toute condition initiale dans C (ﬁ), il est facile de vérifier
directement leur continuité Lipschitzienne sur un sous-ensemble borné du domaine de la puissance

fractionnelle de 'opérateur

@A 0 0
0 aA - 0
0=-—
0 0 - anA

Sous ses hypotheses, I'existence locale du résultat est classique (voir Friedman [12] et Pazy [3§]).

Proposition 3.3.1. Le systéme (3.1.1))-(3.1.3) admet une solution classique unique (uy, us, ..., Up,)
sur [0, Tiax) X Q. De plus

m
Si Tax < 00 alors tiggaXE | (., )] o = o00. (3.3.1)
P
0U Trnaz (|49 || oos |13]|sos -y U2 |loo) est le temps éventuel d’explosion (blow-up).

Théoréme 3.3.1. Supposons que les fonctions f;,i = 1,...,m sont a croissance polynomiale et

satisfont la condition pour certaines constantes positives D;,1 = 1,...,m suffisamment
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larges. Soit

L(t) = /Hpm (ug (z,t) ,ug (x,t) .o U (2, 1)) do, (3.3.2)
Q
ot
Pm P2 9 2
Hy, (g, -y t) = o> COmet ORGP
Pm—1=0 p1=0
avec py, un entier positif et Ch = I#il)i)!. Ou (uy(t,.),ua(t,.), ..., um(t,.)) des solutions de

systéme (3.1.1]) — (3.1.3)).

Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur lintervalle [0, T*], T* < Tynaz-

Corollaire 3.3.1. Selon les hypothéses du théoréme toutes les solutions du systéme
(3.1.1) — (3.1.3) avec les conditions initiales positives dans L* (2) sont dans L* (0,T*; L? (Q2))

pour un certain p > 1.

Proposition 3.3.2. Sous les hypothéses du théoréme (3.3.1) et la condition toutes les

solutions du systéme (3.1.1) — (3.1.3) avec les conditions initiales positives dans L (2) sont

: Nn
globales pour un certain p > =*.

Démonstration

Pour la démonstration du théoréme ({3.3.1]), on a besoin des Lemmes.

Lemme 3.3.1. Soit H,,, le polynéme homogéne défini par (3.3.2). Alors

pm—1 P2 ( 1)2 ( +1)2
_ Pm—1 p1 Pt P(m—-1)
Ou Hy, = pm D o ) CommiOme™ 00"

Pm—1=0 p1=0

Xu}fluén—m u]333—p2 N ‘uq(ﬁm—l)—pmfl‘ (333)
pour tout 1 =2,...,m—1
pPm—1 p2 v pg p?, 1 (p +1)2 (p( 1)+1)2
m—1 1— 7 m—
OuHp, = Pm Y. .. > Coroy .CROT...0,°706, 00

Pm—1=0 p1=0

Xulln u1272—171u;3>3—l>2 N .uggm_l)_pm717

(3.3.4)
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et

pm—1 s 5
= Pm—1 p2 (p1 HP1 pP2 Plm—1)
OunHp, = P ) § L CRCRO R 6
Pm—1=0 p1=0

xuftubr Pl .ugﬁ’”_l)_pmfl.

Démonstration. (Voir Abdelmalek et Kouachi [4])

Lemme 3.3.2. Les dérivées partielles secondes de H,, & sont données par :

Pm—2 P3 D2

o pm 1 P1
O Hy = DED DRI D) B¢t S e
Pm—1=0 p2=0p1=0
(p1+2)2 (p(mfl)‘”) p1,,P2—P1 (Pm—=2)—pm-1
><91 N e(mil) ul u ct um

pour tout 1 =2,...,m—1

Pm—2

0pHy = po(pm—1) > .. ch;; .cn

Pm—1=0 p1=0

2 2 p? 2

3 p3 (i-1) (p;+2)2 (Pam-1)+2)
X0y 0y ... 0610, "'9(m71)
Xuftub? P .uﬁ,’;m_m_pm*

pour tout 2 <1< j<m

Pm—2

pmlo p1=0

2
2 pi_1+1 2

" Qp% Hpi—le(pi+1)2 9( j-1+1) e(pj+2)2 e(p(m—1)+2)

1 Y i oo ]_1 ] “ e (m—l)

p1,,P2—P1 (Pm—2)—Pm—1
X Uy U ce Uy, "

Enfin
Pm—2

. 3 Pl
Ouz, Hy, = pm (P — 1) > Z Chroy . Chey "'0(7(71—11))

Pm—1= 0 p1=0

X u]171 u1272—p1 . u;};m_Q)_pmfl‘

Démonstration. (Voir Abdelmalek et Kouachi [4])
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Lemme 3.3.3. Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre m définie par A = (a;;)

1<i,j<m
alors on a :
k=m—2 9(m—k—2)
K" =det[m]- [] (detk) ,m > 2
k=1 (3.3.10)
K2 = det?2
ol
Kl =K K- (HEY 1=3,..,m,
k=12 -
L _ ) 20" 2 — —
H,, = det ((az,]);imii%) : ]Hl (det k) J1=3,...,m—1,
Ki = A110mm — (alm)2 ) H72n = @1102m — G1201m-
Démonstration. (Voir Abdelmalek et Kouachi [4]) O

Démonstration du Théoréme (3.3.1)). Dérivons L par rapport a t on obtient :

L,(t):/GtH d$—/z pma;; x
= /Zauinm (a;Au; + f;) dx
Q =1
— / > 4,0, Hy, Augdz + / > 04 Hy, fide =1+]
Q =1 Q =1

ou

I= / > a;0,, Hy,, Aujd, (3.3.11)
0 =1

et

= / > 0 H,, fid. (3.3.12)
) =1

Utilisons la formule de Green, on obtient I = I; + I, ol

Il = /Zaiauin"ﬁnuids (3313)

o =1

h=- ( ”Jau]uﬂ> T
J 2 1<i,j<m

42
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pour p; = 0,...,p2,p2=0,....p3...Pm1=0,...,pm —2 et T = (Vuy, Vuy,..., Vu,)T.

Appliquons les lemmes (3.3.1]) et (3.3.2)) on obtient :

Pm—2

p2
a; + a; L
( 5 Jaujuinm) = pm (pm — 1) g E gmfz...

I<ijsm Pm-1=0  p1=0

&% ((aij)lgi,jgm) AT (3.3.15)

m

ou (ag;), <ij<m €St une matrice définie par la formule (3.1.7)).

On démontre qu’il existe une constante positive Cy indépendante de t € [0, T},,4.) telle que
I <Cy pour tout t € [0, Tuz), (3.3.16)

et que

I, <0, (3.3.17)

pour certaines conditions aux bords :

(1) Sii=1,...,m:0< )\ <1, utilisant la condition aux bords (3.1.2]) on obtient :

L = /Zaiauinm (v; — ayu;) ds,
aq =1

ol o = lf’A et v, = 1€i\~7i =1,...,m. Puisque
H(U) = ai0u,Hy, (v; — ait)) = Po1 (U) = Qn (U),
i=1

ou P, 1 et ), sont des polyndémes avec des coefficients positifs et de degré n — 1 et n respecti-
vement et puisque la solution est positive, alors

limsup H (U) = —oo0, (3.3.18)

5% Juil—-+oo
=1
ce qui prouve que H est uniformément borné sur R’ et par conséquent (3.3.16]).
(1) SiVi=1,...,m: \; =0, alors I; = 0 sur [0, T},,4z)
(77i) Le cas de la condition homogene de Dirichlet est trivial, puisque dans ce cas la positivité de

la solution sur € x [0, Tn,) implique O,u; < 0,Vi = 1,...,m sur 02 X [0, T,,q,). Par conséquent

on obtient encore (3.3.16)) avec Cy = 0.
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(1v) Si quelques conditions aux bords sont homogeénes de Dirichlet et d’autres sont non-homogenes
de Robin, par exemple v = 0, \u; + (1 — X)) Oyu; = B;,1 = 2,...,m sur 0 x [0, T4,) avec
O<N<L1,B,>20,1=2,...,m.

Alors, suivant le méme raisonnement on obtient :

limsup H (0, ug, ..., Up,) = —00, (3.3.19)

m
> |ui|—+oo
i=2

et donc ((3.3.16]).

Maintenant on démontre .
(aij), <ij<m €St une matrice définie dans la formule . Les formes quadratiques (par rapport
a Vu;, i =1,...,m) associées aux matrices (aij),<; j<p> P1 =0,...,p2,p2 =0,...,p3... pp1 =
0,...,pm — 2, sont positives puisque leurs déterminants det 1,det 2, ... det m sont positifs :

2
2 2 me1)+2
*) detl = a19§p1+2) 9%{724-2) ce 9((:1(_1)1)+ ) > 0 pour p; = 0, ey P2, P2 = O, ey P33 Pm—1 =

0,....pm — 2.
(**) Selon le lemme ({3.3.3]), on obtient :

m—1
2 2
k=2

en utilisant (3.1.6)) pour [ = 2 on obtient det 2 > 0.
(***) Encore selon le lemme ([3.3.3)), on a

K3 = det3det1,

mais det 1 > 0 ainsi sign (K3) = sign(det 3), en utilisant (3.1.6) pour [ = 3 on obtient det 3 > 0.

(****) on suppose que

k=1—-2
deth >0k=1,..,(-1)= ][ (detk)

k=1

9(l—k—2)

> 0. (3.3.20)

k=12
a partir du lemme (3.3.3) K} = detl. J] (detk)2(="=2 et a partir de (3.3.20)), on obtient :
k=1

sign(K}!) = sign(det ). mais K! > 0, a partir de (3.1.6) ainsi det[l] > 0. On obtient (3-3.17).
Maintenant on montre que .J est bornée (3.3.12]). Substituons I’expression des dérivées par-
tielles donnée par le lemme (3.3.1]) dans le second membre de l'intégrale (3.3.12]), on obtient :
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Pm— 1-

m—1
J = f lpm pz % oPm-1 Cm p1 p2 P1 "ufnm_l_pmll

Q Pm—1=0 p1=0
el i) S (pi+1)2 p?
X 0 f+ZH0’“H9p’ fﬁHQ fm | d
i=1 ji=2 k=1 1=j
pm—1
_ Pm— 1 p1, P2—P1 —1—pm—
=[1pm X ZC OB TP b P
Q pm—lzo p1=0
m—1 j—1 2
9§p1+1) m—1 kH 0% 11 gPitD) )
1=1 =1 =7
X m=1 ,2 f1+z m=1 .2 fj+fm ngd‘r
IT 6" j=2 0"
i=1 i=1
Pm—1
— Pm 1 p1 p2 pl 1—pm
_f DPrm Z p . Cpl uPm—1=Pm—1
Q pm—lZO P1= =0
2

Utlhsons la condltlon on dedult

Ppm—1

m
1 Pm—-1, P1, P2—P1 —1—pm_1
E g Co Oy uy” b (1+ E uz>
i=1

Pm—1= =0 p1= =0

J§C5

Pour démontrer que la fonctionnelle L est uniformément bornée sur l'intervale [0, 7*], on écrit

prn_l

> Zom. O T Tt R T <1+Zuz> =Ry, (U)+ 8,1 (U),

Pm-1=0  p1=0
ou R, (U)etsS,, —1(U)sont deux polynémes homogenes de degré p,, et p,,—1, respectivement.
Pour commencer, puisque les polynomes H, et R, sont de degré p,,, il existe une constante
positive Cjy telle que
/Rpm (U)dzx < 06/Hpm (U) dx. (3.3.21)
Q

alors appliquons I'inégalité de Holder a 'intégrale f Sy, —1(U) dzx, on obtient :

m

/San—l (U) dﬂj S |Q|p7m / (Sp'm_l (U))pmnil da?
Q Q
Puisque pour tout uy, us, ..., Up_1 > 0 et u,, >0
(Spm—l (U))pm"il _ (Spm—l (xb T2y ...y, Tm—1, 1))p;n7'11
Hprn (U) Hp'm (x17 3327 ce ’xm—lﬂ 1) ’
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on Vie{l,2,....m—1} :x; = -4 et

Uj+1

Pm

llm (Spm—l (‘r17x2,'-.7$m_171))lﬂm*1
@i—Foo Hpm (.'L'h Loy ooy Tm—1, 1)

< 400,

on affirme qu’il existe une constante positive C'; telle que

ot (U) 75
H,, (U)

S.
(% < Cy,pour tout uy, ug, ..., Upm_1 > 0. (3.3.22)

Donc, la fonctionnelle L satisfait I'inégalité différentielle

Pm—1

L' (t) < CsL(t) + CoL b (1),

qui s’écrit
pmZ < CsZ + Cy. (3.3.23)

ot Z = L. Une intégration simple donne la bornétude uniforme de la fonctionnelle L sur
I'intervalle [0, T*], ce qui termine la démonstration du théoréeme ([3.3.1)).
Démonstration du corollaire (3.3.1]). La démonstration de ce corollaire est une conséquence

immédiate du théoréeme ([3.3.1)) et 'inégalité

/ (i u; (w,t)) dr < CyoL (t) sur [0,77].

Q

Démonstration de la proposition (3.3.2]). A partir du corollaire (3.3.1)), il existe une constante

positive C; telle que
m P
/ (Z w; (,t) + 1) dz < Cyy sur [0, Tinax). (3.3.24)
o \i=l
De (3.1.4) on a Vi € {1,2,...,m}
m p
| fi (U)|% < C2 (U) (Z u; (x,t)) sur Q X [0, Trax| - (3.3.25)
i=1

Puisque uy,ug, ..., Uy sont dans L (0,7 LP (Q2)) et & > %; alors a partir des observations

P
N

préliminaires la solution est globale.
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3.4 Applications

Dans cette section nous appliquons le corollaire et la proposition au modeles
chimiques.
Exemple. Une réaction chimique en général, s’écrit

kg
Ry 4+ poRo + ... + 1, R, :(_T P +uvePy+ ...+ vF

ici les R; et P; représentent respectivement les réactants et les espéces produits, et p,, v; sont
des constantes positives pour chaque ¢. Maintenant, si on note par u; = [R;] et v; = [P}] les
concentrations respectives des R; et P; alors on peut modeliser le processus par I’application de

la loi de conservation de masse et la seconde loi de Fick (flot) (voir Kouachi [23]) pour obtenir

le systéme de réaction-diffusion ([2.3.2)) suivant
4 » L
% — V. (d;Vu;) = p; | kyr Hl v, — ky Hlujj , i=1,..r
= =
r 4
v; . 2% 1ZA .
%—t — V. (dryiVv;) = v; (k‘fjl_[l u;’ — ky H1 ij> , i=1,..4
= j:

avec les conditions aux bords et les conditions initiales positives dans L™ (£2). Le cas
spécial quand r = 2 et ¢ = 1, le cas spécial p; = py = v = 1 a été étudié par

Rothe (voir [39] pp (157)) sous les conditions aux bords homogeénes de Neumann ou il a montré
que Thax =00 sin < 5.

Morgan [35] a généralisé les résultats de Rothe pour tout entier n > 1 et quand toutes les com-
posantes satisfont les mémes conditions aux bords (Neumann ou Dirichlet).

Hollis [T7] a complété le travail de Morgan et a établit I'existence globale si u3 satisfait le méme
type des conditions aux bords comme wu; ou uy. Mais si les conditions aux bords de différent
type sont imposées sur u; et us, ’existence globale se poursuit sans tenir compte de type de
condition au bord qui est imposé sur us. Récemment Kouachi a prouvé dans [26], 1'existence
globale des solutions avec les conditions aux bords (5.1.2) quand jq + 5 < 1ou vy < 1 et comme
un achévement de ce travail, S. Kouachi, S. Abdelmalek et B. Rebiai [29] ont prouvé I’existence

globale du systéeme quand r =2 et { =2, si g + py < 1l ouwvy +rve < 1.
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En appliquant les résultats obtenus & notre systéme, on obtient la proposition :

Proposition 3.4.1. Les solutions de systéme (3.1.1)) avec des conditions initiales non négatives
uniformément bornées (3.1.3)) et les conditions aux bords (3.1.2) non-homogénes sont positives

et existent globalement pour toute constante positive p, 1 = 1,...7 et v; = 1,...,0 telle que

r 4
min{z,ui, > I/i} <1
i=1

i=1
Démonstration. On remarque que (3.1.4) pour ce systéme, est satisfaite pour toutes constantes

positives p, i =1,...,7 et v; © = 1, ..., £, chaque fois que

r L
N = max {Z,ui, Zyz}
i=1 =1

r r4+f—1 r
et la condition (3.1.5)) est triviale si ) p; < 1 en choisissant >, D;+1>> > D;, et appliquant
i=1 i=r+1 i=1
T 14
'inégalité de Young au terme [] ugj . Dans le cas ou Y v; <1, elle est encore une application
j=1 i=1

r ) r r4+4—1

triviale de I'inégalité de Young au terme H1 v;/] et on choisit 231 D;>> z;rl D;+1 (voir Kouachi
j= i= i=r

[24]). Alors le corollaire (3.3.1)) implique que toutes les composantes de la solution sont dans

L*> (0,7, L™ (92)) pour tout n > 1, alors Th,ax = +00. 0
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Chapitre 4

Régions invariantes et existence globale
pour un systéme de réaction-diffusion a
m~équations avec une matrice de
diffusion tri-diagonale de Toeplitz

symétrique

4.1 Inroduction

Dans ce chapitre nous construisons les régions invariantes pour les systémes de réaction-
diffusion & m-composante avec une matrice de diffusion tri-diagonale de Toeplitz avec des condi-
tions aux bords non-homogenes et prouver l'existence globale de solutions utilisant la fonc-
tionnelle de Lyapunov. Les termes de réaction non linéaires sont supposés étre de croissances

polynomiales. Ces résultats est un généralisation de [4].
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Soit le systéme : (voir [3])

% —alAuy — bAuy = f1(U),
ot
8Ug
5 bAug_1 — alAuy — bAupy = fo(U), £=2,..,m—1, (4.1.1)
O,

o bAUy,—1 — alAu,, = [ (U),
avec les conditions aux bords
au+ (1 —a)Oyug =Gy, £=1,...,m sur 0 x {t >0}, (4.1.2)
et les conditions initiales

ug (2,0) =ud (x), £=1,...,m sur . (4.1.3)

avec les trois types de conditions aux bords

(1) Pour les conditions aux bords non-homogeénes de Robin, nous utilisons
O<a<l, B,eR, (=1 .,m;

(77) Pour les conditions aux bords homogenes de Neumann, nous utilisons

(77i) Pour les conditions aux bord homogenes de Dirichlet, nous utilisons

1_OZZ/BZIO, 6217...,m.

Ou U = (uy,us, ..., uy,)T, les constantes a, b sont strictement positives et satisfaire la condition :
T
2bcos < a. (4.1.4)
m—+1

Les données initiales sont supposées étre dans les régions :

ugsin% >0, et

NIE

Il
—

223 =9 (u},ud,...,up,) eR™: ¢ F

k

, (4.1.5)
ugsin% <0, z€3

NFE

I
—
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avec

Zﬁksm m“ g)k” >0, ek,
Zﬁksm (mH Z)kﬂ <0, ze€3,

ou

L£N3=0,£U3={1,2,...m}.

Par conséquent, nous pouvons voir qu’il y a 2™ régions. Examinons maintenant la premiere région

et commentenons ensuite les cas restants. La région choisie est le cason £ ={1,2,...,m} et 3 =0,

nous avons :
m . (m+1—=0)knm
ZSM — {(Upuw )eR Zuk sin ——] >0, (€ 2} (4.1.6)
avec
—0) km
Zﬁksm +1 >0, Lek

Pour étudier I'existence globale des solutions pour le systéme de réaction-diffusion (4.1.1))
dans cette région, il faut diagonaliser la matrice de diffusion.

Tout d’abord, définissons les fonctions de réaction-diffusion comme suit :

m—+1

Fy (wi, ws, ...y W) = ’; fo () sin +m1+_ f) b (4.1.7)
ou
wy = Zuk sin (m+1-0 kﬂ. (4.1.8)

Les fonctions F, doivent satisfaire les trois conditions
(A1) Les fonctions F; sont contintiement différentiables sur R”’ et F' est quasi-positive i.e, pour
tout £ =1,...,m,

Fy(wy,.ywp_1,0,Wpi1, ooy W) > 0,
pour tout wy > 0; £ =1,....m
(A2) Les fonctions Fy sont a croissance polynomiale (voir Hollis et Morgan [20]), i.e., pour tout

¢=1,...,m et pour un entier N > 1,

|Fy (W) < 4 (1 + ill]() sur (0, +00)™, (4.1.9)

(=1
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(A3) L’inégaliteé
m—1 m
> Dy (W) + Fp (W) < Co (1 +ZW), (4.1.10)
(=1 =1
pour tout w, > 0, £ = 1,...,m, et toutes les constantes Dy > D;, { = 1,....m, ou Dy, { =
1,...,m, sont des constantes positives suffisament larges, C; et Cs sont des fonctions positives et
uniformément bornées et définies sur R’

Définissons

K =K LK —[H, r=3,...,1, (4.1.11)
ou

k=r—2
H] = det <(a£u“)f;ﬁl,...,r+1) . H (det k)Q(T*k—2) =301,
+#

1<6,k<l
k=1

-1 m—1 -1
K7~ Ao T[ome [Hez 2
k=1 k=l k=1

vV
valeur positive

et
-1 m—1
T /Y p2(a+1)? 2)2+(pr+1)* 2(pr+2)?
Hl2 =\ /\2/\l91(p1+ ) H@I(Cpk-i— ) +(pr+1) 'Hek(l)k-i- ) ) [Q%A% _ AuAll} :
. k=2 k=1
valeur ;)rositive
I'expression det | (asu) dénote le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre
1<l,k<l AL, ,r+1
k#l—1,...,r
r
obtenue a partir de (a), -, .., ensupprimant les (r 4+ 1), (r+2),... [ lignesetlesr, (r+1),...,(l — 1)
colonnes.

Les éléments de la matrice sont :

X X/{ 2 ’ - 2 ' 5 - 2
_ M + 910% 92(1:11))97(;1!%+1)2 e(p(a 1)+1) 9§P]+2) ...(9((5?1)1)+2> ’ (4.1‘12)

a[n 2 1 o+ oo ]—1

ot Ay est défini dans (4.2.2)). Rappeler que, pour tout £, x =1, ..., m.

. Xg—l—x,{

2/ A\

AZ&

et 0,0 =1,..,m — 1 des constantes positives.
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Remarque 4.1.1. L’hypothése (A1) implique les conditions de la régularité et la quasi-positivité
qui assurent ’existence locale des solutions et la non-négativité des solutions tant qu’elles existent,
via le principe de mazimum (voir Smoller [{1]). L’hypothése (A3) implique la croissance poly-
nomiale usuelle qui est une condition nécessaire pour obtenir une forme dépendant de P et

uniformément bornée par les estimations de LP (voir Hollis et Morgan [21]).

4.2 Valeurs propres et vecteurs propres

Lemme 4.2.1. Considérant le systéme de réaction-diffusion (4.1.1), la matrice de diffusion

(m x m) résultante est donnée par :

a b 0 0

b a b
A=10 b a 0
b
0O -+ 0 b a

Cette matrice est dite définie positive si la condition (4.1.4)) est satisfaite.

Démonstration. La démonstration de ce lemme peut étre trouvée dans [22]. Rappeler que si la

matrice est définie positive, il en résulte que det A > 0. O]

Lemme 4.2.2. Les valeurs propres (A < Np_1, £ =2,...,m) de la matrice A sont positives et

sont donnés par :

(m
Ao = 2b — 4.2.1
¢ = a+ 2bcos (m n 1) : ( )

avec les vecteurs propres correspondants

. 2 . Ur Comlr T
vy = | sin , sin , ..., SIN ,
m+1 m—+1 m—+1

pour £ = 1,....m. Par conséquent, nous concluons que A est diagonalisable. Pour la simplicité,

nous écrivons

_ 1 —
Ao = Amy1—¢ = a+ 2bcos (%) , L=1,...,m, (4.2.2)

done Ny < M1, £ =2,...,m.
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Démonstration. Rappeler que la matrice de diffusion est définie positive, donc ses valeurs propres

sont nécessairement positives. Les composantes de (A — AI) X = 0 sont :
bxk,l—i-(a—)\)xk—l—bxkﬂ :0, k= 1,...,m,
avec rg = T,,11 = 0, équivalent

a— A
{Ek+2+< b )$k+1+xk:0, k=0,...m-—1.

Nous cherchons des solutions sous la forme z;, = £rF pour les constantes € et r. Cela conduit &

I’équation quadratique

— A
72‘*’(&7)7”—‘—1:07

avec les racines ry et ry. La solution générale de xy o + (%) Tpa1 +xr = 0 est

B ark + prk. siry # ro,
e ap® + BkpF, siry =ry=p,
oll « et [ sont des constantes arbitraires.
Pour le probléme de valeur propre, 7 et ry sont distinct, autrement x;, = ap® + Bkp*, et zy =

Tmy1 = 0 implique que chaque x; = 0, ce qui est impossible parce que X est un vecteur propre.

Par conséquent, z, = ar’f + 67"’2“, et x9 = 2,11 = 0 on obtient :

(]

0=a+ 6 r mtl — r im
“ (1) =
0= ar{”“ + 57’3”“

2iml . ,
donc rq = reem+1 pour certains 1 < ¢ < m. Cela couplé avec

rire =1,

r2+(?>r+1:(r—ﬁ)(7“_r2):>

rtre=— (%),

il il

alors vy = em+1, rog = e m+1, et
il _ ik E']T
)\:a—l—b(emﬂ +e m+1) = a + 2bcos (—)
m+1

Les valeurs propres de A sont données par :
lr
AM=a+2bcos| —— |, pour { =1,..,m.
m—+1
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Puisque ces A\, sont tous distincts (cos # est une fonction strictement décroissante de 6 sur (0, 7),
et b # 0), A est nécessairement diagonalisable.

Enfin, le composant ¢ de tout vecteur propre associé a A, satisfait x, = arf + 3r5 avec a+ 3 = 0,

2imk _ 2imk . . k
T = |emtl —e mtl ) = 2jarsin ).
m+1

On pose a = 2% on obtient un vecteur propre particulier associé a A\, donné par :

. 147 i 207 . mlT r
v, = | sin ,sin ,...,sin )
m+1 m+1 m+1

Parce que les A, sont distincts, {vy, va, ..., vy, } sont linéairement indépendants, donc (vy 1 va 1 ... 1 V)

ainsi

est la forme diagonale de A.

Maintenant, nous prouvons que
A < X1, £=2,...m.
Nous avons ¢ > ¢ — 1, alors

(m - (-1
m+ 1 m+1

’

La fonction (cos ) est strictement décroissante dans 6 sur (0, 7), alors

< (m ) ((E—l)w)
cos <cos|——).
m+1 m+1

Enfin, en multipliant les deux cotés de 'inégalité par 2b et en ajoutant a on obtient

-1
A¢ = a + 2bcos (E—W) < a+ 2bcos (u) = A\r_1.
m—+1 m—+1

4.3 Reégions invariantes

Supposons que les hypotheéses (A1) — (A3) sont satisfaites. Alors pour tout Uy dans } ¢ 5 la
solution classique U du probleme (4.1.1)-(4.1.3) sur Q x [0, T;,,,) reste dans » . 5 pour tout ¢

dans [0, Trnaz), 00 Thar est le temps éventuel d’explosion (blow-up).
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Proposition 4.3.1. Les vecteurs propres de la matrice de diffusion associée aux valeurs propres

~ L . — — — — T . L .
A¢ sont définis comme Uy = (Vp1, Vg2, ..., Ugm) - 1ls satisfont les équations :

% — MAwy = Fy (wy, wa, ..., wy,) (4.3.1)
awe+ (1 —a) Oywe = p,  sur 02 x {t >0}, (4.3.2)

ot les termes de réaction F' et w sont donnés dans (4.1.7)) et (4.1.8)) respectivement.

Rappeler que la condition (4.1.4) garantit la parabolicité du systéeme (4.1.1)) — (4.1.3)), ce qui

implique qu’il est équivalent a (4.3.1) — (4.3.2) dans la Région

- - . (m+1—0)knm
Zs’w—{(ul,u%...,um)eR :wg—;ugsm o >0, Lek

avec

0 . (m+1—=0)kn
— >0, (et
Pe ;ﬁksnl 1 2

Cela implique que les composants wy sont nécessairement positives.

dans ce qui suit, nous présentons une généralisation de la région choisie .
Rappelons que les vecteurs propres de la matrice de diffusion associés a la valeur propre A
Sont définis comme Ty = (Uy1, Vg, ...,wm)T. Il est important de noter que si U, est un vecteur
propre, il en est de méme pour (—1) 7,. Dans la région considérée précédentes, nous avons utilisé
uniquement le positif v,. Le reste des régions de 2™ peut étre formé en utilisant des versions
négatives des vecteurs propres. Dans chaque région, le systéme de réaction-diffusion avec une
matrice de diffusion diagonalisée est formé en multipliant chacune des m-équations de par
I’élément correspondant de v, ou de (—1) 7, puis en additionnant les m équations. Les équations
multipliées par des éléments de v, forment un ensemble £, alors que les équations multipliées par

des éléments de (—1) T, forment un ensemble 3. On peut donc définir les régions sous la forme

m

w) = > ulvy, > 0, leg
g =9 (u},ud, ..., u),) € R™: k=l (4.3.3)
23 ) ) s Wm o_ [ 0— y
w) = (=1) > uv, >0, z€3
k=1

avec
pr =3 BrVimti-or =0, L€ L,
k=1

pl=3 BrVims1—2k <0, z € 3.
k=1
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En utilisant le lemme on obtient :

m
Z wd = " ulsin (m:};f)kﬁ >0, teg
0,0 0 m k=1
= (ul,uz,...,um) € R™: m ,
£3 . (mEl-2)k
w?® = —1);ugsm% >0, 2€3
(4.3.4)
avec
2:ZBksm m+1 Z)kﬂ>0 te g,
Z ﬂksm m+1 z)k” <0, ze€3.
ou

L£N3=0,£U3={1,2,...m}.

4.4 Existence locale et globale

Il est bien connu que pour prouver I’existence globale de solutions & un systéme de réaction-
diffusion (voir Henry [16], page 35 — 62), il suffit de trouver une estimation uniforme du terme de
réaction associé sur [0, T},,q,) dans 'espace L? (€2) pour certains p > %. Notre but est de construire
des fonctionnelles polynomiales de Lyapunov permettant d’obtenir des limites de composants sur
LP(£2), ce qui conduit a une existence globale. Puis que les termes de réaction sont continiiment
différentiables sur R’ pour tout ¢ = 1,...,m alors pour toute condition initiale dans C (ﬁ), il
est facile de vérifier directement leur continuité Lipschitzienne sur un sous-ensemble borné du

domaine de la puissance fractionnelle de 'opérateur :

MA 0 -0

0 XA -+ 0
0= —

0 0 - AA

Sous ses hypothéses, I'existence locale du résultat est classique (voir Friedman [12], Henry [16]

Pazy [3§].

Proposition 4.4.1. Le systéme (4.3.1))-(4.3.2) admet une solution classique unique (wy, wa, ..., Wy, )
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sur [0, Thax) X Q. De plus

Si Tmax < 00 alors t_l)l%gale lwe(.,t)||, = oo. (4.4.1)
0U Traz (W9 || os [|[W3]|00s -5 |0 ||so) est le temps éventuel d’explosion (blow-up).

Théoréme 4.4.1. Supposons que les fonctions F;, i = 1,...,m sont a croissance polynomiale et
satisfont la condition (4.1.10)pour certaines constantes positives D;,i = 1,...,m suffisamment

larges. Soit

L(t)= /Hpm (wy (t,x) ,wy (t,x), ... wy (t,x))d, (4.4.2)
Q
ot
Pm b2 9 p2
Hy,, (w1, wa, . wm) = Y ..y Chmot CRIGT G0 Dl b P
Pm—1=0 p1=0
avec pm un entier positif et Cht = pe!(zf)k—kipz)!' Aussi supposons que la condition suivante soit
satisfaite

kl>0,1=2.,m

ou k! était défini dans (4.1.11)).

Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur lintervalle [0, T*],T* < Tpaz-

Corollaire 4.4.1. Selon les hypothéses du théoréme (4.4.1) toutes les solutions du systéme
(4.3.1) — (4.3.2)) avec les conditions initiales positives dans L (2) sont dans L*> (0,T*; LP (Q2))

pour un certain p > 1.

Proposition 4.4.2. Sous les hypothéses du théoréme (4.4.1) et la condition (4.1.4)) toutes les

solutions du systéeme (4.3.1)) — (4.3.2) avec les conditions initiales positives dans L™ () sont

globales pour un certain p > %

Lemme 4.4.1. Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre m définie par A = (au)1<pcpm

alors on a :
k=m—2

Kt =detfm] - [] (deth) m > 2 (4.4.3)

2(m—k—2)

K2 = det2
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réaction-diffusion a m-équations avec une matrice de diffusion tri-diagonale de
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ol

KL= K7D K — (HEY 1=3,...,m,

k=1—2
H = det ((%)g#m ,,,,, z+1) T etk 7 1=3,

1<l,k<m _
SHLRS k#EM—1,...,1 kel

2 _ 2 2 _
Km = A110mm — (Glm) ,Hm = A1102m — A12Q1m.-

Démonstration du Théoréme (4.4.1)), corollaire (4.4.1) et proposition (4.4.2) (voir

[31)

4.5 Etude d’un systéme généralisé

Cette partie représente une généralisation de 1’étude que nous avons fait (dans la partie

précédente ).
Soit le systeéme : (voir [1])

88_(75] — DAU = F (U) dans € x (0,400),

avec les conditions aux bords
aU+(1—-«a)0,U=DB, sur 092 x (0,+00),

or

aU+ (1 —a)Do,U =B, sur 00 x (0,+00),

et les conditions initiales

U(x,0)=Uy(z), sur .

Ou les vecteurs U,F' et B sont définis comme :

U = (U17u2>---aum)T’
= (fl,fZa---afm)Tv
= (84,8, 8.

29
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Avec les trois types de conditions aux bords

(1) Pour les conditions aux bords non-homogenes de Robin, nous utilisons
0<a<l, BeR™,
(77) Pour les conditions aux bords homogenes de Neumann, nous utilisons
a=0et B=0,
(77i) Pour les conditions aux bord homogenes de Dirichlet, nous utilisons
l-a=0et B=0.

La matrice de diffusion est définie comme :

a b 0 --- 0
c a b
D=10 ¢ a 0 ;
b
0O --- 0 ¢ a .

ou a,b et ¢ sont des constantes strictement positives satisfaisant la condition de parabolicité :

™ a

) 4.5.
COSm—I—1<b—|—c (4:5.5)
Dans le cas b = ¢ on trouve la condition de parabolicité (4.1.4)).
Les données initiales sont supposées étre dans les régions
Z“ ={Uy e R™: (V.,Up) <0< (V;,Up),z€ 3,0 € £}, (4.5.6)
L£N3=0,£U3={1,2,....m}, (4.5.7)

vérifiant
(V.,BY <0< (V,,B),z€ 3,0 € L.
)T

Le vecteur V; = (vyg, ..., Ume)’ est défini comme :

k 1-¢
'ng:\/,ukSiIl (mT;’LF{»l )ﬂ-, k:l,...,m,
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avec

b
= -.

c
La notation (.,.) désigne le produit scalaire dans R™. De , nous pouvons voir qu’il y en a
fait 2™ régions.
En 2002 S. Kouachi [26] a étudié le cas m = 2, ou la condition de parapolicité est 2a > (b + c).
Ceci résulte directement du remplacement de m = 2 dans , il a étudié 2 régions seulement,
bien qu'’il y ait 22 = 4 régions en fait.
Dans [2] S. Abdelmalek ou il a considéré des systémes de trois équations (m = 3) ou
U= (U17U2,U3)T7F = (f17f2>f3)TaB = (61,52,[33)T-
Si on remplace m = 3 dans on trouve la méme condition de parapolicité utilisée dans [2],
v2a > (b+ ¢). Le nombre total des régions dans ce cas est 2° = 8, seulement 4 régions ont été
étudiés dans [2].

Les preuves nécessaires sont similaires pour toutes les régions invariantes. Par conséquent,
nous nous concentrons uniquement sur 'une des régions et présentons une généralisation plus

tard.

La région choisie est le cas on £ ={1,2,....,m} et 3 =), nous avons :
D o= (D €R™:(V, Up) 20,0 € £}, (4.5.8)

vérifiant

(Vi,B) > 0,0 € £.

Afin d’établir I'existence globale de solutions dans la région (4.5.8]), nous diagonalisons la
matrice de diffusion D.

Nous définissons les fonctions de réaction-diffusion comme :
FOW)=(F1.Fa....Fm)  Fo= (V0. F),
oul=1,...,m, le variable W est donnée par :
W = (wy, Wa, ..., W) we = (Vy, U .

Les fonctions f , doivent satisfaire les conditions :

(A1) Les fonctions F, sont contintiement différentiables sur R’ et / est quasi-positive i.e, pour
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tout £ =1,...,m,

Fo(wyy ey wi1,0,Wpsq, .y W) >0,

pour tout wy, > 0; £ =1,...,m.
(A2) Les fonctions f, sont a croissance polyndmiale (voir Hollis et Morgan [20]), i.e., pour tout

¢=1,...,m et pour un entier N > 1,

Fe (W) < Cy(1+ (W, 1)Y sur (0,+00)™, (4.5.9)
(A3) L’inégaliteé
(S, F(W)) < Cy (14 (W, 1)), (4.5.10)
ou
S = (dy,da,...;dp_1, 1),
pour tout wy, > 0, ¢ = 1,....,m, et toutes les constantes dy > dy, { = 1,...,m, ou d;, { =

1,...,m, sont des constantes positives suffisament larges, C; et C5 sont des fonctions positives et
uniformément bornées et définies sur R’

Définissons :

K= K- LK = [H?, r=3,..,1, (4.5.11)

ou

k=r—2
H] = det ((ag,ﬁ)eﬂ ...r+1>- H (det k>z<r—k_2> e -1,

1<t,r<l A kel
-1 m—1 -1
2(p+1) 2(pp+2)? 2 2
K7 = an] 6% 0 AT T6r - A3
k=1 k=l o Lk=1

valeur positive

et
) -1 ) 5 m—1 )
2 /L, g2t (Pr+2)"+(pr+1) 2(pr+2) 2
HE = XM\ XoNb] 11 T1¢: (034 — A Ay,
\ k=2 k=1
valeur positive
Iexpression det | (ag) dénote le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre

1<t,k<l TUUAL. 1

K#EI—1,...,r

r

obtenue & partir de (asx), ) <,
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colonnes.

Les éléments de la matrice sont :

Ao+ A 2 . +1) (o, _+2)°
ag, = - + 9]13% . 91?1‘(1:11))91(-]%“)2 . Qj(pu b*1) 9§'p]+2)2 . «9<p(m v+2) (4.5.12)

9 -1 7 (m-1) ’

ol Ay est défini en (4.5.13)-(4.5.14)). Rappeler que, pour tout ¢,k = 1,...,m.

B Xg—f-x,.;

2/ Ao\

AZR

et ;0 =1,..,m — 1 des constantes positives.

Proposition 4.5.1. A Une forme quadratique Q = (X, AX) = XTAX, ot A est une matrice
symétrique, est définie positive en chaque vecteur-colonne X si tous les déterminants principauz
situés dans le coin supérieur gauche de A sont positive. St A n’est pas symétrique, () est définie
positive si et seulement si tous les déterminants principaux situés dans le coin supérieur gauche

de la matrice (A + AT) sont positive.

4.5.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Lemme 4.5.1. Le systéme de réaction-diffusion (4.5.1) satisfait la condition de parabolicité si
(4.5.5)) est satisfait.

Démonstration. Le systéme (4.1.1)) satisfait & la condition de parabolicité si la matrice (D + DT)
est définie positive. La matrice (D + D7T) est symétrique et tri-diagonale avec des coefficients non

diagonaux de la forme 3 (b + c). O

Lemme 4.5.2. Les valeurs propres Ay < Ag_1 : £ = 2,....m, de DT sont positifs et sont donnés

par :

— l
Ao = a + 2vbe cos < T ) : (4.5.13)

m-+1

avec les vecteurs propres correspondants Vi, = Vi1, pour £ = 1,...,m. Par conséquent, DT est
diagonalisable.

Afin de simplifier les indices dans les formules a venir, nous définissons

_ 1 —
Ao = Ama1-¢ = a+ 2Vbccos <M) =1,....m, (4.5.14)
m+1

ainsi \p < Ap_1, 0 =1,...,m.
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Démonstration. Rappeler que la matrice de diffusion est définie positive, implique que ses valeurs

propres sont nécessairement positives. Les composants de (DT — A ) X =0 sont
bl'kfl—i‘ (G—X) $k+0$k+1 :0, kzl,...,m

avec ro = Ty, 11 = 0, équivalent,

a—A
$k+2+( . )xk+1—|—u$k:0, kE=0,...,m-—1,

les solutions sont
arf + prk,  siry #
Ty =
k k o
ap® + Bkp",  siry =1 =p,
oll « et § sont des constantes arbitraires, 1 et ro doit étre distinct.

on pose 1y, = ark + Br§ et xg = 2,41 =0

O=a+ 5 r ml — r 2wl
= —1 — —/6 — 1 = —1 = em+1,
0 = ar™ 4+ grott T2 « T2

2iml
Donc r; = reem+1 pour 1 < ¢ < m. Avec

T2 = W

C

r2+<a_x)r+u=(r—7"1)(7"—7“2)=>

T1+T2:—

. N Al _ ik
conduit & 7, = \/pem+1, vy = /e ™1, et

—_ i i g
)\:a+2\/g(em7+£1+e_m7ﬁ> :a+2a+2\/gcos( il )

m—+1

Alors, les valeurs propres de DT sont données par

Xg:a+2\/ECOS< br ),

m+1
pour ¢ = 1,...,m. Puisque les valeurs propres sont toutes distinctes ( cos« est strictement
décroissant sur (0,7), et b # 0 # ¢), alors D est nécessairement diagonalisable. Le composant ¢
de tout vecteur propre associé & )\, satisfait x, = arf + Brf, avec a + 8 = 0. donc

k 2irk _ 2irk . k. k
a2 |emtlt —e mil ) = 22@/}/2 sin .
m+1

Tk
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On pose a = % on obtient un vecteur propre particulier associé a \,

V,= %Sin Lem %sin 2m 2 sin mtn '
=\ m+1) " m+1)H m+ 1

Puisque les vecteurs propres sont tous distincts alors {71,72, . Vm} est un ensemble linéaire-

ment indépendant complet, par conséquent (71,72, ...,Vm) diagonaliser D. Maintenant, nous

allons prouver que

A<M l=2,...,m;

nous avons

(5012 T - (E_l)ﬁ,
m+1 m+1

puisque cos 6 est strictement décroissant sur (0, ), alors

< (m ) ((@—l)w)
cos < cos | —— |,
m+1 m+ 1

donc
— l (-1 —
Ao = a + 2V/cb cos T < a+ 2Vebcos u = A\_1.
m+1 m+1
]
Lemme 4.5.3. Les valeurs propres de la matrice D sont positives, c’est-a-dire \y > 0 et
det D > 0.
Démonstration. Rappeler que A\p < A\py1;0=1,....m —1; i.e.
A< A< .o < A\
Nous voulons montrer que A\; > 0. D’abord, nous avons
m
A = a+ 2Vcbcos < 7T> > 0, (4.5.15)
m—+1

implique

a > 2v/ch {— cos (Lw)] . (4.5.16)

m—+1
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De la condition (4.5.5)), on obtient

a>(b+c)cos(L).

m+1

Remarquer que

m 1 m T
— — | = 4.5.1
m+1>2=>cos(m+17r)<cos(2> 0, (4.5.17)
d’autre part
(¢ +b) > 2Vbe, (4.5.18)
on obtient
cos (mLH) + cos (mnj_ 17) =0, (4.5.19)
puisque

cos T Teos| T n) = 2cos( mELlmAT ) g (AL mil
m—+1 m+1 9 5
e

De (4.5.17), (4.5.18) et (4.5.19)), on obtient

(c+b) cos (mLH) > 2v/be {— cos (Lw)} , (4.5.20)

m—+1

et de (4.5.16)) et (4.5.20]), nous obtenons

a > 2vecb {—cos (m”jr 17r)] .

qui s’est terminée la démonstration de (4.5.15)) et garantissent que toutes les valeurs propres de

DTsont positives. De plus puisque les valeurs propres de D sont les mémes de D”', nous concluons

donc que det D > 0. [

4.5.2 Régions invariantes

Le résultat principal de cette section est présenté dans la proposition suivante :

Proposition 4.5.2. : Supposons que les hypothéses (A1) — (A3) sont satisfaites. Alors pour tout
Up dans )¢ 5 la solution classique U du probléme (4.5.1))-(4.5.4) sur 2 X [0, T;0z) reste dans
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2273 pour tout t dans [0, Thnaz), 0U Thas est le temps eventuel d’explosion (blow-up).
Diagonaliser Le systéme (4.5.1]) on obtient :

Wi — diag (A1, Mg, ..., Am) AW = F (W) dans Q x (0, +00), (4.5.21)
avec les conditions auz bords
aW+(1—-a)0,W =A sur 0Q x (0,+00),
or
aW+D(1—-a)o,W=A sur 08 x (0,+00), (4.5.22)
et les conditions initiales
W(z,0) =Wy () sur €, (4.5.23)
Démonstration. Les vecteurs propres de la matrice de diffusion associée aux valeurs propres A,
sont définis par V; = (ve, v, . .. ,Ugm)T . Considérons la matrice de diagonalisation dont les
colonnes sont formées par les vecteurs propres P = (V31 Va1 ...1V,,) . U est le vecteur solution
et I le vecteur des termes de réaction . En multipliant le systéme ({4.5.1)) par PT, on obtient
U — DAU = F
P'U,— AP"DU = P'F
PTU, — APTD(P"'PTU = P'F. (4.5.24)
Maintenant, simplifions les expressions PTD(PT)~1 PTU et PTF
PTD(PT)fl — PT(DT)T(Pfl)T
_ (DTP)T(P_1>T
_ (P—IDTP)T
= (dZCLg()\l, )\2, e )\m))T
= diag(A1, A2, -y Am). (4.5.25)

PTU =W 1 Var...1V,)'U
= (W, 0), (o, U) ..., (Vin, U))"
= (w17w27 s 7wm)T =W (4526)
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donc PTU, = W,.

PTF =WV Vor... 1 V,)'F
= ((Vi, F),(Va, FY, ... (Vi F))"
=(FiFae-sFm) =F. (4.5.27)

En remplagant (4.5.25)), (4.5.26) et (4.5.27) dans (4.5.24]), on obtient le systéme équivalent
(4.5.21)). En multipliant (4.5.2]) par P on obtient les conditions aux bords (4.5.22))

aU + (1 —a)0,U = B,
aP'U +(1-a)0,P'U = P'B. (4.5.28)

ou

P'B=WVi1Var...1V,)'B
= (Vi B), (Va, B) o, (Vi B))

= (pl. P9, ..., %) = A. (4.5.29)

En remplagant (4.5.26]) et (4.5.29) dans (4.5.28]) on obtient les conditions aux bords (4.5.22)) pour

I’équivalent systeme.

Rappeler que la condition (4.5.5) garantit le parabolicité du systeme (4.5.1)), ce qui implique
qu’elle est équivalente a (4.5.21))-(4.5.23) dans la région

Zw = {UyeR™: (V,,Uy) >0, Le g}
= {UoERme2:<W,U0>ZO,£€S}

avec

pW=(V.B)>0,le &
Ceci implique que les composantes w, sont nécessairement positifs. ]

En général, la matrice de diagonalisation peut étre écrite comme :
P=((-1D"Vi 1 (=12 V1.1 (=)™ V)
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avec les puissances iy

iw=1or2, pourl=1,..m.
On peut subdiviser les indices ¢ en deux ensembles disjoints 3 et £, tels que

w=1=/0€3

w=2=/0ec L.

Il est facile de remarquer que
£N3=0,£U3={1,2,....,m}.
Le nombre de permutations possibles pour 3 et £ est 2. Rappeler que

_ pTrr. _ 0,0 o\T
Wo—P Uo—(wl,wQ,...,wm) .

Puisque nous avons 2™ matrices de diagonalisation différentes P ; nous pouvons écrire

wg: <WaUO>, EGE,
w) = ((=1) Vi, Up) >0, £ € 3.

Wy =

Ceci avec (4.5.8) garantit que les éléments de Wy sont positifs, (c-a-d )

ZGS:{erRm:wgzm,U@zo, e, wy=(-1)V,lo) >0, £e3}.

4.5.3 Existence locale et globale

Il est bien connu que pour prouver 1’existence globale de solutions & un systéme de réaction-
diffusion (voir Henry [16], page 35 — 62), il suffit de trouver une estimation uniforme du terme de
réaction associé sur [0, T4, ) dans I'espace LP (€2) pour certains p > 7. Notre but est de construire
des fonctionnelles polynomiales de Lyapunov permettant d’obtenir des limites de composants sur
LP(§2), ce qui conduit & une existence globale. Puis que les termes de réaction sont continiiment
différentiables sur R’* pour tout ¢ = 1,...,m alors pour toute condition initiale dans C' (ﬁ), il

est facile de vérifier directement leur continuité Lipschitzienne sur un sous-ensemble borné du
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domaine de la puissance fractionnelle de 'opérateur :

MA 0 -0

0 XA - 0
O=—

0 0 - AA

Sous ses hypothéses, I'existence locale du résultat est classique (voir Friedman [12], Henry [16]

Pazy [38].

Proposition 4.5.3. Le systéme (4.5.21))-(4.5.23)) admet une solution classique unique (wy, wa, ..., Wy,)

sur [0, Tiax) X Q. De plus

m
Si Tax < 00 alors t_l)i%:ale: lwe(., )], = 00. (4.5.30)
0U Traz (1w || sos [0 00y -5 |02 ||oo) est le temps éventuel d’explosion (blow-up).

Théoréme 4.5.1. Supposons que les fonctions F ;,© = 1,...,m sont & croissance polynomiale et
satisfont la condition (4.5.10) pour certaines constantes positives D;,i = 1,...,m suffisamment
larges. Soit

L(t) = /H (wy (B x) ywa (B, x) .. wp, (t,2)) de, (4.5.31)
Q
ot
Pm p2 5 p2
Hy, (w1, ws, . ywy) = oY Comt ORGP
Pm—1=0 p1=0
avec p,, un entier positif et Cgﬁ = ]#im)!. Aussi supposons que la condition suivante soit
satisfaite

kl>0,1=2..m

ou k! était défini dans ([(£.5.11)).

Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur 'intervalle [0, 7%], 7™ < T}40-

Corollaire 4.5.1. Selon les hypothéses du théoréeme (4.5.1)) toutes les solutions du systéme

(4.5.21)) — (4.5.23)) avec les conditions initiales positives dans L™ (2) sont dans L™ (0,T*; L? (2))

pour un certain p > 1.
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Proposition 4.5.4. Sous les hypothéses du théoréme (4.5.1)) et la condition (4.5.5) toutes les

solutions du systéme (4.5.21)) — (4.5.23|) avec les conditions initiales positives dans L™ (2) sont

globales pour un certain p > N0

Lemme 4.5.4. Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre m définie par A = (CL(,.;)lS&NSm

alors on a : R
K" = det |m)| - det k ,m > 2
] kl;ll ( ) (4.5.32)

o(m—k—2)

K2 = det 2
ot

KL = K7 K — (HY 1=3,..,m,

k=1-2
H = det ((a“#m z+1) IT « (detk)* 7 1=3,....m—1,
k=1

1<t,k<m KAm—

2 2 2
Km = A114mm — (alm) 7Hm = A1102m — A1201m-

Démonstration du Théoréme (4.5.1)), corollaire (4.5.1) et proposition (4.5.4) (voir
1)
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Chapitre 5

Régions invariantes et existence globale
pour un systéme de réaction-diffusion a
m~-composantes avec une matrice de

diffusion tri-diagonale symétrique

Dans ce chapitre E|, nous généraliserons les résultats obtenus dans [3]. Nous construirons
les régions invariantes d’un systéme de réaction-diffusion & m-composants avec une matrice de
diffusion tri-diagonale symétrique avec des conditions aux bords non-homogeénes et une croissance
polynomiale pour les termes de réaction non-lineaire. Nous utilisons les valeurs propres et les
vecteurs propres de la matrice de diffusion et la condition de parabolicité. Nous prouvons donc

I’existence globale de solutions utilisant la fonctionnelle de Lyapunov.

5.1 Introduction

Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes concernent des constituants localement

transformés les uns en les autres suite a des réactions chimiques et transportés dans ’espace

! Article publié dans le journal : Advances in Pure and Applied Mathematics (APAM) 2021, vol 12, n"1, 1 — 15,

voir [5]
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par diffusion. Ils apparaissent dans de nombreuses applications, en chimie en génie chimique et
en biologie. Ils ont fait ’objet d’innombrables études au cours des derniéres décennies. L'un des
aspects les plus importants de ce vaste domaine est de prouver l’existence globale de solutions
sous certaines hypothéses et sous certaines restrictions.

En 2001, S. Kouachi [24] a montré que les solutions de systémes de réaction-diffusion a 2 com-
posants avec une matrice de diffusion diagonale et des conditions aux bords homogeénes existent
globalement via une fonctionnelle de Lyapunov. Plus tard dans [26] il a généralisé son résultat
au cas de 2 x 2 matrice de diffusion de Toeplitz et dans [25] il a montré 'existence globale de
solutions en supposant que les termes de réaction d’un systéme diagonal 3 x 3 montrent une
croissance polynomiale. En 2007 S. Abdelmalek [2] a prouvé I'existence globale de solutions pour
des systémes (trois équations) de réaction-diffusion avec une matrice tri-diagonale a coefficients
de diffusion et des conditions aux bords non homogenes.

L’un des principaux résultats de ces études a été obtenu en 1989 par Morgan [35], ou toutes les
composantes satisfont les mémes conditions aux bords (Neumann ou Dirichlet), avec des termes
de réaction sont polyndmialement bornés et satisfont certaines inégalités. En 1993, Hollis [17] a
complété le travail de Morgan et a établi ’existence globale en présence de conditions aux bords
mixtes si certaines exigences de la structure sont placées sur le systéme. En 2007, S. Abdelma-
lek et S. Kouachi [4] ont démontré la présence de solutions de systémes de réaction-diffusion a
m-composants (m > 2) avec des conditions aux bords non homogenes de Neumann, Dirichlet ou
Robin, ot les termes de réaction sont a croissance polynomiale avec une matrice de diffusion dia-
gonale. En 2014, S. Abdelmalek [3] a généralisé le résultat de [4] au cas de la matrice de diffusion
tri-diagonale de Toeplitz symétrique et pour une matrice tri-diagonale de Toeplitz arbitraire [I].

Considérons les m—eéquations du systéme de réaction-diffusion, avec m > 2

%_[t] — A, AU = F(U) dans {0,400} x O, (5.1.1)

Ou les vecteurs U, F et la matrice A,, sont définis comme :

U= ((us)i2y)",

s=1

F = ((F)L,)",
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ap by 0 .- 0
by as by
An=10 by as . 0o |, (5.1.2)
bm—1
0O -+ 0 bp1 anm

(@), ()" sont des constantes strictement positives et satisfaisant la condition

m
46? COS2 (m——H> < G;Qi41, (513)

qui reflete la parabolicité du systéme et implique en méme temps que la matrice de diffusion A4,,
est définie positive. Cela signifie que les valeurs propres (A;)-; ot (A; > Ag > ... > \,,) de la
matrice A,, sont positive.

Les conditions aux bords et les conditions initiales (respectivement) pour le systéme proposé sont

supposées satisfaire :

aU+ (1—a)0,U =B sur 00 x (0,+00), (5.1.4)

et
U(x,0)=Uy(z) sur Q (5.1.5)

O1 les vecteurs B et U, sont définit comme suit :

Considérons trois types de conditions aux bords :

(i) Pour les conditions aux bords non-homogénes de Robin, on utilise
0<a<l et BeR™
(ii) Pour les conditions aux bords homogeénes de Neumann, on utilise
a=0 et B=0,
(iii) Pour les conditions aux bords homogenes de Dirichlet, on utilise
l-a=0 e B=0.
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Les données initiales sont supposées étre dans les régions :

> =UseR™: w§:<VZ’U°>§OS'i V2, B)<0,2€3 , (5.1.6)
: o= (Vis,Up) >0si (V;,B) >0,s€ &
ou
6GN3=0,6U3={1,2,...m}.
La notation (.,.) désigne le produit scalaire dans R™ et V; = (vg, ... ,vsm)T un vecteur propre

. ., N m L . 9e
de la matrice A,, associée a sa valeur propre (\,)._,. Par conséquent, nous pouvons voir qu'il y

a 2" régions.

Remarque 5.1.1. Si on remplace (b;)"7" = b et (a;)™, = a dans (5.1.2)) et dans (5.1.3), nous

obtonons la martice de diffusion et la condition de parabolicité utilisée dans [3].
Nous définissons les fonctions de réaction-diffusion comme :

(W) = (T )", U, =((-1)"V,,F), i,=1,2.

s=1

ou les fonctions ¥, doivent satisfaire les trois conditions suivantes :

(A1) ¥, sont contintiement différentiables sur R et U est quasi-positive i.e., U (W) > 0
pour tout W = (wy,..., Ws_1,Ws, Wsy1,-...,Wy) > 0, avec ws = 0. Ces conditions sur ¥
garantissent I'existence locale des solutions uniques, non négatives, solutions classiques sur
un intervalle de temps maximal [0, T4, (voir Hollis et Morgan [20])

(A2) L’inégalité
(S, (W) < Cy (14 (W,1)) tel que S = (dy,da,...,dp_1,1)" (5.1.7)

pour tout wy; > 0, s = 1,...,m et toutes les constantes d, > dg, s =1,...,m, o Cy > 0
et d, sont des constantes positives suffisament larges.
(A3) On suppose que les fonctions ¥, sont & croissance polynomiale (voir Hollis et. Morgan

[20]), i.e., il y a des constantes C; > 0 et N >0
U, (W) < Cy (14 (W, 1) sur (0, +00)™, (5.1.8)

pour tout W € R et s = 1,...,m. ou C; est une fonction positive uniformément bornée

définie sur R’
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5.2 Existence de solutions locales

Les normes usuelles dans les espaces L? (Q) , L (Q2) et C (€2) sont notées respectivement par :

Jully = s 1o @) o

[ulloo = esssup |u ()] et [[ul|o(q) = max|u(2)].
zeN €S

Pour toute donnée initiale dans C' (ﬁ) ou dans L* (Q) I'existence locale et d’unicité des
solutions du probléme des équations aux dérivées partielles (|5 est basée sur la théorie d’exis-
tence pour des équations différentielles semi linéaire abstraites (voir Friedman[I3], Henry[16]
et Pazy[38]). Par conséquent, le systéme avec les conditions — admet une
solution classique unique U sur |0, Thae[ X Q, 00 Thae (|2 ]]oos |5 ]lsos - - -5 |42 ]|oo, €st le temps
éventuel d’explosion (blow-up).

De plus, si T;,q: < +00, alors

lim 3, (1), = o0

t—Tmax s=

Donc, s’il existe une constante positive C' telle que
m
Yo llus (8, )]l < C pour tout  t € [0,T500),
s=1

alors, T},4. = +00.

5.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Le but de cette section est d’obtenir une relation de récurrence a trois termes de poly-
nome caractéristique de la matrice A de dimension m X m en termes de matrices de dimen-
sions (m —1) X (m—1) et (m —2) x (m — 2) aussi les vecteurs propres de cette matrice. Les
valeurs propres A de la matrice A,, sont liés par les solutions du polynéme caractéristique
det (A,, — AL,) = 0. Notons &, (\), ®,,—1 (A), P,—2 (A) les polynomes caractéristique des ma-

trices Ay, Apm_1, Am_2 (respectivement).
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Lemme 5.3.1. (Voir[31)]) Soit A,, une matrice tri-diagonale définie dans (5.1.2)), les valeurs
propres de A,, sont distinctes et s’entrelacent strictement avec les valeurs propres de A,—1, Ap_2

pour tout m > 2.

oo (N) =1, (A) = a1 — X, ¢, (A) = am@p_y (A) — b?ﬂ*l¢m—2 (A) (5.3.1)

Lemme 5.3.2. (Voir Andelic [7]) Soit A,, une matrice tri-diagonale symétrique réelle définie

dans (5.1.2)), avec des entrées diagonales positives. Si

7
4b? cos® | —— | < ajai41, pour tout i=1,...,m—1
m+1

alors A,, est définie positive.

Lemme 5.3.3. (Voir Andelic [7]) La matrice A, tri-diagonale symétrique réelle définie dans
, est définie positive si et seulement si ses determinants principaux det Ay, pour s =
1,...,m, sont positifs.

Nous remarquons que la caractérisation générale en termes de valeurs propres, c’est-a-dire, A,

est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

Lemme 5.3.4. Les vecteurs propres de la matrice A,, donnés dans (5.1.2)) associée aux valeurs
propres Xy, pour s = 1,...m sont donné par V, = (vs,...,0em)’ o vg,({ = 1,...,m) sont

donnés par les expressions suivantes :

Vsm = 17

Vg(m-1) = =2, (5.3.2)
bevg +(ap—As)vg

Vs(r—1) = —— (Z“)bz(_f ) S l=m-—1,...,2.

Démonstration. Rappeler que la matrice de diffusion est définie positive, par conséquent ses
valeurs propres sont nécessairement positives. Les vecteurs propres de la matrice de diffusion
associés aux valeurs propres A,/ = 1,...,m sont définis comme V = (vy,vs,...,v,)". Pour

(A, V), les composants dans A,V = AV sont

a1v1 + bl’U2 = )\’Ul,
be_1vVp_1 + apvy + bpvgr1 = vy, 2</0<m-—1,

b 1Um—1 + QU = AUp,.
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Si v, = 0 'hypothése b, # 0 pour tout £ = 1,...,m — 1 nous avons que tous les v, sont nuls. On
peut donc prendre v,, =1 et V = (v1,va,...,0,_1) comme une solution du systéme triangulaire
supérieur

be_1ve—1 + (ag — N vg +bpvgy =0, 2<L<m—2,

bi—2Um—2 + (@m_1 — A) U1 = —bp_1,

b 1Vm—1 = X — Q.
La solution de ce systéme est donné par

U1 = ?)_a'm

m—1 "

_ bpvegi+(ag—XN)ve {=m —1
e ot = S

Vp—1 = b1 )

5.4 Reégions invariantes

Habituellement, pour construire des régions invariantes pour des systémes comme (|5.1.1)), nous

faisons un changement linéaire de variables u, pour obtenir un nouveau systéme équivalent avec
une matrice de diffusion diagonale pour laquelle des techniques standard peuvent étre appliquées
pour déduire I’existence globale (voir Kouachi [27] ).
Puis que les conditions initiales sont dans } s 5, alors sous les hypotheses (A1) — (A2), la
proposition suivante dit que la solution classique du systéme avec les conditions aux
bords et les conditions initiales sur [0, T}4z) Teste dans ) s 5 pour tout ¢ dans
[0, T )-

Proposition 5.4.1. Supposons que les hypothéses (A1)-(A83) sont satisfaites. Alors pour tout Uy
dans ) s 5 la solution classique U du probléeme (5.1.1) sur Q x [0, Trnar) reste dans ) 5 pour
tout t dans [0, Trnar)-

Démonstration. Soit Vy = (vg1, vsa, - - - ,vsm)T est le vecteur propre de la matrice de diffusion A,,
associée aux valeurs propres (Ag)™; o0 Ay > Ag > ... > \,. En multipliant la £*™° équation
de (5.1.1) par (—1)*Vy,is = 1,2 et k = 1,...,m et en ajoutant les équations résultantes, nous
obtenons

Wy — diag (A1, Az, ..., Am) AW = U (W) dans (0, +00) x €, (5.4.1)
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avec les conditions aux bords et les conditions initiales (respectivement)

aW+(1—-a)9,W =T sur (0,400) x 09, (5.4.2)

et
W(z,0) =Wy (x) sur €, (5.4.3)
W= ((ws)y)", w,=((-1)*V,,U), (5.4.4)

U= ((T)5)", o= ((-1)"V,,F),

L= (P, Pl =((-1)"V,,B),
Wo = ((w)i)",  wl=((=1)"V;,Up).

S

Rappeler que la condition (5.1.3)) garantit la parabolicité du systéme proposé (5.1.1)), qui avec

les conditions (5.1.4)-(5.1.5), est équivalent a (5.4.1)-(5.4.3) dans la région :
26,3 = {Uo eER™: wg = <(—1)is‘/;’ U0> >0 si Pg — <<—1)iSVS,B> > O},

ous=1,....metiz=1,2.

Cette région écrite comme suite :

w? = (Vo,Up) >0 sipl=(V,,B)>0,5€6

0
0= (Vo,Up) <0 sip)=(V.,B)<0,z€3

ou
6N3=0,6U3={12,...,m}.
Cela implique que les composantes w, sont nécessairement positives. ]

Une fois les régions invariantes construites, on peut appliquer la technique de Lyapunov et

établir I'existence globale.
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5.5 Existence globale

Pour prouver l'existence globale de solutions a un systéme de réaction-diffusion (voir Henry
[16] et Rothe [39]), il suffit de dériver une estimation uniforme du terme de réaction associé sur
[0, Trnae) dans P'espace LP (€2) pour certains p > 5. Notre but est de construire des fonctionnelles
polynomiales de Lyapunov permettant d’obtenir des limites de les composants sur LP(€2),qui
meéne a 'existence globale. Puis que les termes de réaction ¥y, s = 1,...,m sont continiment
différentiables sur R, alors pour toute condition initiale sur C' (ﬁ), il est facile de vérifier di-
rectement leur continuité Lipschitzienne sur un sous ensemble borné du domaine de la puissance

fractionnelle de 'opérateur

MA 0 0
0 XA ... 0

o=—| T . (5.5.1)
0 0 AmdA

Sous ses hypothéses, le résultat de 'existence locale est bien connu (voir Friedman [12], Henry
[16], Pazzy [38]).

L’hypothese (A1) implique les conditions de la régularité et la quasi-positivité qui assurent Iexis-
tence locale des solutions et la nonnégativité des solutions tant qu’elles existent, via le principe
de maximum (voir Smoller [41]). L’hypothése (A3) implique la croissance polynomiale usuelle
qui est une condition nécessaire pour obtenir une forme dépendant de P et uniformément bornée
par les estimations de LP. (voir Abdelmalek et Kouachi [4], Hollis et Morgan [21]).

Avant de présenter le résultat principal de ce chapitre, définissons
K= KLk = [H7'? r=3,...,1, (5.5.2)

ou

k=r—2 ke
H = det (<as,k)s7éz,...r+1) I etk "7 r=3...1-1

1<s,k<I k#l—1,..r k=1

-1 m—1 -1
K = M0 T e [H o7 - Ai}
k=1 k=l k=1

N J/
-

valeur positive
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et
2l—1 2 2 m—1 2
le -\ /)\2>\19§(p1+1) H Ql(gpk+2) +(pr+1) H Hz(pk-i-?) [Q%Azl _ A12A1l] 7
k=2 k=1
vvaleur positive
Ou 1<de];c<l (ask) dénote le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre r
SS,RS s#l,..r+1
k;ﬁél—l,tr
obtenue & partir de (asy), <, <, €0 supprimant les (r+ 1), (r+2)™" . " lignes et les ", (r+
1)th ... (I—1)" colonnes, et det [1], . .., det [m] sont les déterminants de la matrice (@s)1 <5 p<m:
Les éléments de la matrice sont :
As+ Mo 2 PR 2 Py 1) 2 Pim_1)+2)"
Qs = S GO et g d? -9<(m(_1)” ) (5.5.3)

ol A est défini dans ([5.3.1)).

Rappeler que A, = ;:;)J\F)‘Ti pour tout s,k = 1,...,m, et 5,5 = 1,...,(m — 1) sont constantes

positives.

Proposition 5.5.1. Supposons que les fonctions Uy, s = 1,...,m, sont a croissance polynomiale

et satisfont les conditions (5.1.7) et (5.1.8).
Soit (wy (t,.),wa(t,.),...,wn(t,.)) des solutions de systéme (5.4.1)-(5.4.3) et

L(O) = [ Hy, (w1 (2,8) s (2,8) . 0 (0,1)) do (5:5.4)
Q
ot
Pm P2 2 7
Hy, (wi,wy, .. wy) = > 0y Cheot om0
pPm—1=0  p1=0
Wby,

avec p,, un entier positif et CZ’)’; = p—sl(;ﬁps)!'

Supposons aussi que la condition suivante est satisfaite
Kl>0, 1=2...,m, (5.5.5)

ou k! était défini dans (5.5.2)). Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur lintervalle
[0, T*], T* < Trnae-
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Avant de prouver cette proposition, nous avons besoin des lemmes suivants, voir Kouachi

[24], Abdelmalek et Kouachi [4]

Lemme 5.5.1. Soit H,, le polynome homogéne défini par (5.5.4). Alors

pm_l P2 2 2
o (p1+1) P(m—1)+1
O Hpy =pm > ... 2 Coroy . CR1G)" ...efm_l)l )

Pm—1=0 p1=0

p2—p1

X Wit wh wh L w®Pm—H=Pm—1

pour tout s=2,...,m—1

Pl P2 2 2 2 ( —&-1)2
— Pm—1 p1 NP1 p(sfl) (ps+1) P(m-1)
Do Hy =pu S 3 Ol OO0
Pm—-1= p1=

% wzlo1w1202*p1w§3*p2 - .wggmfl)*Pm—1,

et
pm—1 p2 P ) p2 p2 p? 1)
_ m— p2 (p1 OP1 P2 m—
OwnHpyy =P 30 o0 3. COnZy L CRCRIOT0 . 0
p7n71:0 p1:0
p1,,,P2—P1,,,P3—P2 (pm—1)—Pm—1
X Wi Wy Ws oWy .

Lemme 5.5.2. Les dérivées partielles secondes de H,, sont données par :

Pm—2 p3 P2

OurHn =P (P —1) 3 .. 3 D Cry...Cn

Pm—1=0 p2=0p1=0

(p1+2)2

x 0,

2
(P(m—1)+2) Dp1,,.P2—D1 (Pm—2)—pPm—1
. .Q(mfl) wy Wy RTINS

pour tout s =2,...,m—1

Pm—2 p2

OurHy = po (pm — 1) Y ... Y _Chmoy OB

Pm—1=0 p1=0

2 9 2 5 2
070, .. 0 07 .e((jjjj“;)”“)

D1, , P2—P1 (Pm—2)—pm—-1
Wy We N TIA

pour tout 2 < s <k <m

Pm—2 p2

Pm—1=0 p1=0

2 P31 (pyt1)? (Pr-1+1)° 12)2 P(m—1)+2 2
0.0, 0 e, o )---9((%1)1 )

p1,,,P2—P1 (Pm—2)—pm—1
wy Wy Ce Wy "
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Pl X Pt vt Pim—1)
Owz, Ho = pm (pm — 1) 32 .. 22 Cpr 2y G0y 0,7

Pm—1=0 p1=0

% Uﬁﬁzugz—pl..'YU£?W—2)—pmf1 (5.5.12)

Lemme 5.5.3. Soit A,, une matrice carrée symétrique d’ordre m définie par A,, = (ask)lgs,kgm

alors on a :
k=m—2

K =det[m] TT (det[k]) m > 2, (5.5.13)

K2 = det [2]

o(m—k—2)

ou

KL = KK — (HY) 1=3,...,m,

k=1—2
H. = det ((ask>5¢nhmi+1> [T (det[k)*"*2 1=3,... .m—1,
k

1<s,k<m #m—1,..1/ k=1

2 2 2
Km = A110mm — (alm) ,Hm = A1102m — A12Q1m-

Démonstration du proposition (5.5.1)) Le but est de prouver que L(t) est uniformément
borné sur Uintervalle [0, 7], T* < Tynaz- Dérivons L par rapport a ¢ on obtient :

LXQ:g@%Mm:JXP%mM%%M

= fiawsHpm (/\sAws + FS> dx

QO s=1
—I1+J
ou
I = > X0u,Hp, Aw,dz, (5.5.14)
Qs=1
et
J = fzawsHmesdx. (5.5.15)
QO s=1

Utilisons la formule de Green, on obtient I = I; + I, ol

I = [ Y A\0uw, Hp, Oqwsdx (5.5.16)
o0 s=1
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et

As + A
L=—/ <T, (( ; kﬁwkwsHpm) ) T> da. (5.5.17)
Q 1<s,k<m

Appliquons les lemmes (5.5.1)) et (5.5.2)) on obtient :

)\S + )\k‘ p7n_2 p2 _
(X0  me S S
1<s,k<m Pm—1=0 p1=0

O (@) cpngm ) W w2 (5.5.18)

o0 (@sk)icy pey, €St une matrice définie par la formule (5.5.3). On démontre qu’il existe une

constante positive Cy indépendante de ¢ € [0, T},...) telle que
I, < Cy pour tout t € [0, Traz), (5.5.19)

et que

I, <0, (5.5.20)

pour certaines conditions aux bords :

(i) Si0 < « < 1, utilisant la condition aux bords ((5.1.4)) on obtient :

L = /Z/\SﬁwsHpm (74 — osws) ds,
-1

o0 5=

P’
1—a?

ouo, =% et y, = s=1,....,m.
Puisque

H (W) = Z/\SawsHpm (75 - Usws) = Pnfl (W) - Qn (W) )
=1

ou P, 1 et @, sont des polyndémes avec des coefficients positifs et de degré n — 1 et n

respectivement et puisque la solution est positive, alors

limsup H (W) = —o0, (5.5.21)

[ws| =00

M3

s=1

ce qui prouve que H est uniformément borné sur R’ et par conséquent ({5.5.19)).
(ii) SiVs =1,...,m : a = B, = 0,, alors les conditions aux bords ({5.1.4)) devient 0,w, =
0,Vs=1,...,msur [0, Tpa) x 02 de (5.5.16)), alors I; = 0 sur [0, T}n4z)
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(iii) Le cas de la condition homogene de Dirichlet est trivial, puisque dans ce cas la positivité
de la solution sur [0, T},.,) x € implique dyws; < 0,Vs = 1,...,m sur [0, T},q,) X OS2 Par
conséquent on obtient encore avec Cy = 0. Alors la démonstration de est
complete.

Maintenant on démontre (5.5.20). Les formes quadratiques (par rapport & Vws, s = 1,...,m)

associées aux matrices (as), <sk<m dui définie dans sont positives puisque leurs détermi-

nants det[1], det[2], ...det|m] sont positifs :

2
2)2 2)2 P(m—1)12
det [1] = A 0P T2 {227 .e(<m<_1)“ V<0

pour p; = 0,...,p2,p2 =0,...,p3...Dm—1 = 0,...,pm — 2. Pour det[2], selon le lemme ({5.5.3),

on obtient :

m—1
det[2] = K3 = A Ao02P D T 02027 [62 — 42,).
k=2

En utilisant (5.5.5)) pour [ = 2 on obtient : det[2] > 0. Pour
det[3]), encore selon le lemme (5.5.3)), on a

K3 = det [3] det [1] .

mais det[1] > 0 ainsi

sign (K3) = sign(det[3]).

En utilisant (5.5.5)) pour [ = 3 on obtient det[3] > 0. On suppose que

k=12
det[k] >0,k =1,...,(1—1) = [] @et[k)* "~ >o0. (5.5.22)
k=1
k=12
a partir du lemme (5.5.3) K! = det[l] T] (det[k])*""™", et a partir de (5.5.22), on obtient :
k=1

sign(K}) = sign(det[l])

puisque K! > 0, a partir de (5.5.5)) alors det[l] > 0. On obtient (5.5.20)). Maintenant on montre

que J est bornée ((5.5.15]). Substituons les expressions des dérivées partielles donnée par le lemme

(5.5.1) dans le second membre de l'intégrale ([5.5.15]), on obtient :

m—1 P2
J = f Pm Z R Z 5:;:11 . Cg;wfleZ*Pl o 'LUIT?r';”_l_pmfl
Q Pm—1=0 p1=0
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=2 k=1 s=

m—1k—1
(H RNt Z I1 6% Heps“ Fr+ H epsFm>d:c

pm ' P p2—p 1
= m— 1 P1 27P1 Pm—1l=pm—1
f E Cym=y . Cow wh P whm = Pm

pmlo p10

k=2 k=1 s=

s m—1k—1 m ps m—1
(H““) ZIM@H“+)H+F@II@M
s=1

et > Pt p2—p 1
= m— 2—P1 1—p
- f Pm Z cee Z Cpm—l . Cplwl w2 . wfnm Pm—1
Q

Pm—1=0 p1=0

m—1 (ps ) (ps ) m—2 2 (Pm 1+1) m—1
<(H9”9“ H 9”“ TR ) ] 0
k=1

2
Gm

Utilisons la condition 1)

dz.

pm—1 b2
ch5/ LZ LY CR O ke TP (14 (W 1)
Q

m—1=0 p1=0
Pour démontrer que la fonctionnelle L est uniformément bornée sur U'intervale [0, 7*], on écrit

pm—1
> - Zcpl~ CprZwitwy P wke TP (14 (W 1)) = Ry, (W) + S, 1 (W),

Pm—1=0 p1=0
ou Ry, (W) et S,,—1 (W) sont deux polynémes homogenes de degré p,, et p,,—1, respectivement.
Puisque les polynomes H,, et R, sont de degré p,,, alors il existe une constante positive Cp

telle que
/Rpm (W)dx < Cg /H (W) dz. (5.5.23)

Q
Appliquons I'inégalité de Holder a lintégrale [S,, 1 (W) dz, on obtient :
)

pm—1
Pm

[SusWydo < 10055 | [ (S, (7)) da
Q

Q

Puisque pour tout wq, ws, ..., w,_1 > 0 et w,, >0,

(Spm,1 (W))P:qwil - (Spmfl ({El, T2y .oy Tm—1, 1))pm—1

Hpm (W) B Hpm ('Tl:x?v"'?'xm—l?]-) ’
on Vse{l,2,....m—1}:x,= =y
Pm
lim (Spp—1 (T1, g5+ .o, Ty, 1)) P01 < +00,
Ts—+00 Hpm (Il, Ty .oy Tm—1, ].)
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on affirme qu’il existe une constante positive C'; telle que

(Sppu1 (W)™
H,, (W)

Donc, la fonctionnelle L satisfait I'inégalité différentielle

< Cq, pour tout wy, wa, ..., Wy_1 > 0. (5.5.24)

Pm—1

L' (t) < GsL (t) + CsL v (1),

qui s’écrit

meI < CeZ + Ck.
ot Z = L. Une intégration simple donne la bornitude uniforme de la fonctionnelle L sur
'intervalle [0,7%], ce qui termine la démonstration du théoréme.

Nous pouvons maintenant établir les principaux résultats de ce chapitre.

Théoréme 5.5.1. Sous les hypothéses (A1)-(A3), toutes les solutions du systéme (5.4.1]) )-(5.4.3)
avec les conditions initiales positives dans L™ () sont dans L* (0,T*; LP (2)) pour un certain

p=>1

Corollaire 5.5.1. Sous les hypothéses du théoréme (5.5.1) et la condition (5.1.3), toutes les
solutions du systéeme (5.4.1)- (5.4.3) avec les conditions initiales positives dans L (2) sont

globales pour un certain p > %

Démonstration de théoréme ([5.5.1) La démonstration est une conséquence immédiate du

Proposition (5.5.1]) et 'inégalité

/ (W1 da < CoLL (£) sur [0, T"],
Q
pour un certain p > 1

Démonstration de la Corollaire (5.5.1]). A partir du théoréeme ([5.5.1)), il existe une constante
positive Cq telle que

/(W, 1) dx < Cyg sur [0, Tpax)
Q

De (5.1.8) on a Vs € {1,2,...,m}

T, (W)[N < Coy (W) (14 (W, 1))P.

<Cn
Puisque wy, wy, . .., w, sont dans L> (0,7*; L? (Q2)) et & > %, alors la solution est globale.

87



5.6 Remarques finales

Rappeler que si V' = (vs1,Vs2, - -, Vsm)  est un vecteur propre de la matrice de diffusion

AT associé a la valeur propre ), il en est de méme pour (—1)V. Considérons la matrice de

diagonalisation des vecteurs propres
P=((-1)"Vi1(=1)"2Va1...1(=1)"V,),
avec les puissances i
is €{1,2},s=1,...,m.
En multipliant le systéme (5.1.1)) par P, on obtient :
PT(U, — A, AU) = PTF
P"U, — AP"A,U =P"F
PTU, — APTA,,(P"Y'P'U = PTF. (5.6.1)
Maintenant, simplifions les expressions PT A,,(PT)~!, PTU et PTF
PT A, (PT) = PT(ALYT (P
= (ALP)T(P)T
= (P ALP)
= (diag(X1, Az, -, Am)) "

= diag(A1, A2, -y Am). (5.6.2)
PTU = ((=1)"Vi 1 (=1)2Vy 1 ... (1) V) U
= ([((=D)"V,U) ((=1)"Va,U) ... . ((=1)"Vin, U))"
= (wh wa, . .. 7wm)T =W. (563)

Alors, PTU, = W,. De méme, nous obtenons
PTF = ((-=1)"Vi 1 (=1)2Va 1.0 (=) V)T F
— (((=1)"W, F)  {(=1)2Va, F) ... (=)™ V,,, F)) T
= (U, 0,,...,0,,) =0, (5.6.4)
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En remplacant ([5.6.2)-([5.6.4)) dans (5.6.1]), on obtient le systéme équivalent ((5.4.1]). En multipliant
(5.1.4) par PT on obtient les conditions aux bords (5.4.2))

aP'U + (1 —-a)0,P'U = P'B, (5.6.5)
P'B=((-1)"Vi 1 (=1D)2Vy1...1 (=1)"V,,)"B
= (((=1)"Va. B) . (=1)"V2, B) ..., ((=1)"Vin, B))"
= (pli P9, py) =T (5.6.6)

En remplacant (5.6.3) et (5.6.6) dans (5.6.5) donne les conditions aux bords pour 1'équivalent
systeme ((5.4.2)).
Rappeler que la condition (5.1.3]) garantit le parabolicity du systéme de réaction-diffusion pro-

posée dans ([5.1.1)) avec les conditions (5.1.4))-(5.1.5), ce qui implique qu’elle est équivalente a
(5.4.1)-(5.4.3) dans la région

Ses = {Un € B™ tud = (~1)*V, Uy) > 0si pf = ((~1)"Vs, B) > 0}

ounis € {1,2},s=1,...,m.

1. Siis =1, on obtient :

Ses = 10U € R™ 0l = ((-1)V;, Up) > 0si p = ((=1)V;, B) > 0},

équivalent a
des = {UOGRm:wi): (V.,Up) < 0sip? = (V,,B) SO,zEB}.
2. Siig = 2, on obtient :
Yoz ={Us € R™:wl = (V,,Uy) > 0si p = (Vi, B) > 0},
équivalent a
e = {Uy e R™ : w) = (V,,Up) > 0sip) =(V,,B) >0,s € &S}.
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Alors pour s =1,...,m les régions ) s 5 sont équivalentes aux régions suivantes :

— (Vi Up) 20 sip0 = (Vi,B) 2 0,5 € &

0
26,3: UOERm: s
2=(Volo) <0 sip)=(V.,B)<0,z€3

ou

6GN3=0,6U3={1,2,...,m}.
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette these quelques résultats d’existence globale des solutions pour
des systémes de réaction-diffusion formés de m-équations dans les cas ou la matrice de diffusion
est diagonale, la matrice de diffusion est de Toeplitz tri-diagonale symétrique et tri-diagonale plus
générale que celle de Toeplitz, ol les termes de réaction sont supposés de croissance polyndémiale.

La technique suivie pour prouver ’existence globale des solutions est basée sur la construction
des régions invariantes et sur la construction d’une fonctionnelle polynémiale de Lyapunov. Le
probléme en question reste ouvert dans le cas ol la matrice de diffusion est tri-diagonale arbitraire

ou lorsque la croissance sur les termes non-linéaires est plus rapide qu’'un polynome.
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