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Résume :

L’objet de nos travaux porte essenticllement sur la détermination des conditions
suffisantes pouvant mener la solution a tendre vers zéro lorsque T tend vers I’infini ou
a exploser en temps fini pour certains problémes d’évolutions en présence d’un terme
source de type polynomiale et logarithmique.

Il s’est avéré que cette source empéche ’existence globale (en temps) de la
solution du probléme; c’est-a-dire que la solution (ou plus précisément 1’énergie du
probléme) tend vers ’infini pour la norme de ’espace considéré quand t s’approche
d’une valeur finie T appelée temps d’explosion. Pour cette raison on appelle le terme
source terme d’explosion.

Les termes de dissipations sont par contre des termes qui ont tendance a stabiliser
la solution du probléme. Il est facile de voir qu’en absence de termes sources, si la
solution existe localement alors on peut toujours la prolonger en une solution globale.
Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une question centrale dans
de nombreux travaux et elle 1’est toujours. Il est important de savoir quel terme

I’emporte sur 1’autre.

L’outil principal utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova.

Mots clés : Décroissance exponentielle, Décroissance polynomiale, explosion,
Lyapunov.



Abstract :

The purpose of our works focuses on the determination of sufficient conditions that
can lead the solution to approach to zero when T goes to infinity or blow-up in finite
time for some evolution problems in presence of a source term of polynomial type and
logarithmic type.

It appears that this source prevents the global existence (in time) of the solution of
the problem is to say that the solution (or more precisely the energy of the problem)
tends to infinity for norm of the space when t approached to a finite time T.

The damping term stabilize the solution of the problem. It is easy to see that in the
absence of source terms, if the solution exists locally then we can always extend it into
a global solution. This interaction between source term and damping term has been
purpose in many studies and it’s still. It is important to know what term outweighs the
other.

The main tool used is based on the method of Georgiev and Todorova.

KeyWOI’dS: Exponential decay, Polynomial decay, explosion, Lyapunov.
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Introduction

Dans cette thése, nous nous intéressons a I'étude de trois problémes d’évolution non li-
néaire. Les probléemes d’évolution non linéaire, sont généralement rencontrés en génie chimique,
la transmission de chaleur, la physique des plasmas, thermo-élasticité. Voir a ce sujet les travaux
[4;12;13;49; 42; 55].

Dans la théorie des équations d’évolution non-linéaire, une solution est qualifiée d’étre globale
si elle est définie pour tout temps positif. Au contraire, si une solution existe seulement sur un
intervalle de temps [0, 7") borné, elle est dite locale. Dans ce dernier cas et quand le temps maximal
d’existence est relié a une alternative d’explosion, on dit aussi que la solution explose en temps
fini. Cependant, pour donner un sens a la notion d’explosion en temps fini, il faut bien préciser
I'espace dans lequel on travaille et avec quelle norme on va prouver la solution.

On s’intéressera au comportement asymptotique des solutions ou la structure est soumise a
une force extérieure (source de type polynomiale et logarithmique), plus précisément la source
agit sur tout le domaine. Il s’est avéré que cette source empéche I'existence globale (en temps) de
la solution des problémes c’est-a-dire que I'énergie la tend vers l'infini pour la norme de I’espace
considéré quand t s’approche d’'une valeur finie T appelée temps d’explosion. Pour cette raison on
appelle le terme source "terme d’explosion". Les dissipations utilisées dans ses problemes sont par
contre des termes qui ont tendance a stabiliser la solution du probléme. Il est facile de voir qu’en
absence de termes sources, si la solution existe localement alors, on peut toujours la prolonger en
une solution globale.

Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une question centrale dans de
nombreux travaux et elle I'est toujours. Il est important de savoir quel terme ’emporte sur I'autre.
Beaucoup d’études ont porté sur 'explosion de la solution pour les problemes d’ondes semili-
néaires avec un terme source de type polynomial, voir [30,31,32,33]. V. Georgiev et G. Todorova
[24] ont montré la non existence de la solution globale pour les conditions initiales négatives. Plus
tard, le méme résultat a été établi par plusieurs auteurs pour les équations d’évolution générales
[30,31,32,45]. En particulier, Levine et Serrin [31,32] ont prouvé le résultat de non existence
globale pour un probléeme hyperbolique abstrait assez général.

Pour montrer I'explosion de la solution en temps fini, nous avons utilisé un argument qui
est inspiré de la méthode de Georgiev et Todorova [24 ]. Cette méthode a été développée pour
I’équation des ondes avec une dissipation non linéaire et une source polynomiale. Elle consiste a
prendre une certaine puissance de I'énergie (avec signe négatif), la perturber par un terme qu’on
peut contréler par les termes déja existant dans I’énergie classique et faire en sorte que cette

fonctionnelle énergie perturbée (ou modifiée) satisfait une inéquation différentielle. I'explosion




en temps fini découle alors de la résolution de cette inéquation différentielle.

Nous déterminerons le comportement asymptotique de la solution a I'aide de la méthode
énergétique, elle consiste donc de garantir la décroissance de I'énergie des solutions vers 0 de
facon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation, pour le but d’atténuer les vibrations
par rétro-action (feedback). Plus précisément, le probleme de la stabilisation auquel on s’'intéresse
revient a déterminer le comportement asymptotique de '’énergie que 'on note E(t) et étudier sa
limite pour t — oc. Il existe plusieurs degrés de stabilité comme

-La stabilisation forte quand E(t) — 0.

t—o0
-La décroissance de I'énergie rapide de type polynomial
E(t) < t%’

- La décroissance plus rapide de type exponentielle
B(t) < Ce!,

ou C et « sont des constantes positives.
Nos contributions se trouvent dans les chapitres 2, 3 et 4, et cette thése comprend quatre chapitres
est organisé comme suit
Le premier chapitre intitulé "Rappels et préliminaires"
Dans ce chapitre, nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans les chapitres ulté-
rieurs.
Le deuxiéme chapitre intitulé "Etude d’une équation d’évolution pour une classe de p-laplacien
avec non-linéarité logarithmique".
Ce chapitre est consacré a I'’étude d’'un modeéle simple d’équation non linéaire parabolique
avec une source logarithmique dans un domaine borné sous la condition de Neumann au bord.
On constate un résultat d’existence locale et globale de solutions, ensuite on a étudié le non

existence et 'explosion en temps fini des solutions du probléme suivant

w, — div (VP> Vu) = [u' 2 ulog [u| — ¢, |ul’>ulog |u| dz, =€ Q,t >0,

%f;vt):()’ x € 08t >0, (D
u(x,0) = uy, x €.

Ou © un domaine borné dans R"(n > 1) avec une frontiere réguliere 99, p € (2, +00), ¢, uodr =
ﬁ $,, todz = 0 avec ug # 0.

Le probleme (1) était étudié par plusieurs autres auteurs sous une forme plus générale

u— Au = f(u) — ¢, f (w)dz, z€Qt>0,

durt) _ g, z €Nt >0, (2)
u(z,0) = uo, x €.




Ou 2 un domaine borné dans R"(n > 1) avec |Q2| désignant sa mesure de Lebesgue, et la fonction
f(u) est généralement considérée comme une puissance de wu.

Les solutions non négatives du probléme (2) avec f(u) = |u|” sont étudiées dans la référence
[56], puis [8] dans le cas ot f(u) = wlu|” et [,udz > 0 ,ansi que [20, 12] ont etudiés un
résultat d’existence non globale est discuté par I’ utilisation de 'argument de la convexité et sous

la condition énergétique suivant

1 1
E(UO> = /S; [5 |VUO|2 - m |U0’p+1 dx S —C,

avec [, udr =0
De plus, [ 4,18] ont étudié I'explosion de la solution critique de I’équation non locale de

p-Laplacien suivant

up — div( |Vulf ™ Vu) = ud — $ouldr, xe€Q,t>0,

ulet) — o, z €Nt >0, (3)
u(x,0) = uy, x €.

Ou 2 un domaine borné dans R"(n > 1) avec une frontiere réguliere 0f).

Dans ces cas, quelques travaux ont été consacrés a I'existence globale et a le non-existence de
I’équation parabolique non locale avec la non-linéarité logarithmique. Au temps que c’est remar-
quable que 'équation parabolique non locale avec une non-linéarité logarithmique n’admet pas
la méthode du principe du maximum et la méthode du comparaison. En raison de cette difficulté
principale, certaines méthodes les plus efficaces, telles que la méthode des solutions supérieures
et inférieures, ne sont plus valables ici. Inspiré des idées de [25-48], les résultats préliminaires de
la stratégie globale de 'existence et I’explosion de solutions faibles sont données par la méthode
des puits potentiels, la méthode classique de Galerkin et I'inégalité logarithmique de Sobolev.
Nous discutons d’une part des propriétés de non-extinction et du comportement asymptotique
des solutions globales. D’autre part, pour traiter le terme logarithmique non linéaire, nous avons

besoin de I'inégalité logarithmique de Sobolev, on revenant au références [17, 36].

Le troisiéme chapitre intitulé "Stabilité exponentielle et 'explosion d’équation des ondes de
type Kelvin voigt avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d’acous-
tique".

La viscoélasticité caractérise sous un comportement élastique et dissipatif des matériaux en
petites déformations. Celle-ci peut étre considérée a différentes échelles. En mécanique des struc-
tures, c’est le niveau macroscopique qui est retenu. Cependant, quelques éléments d’'une approche

a une échelle inférieure (ici moléculaire) permettent de comprendre le phénoméne physique de




dissipation dans ces matériaux, ce qui permet de déterminer ou d’expliquer I'influence de certains
facteurs a prendre en compte.

Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité exponentielle et 'explosion de la solution de
probléme suivant

( ue| " u = (a® + b [, |Vul* do + o [, Vu.Vu'dz) Au+ 2)\Au; + [, [ulf"*udz  in Q,
u=20 iny x RT,
(a®+b [, |Vul*dz + o [, Vu.Vi'dr) 2 + 229 =y, inT; x R, @
e+ p(x)ye + q(z)y =0 inT; x RY,
u(0) = vo, u(0) = uy in €,
y(0) = o in Ty

\

Ou 2 un domaine borné dans R™(n > 1) avec une frontiere réguliere I' = 02 est composée de
deux parties I'y et T'; telques I'y UT; = I".Tous les parameétres a, b,c > 0, p et ¢ sont des fonctions
satisfaisantes

p(z) >0, g(x) >0 pourtousx € I';. (5)

Les études analytiques dans le domaine de la stabilisation de systemes a parametres distribués
présente actuellement un intérét en ce qui concerne 'application au controle des vibrations de
divers éléments structurels. Le phénomene a été observé pour la premiere fois par Hunton, comme
'a rapporté Harrison en [28]. Le modele non linéaire comme (4) pour les vibrations transversales
a été dérivé a l'origine par Kirchhof. Beale et Rosencrans ont introduit des conditions aux limites
d’acoustiques de la forme générale

Gu — o onT'; x RY,
yu' +m(z)y” +p(e)y +qx)y=0 onTy x RY.

Récemment, de nombreux auteurs ont traité les équations d’onde avec des conditions aux limites
acoustiques ([14], [22], [31], [45]). Dans [30], les auteurs ont étudié les équations d’ondes non
linéaires

u = M (fylu?dz) Au+ |[o'|"v' =0 inQxRY,

u =0, onIy x RT,
Bu — o onT; x Rt,

yu' 4+ m(x)y” + p(x)y + q(z)y =0 onI; x RT.
IIs ont prouvé I'existence de solutions, mais n’ont pas donné la décroissance des solutions. En
ce qui concerne la décroissance des solutions pour les solutions aux problémes de conditions

aux limites d’acoustiques, mais il n’existe pas beaucoup de littérature ([21], [44], [45]). Frota et




Larkin [21] ont établi des estimations de la solvabilité et de la décroissance globales pour une

équation linéaire d’onde avec des conditions aux limites suivantes

Qu — h(z)y onT; x Rt

yu' +p(z)y +q(x)y=0  onIl; x RY.

Le quatriéme chapitre intitulé "Explosion de la solution d’équation de membrane élastique
avec un retard".

Les problémes d’évolutions avec retard surviennent dans certains modeles dont I’état a un
instant donné, est un phénomene qui dépend de son passé. Les applications de ces types de pro-
bléemes peut rencontrer dans plusieurs domaines , notamment en économie, physique, médecine,
biologie, écologie . . . etc. En effet, dans certains phénomenes, on s’est apercu que la connaissance
de la solution en un point ne suffit pas pour décrire I'’évolution sur un interval de temps donné.

Beaucoup de phénomeénes rencontrés en physique, biologie, chimie, étude des réseaux de neu-
rones, circulation routiére...etc. ont trouvé dans la théorie des équations a retard un bon moyen
de modélisation, (un moyen plus réaliste que dans le cas des équations différentielles ordinaires).

On appelle équation a retard toute équation dans laquelle la valeur de la dérivée a un instant
de la solution dépend aussi des valeurs prises avant cet instant. Linitialement idée des équations
différentielles a retard a été introduite par V. Volterra [56], il a étudié le modele prédateur-proie,
et dans la deuxieme moitié du dernier siecle, la théorie des équations a retard a connu un grand
développement, notamment on trouve Bellman et Cooke [7].

En ce chapitre on s’'intéresse a 'étude du probléme suivant

(

uy — (a+b IVull® + o (Vu(z, t), Vi (z, t))) Au(z,t) + fot g(t — s)Au(x, s)ds
g (x, 1) 4 pyue(x, t — 1) = |[ufP?u, r€Qt>0,

u(z,t) =0, x € 00,1t >0, (6)
u(x,0) = up(x), u(z,0)=uy(x), xeQt>0,

ug (x,t — 1) = fol(z,t), xeQt>0,te(0,7),

\

ou 2 est un domaine borné de R™"(n > 2) avec une frontiere réguliere OS2, a,b, o, 11y, jt; sont
des constantes positives et g(¢t) > 0, 7 > 0 représente le temps retard, uo, u1, fo sont des fonc-
tions appartenant a des espaces appropriés. les termes d’amortissement structural viscoélastique
(a+b |Vul]* + o (Vu(z, t), Vuy(z,t))) sont désignés par a,b, o est la rigidité non linéaire de la
membrane.

Iéquation une du probléme (6) est liée a I'équation du panneau de flutter avec le controle
de la durée et de la temporisation en mémoire. Les matériaux viscoélastiques présentent un

amortissement naturel, ce qui est dit a la propriété particuliere de ces matériaux de conserver
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la mémoire de leur passé. Surtout cette équation se pose dans une expérience en soufflerie
a des vitesses supersoniques voir [60]. Le modéle avec amortissement de Balakrishnan-Taylor
(0 #0)etg =0, puy =0, u; = 0] a été initialement proposé par Balakrishnan et Taylor [3] et Bass
and Zes [5]. Kirane et Said-Houari [29] ont considéré I’ équation viscoélastique d’onde de la
forme .

ug(x,t) — Au(z, t) + /0 g(t — s)Au(x, s)ds + poue(x,t) + pu(z,t — 1) =0,

pour = € Q,t > 0, avec les conditions initiales et limites de Dirichlet. IIs ont établi des résultats
généraux de désintégration d’énergie a la condition que p; < .
T.A.Apalara; S.A. Messaoudi et M.I. Mustafa, [2],ont considéré la thermo-élasticité de type II avec

un amortissement viscoélastique est a retard

u(x,t) — pAu(z,t) — (p+ ) V (divu(z, t)) + SVO(z, 1)
+ [o gt — s)Aul, s)ds + pguy(a,t) + pug(z, t — ) =0, (7)
O(z,t) — kAO(x,t) — 0AO(x,t) + S divug(x,t) =0,

pour x € §,t > 0, avec les conditions initiales et limites de Dirichlet, Ils ont d’étudié la dégrada-
tion d’énergie en thermo-élasticité de type III avec un amortissement viscoélastique en retard. Wu
[57] a récemment d’étudier '’équation viscoélastique non linéaire avec un amortissement linéaire

est en retard de la forme
t
|ul” ug(x,t) — Au(z, t) — Aug(x, t) + / g(t — s)Au(x, s)ds + poue(z,t) + pyu(z,t —7) =0,
0

pour x € Q,t, p > 0, avec les conditions initiales et limites de Dirichlet, Il a prouvé le compor-
tement asymptotique pour une équation viscoélastique d’onde avec un retard pour p; < . Mi,
J.L., Jong, Y.P et Han Kang, Y.,[59] ont étudié la stabilité asymptotique du probléme.
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Chapitre 1
Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle de quelques définitions, quelques espaces fonctionnels de base
(espace de Banach, espace de Hilbert....), et quelques théorémes et formules fondamentaux, ainsi
que la notion de I'existence locale et globale.

Lobjectif de ce chapitre est l'utilisation des résultats préliminaires dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Notations et notions générales

Dans cette section nous avons défini quelque différents symboles, et certains opérateurs utilisés
dans notre travail.

Le gradient d’une fonction u est définie par

ou Ou ou 9 " Ou
1 — 2 1 1.1
8561’ 05627 ’8xn)’ alors |VU| Z(amz) [ ] ( )

i=1

gradu = Vu = (

La divergence d’une fonction est également définie par

Ju  Ou ou "L Ou
divu=V -u=—+4+—+4 ... == E 11 1.2
wvu U B + Dy + ...+ oz, 1 oz [ ] (1.2)
Le laplacien de u
Pu Ou *u = 0%u
Au=—+—+.. = —. [11 1.3
" 02 * 013 T Ox}  — Ox} [11] (1.3)
0 . s [ . N -
8—“ désigne la dérivée normale de u extérieure a 0f2, c’est-a-dire : g—;‘ =Vu-1n,0u 7 estle vecteur

unitaire de la normale extérieure a I'. [11]
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C*(Q), 0 < k < oo désigne l'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k existent et sont continues dans (2. [11]

CE(Q), 0 < k < oo désigne le sous-espace vectoriel des fonctions de C*(2), & support compact
dans (2. [42]

Lespace C3°(2) que nous noterons également D(2), s’appelle I'espace des fonctions tests sur (2.
42)

L(E, F) désigne 'espace des opérateurs linéaires et continue (ou bornés) de £ dans F' muni de

la norme

1.2 Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 Espace normé

Définition 1.1 [1] Soit E un espace vectoriel sur le corps k, avec k = R ou k = C. Une norme sur E

est une application ||.|| de E dans [0, +oo[ vérifiant

D ||z|| =0<=u=0,
2)Vr,y € E,ona |z +y| < =l + [yl
3 VA ek, Ve e E,ona |[[Ax| = || ||u] -

Remarque 1.1 (E, ||.||;) est un espace normé.

Définition 1.2 [38] (Equivalence des normes)

Soit E un espace vectoriel normé, les deux normes |||, et ||.||, sont équivalentes
< 3Jda>0,3>0, Ve ek, alli <1, <6],-

Définition 1.3 [16] (Suite de Cauchy)
Soit (K, ||.||) un espace normé, et (u,), .- une suite d’éléments de I, on dit que la suite (u,),, .- st
une suite de Cauchy si

Ve >0, AN, VYn,m > N = |lu, — upl| < e.

1.2.2 Espace complet

Définition 1.4 [1] Un espace métrique E est complet, si toute suite de Cauchy (u,,) de Uespace

neN*
FE a une limite dans E.

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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1.2.3 Espace de Banach

Soit (£, ||.||) un espace normé,

Définition 1.5 [38] On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Définition 1.6 E’ est Uespace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues
fE—R,

et appelé Uespace dual de E.

Proposition 1.1 [7| Lespace E muni de la norme ||.||, définit

1/l = sup{[f ()] : [Jull <1},

est aussi un espace de Banach.

Définition 1.7 Soient (E, ||.||z) et (F,||.||») deux espaces de Banach tels qu'il existe une application
linéaire injective de E dans F, cette application permet de considérer E comme un sous espace
vectoriel de F et on note E — F ou Ef C F.

On dit que cette inclusion est

1) Continue : S’il existe une constante C' > 0, telle que |lu||, < C ||lu||, . On note

E < continue F.

2) Compact : Si pour toute suite bornée dans E (pour la norme de E), on peut extraire une sous-suite
qui converge dans F' (pour la norme de F'), et on nete E — .ompaet F-

3) Dense : Si pour tout u € E il existe une suite (uy), .. C F, telle que lim w,, = u (la convergence

n—oo

étant pour la norme de F).

La topologie faible et forte

Définition 1.8 [38] Soit E un espace de Banach, et (u,), .\ une suite dans E, alors u, converge

fortement vers u dans E si et seulement si
Ve >0,aN >0, Vn > N || u, —ully <e.

Définition 1.9 [38] Soit E un espace de Banach et (uy), ., une suite dans E, alors u, converge

faiblement vers u dans F si et seulement si

Vf e L(E,R),¥e>0,3N. >0, ¥n > N. | f(un) — f(u)| <e.

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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Proposition 1.2 [38] Si E est de dimension fini, alors
La convergence forte —> la convergence faible,

mais la réciproque et fausse.

1.2.4 Espace de Hilbert

Définition 1.10 [11] Soit E un espace vectoriel, on appelle produit scalaire définit par (u,v), est une
forme bilinéaire E x E dans R, symétrique, définie positive (i.e (u,u) > 0Vu € E et (u,u) > 0 si

u #0).
Définition 1.11 [38] E est un espace de Hilbert si c’est un espace de Banach pour la norme associée
lullp = (w,w)? () [lully = (u,u).

Définition 1.12 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’'un produit sca-

laire.
Définition 1.13 [11] On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

Définition 1.14 [11] (Base Hilbertienne)

Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .) . On appelle base Hilbertienne (dénombrable)
de E une famille dénombrable {e,}, ., d’éléments de E telle que

() len| =1 Vn, (en,€m) =0 Ym,n, m # n.

(ii) Lespace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E.

Définition 1.15 [11] ( Espace séparable )

On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous ensemble D C E dénombrable et dense.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dénombrable
dense dans R ).

Théoreme 1.1 [11] Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 1.3 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire .,.), soit (e,),>1 une base

Hilbertienne de E, il existe une suite unique (uy),~, définie par u, = (u, e,),

p
telle que la somme partielle Z u,e, converge vers u quand p tends vers linfini.

n=1

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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De plus, on a

alors, on écrit

1.2.5 Lespace LP()

Définition 1.16 [11] Soit p € R avec 1 < p < oo, on pose

LP(Q2) = u:Q — R, uest mesurable et / lu(x) P de < 400
Q

On note
1/p

full, = | [ fute)” s
Q
On vérifiera ultérieurement que ||.||,, est une norme.
Définition 1.17 [11] Sip = 0o, 0n a

L2(Q) { u: Q — R, uest mesurable et il existe une constante positive C, telle que }

lu(z)| < C  p.psur Q.

On note
||“||Loo(9) =inf {C, |u(z)| < C p.psurQ}.

Définition 1.18 [42] Soient Q2 un ouvert de R" et 1 < p < oo. On définit Uespace L () par
Uensemble des f : Q — R tels que f € LP(QY'), pour tout Q' et dont la fermeture est compacte dans
R™.

Proposition 1.4 [49] L? muni de sa norme ||.||;, est un espace de Banach, pour tout 1 < p < oo.
Théoreme 1.2 [42] L? est réflexif si et seulement si 1 < p < oo.
Théoreme 1.3 [42] L? est séparable pour 1 < p < oc.

Proposition 1.5 [49] L> est un espace de Banach non séparable.

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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Lemme 1.1 [7] Si () < 00,1 <p < q<o0o,alors L1(Q) — LP (), et

1/p—1
HU”Lp(Q) < p () fp-tfa Hu”Lq(Q) :

Théoreme 1.4 [11]Soient (u,)une suite de L” et u € LP, tels ||un — ul|p5q) — 0.

Alors il existe une sous suite extraite (u,y) telleque
Unk(2) — u(x) p.p.sursl.

Remarque 1.2 Supposons que (1 < p < 0o0) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent a la convergence faible.

Théoreme 1.5 [42] Soit €2 un ouvert borné de R™
1) Si u, —* u dans L*> (Q), alors u, — u dans L? (), Vp > 1.
2) Siu, — udans LP (Q) , alors |[unl| ) = [lull1rq) dans R, pour tout 1 < p < oco.
3) Sil<p<ooetsiu, —udans L (), alors 3K > 0 tel que |[un| o) < K et
”uHLP(Q) < nILmOO inf ||un||LP(Q) :
Le résultat est aussi vrai si p = oo et u,, —* u dans L™ ().
4) Sil<p<ooetsiIK >0 tel que ||u,|;, < K, alors il existe une sous-suite u,, et u € LP () tels
que u,, — u € LP(§2).
Le résultat est aussi vrai si p = oo et on a alors u,, —* u dans L>™ (£2).
5)Sil <p<ooetu, —u dans L? (), alors il existe une sous-suite u,, telle que u,, — u p.p et
|tun,| < h p.pavec h € LP(Q).

Lemme 1.2 [35] Soit 2 un ouvert borné de R" xR, u,, et u des fonctions de L” (2) ,1 < p < oo, telles
que

||umHLP(Q) < C ,u,—u p.p dans €.

Alors u,, — u dans L? (2) faiblement.

1.2.6 Lespace de Lebesgue

Définition 1.19 Soient F un espace de Banach, 1 < p < o et [0, T un intervalle de R. On appelle
espace de Lebegue a valeurs dans E et on note LP((0,T), F) Uespace des fonctions u :)0,T[— E,
mesurable qui vérifient

1/p

T
)Sil < p<oo, [[ullpor).s = /|u(a:)\pda: < 00,
0

=ess sup |u(x)| < oo.
z€]0,T'[

ii)Sip = oo, HUHLOO((O,T),E)

1.2. Quelques espaces fonctionnels E
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Lemme 1.3 [35] Soient u € L*((0,T),E) et % € LP((0,7),F), (1 <p < o) alors la fonction u
est continue de [0, T dans E (i,e) u € C* ((0,T), E).

1) Pour 1 < p < oo, LP((0,T), E) est un espace de Banach et en particulier L*((0,T), E) est un
espace de Hilbert, lorsque E est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 < p < oo et si E réflexif, alors L*(0, T, E) est aussi réflexif:

3) Pour 1 < p < oo et si E séparable, alors LP((0,T"), F) est aussi séparable.

Proposition 1.6 [13] Lespace LF((0,T), E) qui associé a la norme ||.|| .1 x) - €st un espace de

Banach.
Proposition 1.7 [23] Soient E et F' deux espaces de Banach, EE C F avec injection continue alors
LP((0,T), E) C L7((0,T), F),

avec injection continue.

1.2.7 Espace de Sobolev
Dérivée faible

Définition 1.20 [42] Soient Q2 un ouvert de R™ et u € L} (Q). On dit que la fonction v € L}, ()

loc

s’il existe f; € L}, () est la dérivée partielle faible de u par rapport a x; si

/v(a:)@(:c)d:c = —/u(m)g;'i (x)dz, Yo e CF(Q).

Q Q

Par abus de notation, on écrit v = % oU U = Uy, .

Espace W'?(Q)

Définition 1.21 [11] Soient Q2 un ouvert quelconque de R" et p € R, 1 < p < +oo, Uespace WP (Q)
est défini par

WP(Q) = ¢ u e LP(Q),3f € LP(Q) tel que /u(az)gpl(x)dx = —/f(x)go(:):)d:):.
Q Q

On pose
HY(Q) = Wh(Q).

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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Espace W™?(Q)
Définition 1.22 [11] Soient Q un ouvert de R", m > 2etp € R,;1 < p < +o0, l'espace W™P(Q)) est

défini par

W™mP(Q) = {u e L7(9); Va, avec |of <m 3f, € LP(QQ) tel que } .

JquD¥pdx = (=1)l°l [ fapdz, Vo € C§°(Q)

OluaeN" |a] = Za[ et D% = 8aa11+;(32+ ;fxvgo
Lespace W™P(() mum de la norme
lllwmoy = 1l oy + Y I Dl o
0<|a|<m

Définition 1.23 [11] Si p = 2, on note par W™2(Q) = H™ et WJ*(Q) = Hy" (Q) muni par la norme

1/2

2
llimey = | D2 (10°ulloiey) |

la<m

tel que H™ (Q) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(s V) () = Z (D%, D), = Z 0%ud“vdzx, pour tout u,v € H™(Q).

la|<m lal<m g

Proposition 1.8 [46]

1) Les espaces W™P(2) sont des espaces de Banach.

2) Sim >m', H™(Q) — H™ (Q), avec injection continue.
3) Sim =0o0naW(Q)=LPQ).

1.3 Les opérateurs
Soient H et H' deux espaces de Hilbert sur C.

Définition 1.24 [23] Toute application linéaire et continu T : H — H' s’appel un opérateur.

Définition 1.25 (Opérateurs bornés [23])

Soit A: X — Y un opérateur, A est dit borné s’il existe une constante C' > 0 telle que

[Au]| < Cllull, Yu € X.

1.3. Les opérateurs ||
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Définition 1.26 (Opérateurs symétrique [19])
Lopérateur A : H — H est dit symétrique si Yu, v € D(A) C H,

(Au,v) = (v, Au) .

Définition 1.27 (Opérateurs adjoint [10])
Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine dense. Il existe un unique opérateur
A*: D(A*) C F' — E' appelé adjoint de A qui vérifie

Yu € D(A), Yv € D(AY), (v, Au)p p = (A", u)p g,

ol
D(A*)={veF, 3¢>0, |(v,Au)| < clu|y Yu € D(A)}.

Remarque 1.3 [11] A autoadjoint si
A*

I
>

Ce qui sous-entend D (A) = D (A*).

Définition 1.28 (Opérateur monotone [11])
Soit A : D (A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est monotone (certains

auteurs disent que A est accrétif ou que — A est dissipatif) si
(Av,v) >0, Yo € D(A).
A est maximale monotone si de plus R (I + A) = H i.e.

Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

1.4 Quelques inégalités et formules fondamentaux

Corollaire 1.1 ([39] Formule de Green )

Soit  un ouvert bornée de classe C*. Alors pour toutes fonctions u € C? (Q) et v € C* (Q) on a

/Au (2)v (2)dz = /g—;‘ (2)v (2)dl — /Vu (x) . Vo (z) da, (1.4)

ot §4 = Vu (x) 1 () (dérivée normale de w).

1.4. Quelques inégalités et formules fondamentaux E
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Lemme 1.4 ([11] Inégalité de Holder )
Soient u € LP (Q) etv e L7 (Q) avec L+ L =Tet 1 <p<oo, 1 <p < oo. Alors

[ 1uvlde < ey Bl
Q

Corollaire 1.2 ([11] Inégalité de Poincaré)

On suppose que € est un ouvert borné. Alors il existe une constante C' (dépondant de 2 et p) telle que

lull, < C IV, . Yue WyP(Q) et 1<p< oo

Lemme 1.5 ([37] Inégalité de Young)

Soient u,v > 0, et pour tous > 0, on a
of 01 .11
w < —uf + —v? ou -+ - =1.
p q P q

Lemme 1.6 ([16] Inégalité de Young avec ¢)

Soient u > 0, v > 0 et p, q deux nombres positifs tels que Zl) - % = 1. Pour tout € > 0, on a
uv < euf + ¢ (g) vl

Théoreme 1.6 ([16] Inégalité de Cauchy — Shwartz)

. . . oo . 2
Soit (u,v) un produit scalaire sur Uespace vecoriel réel V muni de la norme ||v||” = (v,v) , alors

2
(w, 0" < [ul| , llv]]

L2(Q) L2(Q)’

pour touts vecteurs u et v € V, 'égalité ayant lieu si v et v sont linéairement dépendants.

1.5 Notion de I’existence locale et globale

1.5.1 Existence locale, globale et explosion

Iétude d’existence locale et d’unicité des solutions du probleme des équations aux dérivées par-
tielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaire abstraites
(voir A. Pazy [43]).

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire, f : X — X.
Etant donné, u, € X.

Considérons le probleme.

Ay =f. t>0
{dt w=f, , 5

u(0) = wp.

1.5. Notion de I'existence locale et globale
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Définition 1.29 [4] On dit qu’une fonction u de la variable réelle t > 0 a valeurs dans X est une
solution locale du probléme (1.5), s’il existe u définie sur un intervalle maximal [0, T"*) qui pour
t < T* est lunique solution de (1.5) dans C* ([0,7%), X) .

En particulier, l'une des deux éventualités suivantes a lieu.

i) T* = oo.

i) T* < oo et tlir%l* |u|| = oo.

Remarque 1.4 [27] - Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

- Si (ii) est satisfaite, on dit que u est une solution explose en temps fin

1.5.2 Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 1.30 [49] On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systéme d’évolution formé

de m équations, toute fonction
L:Rt — R,

tel que
d

dt
pour tout t > 0 et toute solution (uy (t,.),...uy (t,.)) de systéme.

(L (ur (£,.) o (,.))) <0, (1.6)

1.5. Notion de I'existence locale et globale
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Etude d’une équation d’évolution pour une
classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

On va considérer le probleme de Neumann avec une source logarithmique de 'équation

parabolique suivante

up — div (|Vu|p_2 Vu) = ||’ ulog u| — %0 lufP"? ulog u|dz z € Q,t >0,

uledl — 0 zedNt>0, (2.1)
u(z,0) = ug z e t>0,

Ou 2 un domaine borné dans R™ avec une frontiere réguliere 052, p € (2, +o0), fg updr =
@ Jo udz = 0 avec ug # 0.

Ce type de probléme a jouer un grand ro6le en plusieurs domaines, et les termes non-linéaires
logarithmiques a également recu un grand intérét par les physiciens et les mathématiciens.

La non-linéarité logarithmique a été introduit en '’équation des ondes non relative qui exprime
des particules sans spin ou de filage que se déplace dans un champ électromagnétique externe.
De plus, ce type de non-linéarité est également rencontré dans de nombreuses branches de la
physique comme la cosmologie, la physique nucléaire, optique et Géophysique.

En ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence locale et globale des solutions, puits
nous étudions la décroissance polynomiale, le non-existence de solutions et ’explosion en +oc de
probleme (2.1).

Ce travail la est le mien, c’est un article publié dans un respectable journal international de
classe A en 2020, voir [51].
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logarithmique

Remarque 2.1 (voir la définition 03 [15])

La fonction f(u) = |u|’~> ulog |u| dz est une fonction convexe alors

/Q (7{2 f(u)dxut) dz = 0.

2.1 Préliminaire

Dans cette section, nous présentons des lemmes bien connus qui seront nécessaires plus tard.

Premiérement, nous utilisons la notation X, pour désigner 'espace W, ”(Q)\ {0} .

Lemme 2.1 (Inégalité logarithmique de sobolev [14])
Soient p > 1, > 0, et u € WP (R")\ {0} . Alors

P Jon () 108 (s ) da + 21og (222) [, Ju(x)|? do

e @

< fy |V ul) P d

oll

3

Lemme 2.2 [14]. Soit ¢ > 0. On a l'inégalité suivante

-1
e
log s < —s?, pour tous s € [1,+00].
0

Lemme 2.3 [14] . (a) Pour toute fonction u € Wy (), on a l'inégalité

||U||q < Byp ||V“||pa

pour tous g € [1,00)sin < p,et1 <q< n"—i,, sin > p. B, est la meilleure constante sur 2.

(b) Soit 2 < p < ¢ < p*. Pour toute u € Wol’p(Q), ona
1—
lull, < CNIVull; llully™,
Ot C' est une constante positive et

(1 1) <1 1 1)‘1
a=(-—=-)|-—=+=] .
P q n p 2

Remarque 2.2 [14]. D’apres le Lemme 2.2, nous avons

-1

e
sPlogs < —sP*2 pour tous o > 0 et s € [1,+00).
0

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

2.1. Préliminaire
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Lemme 2.4 [14]. Supposons que 6 > 0, > 0,5 > 0, et h(t) est une fonction non négative absolu-
ment continue telle que, h'(t) + ah?(t) > 3, Puis pour 0 < t < oo, on a

h(t) > min {h(()), (g)} . 2.9)

Lemme 2.5 [14] .Soit f : R™ — R est une fonction non croissante,w > 0, et o est une constante

non négative telle que

+oo
£ (s)ds < i FO) (). V>0, (2.10)
t
alors
(@) f(t) < f(0)e!~>t pourtoust > 0,sic =0,
(b) f(t) < £(0) (ﬁj{’ﬁ)% , pour tous t > 0, si ¢ > 0.

Définition 2.1 (Explosion a +oo [36])
Soit u(x,t) est une solution faible de probléme (2.1). On dit que u(z,t) explose a +oc si le temps
d’existence maximal T' = +oc et

lim [Ju(., )|, = +o0. (2.11)

t——+o00
Définition 2.2 ( Explose en temps fini [36])
Soit u(x,t) une solution faible de (2.1). On dit que u(z,t) explose en temps fini si le temps d’exis-
tence maximal T est fini et

thr%l, u(.,t)||, = +o0. (2.12)

2.2 Le puits de potentiel

On commence par examiner les fonctionnelles [ et .J sont définies par

1 1 1
Jw) = —|[Vu(z, 1), - —/ [uz, t)[" log [u(z, t)] dx + — [Ju(z, D)][} - (2.13)
p P Ja p
I(w) = [[Vu(z, ) - / lu(z, t)|" log |u(x, t)| dz. (2.14)
Q
Les fonctionnelles [ et J sont continus. De plus, on a
1 1
J(u) = =I(u) + — lJu(z, )]} . (2.15)
p p
Lemme 2.6 [51].J(u) est uniformément bornée par J(ug) et
d
%J(u) = — [Jus(z, )]|3 . (2.16)

2.2. Le puits de potentiel
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Preuve. En multipliant ’équation (2,1) par u;, en intégrant sur €2, puis en utilisant la formule de

Green, on obtient

w2, 1)) —I—/ \Vau(z,t) P> VuVuds = / lu(z, t) P~ uug log |u(z, )] de, (2.17)
Q Q
on utilise p
1
\Vul|" ™ VuVu, = i |Vul?, (2.18)
o 1d 1
|u|p*2 uug log |u| = —— {|u|plog lul — = |u|p] , (2.19)
pdt p
on remplace (2.18) et (2.19) en (2.17), on obtient
d 1 1 1 ,
G |5 19l = 3 [ a0 tog ute. O] o+ a0l | = = et 1.

soit u € X, , pour A > 0, nous considérons la fonction j : A\ — J(\u), définie par

‘ AP AP AP AP
JA) = Jw) = == ||VU(x,t)||§—;/ IU(x,t)lplogIU(w,t)ldﬂi—?bgkIIU(ﬂﬁ,t)HﬁﬂL]g [ulz, D)5 -
Q

(2.20)
Le lemme suivant montre que j(\) admet un point critique positif unique \* = \*(u).
Lemme 2.7 [51].Soit u € Xj. Alors
(1) lim j(\) = 0 et lim j(\) = —oo,
A—0+ A—-+o0 ,
(2) il y a un unique \* = X\*(u) > 0 tel que j (\*) =0,
(3) j()) est croissante sur (0, \*) , décroissante sur (\*, +o0) et atteint le maximum a \*,
(4) I(Au) > 0 Pour 0 < XA < X", I(Au) < 0 pour \* < X\ < o0 et I(A\u) = 0.
Preuve. Pour u € X, il est clair que (1) est valable pour [u|, # 0.
Maintenant, on dérive j par apport a A, on obtient
d
aj()\) = )\p_l/ [[Vu(z, t)[” — |u(z, t)]” log |u(z, t)| de — |u(x, t)[" log A] dx, (2.21)
Q
si p
AN =
(A7) =0,

alors
W[ (Vw0 = fule, ) log ua, )] do  u(z. O log X' dz = 0,
Q

cela implique

2.2. Le puits de potentiel



Chapitre 2. Etude d'une équation d'évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité

logarithmique

Jo [[Vu(z, )" dz — |u(z, t)|"log [u(z, t)[] dx
Jo lu(z, t)[P dz ’
alors, on vu que j(\) est croissante sur (0, \*), et décroissante sur (\*, +00) .

A =exp

La derniere propriété, on a
IN) = X [A*P—l/ (|Vul” — |ul? log |u| dz — |u|’log \*) dx
Q
= Aj(\)
= 0.

Ensuite, nous notons

2 2
pe \»
R=(L£-
<n£p> ’
ou L, est définie par (2.3) dans le Lemme 2.1.

Lemme 2.8 [51].(1) Si I(u) > 0, alors 0 < ||lu(x, )|, < R,
(2) st I(u) <0, dlors |Ju(z,t)|, > R,
(3) si I(u) = 0, alors |lu(z, )|, > R.

Preuve. Par la définition de /(u), on a

I(u) = IIVU(%t)Ilﬁ—/QIU(%t)IplogW(%t)ldfr

_ ad u(x p_ ul? lo M v
_ (p |V, ), /Q’ | 1g<uu<x,t>\|p)d)

; (1 - g) Vute I~ [ lute. O og u(z. 0],

(2.22)

(2.23)

(2.24)

on pose i = p, et on applique l'inégalité logarithmique de sobolev (Lemme 2.1), on obtient

2

n pe
10 2 (Ztog 27~ tog Ju(w. 1 ) (.01

par (2.25) si I(u) > 0, alors
»?

2
pe
og [tz 0, < 1og (£
P

ce signifie que

n
2

2
pPe’\”
lute0l, < (2)" =

(2.25)

2.2. Le puits de potentiel



Chapitre 2. Etude d'une équation d'évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

si I(u) < 0, par (2.25) on obtient

2.\ 2
pie\»
Oll, > | — = R.
fute. o, > (25
La propriété (3) est la méme maniere que la preuve de la propriété (2). m
Lemme 2.9 [51].0n introduit les ensembles suivants
N = {u € Xo, I(u) =0}.

W+ ={ue Xy, J(u) <d, I(u) >0}, ,

ol d est définie par
d = inf J(u).

ueN

2.3 Existence locale, globale et décroissance polynomiale

Dans cette section, on étudie I'existence locale et globale de solutions faibles, ensuite on va prou-

ver la décroissance polynomiale de solutions.

2.3.1 Existence locale

Théoreme 2.1 [51].(Existence locale)
Soit ug € Xy, alors il existe une constante positive Ty telle que le probléme (2.1) admet une solution

faible locale u(x,t) dans 2 x (0;Tp). En outre, u(x;t) satisfait U'inégalité suivante
t
/ us(8)|5 ds + J(u(t)) < J(ug), Vte[0,T). (2.26)
0

Preuve. Pour montre notre résultat, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, alors dans ’espace

W, 7(Q), alors on prend une base {w, }°¢, puis, on définit 'espace dimensionnel fini comme suite

Vin = span {wy, wa, ...wp, } . (2.27)

Soit ug,, un élément de V,, tel que
Ugm = Z Qpw; — g fortement dans Wy (). (2.28)

j=1

Comme m — +00, on trouve 'approximation de solution u,,(x,t) du probléme (2.1) sous la forme

U (z, 1) = zm:amj (t)w;(z). (2.29)
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Ou les coefficients «,,,;(1 < j < m) satisfont le systeme d’ équations différentielles ordinaires

suivantes

/umt(x,t)wj(x)dx—l—/ (|Vum(x,t)|p_2Vum(x,t)) Vw,(z)dx
Q Q

_ /Q (2, )72 (1, 1) g [t (2, )| ; (). (2.30)
Ou j € {1,2..,m}, avec la condition initiale
Qi (0) = amj, j€{1,2..,m}. (2.31)

Ensuite, on a besoin d’estimations du solutions approchés u,,, alors en multipliant (2.30) par «,;,

on obtient
/ Qi (0) U (2, t)w; () dx + / Qi (1) (|Vum(a:,t)|p72 Vun,(z, t)) Vw;(x)dx
Q Q
= /amj(t) |um(x,t)|p_2 U (2, 1) log [t (2, )| w;(z)de, (2.32)
Q

en prend la somme pour j = 1,2..,m , on obtient

/Q umt(:c,t)Zamj(t)wj(x)dx—l— /ﬂ IVt (2, )2 Vit (2, £)) D () Ve () da

j=1
_ / 1, D (1, £) 108 i (2, £)| 3 o (B (), (2.33)
Q o
cela implique que

1d
331 N1 + V(o 01 = [ (O o () do (2.34)

par l'utilisation de la remarque 2.2, on a

/\um(x,t)\plog]um(x,t)]d:v = / \um(x,t)\plog]um(:c,t)]dx—l—/ U (2, 1) |7 lOg |t (2, )| d
Q 931 Q

< | (z, 1) [" log [um (2, )| dz
Qo
e’ pto
< = [t (2, 2|22 (2.35)

ol ¢ est choisi suffisamment petite telle que p + 0 < p*,0 > 1,Q; = {2 € Q : |un,(x,t)| < 1}, et
Qo ={x € Q:|up(z,t)] >1}.
En utilisant le lemme 2.3, on obtient

-1

/ (i (2, 8) P 10g |t (., £)| daz < % [Vt (2, |57 g (, 1) |5V EF (2.36)
Q
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on applique I'inégalité de Young

59 (0% 5_U —Q v
Q|um(x,t)|plog|um(x,t)|dxS&t g||Vum(a:,t)\|p(p+g)9+7||um(m,t)|]§1 Jetor) o (2.37)

Oluj+l=1letd>0c=5

alors, dans (2.37) on choisit que 6 = 1, § = p—w) ,U = m, a(p+ o) < p, on obtient
/Q |t (2, ) [ log [um (2, t)| dz < Cy [V, (2, )|[] + Cs ([t (, t)||§)7, (2.38)
ou(C; = pﬂ) dete). o, = (p+g)5 , Y= % et o définit par (2.7) dans le lemme 2.3.
Combinant (2.34), (2.38), on obtient
1d 2 2\
5o N ()1 < O (o, )12 (2:39)

en utilisant I'inégalité de Gronwall-Bellman- Bihari (voir [7]), il existe une constante 7, > 0, telle

que pour tous ¢ € [0,7p], on obtient
[t (2, )12 < Cyy, V€ [0, T - (2.40)

Maintenant, on multiplie les deux c6tés de (2.30) par o, ,(t) puis, nous prenons la somme j =

1,2..,m, on obtient

!

/umt (x,1) Zo/mj Jw;(z da:—i—/|Vum z,t)|P 7 Vu(z, t) Zamj )Vw;(x)dx
Jj=1 j=1

/ |t (2, 8) P72 iy (0, 1) LOG |t (2, 1) Z oz;-m(t)wj(x)dx, (2.41)
Q

Jj=1

de (2.29),0n a
/ |umt(x,t)|2dx —I—/ |Vum(x,15)|p_2 VYVt (2, 8) Vit (2, t)dz
0 Q
_ / et (22, )2 i (2, €t (2, £) Log [t (2, £)] (2.42)
Q

cela implique

d

mi (2, 1)||5 +
et i, )13+ =

1
1T O+ s 0 = 5 [ a0 o] | o,

et par (2.13),on a

iJ(um(a:,t)) =0, (2.43)

2
e, )3+

2.3. Existence locale, globale et décroissance polynomiale



Chapitre 2. Etude d'une équation d'évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

en intégrant (2.42) par rapport a ¢ sur [0, ¢], on obtient I'égalité suivante

t
/ s (8)|[5 ds + T (um () = J(un(0)), 0 <t <T, (2.44)
0
d’apres (2.28) qu’il existe une constante positive C' telle que
J(u,,(0)) < B, pour tous m, (2.45)

par La définition de J(u,,(t)) et les inégalités (2.38) et (2.40), on a
1-Cy

T (1)) > IV (1) % ()",

de (2.43),0on a

[ oz as < S unily + 1 €)' (2.46)
de (2.40) et (2.45), on déduit
[t ()| oo 0.1 w27y < € (2.47)
et
et 20,15 22 < C (2.48)

En combinant les estimations a priori (2.46) et (2.47), on vu qu’il existe une fonction u et une

sous-séquence de {u,,}>°_, , telle que

u, — u faiblement® dans L>(0,T, W,"(Q)). (2.49)
Un: — u; faiblement dans L*(0, Ty, L*(Q2)). (2.50)
IV |" > Vu,, — x faiblement dans L>(0, Ty, W, (). (2.51)

Depuis (2.48) et (2.49), on déduit
um — u fortement dans C([0,7o]; L"(2)), Vr € [2,p"). (2.52)
Clairement, cela implique
U, (8) |7 1Og |1 (8)] — |u(t) [P log [u(t)], V(z,t) € Q x (0,Tp). (2.53)
Par contre, par un calcule direct, on a

/ @O de = [ lon@ P de+ [ |op (e 0P de
Q (951 Qo

IN

k1|Q|+k2/ l (£)|P dae
Q
ki [Q + k2 By [lum ()] < Cry,s (2.54)

A
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ot ¢ € [p, "], P (,1) = [ ()" log [um(1)], 1 = {z € Q: |up (2, 1) <1},

Qy = {x € Q: |up(z,t)| > 1} et B, est la meilleure constante de l'injection de Sobolev W, (Q) —
L3(2),(voir le lemme 2.2) k;,k, deux constante positives.

Par conséquent, selon le Lemme de Lion [24, Lemme 1.3, p. 12], il résulte de (2.51) et (2.53) que

|t (1) [P 10g [t ()| — |u(t)[F log |u(t)| Faiblement” dans L*°(0,T,L*(Q2)). (2.55)

On passe la limite en (2.29) et (2.30) comme m — 400, par (2.48)-(2.50) et (2.54), on peux

montrer que u satisfait la condition initiale u(0) = ug et
/ w(t)wdx + / #(t)Vwdx = / |u(t)|” log |u(t)| wdx, (2.56)
Q ) Q

pour tout w € Wy* (Q) et pour presque tous ¢ € [0,7y]. Enfin, par la théorie des opérateurs

monotones
x(t) = |Vul'* Vu,

cela implique que la fonction u est une solution exacte du probleme (2.1).

Maintenant, on montre que la solution « satisfait 'inégalité énergétique (2.26). Pour cela, soit 6
la fonction non-négative qui appartient a C' ([0,77) .

Ensuite, (2.42) découle

To To

TOH(t)dt /Ot s ()12 ds + | Tun(@)0(0)d = | TG (000 (2.57)

0 0

la c6té droit de (2.56) converge vers fOTO J(u(0))0(t)dt comme m — oo.

Par conséquent

/ P ()0 dt < lim inf /  un(0)0(0)dt

m—-+00

Par conséquent, on obtient

/0 "ot /O s (5)12 ds + /0 T ()0()dt < /0 " T(u0)0(t)dt.

Puisque ¢ est arbitraire, on obtient I'inégalité énergétique suivante

/0 ||us(s)|]§ds + J(u(t)) < J(uo), Vte0,T].
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2.3.2 Existence globale

Théoreme 2.2 [51].Soit ug € W*,0 < J(ug) < M alors, le probléme (2.1) admet une solution
globale faible u(x,t), telle que
u(t) € W+, pour 0 <t < oo,

et satisfait Uestimation énergétique suivante
t
/ lus(s) 12 ds + T(u(t)) < J(uo), Vi € [t,Th). (2.58)
0

Preuve. Il suffit de montrer que || Vul[} et [|u||} sont bornés indépendants de .
Soit la série {wj}]?’jl , {uom 2, et {un} , ceux les mémes que énoncés dans la preuve du
théoreme 2.1.

en multipliant les deux c6tés de (2.30) par a, ,(t) puis, on fait la somme, on obtient

e (2 T (1)) = 0. (2.59)

en intégrant (2.58) par rapport a ¢ sur [0, ¢], on obtient ’égalité suivante

/t s ()1 ds + T (tm(£)) = J(m(0)), 0 <t < T, (2.60)

ou T, est le temps d’existence maximal de la solution u,,;(z,t).
Il résulte de (2.28), (2.31), (2.59) et de la continuité de .J

J(um(0)) — J(ug), o m — 400, (2.61)

avec J(up) < det

t
/ s (3)[12 ds + T (1)) < d, 0 < £ < T, (2.62)
0

pour m suffisamment grand. On va montrer que
Uy (t) € WH, Vit >0, (2.63)

pour m suffisamment grand. En effet, supposons que (2.62) ne pas vrai, soit ¢, le plus petit temps

pour lequel w,,(t.) ¢ W. Ensuite, par la continuité de u,,(t,) € OW™, on a
J(um(ts)) = d, (2.64)

ou
I(um(t.)) =0, (2.65)
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d’aute part, il est clair que (2.64) ne pourrait pas apparaitre avec (2.62) donc, si (2.64) soit vrai.

Alors, par la définition de d, on a

J(um(ts)) > inf J(u) = d, (2.66)

ueEN
qui contredit avec (2.62). Par conséquent, on posséde (2.63).
d’autre part , puisque u,,(t) € W+, et

Tt (1) = }Jf(um(t)) " pi lum (B[, ¥t € 0,T,0).

de (2.62), on déduit que
Jum (D)7 < p*d, (2.67)

et
t
/ s ()2 ds < d. (2.68)
0

pour m suffisamment grand et ¢t € [0, 7,,). En outre, par I'inégalité logarithmique de sobolev, on a

IVum(@®Il; = pJ(um(t)H/Ium!p(t)logwm(t)ldx—lHum(t)Hﬁ

1 m(t)|d
S 2O+ [ bk 0 (Ogr\|u o x“‘)g”“m(t)”p) "
u n pue
< pIunO) + 2 Vo)l - 5108 (25 ) Il
)1 108 Jan )], 2.69

cela implique

() IO, < 9 O0) + O 10 0], ~ 10 (22 ) )l C2.70)

En prenant 4 < p, on déduit que

[Vum ()2 < Ca, VE€[0,T). (2.71)

2.3.3 Décroissance polynomiale

Théoreme 2.3 [51].Soient I(u) > 0,0 < J(ug) < M, alors la solution u(x,t) du probléme (2.1) est

décroit polynomiale donnée par

loll < loll (55 cho =7 )+ 20 2.72)

n
p2 p2
nLp

p2

ou( = }%log J(C:Lo) et a =
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Preuve. On définit

1
M(t) = 5l 2.73)

on dérive M par apport a ¢, on obtient

M (t) = /Qutudx = /Q <|u|p_2u10g|u| —j{|u|p_2ulog|u|dx> udr + [|Vul]p

[ Jultog fuldz -+ [ 7.
Q

on utilise l'effait que 7(u) > 0, et I'inégalité énergétique (2.13), on obtient
lully < p*J(u) < p*J(uo). (2.75)

En utilisant I'inégalité de Sobolev logarithmique qui présente dans le lemme 2.1, on met u = p,

2
n pe

p? \ ¥
. 1og<T) — plogp?J(uo) | [lull”

n
P_ P
nL,
- ] ull?
n

p2

ona

an

p?J (uo)
> (llullf, (2.76)

>y, |log 5= | [lull;

ol ¢ =I5, log 5755 et If , est une constante d’injection L*(Q2) — L*(Q2), p > 2.
D’aprés (2.73), on a

/t " Hu(s)ds / 5)dads
u(T

1 1
= =5 a3+ 5 )l

< 2 o). 277)
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Par conséquent, (2.75) et (2.76), on résulte
T » 1 )
/ Ju(®ligds < gz [u(t)[3, vt € 0.7). (2.78)
t

Soit 7' — +o0, on applique le lemme 2.5, tels que f(t) = |lu(t)|, o = E2f7(0) = 1Lw=2(

on obtient I'estimation décroissance polynomiale suivante

P p—2
lull, < C (2(1 = t)) >0 2.79)

ou C est une constante positive. m

2.4 Explosion de la solutions faibles

2.4.1 Explosion a +o00
Lemme 2.10 [51].Soit H(u) = Ey — J(u), J(ug) < E\, alors H(u) est satisfait Uestimation suivante
0 < H(up) < H(u). (2.80)
Preuve. Il est évident que H (u) est non croissante en ¢, par (2.13), et J(ug) < E; que
H(u) > H(up) = Ey — J(ug) > 0.
n

Théoreme 2.4 Supposons que J(ug) < 0, alors la solution u(x,t) du probléme (2.1) est une explo-
1

—pJ(uo)

sion & +oo. De plus, si ||ug|, < < .

)5 , alors, on a Uestimation suivante
lull > [luoll3 . (2.81)
qui est indépendant de t.

Preuve. Par la définition de J(u), M (t) satisfait

M) = /Q (s (e, )
= |Vl ) + /Q (]u(m,t)]p_2log|u(x,t)] _ 7{ |u(:v,t)\p_210g]u(x,t)\da:) (2, 1) da
=~ IVuw g + [ e og ua, )| do

1
= —pJ(U)JrZ;HU(x,t)HZ
> —pJ(u), (2.82)
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on utilise la formule (2.26) qui présente dans le théoreme 2.1, et la condition J(ug) < 0, on a

t
—me)zp/ﬁmgg@d& (2.83)
0

de (2.81) et (2.82), on obtient
t
Mszp/ﬁmggﬁd& (2.84)
0

Par la définition de la solution faible, on sais que u € W'?(Q), pour tous t, > 0,

on déduit que
to
/ lusll5 ds > 0, (2.85)
0

par ailleurs, il existe t, > 0 tel que f(fo || us |2 ds = 0, donc u; = 0 pour tous u(x,t) € Q x (0,t).
Ensuite, on résulte que
—[Vul” + [u["log [u| =0,

pour tous ¢ € (0, %), puis de (2.13) on obtient

1
Ju:—/updx.
(u) - Q||

En combinant avec J(u) < J(ug) < 0, on obtient || u||, = 0, pour tous ¢ € [0, ], qui contredit avec
la définition de wu.

On Fixe to > 0 et soit 6 = [ || ul3 ds.

Integrant (2.83) sur (#o, ), on obtient

t ot ¢
M(t) > M(to) +p/ / | w(s)||2 dsdr > M(to) +p/ ddr > 60 (t —to) . (2.86)
to J0 to
Ona
H(@t) = —J(u)
= [l

ou H (t) définit dans le lemme 2.9

Par conséquent

Pmﬁ@:PmM@:w, (2.87)
D’autre part, on a
/ 1
M(t) = —pJ(u)+ p ull;
1
> —pJ(up) + ; [Jull?, (2.88)
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ona

! 4 ]. b
M) +Lp M2 () = Cllully, = pJ(uo) + Loy M2 ()

> —pJ(up), (2.89)

2

On utilise le lemme 2.4, .J(ug) < 0, et |jugl|5 < (%(:0)) ” | on obtient

M(t)

v

2
) —pJ(u0) \ »
min 4 o, (£

2,p

Vv

2
[uollz

on result que

2 2
lully = luolly -

2.4.2 Explose en temps fini
Lemme 2.11 [14] .Soit ¢ est une fonction différentiable positive, satisfait les conditions suivantes
o(t) >0, et ¢ (1) >0,
pour certain t € [0,7T), et U'inégalité
o(1)0 (1) —alo (1))* 20, Vte [£,T], (2.90)

ou o > 1.

Ensuite, nous avons

02 (Gegrag ) BT

avec o est une constante positive, et

. 7 ¢(t)
5 =t + —
(@ —=1)¢ (1)
cela implique
tl—i>rilrl*¢(t) -

Théoreme 2.5 [51] .supposons que 0 < J(ug) < M et I(u) < 0, alors la solution u(x,t) de probléme
(2.1) est Explose en temps fini T*, définit par

o g, lu(s)3ds

(252) [u®]3

se [t,T7).
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Preuve. On définit la fonctionnelle suivante

t
I(t) = / [u(s)]||5 ds. (2.91)
0

Alors, on a

’

'(t) = l[u®)l; (2.92)

et
F,,(t) = 2/ ugudz
Q
— 2| Vu(n)]? + 2/ ul? log [u] dx
Q
2
= —2pJ(u) + p [u(@)II5 (2.93)
on utilise I'inégalité (2.26) qui représente dans le théoreme 2. 1, on trouve
t
—2pJ(u) > —2pJ(up) + Qp/ [us(5)]]3 ds, (2.94)
0

par l'utilisation de lemme 2.8 dans le cas de /(u) < 0,
ce implique que
lu@®)l} > R, (2.95)

par (2.93) et (2.94), on a
U0 2 2pae) 2 [ Tl ds 2 ol
= 2 (S IOl - I +20 [ (o)
> (1= S+ 2 [ fuls)lids, (2.96)

oﬁM:I%.

D’autre part, on a
t "
L) =T (0) +/ ' (s)ds >2p(M — J(up))t >0, te]0,¢, (2.97)
0
aussi, on a

(M) < ( / t / us<s>u<s>da:ds)2

t t
/ Ju(s)]12 ds / g ()12 ds, (2.98)
0 0

IN
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logarithmique

maintenant, en multipliant (2.95) par ['(¢), on a
L @Ore = 2p(M— J(uo))F(t)vL?p/Ot||us(8)||§dsF(t)

= (= ) 0 + 2 [ o) [ ats) s,
en utilisant (2.97) en (2.98), on obtient

"

I (O0() > 2p (M — (o) T(1) + 2 (T (t)>2, for all t € [0,T].

N RS

alors
e - L (1 (t)>2 > 9p (M — J(ug))T(t), for all t € [0,T).

On vertu du lemme 2.10, ot o = £ > 1,et ¢(t) = I'(t), on obtient
il existe T, > 0, tel que

lim I'(t) = +o0,
t—T,
ce qui implique
t
lim [u(s)||3 ds = 400,
t—T, Jo

par conséquent, on conclut

lim [Ju(t)]2 = +oc.

T

(2.99)

(2.100)

(2.101)
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle et ’explosion
d’équation des ondes de type Kelvin voigt
avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor

et conditions aux limites d’acoustique

Tobjectif de ce chapitre est d’étudier le probléme avec conditions aux limites d’acoustique sui-

vantes

[ue]™ wgy — (a2 + be |Vu\2 de +o fQ Vu.Vutdx) Au— 2\ Au; =0 in Q.

u=20 inly x RT,

(a®>+0b [, \Vul|® dx + o [, Vu.Vudz) % + 2)\% =1, inT; x RT, 3.1
up + p(x)y + q(x)y =0 inTy x RY,

u(0) = vg, u(0) = uy in Q.

Ou 2 un domaine borné dans R™(n > 1) avec une frontiere réguliere I' = 9N a composé de
deux parties I'y et I'; tel que 'y UT'; = I".Tous les paramétres a, b, ¢ > 0, et p, ¢ sont des fonctions
satisfaites

p(z) >0, g(z) >0 pour tous z € I'y. (3.2)

Physiquement, les équations intégro-différentielles du probleme (3.1) ont étudié les vibrations
de structures d’espace flexibles amorties dans un domaine délimité dans R". Le terme non linéaire
|ug]™ ug, m > 0, il est exprimé des matériaux dont la densité dépend de la vitesse u;, Le terme

2)\Au, est 'amortissement interne des matériaux de la structure de type Kelvin-Voigt ou appelé

30
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aussi un matériel Voigt, est un matériau viscoélastique contient les deux propriétés d’élasticité et
de viscosité.

Ce chapitre a composé de deux partie, la premiere partie est étudiée la stabilité exponentielle
et la deuxieme est étudiée I'explosion en temps fini sous quelques hypotheses.
Ce mon travail aussi, c’est un article publié dans un respectable journal international de classe B
en 2020, voir [50] .

3.1 Préliminaires

Dans cette section, on présente quelques notations et quelques lemmes que on a besoin pour
montrer notre résultat.
On définit le sous-espace V de I'espace classique de Sobolev H'((2), par

V={ueH" (Q):u=0,onTly},

on suppose que

m satisfait 1 < m < n 5 sin > 3, (3.3)

n—
puis
Ve L™2(Q).

Lemme 3.1 [26] .1l existe une constante positive K telle que

[l e < K Vull, (3.4

Lemme 3.2 [26] .Pour les fonctions p et ¢, nous supposons que p,q € C (I'y), p(x) > 0 et g(x) > 0,
pour tous x € I'y. Cette hypothése implique qu’il existe des constantes positives p;, q; (i = 0;1), telles
que

po < p(x) <p1, g <q(z) <q, pourtouszely. 3.5)

Théoreme 3.1 [26] .Pour les données initiales (ug, u1,y0) € (V N H?*(Q)) x V x L?(Ty) , il existe une

fonction unique (u;y), est une solution du probléme (3.1) de classe

u€e L>(0,T;V x H*(Q)), u, € L> (0,T;V)

(3.6)
uy € L (07 T XL2<Q)) Y, Y € L> (07 05 L? (Fl)) :

3.1. Préliminaires
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3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons démontrer la décroissance exponentielle de solutions du probleme
(3.1)-(3.6).
Nous définissons I'énergie du probleme (3.1) par

E(t) =

m 1 b 1
gl 0+ 5 (4 G IVt 1) I9ute 5+ 5 [ st par. @

Lemme 3.3 [26].E/(t) est uniformément bornée par E(0) et

aE()

2
- = <1 | Vu(z, t)||2> — 2 ||V (z, 1)|3 —/ p(z) (g (1))*dl <0, t>0  (3.8)
It

2dt

Preuve. En multipliant '’équation (3.1); par u; et en intégrant sur {2, on obtient

/|ut|mututtdx —/ (a2+b/ |Vu|2dx+0/ Vu.Vutdx) Auutdx—|—2>\/ Auwudr.  (3.9)
Q Q Q Q Q

On remarque que

/|Ut‘ UgU AT = +2dt H t||m+27
puis, on applique la formule de Green, on obtient
d |: m+2 4 1 1 2
5 el + = IIV 5+ < IVuly = = llullp + 5 | g(a)y®dl
dt ‘ Ut +2 2 dt 2 ’ ‘2 P ‘p 9 r,

2
o 2 2

= — [ = U — 2 U —/yudF.
4(dtnv ||2) IVudly = | o

Par conséquent, on utilise les conditions aux limites (3.1)3 et (3.1)4, il est facile que voir

d m+2 1 2
V + — ||V + = dl’
dt [ || th+2 2 dat H UH || UH 5 /F1 q(z)y ]

2
g 2 2 2
= — | = ||Vu —2)||Vu —/pa:y dr.
T (G IvuE) — 2319l [ ot o

Cela implique
E(t) < E(0), t > 0.

Lemme 3.4 [26] .Pour chaque solution u(x;t) du systéme (3.1), le temps dérivé de la fonction définit

par

1 o 1
Ut) = —— " d+>\/V2d +—</V2d)+—/ 2dP+/ dr,
(t) mH/ﬂlutl ugudz Q| ul"dz + 7 Q| ul” dx 5 Flp(a:)y L

(3.10)

3.2. Stabilité exponentielle
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satisfait

2

v(1) <

wlzs =2 [ upar = [ aptar - vull - ovuld+ (55 19002)
It I'1
(3.11)

Preuve. Dérivant (3.10) par rapport a ¢, on obtient

m 1 m
U (t) = /Q|ut| uttudx+m+1 ||ut||mig+2)\/VuVutdx+ (||Vu||2 o ||Vu||2>
+/ uytdF—F/ utde—i-/ p(z)yydl, (3.12)
I I I'1

on remplace [, |u|" uyudr par I'équation (3.1); puis, on applique la formule de Green et les
conditions aux limites (3.1)5 et (3.1)4, on trouve

m g d
™ wds = = (@4 v 1vul) 190l - § (193 5 19018 - 22 [ Guvude
Q Q

—l—/ a —|—bHVu||2—|—a/VuVutdx Ou 2)\% udl
I o v

- @+ o1Vl IVl - & (17l 5 19ul?)

—i—/ uytdF—2)\/VuVutdx. (3.13)
r, Q
On remplace (3.13) en (3.12), on obtient
, 1 .
V() = ——lulmis = (¢ +0[IVull3) HVU\|§+2/ utydf+/ (ue + p(@)ye) y
m —|— 1 r,
m—+2 2 2
- m+1 53 = (04 b1Vl V3 +2 [ gt = [ qgaptar
m—+2 2 2
< oy Il = () IV 2 | g
o 2
- 2dT + — :
[ atarar + 5 (54 192
[ ]
Maintenant, on définit la fonctionnelle suivante
V(t) = E(t) +e¥(t). (3.149)

Proposition 3.1 [26] .1l existe deux constantes positives M, Mo, telles que

(1—eMy) E(t) < V() < (1+eMy) E(t), ¥t > 0, (3.15)

3.2. Stabilité exponentielle
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oll .
D<ex M
Preuve. On a
E@)—c|¥t)| <V(t) <E@l)+e|¥(t). (3.16)

On estime le premier terme de U (t)

1
’—/ lug|™ uguda

on utilise I'inégalité de Holder, on obtient

1 1
1 1 g v
—/|ut\mutud1’ < /|ut\(m+1)9dx /|u|”da: :

On choisit 8 = z—ﬁ, on obtient v = m + 2, on trouve
1
<

m+1
1 1 m+2 m+2
— ™ wpud mt2 g / mt2 g 3.18
ey [ e < g ([ eae) ([ T @an

on applique aussi I'inégalité de Yong, on obtient

<

1
— /Q g [u] dr, (3.17)

m

m+10

m—+1 1
1 m+2 mt+2 / m+2 mt2 50 / m+2 2
e d ) d < d
ot () ()™ < gy (f e
6_v m—+2 ﬁv
_— d
oty e

o . 1 1
pour ¢ ets une constatne positive et ; + = =1

On choisit § = 1 et = ™, on obtient v = m + 2, alors

1 e e
— (/ |ut|m+1dx) (/ |u|m+2dx)
m + 0 0

1

1 m+2 m—+2
P
1 K
< m—+2 v m—+2 )
(3.19)
On utilise la définition énergétique (3.7), on obtient
1 to 1 _— K2 2E(0)\ 2 2
— < |1 — | E(t), (3.20
m+2”ut“m+2+ (m+1)(m+2) lullyz < |1+ (m+1)(m+2)\ a? :| B0, (3.20)

3.2. Stabilité exponentielle
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on remplace les dernieres inégalités en (3.18), on conclut que

v[3

K2 2B(0)\ 2 2
d — | E(1). 3.21
m+1/|“t| | = (m+1><m+2)( a? > | 71 #2n
Ensuite, on a les estimations suivantes
2)\
0 < )\/ IVl dr < 2 B(0), (3.22)
et
/ dF’ < / ! ||2dF+1/ (z)y2dl
uy > 575U 5 q\r)y
I Iy 2q() 2 Jr,
< EHVuH2+1/ (2)y2dT
= 2 27 5 qu Yy
< (E + 1) E(t) (3.23)
—_— 2q0 b .
et
2 D1 2
—/ p(z)y~dl' < 2 Q(w)y dl’
Iy C]o
< B¢ (3.24)
2q0 ()
aussi )
? (/ |Vu|2dx> < 2B(1). (3.25)
4\ Jq b
Par les inégalités (3.21)-(3.25), on déduit que
(1—eMy) E(t) <V(t) < (1+elMsy) E(t), V>0,
telles que
K2 2B(0)\2 2 &
M, =2 Bl
! +(m+1)(m+2)( a? ) a2+a2q0
et m _
K+ 2B(00\2 2 k p o 2A
My =2 Sy -
2 +(m—l—l)(m+2)< a? > a2+a2q0 QG b 27
ou
O<e< i
M,
[ ]

3.2. Stabilité exponentielle
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Théoreme 3.2 [26] .Soit u(x;t) la solution réguliére du systéme (3.1) avec des valeurs initiales
(ug, u1,yo) € (VN H?AQ)) x V x L*(T'y) alors, Uénergie E(t) du systéme définit par (3.1) est sa-

tisfaite
E(t) < Me " E(0), pourt € (0,00),

pour certaines constantes réelles M > 1 et u > 0.

(3.26)

Preuve. Dérivant V' (¢) par apport a t, puis on utilise les formules (3.8) et (3.11), on obtient

Vi(t) <

m—+2
m + ]_ Fl I“1

o (1-2) (3 1u) 2019wl [ o),

1

ona
I
2¢e uydl’| < p dF + &2 ——udl’
I Iy p(x)
< / p(x dF+—k: |Vu|? dT
Fl 0 Fl

< /p dF+—2kE()

2
1 DPoa

-

Ensuite, de (3.7), on a
2 2 m+2
—a |Vl = ~20) + o= 153+ 5 IVl + [ qtaptar

on remplace (3.28) et (3.29) dans (3.27), on obtient

e(3m+4)
(m+1)(m+2)

9 (1_]£—Z> Bt o (1-5) (m IV HQ)Q.

Par la définition énergétique (3.7), on a

m b
luallits = 22 [ Vanll; = 5 1V ull,

m+2

Vi(t)

luellis < (m +2)E(0),

m—+2
on choisit o) D IVwl?
0 <o DU DITLIE
et
—2)\|]Vut|]§+8o( i%(m:—Z) el 5 <

m+2_€(a,2—|—bHVUH§) \|Vu||§—2a/ uytdf—&:/ q(z)y

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

3.2. Stabilité exponentielle
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ensuite, par (3.31) et (3.32), on peut choisir ¢ assez petite constante satisfait

2
0 < & < min (4,%,50).

De (3.30) et (3.33), on obtient

on suppose que
2
O<5<min(4, L a7 50)7
par la proposition 3.1 et (3.34), on déduit
Vit) < pV (1), vt >0,
ou B
2% (a?po — k)
~a?po (1+eMy)’
Il est facile de voir que la relation (3,36) implique

vVt e RT.

V(t) < V(0)e ™,

on résulte que
E(t) < Me ™ E(0),

ou "
1
_l+e 2>1

M = )
1—€M1

3.3 Phénomene d’explosion en temps fini

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Dans cette section on considére la propriété d’explosion de la solution du probléme (3.1), pour

obtenir notre résultat, on ajoute le terme source |u|’~> u, alors le probléme s’écrit comme suit

u=20

(a2 + be ’VU|2 dx + 0fQ Vu.Vutdx) g—z + 2)\% =y
ug + p(z)y: + q(z)y =0

U(O) = Vo, ut(()) = U1

e " g = (a® + b [, |Vul* dz + o [;, Vu.Vude) Au+ 20Au, + [ul’?u i Q.
inTy x RT,
in'; x RT,

in'; x RT,

(3.41)

3.3. Phénomene d'explosion en temps fini
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Notre technique de preuve est basée sur une méthode directe utilisée par plusieurs auteurs
comme Salim A.Messaoudi, en 2001, 2003 (on revenant au références [8,9]) avec quelques modi-
fications nécessaires dues a la nature du probleme traité ici.

Nous définissons I’énergie du probléme (3.41) par

1 s 1 b 1 1
B0) = g e 012245 (4 31Vl 01 ) I9uCo 04 [ a)ute)dr— Jute. ol

I
(3.42)
Théoreme 3.3 [50] .Supposons que m > 1,p > (m+1), et
Bo =l 4 5 (a4 2 1900l ) 1900l ol + 5 [ alo)(w(@)dr <0. (3.43)
0= g llmia + 5 {7+ 5 Vol tolly = 7 lluolly 3 | @)y . (8.
alors la solution du probléme (3.41) est explose en temps fini T*, estimé par
. 2(1 -«
T* < ( )ﬁTS' (3.44)
(2a = 1)y [L(0)]
Remarque 3.1 on définit
kg
=3+
Lemme 3.5 [37].Il existe une constante positive C' > 1, telle que
lully < € (vl + llul?) - (3.45)
Pour toute 2 < s < petu € H'().
Preuve. Si ||ul|, < 1 alors, [|ul|; < ||u||Z < C'||Vul|; par le théoréme de Sobolev.
Si [lull, > 1 alors, [lull) < [u|}. Donc (3.45) est verifiée. m
On définit la fonctionnelle suivante
H(t) = —E(t). (3.46)
alors
’ g d 2 2 2 2
I

Par conséquent, on a
1
0<H(0) < H(t) < = lull;.
p

de (3.42) et (3.46),en conséquent le corollaire suivant

3.3. Phénomene d'explosion en temps fini
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Corollaire 3.1 [50] .Soient les hypothéses du lemme 3.5 sont satisfaites, alors

s 1 m
ol < € (—Sg = 19l = [ o) @ ar = )+ ). 349)
m + r;

pour tous t € (0,T), pour tous u (.,t) € H'(Q) et 2 < s < p.

Ensuite, par (3.42) et (3.46). On définit

L(t) = H*1=9(t) + 5/ |ug|™ upudz. (3.49)
Q

Pour une petite constante positive € a choisir plus tard et

1 m(p—1)+3p—2
- 3.50
2 S T pmr2) (3.50)

Preuve. (Théoréme 3.3)

on dérive (3.49), on obtient

L'(t) =201 — a)HY 2 () H (t) + 5/ lug | da 4 e(m + 1)/ |ug|" ugudz. (3.51)
Q Q
On utilise I'’équation (3.41),, on a
e(m+1) / lue| ™ ugudz = —e(m + 1)b||Vull; —e(m+ 1) — 2Xe(m + 1) / VuVu,dx
Q Q
2 2 o(d 2 2
el + e [Vull — <(m + DF (5 19l ) 170l
+e(m + 1)/ lul” dz + e(m + 1)/ uydz. (3.52)
Q I
Ensuite, on utilise I’équation (3.41)4, on trouve
_ 1 q(x)
e(m+1) | uydl = —e(m+1) wudl —e(m+1) | ——yudl. (3.53)
Iy r, p(z) r, p(z)

On remplace (3.52) et (3.53) on (3.51), on obtient
L'(t) = 21— a)H" OV H (1) + ¢ [lullnts + e(m + 1) [[ull?

o(d
e(im+ 1)a? [ul — <(m + D (5 190l ) 170l

—e(m+1) /r ﬁutudf —e(m+1) /1“ %yudf

—oe(m + 1)/VuVutdx — e(m+1)b |Vl (3.54)
Q

Il est clair que

e(m+1) [lull, = e(m = 1) ully + 2¢ [|ull,,

3.3. Phénomene d'explosion en temps fini
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d’aprés (3.46), on a

2ep
m—+ 2

+ep / q(x)y*dr,
I

m+2 2 pb 4
el ts + epa® [ Vull; + e IVully

2¢|lull; = 2epH(t)+

alors

2ep

elm+ 1) |lully =& (m—1) Jullp +2epH (t) + ——= [l 53

2
ez + epa’ [ Vull

pb
sl Vali +ep [ gta)ytar,

Iy

On remplace (3.55) en (3.54), on obtient

m + 2

+ea?lp = (m+ 1) |Vl + < [ — (m+ )] |Valli+ep [ a(onda
ry

d
—6(m+1)% <E||Vu\|§> ||Vu||§—2)\5(m+1)/QVuVutdx

—e(m+1) /F p(lx)utudF —e(m+1) /1“ %yudﬂ

On utilise I'inégalité de Yong avec ¢, puis les formules (3.5) et (3.4), on a

1 ElE 2 k 2
—5m—|—1/—uudf2—5m+1—Vu —e(m+1)— ||Vull;.

Q(x) qi1€2+ 2
—5m+1/—u dl' > —e(m +1)—=Fk||Vul|l; —e(m +1
(m 1) [ Syl 2 —<lm+ 1) 3R [Vl —<(m+ 1)

1
— 2 (m+1) )\/ VuVuyds > —& (m+ 1) Aes | Vul|3 — e (m + 1) A V3.
Q 3
g d ) 2 g d 2 2
~elmt )G (192} 190l = —e -+ 0§ (5 190l )
Ensuite, a partir de (3.47), on a

’ (o d 2
H (025 (51903) + 2219l

et
H(t) > H(0),

1 2
z)y“dx.
2poa /rl q( )y

(3.55)

/ 2
L'(t) = 20 —a)HIY 2 ()H (t) +¢ (1 T ) e |25 + € (m — 1) [[wll? + 2epH (t)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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Chapitre 3. Stabilité exponentielle et I'explosion d'équation des ondes de type Kelvin voigt avec une
dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d'acoustique

on remplace les dernieres inégalités (3.58)-(3.63) dans (3.57), on obtient

: d 2
L0 = G200 0~ n 0] (IV0l) +eln - 1) ful;
1—2a 81E 1 2
+X|2(1—a)H722(0) —e (m + 1) + — )| IVwll; + 2epH(¢)
2poX &3
p k(1 2po 2
1) |a? —1)-—= (= =
reme ) [ (B 1) = ol (St ) 190l
D 4 m+ 1 m42
eb (5= m—1) IVl (= 5 ) [ atonPar e s,
(3.63)
On a,
L(O) = H2(lia) (O) + 5/ UgU1 > 0, (3.64)
Q
maintenant, on pause
a; = 2(1—a)H72*0) —c(m+1),
ko1
= 2(1— ) H2(0) — 1) (=4 =
o = 21— HHO ) (4 1),
2 b k 1 2po
as a (m+1 ) 2p0 (61 +q1€2 -+ 2 83) ,
ay = g — (m -+ 1) ,
as = p—(m+1).
On choisit aussi ¢; = ﬁ, €9 = %, €3 = “—i, et
2(1 — o) H! 2 2 2
oo (1-a) © (4 _ A (poa) ),
(m+1) E +2(2poa)
alors, les termes (a; = 1..5) sont des termes positifs.
Enfin, on obtient
, d 2 .
L0 0| (FI701°) IVl + V0l + V0l + fullzi3+ )+l G.65)
On conclut que,
L(t) > L(0) >0, frallt>0. (3.66)

. . =y
Maintenant, en estimant | [, |u,|" wudz| R

3.3. Phénomene d'explosion en temps fini
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dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d'acoustique

ona
2(1 a)

; (3.67)

/ |ue|™ ugudx
0

/ |u |m+1
on utilise I'inégalité de Holder, on obtient

EGD)
/|ut|m+1udw [(/ ‘ut|m+1pdx> ( |u“1dx> ]
Q Q

telle que Ilj + % = 1,on choisit p = 242 alors, ¢ = m + 2, on obtient

m+l 1 2(11—(1)
m+2 m+2
/ ]ut\mﬂ udx [(/ [y ] (m+2) dx) </ ]u|m+2 dx) ] , (3.68)
Q Q

et par l'inégalité de Yong

/ |ut|m+1

2(1 a)

2(1 a)

1
2(1—a)

0 m+1. 0 —u 1 ) n
<5 ([ an) T ()T
- t )
9 Q 1% Q

telles que  + , = 1, et § = 1, on choisit § = % alors p = % donc
2(1 a) ( 1 )
m(l1—2a)—(4a—3)
/ g | uda [(/ || T2 dx) + (/ || dx) ] , (3.69)
Q Q

ou

O — ma m+ 1 m (1 —2a) — (4o — 3)
L e 2(m+2)(1—a)  2(m+2)(1—«) ’
on applique aussi I'inégalité de Holder sur le deuxiéme terme du coté droit de (3.69), on obtient

io (ra—za—@—s) ; (20 (ma—so—aa=9 )%
(/ |ul dx) < </ 1'°dx) (/ [ul da:) (3.70)
Q Q Q

o0 B
on choisit = L et p = alors

__p
p—(m+2)’

(m) m+2
([ ac) < & (=), @7
Q

on remplace (3.71) dans (3.69), on obteint

/ g™ uda

Pour m > 1, p > 5(m + 1) et « définit par (3.51) puis, on pose

1
2(1—a)

m—+2
< C4 [Hutnm*? + y|u|\,(,[m<”°*><4‘*3”)} . (3.72)

m-+2

m+ 2

25T (1 —2a)— (da—3)] =P

3.3. Phénomene d'explosion en temps fini
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par conséquent, le lemme 3.5 donne

/\utlmH udz
0
1 1
2(1—a) 2(1—a) 2(1—a)
L (t) = (H (t)+6/uutdx>
Q

< 4 (H(t) + ||ut||$i§ + ||u||£) , pour tous t > 0.

2(1—a)

2
< G [Jull i3 + lull]

On conclut que

Donc, combinant (3.65) et (3.74), on obtient

1
/ 2(1—a)

L(t)>~L (t) pourtoust >0,

ce signifie que

/ 2(a1—1)
L(t) >,
on a 1 -
[N 20a—1)d L2<3—1> |
200 — 1 dt

on remplace (3.77) en (3.76), on trouve

d 2a-1) 200 — 1

— | L t < —

(ﬁ< <)>—2m—m%
telle que ~ est une constante positive.

Par une simple intégration de (3.78) sur (0,¢), on résulte que

2%?:041) 1
t) >

- 20—1

a— 2(a—1) )
22((17})775 + L (0)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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Chapitre 4

Explosion de la solution d’équation de la

membrane élastique avec un retard

Un retard utilisé pour séparer 'occurrence entre deux événements, en particulier dans un dis-
positif mécanique ou électronique des retards, ce type de problemes sont appliqués dans plusieurs
domaines car, dans la plupart des cas, les phénomenes physiques, chimiques, biologiques, ther-
miques et économiques ne dépendent pas naturellement et uniquement de I'état présent, mais
aussi sur certaines occurrences passées.

Le but de ce chapitre est d’étudier I'explosion de la solution de I'’équation viscoélastique non

linéaire avec un retard de la forme

(wy — [a+b IVullz 4 o (Vu(z, t), Vuy(z, t))] Au(z,t) + fotg(t — s)Au(z, s)ds
gt () + pyug(x,t — 1) = |[ufP 2 u, reNt>0,
u(z,t) =0, x €00 t>0, (4.1)
u(z,0) =up(x), u(x,0)=u(z), xeQt>0,

| w(zt —7) = folz,t), ret>0,te(0,7).

Ou 2 est un domaine borné de R"(n > 2) avec une frontiere réguliere 0, a,b, o, py, 11y
sont des constantes positives et g(¢) est une fonction positive qui représente le noyau du terme
mémoire satisfait la condition donnée dans H1. 7 > 0 représente un temps retardé, ug, uy, fo
sont des fonctions appartenant a des espaces appropriés. léquation de (4.1); est liée a '’équation
du panneau de flutter avec un terme mémoire et le contrdle du temps retard. Les matériaux
viscoélastiques présentent un amortissement naturel, a cause de la propriété particuliere de ces
matériaux qui gardent la mémoire de leur histoire passée. Surtout cette équation se pose dans
une expérience en soufflerie a des vitesses supersoniques.

Mon travail est un article fini et envoyé a un espectable jornale.

44



Chapitre 4. Explosion de la solution d'équation de la membrane élastique avec un retard

4.1 Préliminaire

(H1) ¢ : [0,00) — (0, 00) est une fonction non croissante de classe C, telle que

a—/ g(s)ds :==1>0,
0

/ g(s)ds < N T
0 08250 9)02)

(H2) 11 existe une fonction différentiable positive non croissante £(¢), telle que

et
1

, ou 0<pB<1.

!

g (1) < =€(t)g(t), V=0,

/O " e(t)dt = oo,

(H3) Soit ¢ est une constante positive telle que

et

THY <6 < T (209 — py) ST puy < pig
0= pig Si py = pg.
Lemme 4.1 [57] .Pour toute fonction g € C* (R) et uw € H} (0,T;L*(Q2)), on a

4.2)

4.3)

(4.4)

4.5)

/QVut(t) /Otg(t—s)Vu(s)dsdx - %(g’ovu) - 19 50w (t)—%g(t)/QWu(t)]Qda:

2t
%% (/Otg(t)ds/Q|Vu(s)|2dx>,

(g0 u) (1) ::/0 g(t—s)/ﬂ\u(t)—u(s)|2d;cds,

ou

Lemme 4.2 [57] .Pour u € L* (0, T; H} (Q)), 0on a
2

[ ([ att=9) ) - utsas) o < 0= C2go) 0
0
ol C, est la constante de Poincaré et [ est donné par (4.2).
Lemme 4.3 [57].Soit p > 2, alors il existe une constante positive cs, telle que
lull, < e |[Vully, pouru e Hy ().
Lemme 4.4 [57] .Supposons que p > 2, alors il existe une constante positive C, telle que
lully < € (IVully + lull)

pour toute u € H} () et 2 < s < p.

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.1. Préliminaire



Chapitre 4. Explosion de la solution d'équation de la membrane élastique avec un retard

4.1.1 Probleme équivalent

Nous introduisons la nouvelle variable dépendante suivante

z(z,p,t) =u (x,t —7p), €, pe(0,1)t>0. 4.9)
Par conséquent, on a

Tz (2, p,t) + zp (2, p,t) =0, inx(0,1) x (0,00). (4.10)

Alors, le probleme (4.1) est équivalent a

( Uy — [a +b HVUHS + o (Vu(z,t), Vu(z, t))} Au(z,t) + fotg(t — s)Au(z, s)ds
() + py2(x, 1,1) = Jul’ " u, r e Qt>0,
Tz (2, p,t) + 2, (z,p,t) =0, reQt>0,e(0,1).
2(x,0,t) = uy(x, t), x e, t>0, (4.11)
u(z,t) =0, r € 0Q,t>0,
u(x,0) = up(z), u(z,0)=u(x), x €,
| 2 (2,0,0) = folz,tp), reQt>0pe€(0,1).

Soit § une constante positive telle que
Thy < 0 <7 2 — y) - (4.12)

Théoréeme 4.1 [57].0n suppose que p, < p,. Soient ug € Hj (Q),u; € L*(Q), f, € L*(Q x (0,1))

et T > 0, il existe une solution faible unique du probléme (4.11) sur Uintervalle (0,T) telle que

ue C([0,T]; Hy (2)) N CH([0,T]; L*(2)).
wp € L2 (0,T; HY () N L2 ((0,T) x Q) .

4.2 Explosion en temps fini

Dans cette section, nous étudions ’explosion en temps fini de la solution du probléme (4.11),
avec la condition de positivité énergétique initiale.

Premieérement, nous définissons la fonctionnelle énergétique du probléme (4.11) comme suit

1 1[b ! 5 !
B@) = ylult+ g |51+ (o [ atoas)| 1V + 5 [ [ 20 dpts
0 QJ0
1 1
+3 g0 ()~ - ull. (4.13)

Ou J est une constante positive satisfaite (4.12) avec 7 = 1.

4.2. Explosion en temps fini



Chapitre 4. Explosion de la solution d'équation de la membrane élastique avec un retard

Lemme 4.5 E(t) est une fonction non croissante et

E () < —a (||ut|\§ + / 22 (x,1,t) dx) , pourt >0, (4.14)
Q

oll « est une constante positive.

Preuve. En multipliant I'’équation (4.11); par wu; puis, en intégrant sur (2, ensuit on utilise la

formule de Green et la formule (4.6), on obtient

1d

t b 1d
el + a—/ gt — s)ds | ||[Vull; + - |Vull; + (g 0 Vu) +——||u||”
2dt 0 2

o(d 2) () 2 /
= — | = [|Vu — —||Vu g oVu) — ug|| — z(x,1,t) uyde,
7 (5 Ivult IVall3+ 5 (5 0 V) = o llully = [ 2 (100
(4.15)

aussi , en multipliant ’équation (4.11), par gz puis, en intégrant sur (0,1) x €2, on trouve

) ) )
th// (x,p,t dpd:z——; (m,l,t)dm—kg/gz (x,0,t)dz, (4.16)

en sommant les deux formules (4.15) et (4.16), on résulte

’ g d 2
Et) = -2 (Enwnz) IO iz 4L (o o V) — g el — JRCIRE
0 2 2
5 | # (x,l,t)dx—i—%/ﬂz (x,0,t) dz, 4.17)

alors, on permet d’écrire

; ) )
E(t) < - <u0 — Z) HUtHg — Z/QZZ (x,1,t)dx — /Ll/gz (x,1,t) wdzx, (4.18)

ona

- ,ul/ (x,1,t) uydzr < lél 22 (z,1,t) do + % e ez, (4.19)
Q Q

on remplace (4.19) en (4.18), on obtient

/ o i o
Et) < — <,U0 T ?1) HUtHg - (; — ?1) /922 (x,1,t)dz,

< —a <Hut||§ + / 22 (z,1,1) dx) , pour tous t > 0, (4.20)
0

olla; =min{py— = -4, 2 -41>0. m

4.2.  Explosion en temps fini
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Ensuit, d’apres (4.13) et le Lemme 4.3, on a
1 , 1 1
B(t) = 5Vl + 5 (g0 Vu) —fulf

1 1 BY /1 P
> SHIVull+ 5 (g0 Ve = =L (1 Vull,)

> F (\/l IVul2 + (go Vu)> , (4.21)
ou By = lc_%g, et
p
F(z) = %xQ — &mp, x> 0. (4.22)
p

Remarque 4.1 on peut vérifier que la fonctionelle F' est croissante sur (0,)\;), decroissante sur
- p

(A1, 00), et F admet un maximum A\, = B, "~ avec la valeur maximale E, = F()\,) = pz;]f)\f.
Preuve. On dérive (4.22) par apport a ¢, on obtient

F(r)=2— Bz, (4.23)

soit \; une constante positive, telle que

F ()\1) = 0,
de (4.23),0on a
A\ =B, "2,
cela implique
1 BY
F(\) = §A§ — ?w;, A >0
1 -2 BY (-2
- om0 ()
p
1 -2 1_-2
= §Bl TR -B v
-2 2p
_ P 2p
2p
p—2
= 5= A

Alors, la fonctionelle F est croissante sur (0, \;), et decroissante sur (A;,00). =

Lemme 4.6 [58].0n suppose que p > 2, 1 |Vul]5 > A2, et (H1)-(H3) sont vérifiés avec E(0) < E,
alors, il existe Ay > \; telle que, pour tous t € [0,T),

L[ Vull3 + (g0 Vu) () > A2, (4.24)

4.2. Explosion en temps fini
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et
D

B
[Jul? > ?W;- (4.25)

Preuve. On considere que F(t) est non croissante, alors

E(t) < E(0) < En,

pour tous ¢ > 0. De la propriété de F, Il existe X, < A; < )\, tellle que F(\,) = F(\;) = E(0).
Puis, comme F(0) = 0, [ || V|2 > A? et la continuité de F(\/l IVull2 4 (g o Vu) (t)), on déduit

que

HIVull; + (g0 Vu) (£) > A3, VE€[0,T).
De plus, d’apres la définition de F(t) par (4.13), (4.24), et la définition de F', on a

1 1 BY
Julf, > 5 IVl + (90 V) (1)) = E(0) 2 538 = F(d) = —1X;

Par conséquent, on compléte la preuve. m

Théoreme 4.2 Soient (H1) et (H2) sont satisfaites. On suppose que p > 4, et ug,u; € Hy (Q)
avec 1 ||Vul|2 > A2, E(0) < BE,. Alors, la solution u du probléme (4.11) est explose en temps fini
T*estimée par

(R k) By

al [L(0)]"

Ot T est une constante positive.

Preuve. Par la contradiction, on suppose que la solution du probléeme (4.11) est globale alors, il

existe K; > 0 telle que
luellz + [19ully + 1 Vull; + [lull) < Ki. ¥t > 0. (4.26)

On définit

H(t) = Ey, — E(t), 4.27)
ou E, € (E(0),BE,).
Par le Lemme 4.5, et (4.25), on a

H(t) > H(0) = B, — E(0) >0, (4.28)

4.2. Explosion en temps fini
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et par £ = ZtA], et 0 < § < 1, on obtient

1
H(t) < E;— (lHVUH§+(gOVU))+Z—?HHH§

N | —

IN

1 1
BE = 50+ [ulf

1, 1, .
Ey — 5/\1 + ’ [l

IN

1, 1,
—2—p)\1 + » [[wll;

1
<l (4.29)

IN

Aussi, on définit la fonctionnelle suivante

2
L(t) = H"™(t) +5/ wpudr + g,uo/ u?dx +5% (/ |Vu|2dx) . (4.30)
Q Q

Q

Ou 0 < ¢ < 1 a déterminer plus tard et

91
0 < o < min <p—, —) . (4.31)
2p 2

On dérive (4.30), on obtient

/

L) = (- HOH @)+ i+ [ wuds
Q
o(d 2 2
+epy | wude +e= | — ||Vu|®) (|[Vul?) . (4.32)
o 2 \ dt
on utilise (4.11),, et la formule de Green, on trouve
5/ ugudr = —ca | Vull; —eb||[Vull; + ¢ [[ully — u15/ z(x, 1, t)udx — epy / ugudx
Q Q Q

t
+s/ Vu(t)/ gt — 8)Vu(s)dsdr — 2¢ (i ||vu||§> (IVaull3) (4.33)
Q 0 2 dt

on remplace (4.33) en (4.32), on obtient

’

L'(t) = (1—a)H*(OH (1) +ellul; —ea|Vully — eb||Vully + ull}
¢
—uls/z(x,l,t)udx+6/Vu(t)/ g(t — s)Vu(s)dsdz. (4.34)
Q 0 0

On utilise I'inégalité de Holder et I'inégalité de Young, pour 6,7 > 0,

LN

2
3, /. 2¥(x, 1, t)dz, (4.35)

- M15/ 2(x, 1, t)udz > —6yppe ||ulls —
Q

4.2. Explosion en temps fini
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et
s/QVu(t)/O g(t—s)Vu(s)dsdx:5||Vu||§/0 g(s)ds%—s/QVu(t)/O g(t—s) |Vu(s) — Vu(t)| dsdz,
(4.36)

on voit que
< [9utt) [ ote =) 1uts) = Vo) dsde >~ |9l [ g(s)is = ne (g0 V) (@), (437
de (4.36) et (4.37)
€/QVu(t) /Otg(t — ) Vu(s)dsdz > —ne (g 0 V) (£) + ¢ (1 _ 4—17) /Otg(s)ds IVul?.  (4.38)
On remplace (4.35) et (4.38) en (4.34), on obtient

L0 = A= B OF O+ luli+e|-a (3 -1) /Otg<s>ds] [Vul - b | Vul

4n
te |[ull? = ne (g o Vu) (£) — Sypnye [|ul2 — A%lg (2,1, t)dx, (4.39)
1 Jo
on choisit 0; = 4’;1 -H“(t) telle que k est une grande constante positive a déterminer plus tard,
on obtient )
2 K a 2
— b [y = —<HAE ) Jull. (4.40)
et
— ﬂ6/ 2(z,1,t)dr = —ea kH (1) / 22(z,1,t)dw, (4.41)
401 Jg 0
maintenant, par (4.14)et (4.27) on a
1
_ / 2(e 1, t)de > ——H (1), (4.42)
Q a

ou «; définit on (4.20)
Par conséquent, (4.41) et (4.42) découle

) / 2o 1, uds > —ckH-*(#)H (1), (4.43)
Q

On remplace (4.40) et (4.43) on (4.39), on voit que

!

/ 1 t
L(t) > 1—a—ck)H *(t)H (t)+¢ {—a — (% — 1) / g(s)ds] ||Vu||§
0
2
—be ||Vl — en (g o V) — sﬁkm(t) a2 + € [Jul?, (4.44)

4.2.  Explosion en temps fini
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on ajoute le terme ep(H (t) — E> + E(t)), puis on utilise la définition de F£/(¢), on obtient

L) > (1—a—ek) HO@)H (t)+¢ <1%2) a2 + &b (13 - 1) IVulll + epH(t)

4
(p—2) (p—2) 1 ! 2 p
e [52- (232 +%)/ o(s)ds| IVl + 2 (5 = 1) (s 70)
2
e @l + < [ [ ety — o (4.45)

Maintenant, on prend 7 qui satisfaite

a—1 p(1—p5)

2(1—5)l(p—2)<n< 5 + B, (4.46)
ce qui est possible grace a (4.3),
par (4.46), on a
—_ — t _
[(p - <<p 2 %)/O g(s)ds} vl > 82 2wl (4.47)
et 5
(2-n)wovay = 522 (govu). (4.48)

ensuite, par (4.47) et (4.48), puis on utilise le fait que ! || Vul|5 + (g o Vu) (t) > A3, on obtient

w=2, (=2 LY [ oas| gvallz + (2 =) (g0 Va) - o
{ 2 2 an) ), 2

> 5@ (UIVully + (g0 Vi) — pE;

B 2 ¥
> Oy (1|Vulls + (g0 Vu)) + Co.

2 (p—Q) )\% 2
(1[IVully + (g0 Vu)) + 3 CERBY (1[IVull3 + (g o Vu)) — pEs
2

(4.49)

ou C; = g2 AZ Al ,Cy = B22AN  pE,. en plus, de By < BE, et By = ©2)2

on observe queﬁ 50, et O = e pE2>6((p§2 )\f—pE1> 0

Donc, (4.45) dev1er1t

2
L'(t) > (1—a—ck)H (t)H (t) +Cy (1| Vull; + (QOVU)) 4/<: €Ha( ) llull3
D+
+5( . ) a2 + b <Z - 1) IVulll + epH(t) // (z, p, t)dpdz.

(4.50)
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On utilise (4.29), on trouve
«a 1 “ (e}
rew < (5) g,

C’est signifie que

ool < (5) 19005 . (4.51)
par le lemme 4.4, pour 2 + ap < p et (4.51), on obtient
Ha 2 1 @ p—2 p 1 @ p—=2 2
(@) flull; < Cs p Q7 [Jull, + 5 Q7 [[Vull3] , (4.52)
par la décomposition de pH ()
pH(t) = (2a1 + (p — 2a1)) H(?), (4.53)

ou A
a; < min <]%,C’1) ,

ensuit, on utilise la définition de 2a, H (t), puis on remplace (4.52) et (4.53) en (4.50), on obtient

L0 2 (0= a) -k 7 0H 0+ (152~ ar) Jull

1N o2 42
. (clz e (5) o/ 20 —a1Z) IVul? + < (G — ar) (g0 Va)

1
b (B —1- ) IVully +e (0 —2a1) H#H) +26 (£ — ) / / (@, p, t)dpda

2a, p2 o (1N o2
Mg 5 0 e
ve (22— e (3) 07 ) i

(4.54)
On choisit la constante k, telle que
N ez opd
— — _ Q2 .
€ -ai—a (5) 0% 0 (455
et )
2 I\, e
U e ) (4.56)
p 4ok \p
par (4.55) et (4.56), on obtient
2
Cs _ p=2 e p
k “Q| 2 _ .5
- 4a1p | | fmax <Z(Cl—a1)’2a1) ’ (4 7)

4.2. Explosion en temps fini
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et ¢ tres petite que
(1-a)
k Y

e < (4.58)

et

L(0) = H(0) + = / urtod + i / W2dz + oz ||Vl > 0. (4.59)
Q Q

Ainsi que, de (4.54),(4.57) et (4.58) il existe £ > 0, telle que

’

1
L) = € |HO+IVul+ (o V) + [Vuli+ [ [ 0dpds+ ull + el
0

(4.60)
alors, (4.60) implique
L(t) > L(0) >0 for ¢ > 0.
Lestimation suivante est
[ wda] <l
< Cllull, fluelly (4.61)
cela implique
T—a 1 1
/ wudz| < C|lullF ]I (4.62)
Q
Encore on applique I'inégalité de Young, on obtient
I—a _n _6
/utudaz < (4 {Hqu“ + HutHQID‘] , (4.63)
Q
pour - + 5 = 1, et C3 = C572%;, on choisit ¢ = 2 (1 — a) , on obtient y = A1=a)
alors
/ wude| < O [l + 2] (4.64)
Q
par (4.31),ona2 < s = - < p, on utilise le Lemme 4.4, on obtient
1—a
/ wuds| < C [l + flell3 + 9] (4.65)
Q
Par conséquent, de (4.65), on a
=~ 1-a € 2 o AR
Lty = (H (t)+¢e | wudr+ -py | vdr+ —<||Vul,
Q 2" Ja 4
_2 _4
< Gy <H(t) +{[ull? + [luell3 + ulls ™ + IIW|I§‘“) , (4.66)
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pourt > 0et Cy >0,
par (4.26) et (4.28) ,on a

4 1 1
[Vull;7 < K{7™* < K==

De (4.67), on obtient

2 1
, et fuf;™ < K=

H(t)
H(0)

LT < Cs (H() + Jull) + Jull3) . ¢20.

avec C5 > 0. En combinant (4.60) avec (4.69), on conclut que

! 1

L'(t)y >TL{t)T=, t>0.0uT >0,

ce implique

alors

o / «
(£ ) <7, oy = 2
a_

Par une simple intégration de (4.70) sur (0, ), on déduit que

r

a 1
La(t) > — .
L5 (0) T

Puisque L(0) > 0, L(t) est explose en temps fini, la preuve est terminée. m

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)
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Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié la stabilité de la solution par la méthode énergétique et
I'explosion de la solution par une méthode directe qui se base sur les fonctionnelles de Lyapunove
de certains systémes d’évolution non-linéaire.

Tout d’abord, nous avons donné un résultat simple d’existence locale et globale d’une équation
parabolique avec amortissement et terme source logarithmique, en utilisant certaines hypotheses
pour les données initiales. Puis nous avons étudié la stabilité et 'explosion de la solution.

Ensuite, nous avons étudié une équation des ondes avec des conditions aux limites d’acoustique.
Nous avons obtenu le résultat de la stabilité et 'explosion en temps fini.

Enfin, nous avons étudié I'explosion en temps fini d’'un probléme avec un retard.

Dans la littérature, nous avons observé que les équations classiques comportent des termes non
linéaires d’amortissement et de perturbation du premier ordre qui ont été largement étudiées.
Alors en perspective, il serait intéressant d’étudier la stabilité et I'explosion de la solution du

systeme de la forme

ug — div (\Vu\m(%)*2 Vu) + oy |ue ™72 = [uf 2 ulog u.
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