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Introduction

INTRODUCTION

Le terme dynamique des structures peut se définir simplement comme variable dans le temps.

Une charge dynamique est donc une charge dont I’intensité, la direction ou le point d’application
varient avec le temps. De méme la réponse de la structure est une charge dynamique c’est-a-dire
les déplacements et les contraintes qui en résultent et également variable dans le temps donc
dynamique elle aussi. L’objectif que se fixe la dynamique des structures est de caractériser le
comportement des constructions soumises a des sollicitations dynamiques.

Ce polycopié de la dynamique des structures est destiné aux étudiants de licence et Master |
d’option construction mécanique. Il est rédigé d’une maniére simplifiée ou des exercices qui me
semblent utiles pour une bonne assimilation du contenu du cours sont accompagnés a la fin de
chaque chapitre.

Le contenu de ce polycopié est structuré en huit chapitres. Le premier chapitre est consacré au
rappel de quelques notions et méthodes de la mécanique analytique classique, les différents
principes qui permettent d’établir les équations de mouvement, tel que d’Alembert, Lagrange et

en les traduits par des exemples illustratifs.

Des notions générales font 1’objet du deuxiéme chapitre. L’établissement des équations
différentielles des oscillations, ainsi la classification des différentes forces appliquées au systeme
en oscillation, et la modélisation des structures. Le troisieme chapitre est consacré au traitement
des oscillations libres amorties et non amorties des systemes a un degré de liberté. Pour chaque
type, I’équation différentielle du mouvement ainsi leurs caractéristiques et leurs présentations ont
été décrites. Le calcul des fréquences propres en tenant compte de la masse des éléments élastiques
a été également cherché. Le quatrieme chapitre est propose pour étudier les oscillations forcées
des systémes a un degré de liberté ainsi des systémes sans amortissement visqueux. Egalement au
chapitre précédent, les équations différentielles, les caractéristiques et leurs présentations ont été
étudiées. Ainsi les expressions des oscillations résonantes ont été cherchées. Le cinquieme
chapitre est consacre aux oscillations forcees des systémes a 1ddl sous l'action des charges
dynamiques arbitraires, tels que les oscillations forcées dues a la charge périodique, des charges
impulsives semi-sinus, des charges arbitraires, oscillations forcées des systémes sans

amortissement -Intégrale du Duhamel- et avec amortissement ainsi le procédé numérique de
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L’intégrale de Duhamel et en termine par des applications. Le sixieme chapitre est consacré aux
oscillations non linéaires. En traitant la méthode de I’intégration Pas a Pas. Le septiéme chapitre
est consacré aux systémes a plusieurs degrés de liberté. L’établissement des €quations
différentielles des oscillations en flexion ainsi la détermination des matrices de rigidité et
d’amortissement. Les mémes oscillations ont été cherchées par la méthode des forces. Le huitiéme
chapitre fait I’objet de I’étude des oscillations libres et oscillations forcées des systémes a ‘ n’degré
de liberté. Les oscillations libres ont été déterminées ainsi les modes propres. Le neuvieme
chapitre est consacré a la méthode de composition de la solution en série des modes propres
(méthode de superposition des modes). L’équation différentielle des différents systémes : libres,

amortie, forcées amortie et non amortie ont été établies.

Le chapitre dixiéme est consacré aux méthodes pratiques de recherche des fréquences propres et
des modes propres. La méthode de Stodola sera étudiée. A la fin de chaque chapitre, des
applications qui me semblent utiles a la compréhension de différents phénomenes ont été
proposees.

A la fin de chaque chapitre, des applications qui me semblent utiles & la compréhension de
différents phénomeénes ont été proposées
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Chapitre 1 : Rappel de la mécanique

1 Introduction

La mécanique newtonienne (ou classique) est I'étude des corps en mouvement (dynamique)
ou des corps au repos (statique). Le mot "statique" signifie ici équilibre, le corps ne subit

aucune condition dynamique (accélération, force sont nuls).

1.1 Le Principe de d’Alembert

Une masse produit une force proportionnelle et opposée a son accélération est connu sous le

nom de principe de d’Alembert

1) Force d’inertie

e Principe de d’Alembert pour un point materiel

ﬁ + ﬁ + E) = 0 f' force d'inertie \] N. de réaction
. . Fo=—M.W, B\\A ~
e Principe d’Alembert pour un systeme de point matériel > W

-
F force active

Si a chaque moment on ajoute au systéme des forces d‘inertie

correspondants, le systéeme obtenu est en équilibre ,/vF\?\\
[ B :I
)
E—— _— 1
FIK ) EK ) P'eK k:1,2,3,4 ...... N \_‘ °_i5’ /
et vérifier les conditions d’équilibre de la statique Fig.2.1: Equilibre d’un systéme de points

YF+ XF, +XF, =0
2) Le moment des forces

Y Mo(Fop) + 5 Mo(F) + X My(Fr) =0,avec X My(F,) =0
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Y My(Fp) + My, =0 (1.2)

Les formules du vecteur résultant E,’ et le moment résultant M, des forces d’inerties.

Conclusion

a) Un corps solide en mouvement plan
Dans ce cas, les forces d’inerties du corps solide peuvent étre remplacées par deux

composantes.

e Une force de module égale au produit M.WC et de sens appose de WC)
R=-M.W,
(1.3)

M : masse totale du corps

e Un couple de moment égal un module au produit Fig.2.2 : Mouvement plan

Jc @, estdesigne opposé de ¢
Mep=—Jc ¢ (1.4)

b) Un corps solide en mouvement de rotation autour du point C

W,=0 — Ry =0

Il reste, M, = —J- ¢ danscecas F; se remplace par un couple
Fig.2.3 : Mouvement de rotation

c) Un corps solide en mouvement de translation
$=0 o R=-MW, (1.5)
1.2 Le principe de déplacement virtuel (Lagrange)

a) Déplacement virtuel : Le déplacement d’un systéme est

I’ensemble de déplacements infiniment petit et compatible aux

liaisons du systeme. Fig.2.4: Mouvement de translation
e Un mécanisme (Bielle manivelle) A

Les déplacements virtuels sont :
- & possede les propriétés différentielles ;

- Les déplacements virtuels ne sont pas indépendants
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Nous pouvons prendre un déplacement comme référence et exprimer les autres en fonction de

ce déplacement choisi. Fig.2.5 : Systeme bielle manivelle
Le nombre de déplacement virtuel indépendants, s’appelle le nombre de degré de liberté (ddl).

b) Le Travail Virtuel : le travail de la force active appliquée sur un déplacement virtuel

s’appelle le travail virtuel de cette force.
§A, = —P8sp Travail virtuel de la force P
6Ay = M .6¢ Travail virtuel du mouvement du point M

1.3 Le principe du travail virtuel (W.V.)

Pour un systéme soumis aux liaisons parfaites (idéales) soit en équilibre. Il faut et il
suffit que la somme des W.V de toutes les forces actives appliquées sur les déplacements
virtuels (D.V = 0).

La condition d’équilibre du mécanisme considéré 6A,+6Ay =0

La condition d’équilibre de la bielle manivelle
—Pésg+ M .5¢p =0

Pour un systeme général nous désignons

Fy : Force active appliquée By

&1y : Déplacement virtuel By

Y84 = Y b7 =0 (1.6)
N XK 5xk
Siona  Fgi{Yx et 857% { Oy
ZK 52k

A|0I’S Z(XK 6xk + YKSYk + ZK6Zk) == O (17)

1.4 Equation générale de la dynamique
Nous avons connu que :

- Le principe de d’Alembert raméne un probléme dynamique au probleme statique
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- Le principe de D.V nous donne les conditions d’équilibre pour un systéme aux liaisons
parfaites (conditions d’équilibre statique).
Donc, si nous utilisons simultanément ces deux principes, nous obtenons un procédé général de

la résolution d’un probléme dynamique.

Les équations de Lagrange sont les équations de mouvements du systeme en coordonnées

généralisées. Pour un systeme de degré de liberté (ddl), 1’équation est donnée par

d (0T aoT

)= o
T : énergie cinétique, q; : Coordonnées généralisées, q : Vitesse généralisées
Q; - Forces généralisées correspondant au coordonnée gq;

Pour déterminer la force Q; , il existe deux cas :

1¢¢ cas  des forces potentielles

ov

Q= —+— (1.9)

6q]-
V : énergie potentielle

Q= — :79_ , D : energie de dissipation (D = % C.4?) et C, coefficient d’amortissement
]

2¢¢ cas  des forces non potentielles
Les forces généralisées peuvent étre déterminer par le procédé suivant :

Communiquer au systeme un D.V puis en détermine la somme des travaux virtuel sur ce

déplacement.

Pour un systeme a S ddl on a

YA = Q.60+ Q,6¢0,+ ...+ Q60 (1.10)
Q; : Force généralisées corresponds

Conclusion : Les coefficients des coordonnées généralisées dans 1’expression des travaux

virtuels s’appellent « forces généralisées correspondantes »
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1.5 Exemple explicatif

Soit un pendule simple de masse m et de longueur L oscillé autour de O, voir figure

On demande de chercher I’équation de mouvement de la masse m

1) On sait d’avance la nature de la force de pesanteur est une force qui dérive d’un potentiel.

Donc, on cherche la solution en appliquant le Lagrangien L=T-V

Avec T, énergie cinétique et V, Energie potentielle

) . . . :
- T= Sm v? avec v=16 etf estlavitesse angulaire

L’énergie cinétique est T = %m 126 2 g
NE
v._.

- Energie potentielle est V = mgy = mgl(1 — cosH)

d (dL\ oL
w@) %= O
Alors, L = lzm 126 2 — mgl(1 — cosB)

4 (L) _ 124 o _ _ ;
dt(aé)_ ml“6 et 55 = mg lsin@
Donc I’équation (1) devient:  m 26 + mgl sind = 0
Oubien §+7sin6 =0, avec 6 <« , sinf =0

g +% 6 = 0 (Equation du mouvement)

2) Dans le cas ou on ne sait pas la nature des forces appliquées sur le systéme, on utilise la

forme de 1’équation (1.8)

d (dT\ aT AT
—= (ﬁ) — = Q;, Q; Estlaforce généralisee

Remarque :

Cette forme est générale, elle est applicable pour les forces conservatives (dérivent d’un

potentiel) ou non conservatives

En se basant sur 1’énergie cinétique T, on trouve les deux termes de 1’équation (1.8)

(9T _ 124 or _
dt(aé)_mle et 69_0
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Pour déterminer la force généralisée Q; on va communiquer au systeme un déplacement
virtuel

Le travail virtuel A =—P,.ab  avec B, = mgsind (la force active)
Le signe (-) est d au sens contraire de déplacement
P,, est non active (ne produit pas de travail A=0)
et’arc  ab = .66 ( déplacement virtuel)
D’ou, A=-mglsing 66 ,leterme Q; = —m g lsind est laforce généralisée
Remplagant dans I’équation (1.8) on obtient ;

mi?0+0= —mglsind ,donc I’équation du mouvement est +% sinf =0

2] +% 0 =0 C’estle méme résultat

Pour plus de détail, voir le module de la mécanique analytique.
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Chapitre 2 : Notions Générales

2. Formulation des équations differentielles des oscillations
2.1 Objet du module

Les déplacements et les contraintes des structures en oscillation
Ex : un portique

On cherche les solutions a limiter les oscillations nuisibles, si le moteur fonctionne avec une vitesse

guelconque, la résonnance est produite.

. . .. . Moteur
Dans ce module la terminologie de structure signifie : \‘h/‘
Q/ D
e Une machine
Portique

e Un détail de machine

rr7T T 777
e L’ensemble d’un batiment ; Fig.2.1 : Machine sur un portique

2.2 Classification des forces appliquées au systeme en oscillation
Les forces se produisent en 3 catégories

- Force de rappel (Force élastique) ;

- Force d’amortissement ;

- Force dynamique.
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2.2.1 Force de rappel

Un systéme susceptible de vibrer se compose de deux eéléments
- Une masse
- Un élément élastique

Exemple : Une machine tournante et forcée sur les fondations

Flap

m M
Fla
’ 4 / fondation
: U L — \/
sol
Modéle de calcul Systéme en oxillation

Fig. 2.2 : Modéle de calcul

Un sol : est un élément élastique provoque une force de rappel qui tend a ramener la masse a la

position initiale.
e Force de rappel est appelé force élastique ou bien force de réaction des éléments élastiques

Considérons quelques diagrammes représentant les relations entre la force élastique et I’allongement

du matériau.

u : Allongement

Fig. 2.3 : Relation entre Force élastique et allongement

Fy Proportionnelle a I’allongement, K : Coefficient de rigidité

10
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1¢"¢ Cas : Elastique linéaire les oscillations correspondantes, s appellent les oscillations linéaires.
2¢"¢ Cas : Non linéaire les oscillations correspondantes, s’ appellent les oscillations non linéaires.
3¢ Cas : Le cas du matériau élasto-plastique, les oscillations correspondantes, s’ appellent

les élasto-plastique.

2.2 .2 Forces d’amortissements

Ce sont les forces engendrées aux appuis aux articulations (force de frottement) et les forces du milieu

dans lequel des oscillations.

Pour la structure considéré la force de résistance de 1’air et la force d’amortissement. Dans ce cas, la

force d’amortissement est proportionnelle a la vitesse U nous obtenons la relation suivante
F.=C.U

C : Coefficient d’amortissement, Fc : Force d’amortissement

Fc est toujours du sens opposé avec U en général Fo = f(U)

2.2.3 Force dynamigue

Les forces dynamiques sont des forces qui varient avec le ¢ ac0r rotor
temps et qui engendre les oscillations forcées du systéme. e

C
Pour le moteur considéré, la machine tournante considére " Fix

la force d’inertie centrifuge de la partie tournante comme !

force dynamique. |

L
e . Centre de masse du rotor Fiy
O : centre géométrique du rotor Fig. 2.4 : Les composantes de la force d’inertie

OC = e : excentricité
M : masse de rotor
@ . Vvitesse angulaire

F, = mew? (Force centrifuge) — force dynamique

11



Chapitre 3 : Oscillations des systemes a un degré de liberté
@ : angle de rotation du rotor ¢ = @t

i Fiy = Fjcoswt = mew?cosw
Forces dynamiques

Fx = Fsinwt = mew?sinwt
Fiy : engendre les oxillations verticales

Fix : engendre les oscillations horizontales

2.3 Classification des forces dynamiques

a) Les forces dynamiques périodiques P(t) varient périodiquement avec le temps

P(t) = Pysinwt

Force Harmoni
orce Harmonique {P(t)=P0coswt

b) Les forces dynamiques non périodique varient arbitrairement (force de choc, force

d’explosion), il y a un maximal et un minimal

Périodique

Machine tournante

dans un batiment

b i ] C .—74 Hélice a I"arriére
B> \ —_ = -
\ 5 2 — d’un navire
e +=

Explosion d'une
bombe au voisinage

d’un batiment

o Secouse sismigue sur
Nk un chateau d'eau
il

Histoire de chargement

Exemple

Fig. 2.5 Classification des charges dynamiques

2.4 Le modele de Calcul
2.4 .1 Modélisation des structures réelles

Pour établir les oscillations des structures réelles, il faut remplacées par des modeles simplifiés qui

peuvent s’adopter aux instruments mathematiques.

e Le casou lastructure effectuée des oscillation verticales, un systéeme a 2 ddl figure (2.6a)

12
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e Dans le cas des oscillations horizontales, une colonne verticale portant trois masses peut

engendre la flexion horizontale.

[
a

T /]

Fig.2.6 : Types des oscillations : a) horizontales, b) verticales

I
Moteur
Exemplea 2 d.d.l o mi
kl Plaque élastique K1
m1 : moteur 1 @ Fondation
m2 : fondation m2
k; D

K1 : plaque élastique
K2 : sol [1] /

Sol élastique K2 / / // // //

Fig. 2.7: Modélisation d’un systeme de deux degrés de libertés

e Silamasse de la barre est considéré comme concentrée en nombre fini de points (7 ddl) figure
(2.8a)

e Sila masse est considérée comme répartie le long de la barre, un systeme (a nombre infini ddl)
figure (2.8b)

ml m2 m3 mé ms mo m7

& & & & &
- - - - s ﬁ N —

Fig.2.8 : Poutre a) nombre fini b) nombre infini (charge répartie)

13
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2.5 Etablissement des équations différentielles des oscillations

2.5.1 Equation de déplacement :

Les équations qui représentent les déplacements du systéme par rapport au temps s’appellent les

équations du déplacement ey,
Si vous connaissez U(t) = Asinwt

Aprés avoir connue les équations des déplacements, nous pouvons calculer les

autres élements (déformée dynamique, contraintes dynamiques). m
. e : . Fig.2.9
2.5.2 Equation différentielle de déplacement &

Pour obtenir les équations de déplacement, il faut d’abord établir les équations sous les formes

différentielles.
e Lesequations — équations différentielles des déplacements des oscillations.

e Etablissement des équations différentielles des oscillations — une phase trés importante
2.5.3 Méthodes utilisables

En général, on peut utiliser les méthodes connues.

Le principe de d’Alembert ;

Le principe d’Alembert- Lagrange ou équation générale de la dynamique ;

Les équations de Lagrange ;

Le principe de Hamilton.

Pour des cas particuliers, on peut utiliser d’autres méthodes.

Exemple 1

Dans un appareil destiné a I’enregistrement des oscillations verticales. Le levier AOB est li¢ a

un ressort spiral de rigidité K1 (N.m /rad), et un ressort de rigidité K2 (N/m). Le poids P est

accroche au levier, le moment d’inertie du levier par rapport a I’axe de rotation est I. voir figure
(2.10).

u(t)

14
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B
1. Ecrire I’équation différentielle des oscillations du systeme ?
K2
2. Déterminer la période T des oscillations, si OA=a et OB=h. M
A g
«— 3 K1

Fig.2.10 : appareil d’enregistrement Remarque

Sinous prenons la position statique du systéme comme 1’origine des axes du repére, la masse du corps
vibrant et I’allongement statique du ressort ne se présentent pas dans le résultat final. Pour simplifier
le processus d’établir les équations différentielles, nous pouvons des le début négliger le poids vibrant

est I’allongement statique.
Solution

- Systéme posséde 1ddl;

- Coordonnée généralisé ¢ (t).

Origine du repeére, est la position d’équilibre statique (position horizontale). Les deux ressorts sont
déja comprimés.

e Equation de Lagrange

d (OT) oT Q Avec | donnée aénéralisé
(=) —-== vec la coordonnée généralisée q =
at\aq) aq v ) L
Energie cinétique
1 1 , 1 .
Te = Tiew + T = 51o@” +5ma’? = 5 (1o + ma®)g?

e Energie potentielle

1 2 2,1 »_ 1 2 2
V="Vg+ Vm+VkS=EK b= +§Ks<p = E(K b* + Ky
Vi = 0 Position d’équilibre a I’origine
a (0T _ 23 oo
E(ﬁ) = (Io + ma*)¢

aT _ __9 __ 2
o=0 et Qy=—"-=-(K b* +K)¢

15
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L’équation de mouvement est :
(Ip + ma®e(t) + (K b +K)e(t) =0
Exemple 2 :

Etablir I’équation différenticlle de la poutre schématisée ci-dessous.

Solution

- C’est un systeme a 1ddl
- Prenons comme coordonnée généralisée le déplacement du point B

- Considérons aussi que la position horizontale du systéme, position d’équilibre statique

Fig.2.11 : Poutre sous différentes charges en flexion

Nous cherchons les différents déplacements possibles

Soit le déplacement du point B est Ugy

up() =2 U® =1 =0 et uy() =2 U®, up(®)=7 U

2 2. 2.
uK=§ U(t) ﬁuk=§ Uk(t)=§U

16
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1 1. 1.
UL:§ U(t) =>uL=§ UL(t):§U

1 _ 1 2.
UNZE U(t) =>uN=§uL(t)=§U

Fig. 2.12 Systeme des forces appliquées

La méthode appliquée est I’équation générale de la dynamique.
a) Forces réelles

e Laforce dynamique P(¢) = POE(t)%a = 2a Pyé(t)

3
FK1=K1uH=—K1U R|=mWC
e Force de rappel { 4 We

. 1 -
FCl == Cl.uD = Clz U

e Forces d’amortissements {
FCZ = CZ.IlB = CzU

. . . 2 .o
e Forces d’inerties Fru=myiyx =m; .S U

La barre AB est considérée comme mouvement plan

Fi=mii==mU
I mu zm

s 1 . U
Miy=Jn ¢ avec J,= 3 m(4a)2 et ¢ = ”

1 U 4 B
Min=3 m(4a)za = ; mal

Communiquer au systeme un déeplacement vertical Su
Le principe des travaux virtuels est donné par :

S (8Ar +845) =0 (2.1)
—Fe1 78U — Fi38u — M8 +2 P(§)6u — Figy > 6u — Fepbu — Fi26u — Fipz6u =0 (2.2)

Avec 6‘p=i_: et Su+#0
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Remplagant les expressions de toutes les forces dans (2.2)

4 4 - c . 9 1 2
(gm1 + gm) Uut) + (1—; + CZ) ut) + (EKl + ;KZ) Ut) = 5 P(©) (2.3)
Désignons
M =2m +3m , ¢cc=%4+¢, |, K'=2K, +-K,
9 3 16 16 9

PR = T aPy(§)

L’équation devient
M*U (t) + C*U(t) + K*U(t) = P*(t) (2.4)

Equation des oscillations du systeme considéré dont laquelle M*,C* ,K*,P*s’appelle

respectivement :
- Masse généralisee, Amortissement généralisée, Rigidité généralisée, Force généralisée.
Remarque :

Quel que soit la complexité du systeme considéré, 1’équation différentielle des oscillations des

systemes a 1 ddl posséde la forme générale (2.4)
2.6 Applications

Ex1: Un fil inextensible et sans masse s’enroule autour d’une roue de masse M est de rayon R. le fil

et lié aux deux bouts avec un poids de masse m et avec un ressort de rigidité K. En négligeant les
frottements a 1’axe, établir 1I’équation différentielle du systéme en appliquant. :

a) La méthode du principe de d’Alembert vy

b) La methode du principe des travaux virtuels

¢) La méthode de I’équation de Lagrange
Solution £

- Le systeme consideré : corps B, fil, ressort, Roue. Le systéme
a 1 degré de liberté (1ddl)

- u: Coordonnée genéralisee

18
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- Prenant O comme position d’équilibre statique

- La force de rappel statique du ressort F;

P =mg = Ku, , u, :allongement statique du ressort

u(t) : déplacement de la masse

A la position quelconque { @(t) : angle de rotation de la masse

Le déplacement u égale a ’Arcab d’ot u=ab=R.¢ » U =R ¢
p,le poid du corp B
Les forces appliquées au systeme Forces réelles P,le poid de la roue

Réaction de l'appui R,

e Force de rappel F, = K(u + ugp)

e Force d’inertie  F; =mii , entranslation

M; =], ¢ (de lamasse enrotation), ¢ =

x| e

Avec 1ii : accélération du point B, J, : moment d’enertie, pour une

MR?
Roue Jo = —— n Y

D’apres le principe de d’ Alembert, toutes les forces en equilibre statique
ZMO(ﬁ) =0 > —p.R+F.R+F.R+M, =0

MR? i

-mg.R+mi.R+K(u+uy).R+ > §=0

(m + %) U+ K.U+ (Kuy_mg) =0 Avec mg = Ku, (al’équilibre statique)
Donc, (m + %) Ut)+ K.U(t) =0 c’est I’équation du mouvement
2) Le principe des travaux virtuels

Pour un systeme soumis aux liaisons parfaites en équilibre, il faut et il suffit que la somme de toutes

les forces appliquées aux systemes sur un déplacement quelconque soit égale a zéro.

a) Déterminer les forces appliquées au systéme y compris les forces d’inerties
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b) Communiquer au systéeme un déplacement virtuel quelconque par exemple éu, la roue effectue

&

dp. Avec o = ?u , Nousobtenons Y»8A=0

p.ou— F.6u— F,.0u— M;6¢ =0 (Rendre I’équation a 1 ddl, en remplagant la valeur de ¢ )
p.6u—F,.6u—Fk.6u—M,%u =0
(p-F-F-)su=0= p-F-F-==0
En remplace les forces par leurs valeurs.

(m + %) Ut)+ K.U(t) =0 C’est]’équation du mouvement

c) Appliquant I’équation de Lagrange

d (ar aT e av
—|=])—=—= 0; 1=1,23,4...... Avec force généralisée (); = — —
dat (aCIj) 9q; Q) g Q] aq;

La coordonnée généralisée u, 1’équation précédente prend la forme

d (0T oT ov
(50 —5u= Qu avec Q= ou

Energie cinétique T =Ty, + Troue

_ 1 o2y ly o 12 IMR® Uy _ 1 252
T—Zmu +2]0<p =5 mut+-— (R) —2(m+2M)u

Energie potentielle
Systeme potentiel : ¢’est-a-dire 1’énergie totale reste constante pendant le mouvement
V =V,+ Vg  (Energie de la masse et du ressort)
V= P.h+§ Kx* = —mg.u+ %K(u+u0)2

Q, = ~ 5a = MYy~ Ku—Kuy = —Kuy

Finalement, (m +2) #i(t) + K.u(t) =0
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Ex2 : Trouver I’équation de mouvement d’une plaque rectangulaire de masse m attachée a un ressort
de rigidite k au point C. Une force p(t) est appliquée au point A qui laisse la plaque oscillée autour du

point O. En appliquant le formalisme de Lagrange

| 1
& I a *|
T -

1) Trouver I’équation du mouvement. l
b

Solution

4 2@®
La force appliquée p(t) = pysin wt

Equation différentielle du systeme

- C’estun systeme a 1ddl

p(t) =2

- CG. u(® ) ﬁ(t;l

a

La position dont laquelle OA horizontal et la position d’équilibre statique.
Nous prenons cette position comme position initiale.

d (8T 8T \ s s . _ oV
o (E) i Q. , le systeme considéré est non potentiel donc  Q,, = 5u

m(a?+b?) U 2
3 a?

Energie cinétique T = T,qp = %]()gbz = 21

Pour déterminer la force généralisée d’un systéme non potentiel, il faut communiquer au systéme un

déplacement virtuel et par la suite, en calcul les travaux virtuels des forces appliquées.

Y6Ar=0 = —F8t+p(t)du=0 avec 61 =26u

a

—K%b.g Su+p(t)du=0

b2 VAT b?
= (p(t) — K —u) 8u, donc la force généralisée est:  Qy, = p(t) — K —u

M(a?+b?)
3a2

.. 2 2
Finalement Ult)+ K Z—ZU(t) = posin wt (Equation du mouvement)
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Chapitre 3 : Oscillations des systemes a un

degre de liberté

3. Oscillations libres des systemes a 1ddl

3.1 Introduction

a) Model de Calcul

1) Model : Nous avons connu que beaucoup de systémes réels en vibration sont considéré une

masse liée a un ressort et amortisseur. Par exemple :
e Machine tournante posée sur terre (a)
e (Chateau d’eau soumis a I’explosion (b)

e Assemblage des barres rigides

1— M M M Machine
s
LAy 2
C
Modele

Chateau Mode
(b)

Fig.3.1: les Modeéles de quelques Systemes
22
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L’équation différentielle des oscillations prend la forme suivante :
MU@®)+C UE)+KU®) = P(t) (3.1)
b) Classification des oscillations
e SiC=0etP(t)=0 - MU(t)+ K U(t) =0 c’est le cas des oscillations Libres non amorties
e SiPt)=0-> MU@®+CUQR)+KU(@) =0 cestle cas des oscillations libres amorties
e Si P()#0 MU(t)+CU(t)+KU(t) = P(t)

Selon la forme de la charge P(t) Soit:

P(t) = P,sinwt A . ,
{ © 0 dans ce cas les oscillations dites forcées

P() P(t) parfaitement arbitraire
3.1.1 Les oscillations libre non amorties
3.1.1.1 Equation différentielle des oscillations
Dans ce cas C =0et P(t) = 0, alors I’équation devient
MU () +KU(t)=0 (3.2)

U(t)+§U(t)=o

U ) +w?Ut)=0 (3.3)
Avec w? = % (s™)
— U(t)
La solution de (3.3) est déterminée sous la forme
m
U(t) = Ce’ C et A sont des onstantes ’W}W‘ I
\J \J
Remplagant dans 1’équation (33.) Elle devient :
A2 Ce? + w?Ce? =0 (Equation caractéristique) Fig.3.2 : Systéme non amortie

Avec  Ce™ %0 alors

P+ wr=0 = A=+4iw
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Donc U(t) = Cetiwt
On trouve d’aprés la formule d’Euler
U(t) = C (coswt = isinwt)
La solution a la forme la plus commode suivante
U(t) = A coswt + B sinwt
A et B déterminer d’aprés les conditions initiale U(0) et U (0)
En effet, de ’équation (3.5) on obtient

U(t) = Aw sinwt + Bwcos wt

' _ _ o
Pour £ = 0 { de (36) U(0)=Bw { =
A J—

de 35) U(0) =4 U(0)

Remplacant les constantes A et B dans (3.5)

U(t) = U(0) coswt + oo sinwt

w
Une autre forme pour 1’équation (3.5)
A=asin@ , B =acosO
Donc, U(t) = a sinB coswt + a cosO sinwt
U(t) = asin (ot + 06)
Avec (o, 0) nouvelles constantes déterminer par les conditions initiales U(0) et U (0)

{ U(t) = a sin (ot + 0) U(0) =asin 6

. = t=20 . i
U(t) = a wcos (ot + 0) pour U0)=awcosf = acosb =?

2
a= \/uZ(O) + (?)
U(0).w

U(0)

Donc,
tgl =

Conclusion

La solution (3.3) peut se présenter sous deux formes (3.5,3.5a) et (3.7,3.8)

(3.4)

(3.5)

(3.5a)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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3.1.1.2 Les caractéristiques des oscillations libres non amorties

e Les oscillations exprimées par I’équation (3.5) ou (3.7) s’appellent les oscillations libres non
amorties

e  : S’appelle la fréquence propre

2
e Ladurée d’un cycle (d’une oscillation) s’appelle la période propre T = :ﬂ

e Déplacement maximal « a » Amplitude
e Le nombre des oscillations dans une seconde s’appelle fréquence cyclique f = %

a) Représentation cartésienne il

A ~ I1re
t —=x u(o 4 \
b) ge;réjgentation de FRENEL 5 \/
(Représentation par un vecteur tournant) T:% -
Dans un plan complexe Fig.3.3 : Vibration libre d'un systéme non amorti
OR= 0P +0Q (3.9)
0P = U(0) UL) .
{OQz% OP 1L 0Q °|. \thN -
ON = OP coswt + 0Q sint ﬁ\e: >
ON = u(0) coswt + ? sinot (3.10) Fig.3.4 : Représeutati:n de FRENEL
ON = OR sin(wt + 0) = a sin (ot + 0) (3.11)
Conclusion

Le mouvement de la projection de N sur 1’axe réel exprime les oscillations libres non amorties.

3.1.1.3 Le coefficient de rigidité de quelques systemes

a) Systéme masse- ressort
L2
La masse m est accrochée a un ressort de rigidité K s K P=K§,
st m
P=K8,Si P=1 -1=K§ = K=< )

Fig.3.5 : systéme masse-ressort
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Chapitre 3 : Oscillations des systemes a un degré de liberté
& : Allongement produit par une force unitaire ce coefficient est appelé coefficient de souplesse

Conclusion

Le coefficient de rigidité est I’inverse d’allongement du ressort produit par une force unitaire.

b) Systeme masse- barre

Sous I’action d’un poids du pesanteur P, la barre est déformée.

] C
2 2 | L- C | '\
8 = % avec &y, : fleche statique (voir RDM) 8et a
Si P=1 -5=20
3E]
_ C _ 3EJ
P= K& Larigiditt K = T

Le coefficient de rigidité est I’inverse de la fleche produit par une force unitaire.

3.1.1.4 Larigidité de quelques systemes

Le tableau suivant résume la rigidité de quelques systemes quelques (différentes poutres)

Systeme Ostatique K=4¢6"1 6 w? = E
M
. e Pc?(l - c)? 3E] c?(l —c)? 3E]
‘A_‘.__l 3E] c2(l=c) 3E] mc2(l — c¢)?
3 3
2 2 P 48E] ! 48E]
PI3 3E] 3 3E]
P 3—E] 13 ﬁ ml3
. m v P £ 1 EA
H—» EA l EA ml
b A Ch _L2E 1 po+? | 126
FT" 12E] b2(b + 1)? 12E] M b2(b + )2
arre en torsion ou = 32IM Gd* 321 Gd*
. SETGd4 320 Gd* 32im
H > G : module transversal
M
_ 64Ml nEd* 641 nEd*
Pst = TEar 641 nEd* 64lm
L : longueur du fil E : module de d : diametre
Young du fil

Tableau 3.1 : Rigidité de quelques systemes
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Oscillations des systemes a un degré de liberté

3.1.1.5 Calcul des fréguences propres en tenant compte de la masse des éléments élastiques

Dans le cas, de la masse de la barre (ou du ressort) est faible par rapport a la masse vibrante, le

systeme est considéré comme systeme a 1ddl.

Pour un probleme technique, dans plusieurs cas on veut améliorer le résultat en tenant compte de la

masse de la barre, on utilise la méthode approchée de Rayleigh

e Hypotheses

Masse des éléments élastiques influe avec insignifiance sur la configuration du mouvement du

systeme.

m : masse vibrante ~ m, : masse de la barre

Danslecas my =0 —>K:% qrzzn\/%

Avec m; #0

- B
—de
m

L

D’aprés I’hypothése de Rayleigh, le déplacement des éléments dx peut étre exprimeé

Ux(t) _ x _x
Tt)_l = Ux(t)— ) U(t)

Dans le cas de I’énergie cinétique de la masse
L’¢énergie cinétique totale

T =Ty + Tparre

. 2
Toarre = fOL%dml( U(t) %) Avec

1 U? (L o 1,1 -
Tbarre = Em11_3f0 x“dx = E(gmlu )

Dou T = %(m + éml)U2

Energie potentielle V pour m; =0, V= ImKU?

2

D’apreés I’hypothese V est la méme

Donc, I’équation de mouvementés (m + iml) U+KU=0

(3.12)
T = %m u?
dm, = Zdx
(3.13)
(3.14)
(3.15)
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1
K . .. m+—m1
w? = —= d’ou la période T =2m 3
m+§m1 K
. 1 1 K
La fréquence f=== T (3.16)
T 2 m+zmy

3.1.2 Applications

Ex1 : Calculer la rigidité de la poutre en flexion suivante.

/2 P 1/2

. - P
Lesréactions Ry, =Ry = 3

Le moment M = R,.x = gx

EJy" =-M =~ "x

By = —M=—2X 1 ¢

3
EJly = —2=+Cx+C (1)
Les constantes ( C et C;) sont déterminée avec les conditions aux limites (CL) suivantes
l A
! —_— = O B
Y (x 2)
y(x=0)=0
l l
 (x=3) = ¥me e (723)
P13

(e =Lt) = - P
y(x=0=0 =¢=0 et y(x—z)—0:>C—16

Remplagant les constantes dans (1), alors 1’équation de la fleche devient

px3  pI3

EJ]y=——+x (2)

Pour ( —L)_) —i
y x_z ymax_48E]

3 3 - .
8¢ =——  Pour P=1,alors §=——  (coefficient de souplesse)
48 EJ 48 EJ
Donc K = % = 45;:7 c’est la rigidité de la poutre
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EX2: Un escalier mécanique de poids P =45 KN descend avec la vitesse G=Im/s en arrét

brusquement la poulie. Déterminer la contrainte maximale du cable dont les caractéristiques sont :
A= 16 cm2, longueur L=18m, module d’élasticité E= 10000 KN /cm?

.Solution

Le but est de chercher la contrainte totale apreés I'arrét brusque de la cage

Ototale = Osta T Odyna

A T’instant que nous arrétons la poulie (t = 0) la vitesse de la cage

estU = 1% Prenons cette position comme position de repeére.

La cage vibre autour de O, donc ce sont les oscillations libres non B
amorties.
T l
MU@®)+KU®) =0 = U@+ U®)=0 T
= U () +w?U(t) =0 ﬁ--i--.‘ 0
| o . l 0
La solution de cette equation est sous la forme — l u(t)
I
U(o) i v
U(t) = U(0) coswt + — sinwt, Oubien U(t) = asin (ot + 0)
a= JUZ(O) + (L)’
Avec © w
U(0).w
199 =50y

Les conditions initiales U(0) et U (0) = U (connues)
Evidemment les oscillations libres de ’ascenseur

) K
U) =29 sinwt  avec w? = — et m=

w

Q | v
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Maintenant, on détermine la rigidité (K) de la barre élastique (cable)

e K. ,lecéble travaille en élongation (traction)

0=E£=EA—L
L

F = EAL—L = % = AL= % =40
o= < 17/
ﬂk
0 . allongement produit par une force unitaire
L | @
La rigidité est I’inverse de § avec une force unitaire (F = 1)
v
1 1 AE ., ., A . .
K, = ST T = E : module d’élasticité du cable, A : la section p l
AE

Remarque : Pour la fleche (voir RDM)

La poutre suivante est en oscillation horizontale, elle est considérée comme une poutre encastrée.

Sep = % (Fleche) L P
~N—>
A J
lS 3E ~ A
6 =— = K = —] 6St
3E] E !

La contrainte totale est :
Ototal = Ost + Oayn
o5 . estdue au poids de la cage P, g = g
oayn - €stdue a la force de tension (T) appliquée a la cage
T=-mU= mwz%sin wt

La tension est maximale pour wt = = ,alors  Tpur = mw U
2

o _ Tmax _ mwU
dyn A A

P mwU P wU
Orotal = 7+~ =z(1+7)
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AN
. m
U=1— , P=45Kn, l=18m ,E = 100000 — ,A = 16 cm?
S mm
45, 4441 KN
%“”21_6( + 9.81): * em?

Ex3 : Une masse m est installée sur une barre AB. Le systeme indique est en oscillations de flexion.
En négligeant la masse de la barre
1) Déterminer la période T I/

A «—>
Une impulsion d’intensité S est appliquée a la masse, l R

: A
h-l >
1 % L
Dans ce cas b ;4

2) Calculer la contrainte normale maximale

3) Dans le cas ou la masse m, # 0 (masse de la barre), calculez la période T

Solution /
] ) A —
Le but est de déterminer la période T .
h >
. y
1) Pour la masse de la barre m; =0 b ; i: L A
L=T+V

T=-mU? , V=2KU2 doiléquation. miJ + K U =0

48E]

Larigidité K = — (est déja calcule)
Donc T =2m Lm Q m : masse vibrante
48 EJ
La fleche y(x) = — 25 + 22 2
y() = 12E] 16E]x @

2) La contrainte normale maximale ou une impulsion d’intensité S est appliquée a la masse
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Remarque
L’impulsion est la variation de la quantité de mouvement S=mV - mVO) L (U=V)
S=mU- mU,

- Avant I’applicationdelamasse S =V,=0

- Apres I’application de la masse U = %

Le systéme vibre avec I’expression  u(t) = %0) sinot , u(0)=0

Dans laquelle U(0) == et w = \/%

m

D’ou le déplacement  u(t) = % sinwt

La contrainte totale est : Ototal = Ost + Oayn
P.l . . .
Ot = Contrainte de flexion (voir RDM)
X

Oqyn Estdue a la force d’inertie appliquée a la barre

. S Sml
F,=-mU = m—sz =S.w Donc oy, = %
La tension est maximale pour wt = g yalors  Toge = moU

P.l S ml

Ttor = 3t W

3) Pour trouver la période T dans le cas de m; # 0, on utilise la méthode de Rayleigh

Hypotheses

La masse de la barre influe avec insignifiance sur la configuration du mouvement du systéme.
. . . 1
- Energie potentielle vV =~ KU?

- Energie cinétique T =T, + Tper = zi mU? + Tpyr
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Cherchons Ty, , d’aprés 1’expression de la fléche (2) donnant le déplacement

px3 P13
y(x) =- 12E) + 16E]x

On peut la réécrire sous la forme suivante

PL3® (3x  4x3 3x  4x3 . . .
U, = 285) (T — L—S) = Uy, (T - L—S) La déformée statique

X 4x3) La déformée dynamique

U, =0 (-5

L’énergie cinétique pour un dm, s’écrit :
1 . 2 mq
dTyer = 3 dm,; U(t)= Avec dm, = - dx
Y21 m, . 3x  4x3
Tpar =2 | =— U()? (— ——)2d
o =2 5T VO (- T
Aprés intégration, I’expression de 1’énergie cinétique est  Tp g = 1;(;—; m,U(t)?)
5 N 1 . 1 /17 . 1 17 .

Dod T =Ty +Tper = 3 mU2+%(2mU(6)?) =5 (m +2my)U(6)?
L’équation du mouvement est :

(m +5m) U (O +KU@® =0 3)

Lapériode T =2m 4

Remarque

Comment peut-on utiliser la méthode appropriée de Rayleigh pour déterminer la periode du

systeme dans le cas ou la masse m est négligeable ?

Quand m=0 ce sont les oscillations libres de la barre, de 1’expression (4)

3 3
T =2m /ﬂ = 0.632 /ﬂ Période approximative des oscillations de la barre
35.48 EJ 48 E]

Le résultat précis obtenu en considérant la barre comme systeme a oo de ddl.
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3.2 Oscillations libres amorties des systemes a 1ddl

3.2.1 Equation différentielle

MU (t)+ CU + KU(t) =0 (3.18)
Solution
[—> ut)
L’équation prend la forme suivante [
L mr—
T +<0+2u@w =0 : L
M M o
Posons % = 2fw  avec ¢ facteur d’amortissement
U@ +28wU+ 0?Ult)=0 (3.19)
On cherche la solution sous la forme U(t) = Ae™t (3.20)

Remplagant (3.20) dans (3.19) en déduire 1’équation caractéristique

A2+ 28w+ w?=0

Les racines de 1’équation caractéristique sont :

{112 =—{w + f20? - w? 3.2
dMp=—fw t 0fE2—1 '

a) Amortissement critique (¢ = 1) u(t) m

f=1= h=A=—{w \ v

Deux racines réelles égales, la solution de I'équation (13) t
devient

U(t) = e $ (A, + Ayt)

b) Amortissement sur critique & > 1

A1 # A, Deux racines réelles, mais differentes. L’équation (3.19) devient

U(t) = e ¢ @t (Ae®VE 1t 4 A, e~ @V -1t) (3.22)

c) Dans ce cas, le systéme revient aussi a 1’équilibre, mais plus lent a cause du coefficient d’amortissement.
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d) Amortissement sous critique § < 1
AMp=—¢w tiwyl—E&2 A, et A, Sont différents et imaginaires
La solution de (3.19) devient
U(t) — e—fwt(Aleiw 1-&2¢ +Aze—iw 1—52t)

Nous pouvons exprimer 1’expression précédente sous la forme suivante

U(t) = e ¢ “Y(Bycoswy1 — &2t + Bysinw+/1 — E2t) (3.23)
Notons que wp = w1 — &2 (3.24)
U(t) = e ¢ “Y(B,coswpt + B,sinwpt) (3.25)

La solution de I’équation (3.19) peut écrire sous la forme suivante :

U(t) = Ade ¢ “tsin(wpt + @) (3.26)

- L’équation (3.26) nous montre que les amplitudes diminuent avec le temps. Les oscillations

s’appellent oscillations amorties du systeme.

wp : pseudo-fréquence
21 , (-
Tp = oS appelle pseudo- période

- Les constantes A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales U(0) et U (0). En effet

U (0) = —A& we™¢ “tsin(wpt + @) + Ade~¢ “twpcos(wpt + @) (3.27)
. — si
Pourt=0 . ] v Sme ,
U(0) = —A¢ wsing + Awpcosp = —&wU(0) + A wpcose
Asing = U(0)
A cosp = LU0
wp

: 2
. \/U(O)Z N (U(0)+§ wU(O))

wp
_ U(®wp
tgy = U(0)+& wU(0)

(3.28)
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3.2.2 Le rapport des deux amplitudes consécutives (u,,, Up+1)

un+1(t) = u,(t+tp)

D’apreés (3.26) Upyr (D) = A e @D gin(w, (t + tp) + @)
_gwzrm wp 2T
Uy () =Ade e Yo sin (a)Dt + Z + <p>
D
_gwzm

Uy () = e @b Ae ¢ @sin(wpt + @)

Avec u,(t) = Ae ¢ @tsin(wpt + @)
u gozn
n_ oSwp (3.29)
Un+1

Nous pouvons obtenir

ui_¥z_W_ . _ o, (3.30)

Uz us Uy

Cela signifie que la diminution des amplitudes suive une suite géométrique dont la raison

w21
e(’(‘*’D >1

Le rapport entre deux amplitudes décalées d’un nombre de cycles, d’aprés (3.29)

W2TT
An (ef

)L (3.31)
Un+j
Avec j nombre entier

W2T

Un _ , Un \j . u, _ §—
= our =1 =e “D
Up +j (un+1) P J Un+1
Prenons le logarithme népérien
u g2 u w2T
In——=1ILne 0 = {f=In—"=§— (3.32)
Un+1 Un+1 wp

6 : s’appelle décrément logarithmique

3.2.3 Applications

EX1. Un batiment est réalisé par une poudre rigide portée par de colonnes sans masse. Afin de

déterminer les caractéristiques dynamiques de cette structure, on a effectué un test en vibration libre
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dans lequel le toit (la poudre rigide) est déplacé latéralement par un

vérin hydraulique, puis relaché. Pendant I’action de poussée du vérin,

on constate qu’une force de 90 KN est nécessaire pour ]:l_ ¢ K

déplacer la poutre de 0.5 cm. Aprés que 1’effort appliqué par le vérin
ait été annulé de maniere instantanée, le déplacement max au retour aprés un cycle n’est plus que de

0 .4 cm pour une durée du cycle de déplacement égale T =1.4 s.

- Déterminer la masse effective de la poudre, le coefficient d’amortissement et I’amplitude apres

6 cycles.
Solution
Pour calculer les caractéristiques dynamiqgue un test est réalisé. On applique une force po=90 KN le

batiment se déplace de u1 = 0.50 cm. On relache le batiment revient avec une valeur de u>=0.4 cm

aprés une durée de cycle T=1.4 s, donc le batiment effectué des oscillations libres amorties.
La solution générale de 1’équation du mouvement

U(t) = e~$ “t(Bycoswy/1 — E2t + B,sinw\[1 — &2t)

Comme on peut la réécrire sous la forme

U(t) = Ae ¢ “tsin(wpt + @)

Avec ¢ et a sont déterminées par les conditions
initiales

‘ _ 5 _ ) .
La fréquence propre w—J; et wp =w1-¢ pseudo fréquence

e Le facteur d’amortissement % = 2¢w
Pour les systemes réels & esttréspetit =0 = wp=w
Le décrément logarithmique ln% =6 = 2”5(% ~ 2mé
1 D

m = 5 Lplo 1,05 ooy
[ = = — _—= - _—= .
i e e N R 0
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Chapitre 3 :
e Pour calculer la masse m on a

TETD = 27‘[\/%

Avec K = Po

Uo

TDZK

=
471r2

m =

Tp 2 Py

m2u,

Donc, m = ,  m=8.93 tonnes

Pour lavaleurdeC ona

= =2fw => C=2fwm Avec

Dou C=28=m = 28410

e Le déplacement aprés 6 cycles

u u ; .
— = (——)/  Avec n=0, j= 6 (cycles)
Un+j Un+1
alors,
Up Uo 5 Up .5
0 — (=L > U= w—=—=—=0.13cm
Uits ul) 6 (3—2)5 (%)5

Oscillations des systemes a un degré de liberté

o] 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 07 08 0.9 1
temps
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

Chapitre 4 : Oscillations forcées des

systemes a 1ddl sous la charge harmonique

4. 1 Oscillations forcées avec amortissement visqueux

4.1.1 Equation différentielles

MU(t) +CU(t) + KU(t) = Py(t)sinwt (4.1)
Py : valeur maximale de la charge, — )
@ : fréquence de la charge, w : fréquence propre -
m — pl1)
T —
L’amortissement réalisé par un milieu liquide(air) est k O

appelé amortissement visqueux.

1) La solution générale de I’équation du mouvement
L’€équation (4.1) peut prendre la forme suivante :

- C K _ P -

Ut) + m U(t) + EU(t) = - (H)sinwt

Ou bien

U(t) + 26wl + 0?U(t) = 2(Dsindt

C’est une équation différentielle avec seconde membre, dont la solution genérale est :

U(t) = Uy(t) + Upy(t)

Dans laquelle

Fig.4.1 : Systéeme amorti forcé

(4.2)

(4.2a)

(4.3)
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

Uy (t): solution générale sans seconde membre
U, (t) : solution particuliére avec seconde membre
U, (t) = e $ “*(A coswpt + B sinwpt)
U, (t) est recherché sous la forme

Uy(t) =psin(wt—0)

p et 8 Sont deux constantes qui doivent rendre (4.2) en une identité, pour cela de (4.5)

Ult)=pwcos (wt—0)

U(t) = —pw?sin (@t —0)
Mettons les équations (4.5), (4.6) et (4.7) dans (4.2) on obtient
(w?> —@®)psin(@t—0)+ 28wpwcos(@t—0) = %(t)sin@t
On fait un changement de variable posons

{(pz@t—@
wt=¢p+0

Réécrivant (4.8) sous la forme
(w2 —@®)psing+ 2&wp @ cos @ = %(t)singo cos 6 + % (t) cos ¢ sind

Par identification

2 _ =2y, _ Po
(w*—w*)p = Ecos@ (%)2

(w?-w2)2+(2¢ w ®)?

P a partir de ce systéeme p =
28 wp = E"sin@

P_O 2 f — 2 f Q
— M T _ ws »
p \/(wZ—E)Z)Z (2¢w @)2 et and w2-w? 182
+ 2
w2 w2 )
0]
Notons B = ”

B : rapport des fréquences @ et la fréquence propre

P, 1

il
K J(1-p*)*+(2¢ B)?

L’amplitude p =

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

_ 2§88
Et Tan 6 = - (4.12)

Conclusion
La solution générale de 1’équation (4.1) est donnée par
Uy(t) = e ¢ (A coswpt + B sinwpt) + p sin (@t — 6) (4.13)
e Analyse du résultat obtenu
L’équation (4.13) montre que

la 1°"¢ partie oscillation libre amortie, ce mouvement s'appelle
mouvement transitoire

la 2°™¢€ partie s'appelle mouvement permanent ou oscillations forcées

i . T u(t)
4.1.2 Représentation i
La représentation de 1’équation (4.13) est :
- Oscillations forcées : les oscillations forcées du systéme ’ ‘ >
sont exprimées par 1’équation 4 Y panie1 \; partie 2 .
U(t) =p sin (6 t — 9) R T T Vu? 06 07 08 09 '|
) Fig.4.2 : Représentation des oscillations
Ou bien forcées amorties
P, 1 _
ui) =— cos (wt—0) (4.14)

K J(@-p*)*+(2¢& B)?
- L’amplitude p ne dépend pas des conditions initiales.

- Oscillations forcées sont en retard de déphase de 6 par rapport a la charge dynamique

4.1.3 Facteur d’amplification dynamique

0

Désignons par % = U, , allongement du ressort ou bien le déplacement due a la charge statique

déplacement dynamique due a la charge dynamique
Le rapport UL = =P Y 1 8y )

st déplacement statique due ala charge statique

1
b= JA-B2)2+(2 € B)? (4.15)
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

D, s’appelle facteur d’amplification dynamique

e Lesrelations de D et 6 avec les caractéristiques du systeme

D et 6 sonten fonctionde ¢ et

180°

4

o —
; / \ g 135 f/‘ ‘

N -l
D 2 /‘ &o.z o0
r=05§
et “ ”
; 10 OD_Z
¢ 0 05 1 15 2 25 3
0 1 0 2 3 B
Fig.4.3 : Facteur d'amplification dynamique Fig.4.4 : Variation de par rapporta ¢ et 8

Conclusion

1) Awvec les valeurs déterminées de & nous pouvons obtenir les oscillations forcées avec le facteur D ou les

amplitudes p différentes en fait varier le rapport de S .

e Avec f < 1c-a-dire w < w le systéme est dit reel

D<1

e Avec B> 1 c-a-dire w > w le systétme estditsouples D =0 — p =10

e Avec =1 c-a-dire D atteint Dy —  Pmax
2) Les amplitudes

e 0<f<1— 0<6H<90

e f>1— 90°<6<180°

e f=1— 6=90

4.1.4 Oscillations résonantes

4.1.4.1 La valeur maximale de D

D, Est atteint D,,,, quand le dénomerateur f(B) = (1 — %)% + (2 & £)? est minimal

Donc f(B) =2(1 —B2)2B+24LE2=0
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=0 ,
{ﬁ ) B - Cette valeur rend f(B) >0 donc f = /1 —2&> nous obtenons
1 ) .

Dnax = s emrieass sifie 28 (4.16)

1

D = E

Donc B = \/1——252
6 =90

Conclusion: Avec f=1 — D= %

4.1.4.2 Oscillations résonantes

Quand D — D, C-a-dire p — ppae ONdit que c’est la résonance, les oscillations

obtenues s’appellent oscillations résonnantes

De I’expression  U(t) = p sin (w t — 6) nous obtenons

~

P 1 _
-2 —coswt
K 2¢&

0

Avec p=%D=?% et =90 donc U =

4.1.5 Autres expressions des oscillations résonantes

Pour une meilleure compréhension de la nature des oscillations résonantes, il est nécessaire de

considérer la solution générale :
U(t) = e ¥ (A coswpt + B sinwpt) + p sin (o t — 6)

U(t) = e “(A coswpt + B sinwpt) — % % cost (4.17)

De I’équation (4.17) et avec les conditions initiales U(0) = 0 et U(0), on peut tirer les constantes A
et B. Alors

Py 1

0=4A-22 5 4=
K 28

Po 1
K 2¢
U(t) = =& w (A coswpt + B sinwpt) + e % *!(—Awp, sinwpt + Bwp coswpt) +

P 1 .
% 27 Sinw t (4.18)
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

. _ _ _ 1 _& e’
Avec U(t=0)=0 —0= —-¢fwA+Bwp > B= KZEwD_Kzf\/l—_fz

Remplacant les constantes (A et B) dans 1’équation (4.17)

_etwe(fo 1 Fo bl s
U(t) =e coswpt + — wpt X coswt

K 2¢ Kzgﬁ 2§

U()——Oie‘f“’t coswt + sinwt —&icosa_)t
K 2¢ K 2¢

_5
i-e
Avec /1—¢&2 <« ,on néglige la deuxiéme partie

Donc les oscillations résonantes avec @ = w = wp sont :
( $ot_1)coswt (4.19)

rés_K 2¢

4.2 Oscillations forcées de systeme sans amortissement visqueux

4.2.1 Equation différentielle

MU(t)+ KU(t) = Py(t)sinw t (4.20)
La solution générale est donnée par : — U
Uy(t) = Acoswt + B sinwt + p sin (0 t — 6) LWT—( m r — p(0)
Danscecas §=0 - D= % =0 =0 Fig.2.5 : Systéme forcé non amortie
Uy(t) = A coswt + B sinwt + ? - 132 sinwt (4.21)

Le facteur d’amplification dynamiqueest D =

4.2.2 Oscillations résonantes

Avec les conditions initiales nulles de I’équation (4.21)a U(t=0)=0 - A=0

U(t) =

1- B

. _ _ —_ﬂ B _
Ut=0)=0 = B= X 157 Avec B =

gl
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

B

_ Py . P 1
Uy(t) = x 1_p2 sma)t+K1_stma)t
Py 1 o .
Ug(t)=;Ol_ﬁz(sma)t—ﬁsma)t) (4.22)

Quand f > 1 = @ > w=> Uy(t) =% (indétermine)

D’apres le théoréme de 1’Hopital

_ %(sina_)t—ﬁsinwt) Py (w tcoswt — sin w t)
Urss = lim Uy(t) = - X

d w? K w
— (1-=) —-2—
dw w? w
L’expressions des oscillations résonantes est :
Py, . —
Upes = i (sinw t — w tcost) (4.23)
4.2.3 Variation des oscillations résonantes
Pour & #0 Pour ¢é=0
Rit) R(1) P
I ey
3E P e <7
=4 =T i | - I A I
. l."'il i ||I I| |I I| II _',-"-.;'fi‘-l |I II | |
A [ | | | S R .| !
~ V7 T T ' EYRVYERY L
b II'l. In'l II I| || I| | | T~ L{I ! { | I|I
h“\/’_\_ . I'.[\}," |I I| I|I Il o ""Il-'az I|I |,'II
- C 'L,-I___,_lull_ H"“"&J_{
Fig.5.6 : Evolution de I'amplitude de la réponse d'un systéme en résonance
Conclusion

Dans le cas du systéme avec amortissement visqueux ou non, les amplitudes des oscillations

résonantes s’augmentent avec le temps.
4.3 Application technique des oscillations forcées

1) Mesure des caractéristiques des systemes réels ;
2) Oscillation vibratoire ;

3) Principe des vibrographes et sismographes.
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

- Vibrographe : appareil destinée a mesurer les oscillations.

Exemple

On veut étudier les oscillations d’un systéme avec amortissement dans une boite installée sur une
base. Le mouvement de la base u;, = u, sinwt

‘ t;s\

00—

Désignons par ug(t) mouvement relatif de la masse par v

rapport a la base, I’équation différentielle de la masse est : L

——

F;r Force d’inertie d’entrainement de la masse m
Fip = m Uy (1)
M Ug(t) + CUR() + KUg(t) = —Fiz = muy, @*sin@t

Le mouvement relatif est

—2
Ug(t) = ’”quO‘“ Dsin(@t—6)
=2
Ugr(t) = mr;‘*;f:’ Dsin(@t—6) = up, 2D sin(@t—0)

Nous obtenons I’amplitude p du mouvement relatif p = u, 2D
Avecf>1,§=05 ona p*D=1= p = up,

L’amplitude du mouvement relatif est proportionnelle a I’amplitude de la masse. Cette masse est liée
a un stylo et un cylindre tournant uniformes, le stylo registre sur la bande entourée autour d’un

cylindre. C’est le principe des vibrographe.
4.4 Applications

Ex1: Lacharge P(t) = p, sin (wt) est appliquée a la masse

.. , a
m qui est installée sur une barre AB. P(T)
Al M B

Déterminer |
C

- Le coefficient de rigidité du systeme ; L >

N |

46



Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

- Le facteur d’amplification dynamique ;

- Lacontrainte dynamique maximale.
Données : m =2048,81Kg, ®=30 s> |1 =5m, a= 3m, J = 3773 cm* W=251cm?, E= 2.1 10/,
Po=200N ,C=16.326 N.s/m

Solution

La contrainte dynamique pour une poutre soumise a la flexion est :

o — Mmax,dyn
wn w Fnax l—a
>
Le moment max est a
\ 4
Frax(l—a)a
Mopax, ayn = maxf R, f\ >( 1 Rp
max
On sait que
Fnax = K.p E _ D D= 1 t B
p=Bp T fmax= b0 avee D= mmaer PTG

- Larigidité K est calculée traverse la fleche

__ Pa?*(l-a)? _ 3E]
st = "3 avec K= TR

— |K_ 3E]  _ -1
Donc w —\ﬁ— /maz(l—a)z =408

Pour le coefficient & 28w = ¢

= E—:me

3o

- Le facteur d’amplification dynamique D = . = 2.16

Ja-p22+S py2

- Lacontrainte dynamique o4y, = Mm‘?;dy" = pODl(l];l)a =200,6 N/m?

Ex2. (Mesure des caractéristiques dynamiques)

Pour mesurer les caractéristiques dynamiques d’une structure en vrais grandeur, on utilise une
machine spécialisee qui applique a la structure une charge harmonique. On mesure a chaque fois

I’amplitude et le déphasage, la réponse obtenue correspondant a la charge donnée. Supposant que lors
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Chapitre 4 : Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique

d’une expérience de ce type, un batiment a un étage soit soumis a 1’excitation de cette machine avec
deux valeurs successives @1 =16 s, 92 =25s? et une force d’amplitude égale po= 2500 N. Dans

chaque cas, I’amplitude et le déphasage 6o obtenus sont :
- pp=0206mm - 6;=15°
- p,=0417mm - 6, =55°
1) Déterminer la masse m, le coefficient de rigidité K et le coefficient d’amortissement C

Solution
Etudiant ici les oscillations forcées, d’apres 1’équation (4.1)
MU(t) +CU(t) + KU(t) = Py(t)siniot

La solution de I’équation  U(t) = psin(wt+ 0)

, : _ Py 1 _ 288
Avec [I’amplitude p=7 SR IIIE et Tan 8 = -
réécrivant p sous la forme
1 1
1-p2 _ Po_ 1-p2
\[( )2+(2$ﬁ K V1+tan?9
On sait que ~__ = cos20
9 1+tan26 cos
_ Py cosé 2 _ ® _ ma?
= X5 Avec = — ==
L’expression de I’amplitude p= o cosi
K (l_mL)
K
p k(1 =229 = Pycos (1)
e 1% essai avec p;,0; 1’équation (1) devient: p; k ( = Pycos 6,
e 2% gssai avec p,,0, I’équation (1) devient: p, k (1 — ma* 2) = P,cos 0,

C’est un systeme d’équations a deux inconnus (m et k)

Application numérique
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( P, = 2500 N
are . w, =167rd/s
1 essal < 6, = 15°
\p; = 0.206mm = 2.0610"*m
( Py = 2500 N
are . W, =25rd/s
2 essal < 6, = 55°

\p1 = 0417 mm =4.1710"*m

Les résultats

- Lamasse m=22500 Kg et larigidité k=1.75 10 N/m

- L’amortissement C
Ona C= 2éwm avec w = \/% = 279rd/s

15.6%

26 _(1-pHTand
- ST
Donc  C = 28wm = 1.96 10° N.S/m

Résumé
Pour déterminer les caractéristiques d’une machine réelle, on peut utiliser soit :

- Les formules des oscillations libres amorties ou non amorties ;

- Les formules des oscillations forcées.

Ex3 : (Isolation des oscillations)

Une machine tournante est montée sur un support, cette machine produit une force verticale alternative

P(®). .
/ (1;\ Pt) = Pysinat
1) Quelle est la force dynamique transmise au sol ? \ |
m

2) Calculer la raideur K du ressort pour un systéme non amortie ;: j
pour F, = 4000N

Solution
Pour déminuer cette force, on suppose que la machine est montée sur un support a un seul degré de

liberté (ressort- amortissement).
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Modele -
/ (L'B‘ — p() = p, sinor
i A
1 ]

s

k

/ ‘A_Pt)zﬂ,sinﬁt
\ |
m

——
v

Ftotale

4——_[_4—

Les forces appliquées au systeme sont :

e La force de rappel du ressort F, = KU(t)
e La force d’amortissement F. = CcU(t)

Donc, la force totale appliquée au sol est la résultante

FTotale:VFcz-l'FI% (1)

Pour calculer ces forces, il faut connaitre les oscillations du systéme. C’est un systéme forcé amortie

dont 1‘équation du mouvement est :
MU(t) +CU(t) + KU(t) = Py(t)sinwt 2)
La solution est sous la forme

_ 7o L i (@t —
U == oy S (@)

Oussous laforme  U(t) = 22D sin (@t — a) (3)
D : Coefficient d’amplification
La dérivée de (3) donne la vitesse ~ U(t) = p?OD w cos (Wt — a) 4

Remplagant les équations (3 et 4) dans les expressions des forces de rappel et d’amortissement, ces

forces deviennent :

- Laforce de rappel du ressort F, = KU(t) = pyD sin (bt — a)

Cette force est maximale pour wt —a = 90° alors F, = poD 5)
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Oscillations forcées des systéemes a 1ddl sous la charge harmonique
La force d’amortissement

Do _ _ Stator
—C D w cos (Wt — a)
K o]
Rotor
Avec C = 2éwm alors
F. == po 28BD cos (wt — a), elle est maximale pour
cos (Wt—a) =1

Fc == po 2§D (6)

Remplacant les équations (5 et 6) dans (1), la force totale appliquée au sol est :

Frotate = |[FE + F§ =/ (P 2§BD )2 + (poD)? = poDy/1+ (2§ )?
La charge transmise au sol est :

Frotate = poDy/1 + (26 )?
danslecasou & =0 alors Fryqe = poD = —22

~2
. Fi™m
Lo =P donc laraideur k =

_ t— Py

Ex3

S

Un moteur de masse m et masse de rotor m,. fonctionnent avec une vitesse de N (Tr/min),
I’excentricité est ‘e *. Le moteur est placé sur une barre. Le rotor est mal équilibré.

C : le centre de gravité du rotor

1) Déterminer la charge dynamique appliquée au moteur ;
2) La vitesse critique du moteur.

Solution

1) La force dynamique

La force d’inertie du rotor est la charge dynamique qui oblige le moteur a vibrer

La force d’inertie se décompose en deux forces :

F;, Engendre les oscillations horizontales
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F;, = F;cos @t = m ew?cos @t

Y
— d g
Avec o =22 F. F
60 s
Fy,, , La force qui engendre les oscillations verticales
2 o
. L
F;y = F;sinwt = m.e.@*sin wt | |
U ot "R X
Donc, Py(t) = F, = m.e.w’sin @t ' ) »
Rotor
. o Stator
Fy,, , Est maximale pour sin @t = 1= Pypqx = —
m.e. >
Siw =w c’estlarésonnance
3) Vitesse critique du moteur

La vitesse critique est la vitesse qui correspond a la résonnance,
pour le systéme considéré ‘

48 E 48 E . N
K = / 13] > w= /ml! Vitesse propre du systéme

. .. — 48 E
La vitesse critique est @ = w = ml3]
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Chapitre 5 : Oscillations des systemes a 1

ddl sous ’action de forces arbitraires

5.1 Généralités

Nous avons étudié le cas des charges harmoniques, mais en réalité, les charges ne sont pas toujours

harmoniques. Ils peuvent étre :
e Soit périodiques ;
e Soit impulsives ;
e Soit parfaitement arbitraires.

5.2 Oscillations sous ’action de la charge périodique

Soit la charge p(t) = p(t +t,)  avec t,, période de la charge

— 2 I
w = t—” Fréguence fondamentale de la charge
14

En développant la charge périodique en série de Fourier
p(t) = a, + Ymeq Ay COS Nt + Y0 by, sinnwt

Les coefficients ( a,, a,, , b, ) s’obtiennent par les expressions :

a, = [’p(Ddt , an= < [["p(t) cosn@tdt et by = = [P p(t) sinnatdt
P P P

(5.1)
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Solution
L’équation différentielle dans ce cas prend la forme suivante :
MU(t) +CU(t) + KU(t) = a, + Y%, a, cosnt + Yo, b, sinnit (5.2)

D’aprés le principe de superposition, nous obtenons

a, - an 1 _
u(t) =7+27 cos (nwt —6,)
= Ja-p + @

+Zf=1%;sin(n6t —-6,) (5-3)
I 28p
Dans laquelle fn=n— et tgb, = 1_[31:5
Remarque

a) Quand f,=1- nw = w — oscillations résonantes
b) En réalité, nous pouvons faire la somme de quelques premiers termes de la solution, parce que

ce sont les termes qui interviennent considérablement au déplacement du systéme.

5.3 Oscillations sous I’action de ’impulsion semi-sinus

Une charge impulsive, consiste en une impulsion unique. Elle est & p(t) =pysinat
généralement de courte durée exemple chocs d’un engin (camion...) Po

0 t, ot
531 Equation différentielle Fig.5.1: Impulsion semi sinus

Considérons un systeme sans amortissement sous I’action d’une impulsion semi- Sinus.
M U(t) + KU(t) = p, sinwt
Solution

a) Dans la 1% phase 0<t<t

La solution prend la forme (avec les conditions initiales nulles)

1
1-2

U(t) = %" (sinwt—fsinwt) 0 t<t (5.4)
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b) Dans la 2°™ phase t>t oo

La charge a fini d’agir, les oscillations sont les oscillations 7 l.__

e

- - .
I == B - Ll -

libres non amorties, est qui se produit par la suite. Elle dépond du t >t
Fig.5.2 : Féponse a uns impulsion

déplacement et la vitesse existante a la fin de la premiére phase.

semil sinus

C- a- dire les conditions initiales U(t,) et U(t;)
La réponse est donnée par :

U(t) = % sin wt + U(t;)cos wt (5.5)
5.3.2 Facteur d’amplificateur dynamique

Le cas de I’impulsion de longue durée, le déplacement max atteint durant que la charge n’a pas

encore d’agir. Uy, est atteint & I’instant t* qui est déterminé par annulation de U(t) = 0.

De ’équation (5.4) — U(t) = %0 1_1B2

(wcos wt — gﬁwcos wt)

Ona coswt=coswt = wt' =+ wt"+2mk avecconditionque t* < t;

Nous obtenons wt* = 2m — wt* avec k=letenprend (— wt”)

— % 21
= — = wt™ = —_—
(w+w) 1+5

ot tot'=2r = (D+o)t’' =21 = t'=—=

Le déplacement est : U(t) = %"# (sin @t* — Bsin wt*) (5.6)

Conclusion

Pour une impulsion de longue durée, I’instant du déplacement max est déterminé par :

_*_2_71' _ 1
wt” = — et D_1-[32

(sin wt™ — Bsin wt™)

eIl g

5. 3 Oscillations dues a la charge arbitraire

Rappel

Considérons un systéme soumis a une impulsion, d’apres le théoréme de la variation de la quantité

de mouvement.
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mu=mu(0)=S = uzi

™ s

L'

La vitesse d’apres ’application de I’impulsion, parce que la durée t proenal L

tres petite, le systéme n’arrive pas a ce déplacement. Apres 7 le

mouvement du systéme est libres avec les conditions initiales : L
Fig.5.3 : sysstéme 3 1ddl

U(t) = U(0) coswt + % sinwt (5.7)
. s s .
uo)=0 U(0) = = U(t) = e sinwt

Si la charge est appliquée a I’instant ¢, , le mouvement produit par cette charge est :

U) = S t—t o
T sinw( 1) S

t

5.3.1 Oscillations forcées des systemes sans amortissement
Intégrale du Duhamel

Considerons un systeme sans amortissement avec une charge arbitraire

— vl Pysinwt
Périodique
. —> PO !
— 00000 —— Impulsion
k @) @)
Arbitraire

A T’instant T durant une fraction du temps dt , la charge fait subit au systeme une impulsion

élémentaire p(7)dt qui provoque au systéme une vitesse (1) = % etu(r) = 0 (ladurée est

négligeable) sioh
P(t)

L’impulsion par conséquent un déplacement élémentaire /\r~/'é\
P : |
u() . [

du(t) = U(t) cosw(t—1) + — sinw(t — 1) L i
* : o

Avec U(t) est négligeable Fig.5.4 : Principe d’obtention de

I'intégrale de Duhamel
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dU(t) = —— smw(t - 1)

L’action de la charge p(t) durant le temps t, est considéré comme une succession des actions des

impulsions élémentaires.

D’ou I’intégrale de Duhamel est :
1ot .
Ut) = %fo p(T)sinw(t — 1) dr (t>1) (5.7)

La solution générale comprend des termes complémentaires de vibration libre (C.1 non nuls) est

U(t) = U(0) coswt + Q sinwt + —f p(T)sinw(t — 1) dT (5.8)

Si la charge p(t) = p, sin @t et avec les conditions initiales nulles I’équation (5.8) devient
1 t
ult) =— in wt si t—1)d
® mwj;) po Sin wt sinw(t — 1) dt

La solution en utilisant ’intégration par partie on obtient
U(t) = %"1_—1[32 (sin wt — Bsin wt) Pour plus de détail, voir exercice 1
5.3.2 Oscillations forcees des systemes avec amortissement (C # 0)
Les oscillations libre amorties sont données par
U(t) = e “t(u(0)coswpt + %;W@stinwl, t)

Analogiquement au cas précédent, I’impulsion élémentaire p(t)dtr produit au systéme un

déplacement élémentaire.

(‘r) dt

du(t) =e~¢ ‘“(t‘f)[ — sinwp (t—1)] Avec les conditions initiales nulles

Donc, Intégrale de Duhamel d’un systéme avec amortissement
=1 (fe-fwtD - _
U(t) —— Joe p(T)sinw(t — 1) dt (5.9)
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5.3.3 Procédé numérique de I’intégrale de Duhamel
Remarque

e Si p(t) est une fonction intégrable, 1’expression (5.8) ou (5.9) nous permet de déterminer les

oscillations forcées dans beaucoup de cas.
e Sip(t) n’est pas intégrable, nous devons calculer (5.8) et (5.9) par une méthode numerique.

Pour un systéme sans amortissement, la transformation de 1I’intégrale de Duhamel en expression

numerique en utilisant 1’identité trigonométrique. L’équation (5.7) s’écrit
Ut = ﬁ fot p (1) [sinwt coswT — coswt sinwt] dt (5.10)
Désignons par :
A () = ifotp(r)cosoordr (5.11)
A,(t) = ﬁf;p(ﬂsinwrdr (5.12)
On peut écrire
U(t) = A, (t)sinwt — A,(t)coswt (5.13)

Le calcul de (5.7) nous raméne au calcul numérique des expressions (5.11) et (5.12).

plr)
5.3.4 Expression numérique pour A, (t) }“ LT Ps
Po D3y P2 Y - >
.y . P ‘—’h.{"x.ips l Ps T
Multipliant p(t) par coswt ce qui donne y(1) COSWT 4 sl
y(t) = P(t) coswt , A(t) = % ‘ 1 T ‘\““T rd
>l >ld—bd > o
o IS 3 ¢ g
. . A A A A
L’expression de A, (t) devient : oS TR e
A
AT n P{t)cos wrt .
A0 =5 oy w v Ton "

Cette sommation est désignée formellement par :
Fig. 5.5 : Formulation du procédé

_ 1y ¢a ; A i
y; = 52 & dépend de la regle de la sommation numérique de sommation
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e Pour lasommation simple & = 1

1
EZ A=Wt yi+ Y2+ +Yn1)
e Pour la formule de trapéze & = 2

1 1
EZEA 25(3’0 + 2y + 2y, + -+ 2yp 0+ V)

e Pour la formule de Simpson ¢ = 3
1 1
f 28 =00t Ay Yo+t dynog o)
5.3.5 Expression numérique pour A, (t)

Avec le méme raisonnement, nous obtenons 1’expression numérique de A, (t)

- Expression numérique de U(t)

U(t) = A;(t)sinwt — A,(t)coswt

R At A _ At B _ At A : _ B
U(t) = sinwt m—: »é CoSwt—r : »E = —— X &4 sinwt — Y &° coswt)
;- _ At Eﬂ 2 _
Désignons par G = Ml K2 avec (mw* = K) (5.14)
Finalement, nous obtenons I’expression numérique suivante
Ut) = =6 (X ésinwt — Y &8 coswt) (5.15)

Dans la deuxiéme phase (les oscillations libres)
U(t) = Asinw(t—t;) — B coswt (t —t;)
Sia t; lacharges’annule (A = A(t;) et B = B(t;)
Donc le déplacement est  U,,q, = VA2 + B2

5.4 Applications

Ex1: En utilisant I’intégrale de Duhamel, montrer que la réponse générale d’un systéme a 1ddl non
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amorti a une excitation harmonique p(t) = p,ysin @t , avec des conditions initiales de déplacement

et de vitesse au repos, est donnée par :

1
v =p701—32

(sin wt — Bsin wt)

Solution
L’intégrale de Duhamel est donnée par

U(t) = — [, p(r)sinw(t — 7) dr
En remplacant la valeur de p(t) ’expression précédente devient
1 t R .
Ut) = Hfo po sinwtsinw(t—1)dr (1)
sinw(t — 7) = sin wt coswT — cos wt sin wt

En remplacant dans (1)

t
Ut = :l—of sin Wt (sin wt coswt — cos wt sin wr)dt
W Jo

Simplifiant I’écriture en mettant
b 6o
Iy = [ sin@tcoswrdr  Et I = [ sin@tsinwtdr
D’ou U(t) s’écrit

Ut = % (sinwtx I; — coswt x I,) 2

Nous utilisons I’intégration par partie pour I , fUu.dv =U.V — [VdUu

En mettant

U = sinwt - dU = @ coswtdt
1 .
dV = coswtdt » V = = sinwr

Donc, dans I’intervalle de (0 a t) I; s’écrit
1 . - @t _
I, = = sinwt sin @7 - Zfo sinwt coswt dt (3)

Intégrons (3) une deuxiéme fois, en mettant
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U = coswt - dU = — w sinwtdt

dV = sinwtdt » V =— — coswt
W

Remplacons dans (2)

1 1 ‘ t1
[, = — sinwt sinwt — f|— — coswt cos@r] + ,[?f — Cc0S WT ® sin wdt
A w 0 o W

1
I, = — sinwt sin@t + E(cos wt coswt — 1) + B2,
o w
Enfin, I, = ! (sinwt sinwt + f cos wt coswt — )

w(1-p?)

t . . ~
Pour I, = [ sin@tsinordr laméme chose I,

1
I, = ———= (B sin wt coswt — cos wt sin wt)

D)

Remplacons I; et I, dans (2) on obtient I’expression demandée

Ut = K(ﬁ)ﬁZ) (sinwt — Bsinwt)

Ex2 : (Impulsion semi-sinus)

Déterminer le facteur d’amplification dynamique du systéme non amortie sous 1’action de

I’impulsion semi-sinus  p(t) = pysin wt

Dans les troiscas: =

glel

4
=3 F=3.8=1

Solution
Equation différentielle : M U(t) + KU(t) = p, sin ot
Ils existent deux cas :
e Pour le cas d’une impulsion de longue durée, le déplacement max est atteint et la charge elle

n’as pas finir d’agir.

e Pour le cas d’une impulsion de courte durée, le déplacement max est produit quand la charge

a fini d’agir.
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Chapitre 5 :

Impulsion de longue durée

1% phase 0<t<st; = /3:2:—<1
ﬁ—Q—E—i—— > 2 =075
_w_3_2?”_2t1 -

Le facteur d’amplification dynamique

1 o . .
D= -z (sin wt* — Bsin wt™) o |
Avec ott= 2= =1
14— 14+= 3
w 2
1 . 5T 2 . 61
D= e (sm (T) —3sin (?)) = 1,77
- Le cas de impulsion de courte durée
u(t)

e La1°® phase le mouvement est terminé

e La 2°™ ¢t > ¢, le mouvement est libre donné par :

Uity |
sinwt + U(ty)cos wt
w Phase 1

Ut =

e LI €

w

Le déplacement maximal U(t) = \/(u(tl))z + (

On cherche (u(t;) etu(t;)

L’expression qui donne le mouvement est

u(ty) = # (sin wt, — Bsin wt;) 2
Avec t; = % I’expression devient
= (sinoZ—Bsinw™)=—-2_F (=
u(ty) = - (sm W= Bsin w a)) =~ K Sin (B) (3)

A partir de I’équation (2), la vitesse est
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u(ty) = 71 52 (wcosw t; — Bwcoswt;) avec t; = %
1 _ T p @ Vi
u(ty) = K T 32( w—wcos(E» = 701—,[?2(1+COS(E)>
ot (o) g

Remplacant les valeurs de (3) et (4) dans (1)

Unmax =p701_ﬁﬁz\/sin2(%)+1+cosz<%>+2cos<%)

Apres réarrangement et avec 2(1 + cos (%)) = 40052(%) (voir les identités trigonométrique)

Le déplacement maximal est : Unax = — cos(= (5)

Le facteur d’amplification dynamique est

D =Zcos (53) ®

t">t - p>1

Pour 8 =—=>1 donc I’impulsion est considérée de courte durée

i
b=~ 37 3 3T t, 3
4 Th=35737g TTr7g 033
"3
J6)
de I’équation (6) le facteur d’amplification dynamique est : D = oy cos (i) =133
3 3

Lecasf =1 - w=w C’estle cas de la résonance

Upes = §—°K (sin wt* — wt*cos wt*) Avecw = w
Cherchons t*

U=§—K(wcoswt —wcos wt*+ w t* w sinwt*) =0
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2 p% o * . T
w* t* sinwt™ =0 = {smwt*=0 o tt = —
)
y- " T
A linstant t* = t; = =
=P (cinyE_ I r
Urss = K (smw ~ T W=CoS W w)

_bom

La valeur de la résonance est U, = K

Le facteur d’amplification dynamique D = 2£ = 1.57 et le rapport de t? = % = 05
w

Ex 3 : (charge arbitraire)

: ‘ cylindre
Y

Rappel W@ “ piston
Ol
. . stator . .
- Moteur électrique { Vilbrequin
rotor
- Moteur a combustion interne _T~gf ] | Contre poids

Le moteur a combustion interne, est en équilibre quand le moteur Fondation

fonctionne (Bielle-Manivelle), les forces d’inerties sont en ol v
0 Ic

équilibres. Il reste la force d’inerties alternative du piston qui Bielle-Manivelle

provoque les oscillations verticales du moteur
Quelle est la force dynamique engendrant les oscillations forcées de la fondation, ainsi le déplacement

Modele du calcul

La charge dynamique est équivalente a 1 a force d’inertie alternative du piston P
- Lamasse M est la masse totale (M, + my) M
- Larigidité du sol (K)
L’équation du mouvement est : k
MU (t) + +KU(t) = P(t) p——

Il faut chercher la force P(t)
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La force d’inertie centrifuge du piston est F, =myU
Le déplacement du piston x(t)

x(t) = (R+1) — (lcosy + Rcosp) avec ¢ = wt
Exprimant ¢ = f (@)

Ona [siny = Rsing = sinyp = % sing

2
Onsaitque cosyp =./1—siny? = \/1 - (?) sing?

—1_YR2 o2
=1 2(1) sing

1 (R\?
Dou x(t)=R+D-11- 5(7) sing?) — Rcoso)
Aprés réarrangement x(t) devient
2
x(t) = R — Rcoswt — é(?) sin®t

. , . . L(R\*, . _ _
- Lavitesseet: x(t) =—Rwsmwt—5(7) 2 sin wtcoswt

. LRV _ LRV
x(t) = —Rwsinwt — AW 2 sin wtcoswt = —Rwsinwt — AW sin 2wt
- L’accélération est :
_ 2 2
- %(t) = —Rw? coswt — %l (?) 2wcos2wt = Rw? coswt + w?l (?) cos2wt
5- . . . —2 — —27(R 2 —
La force d’inertie du piston ~ Fjp = m, ¥ = Rm,0° coswt + m, l(T) cos2wt
. 2
DéS|gn0ns par Py = Rmp(T)Z et Py = mp(T)zl (?)
L’équation du systéme s’écrit :

M U (£)+K U(t) = Py, cos@t + Pyycos2t

D’ou la solution est :

U =2 L cosat -2
K 1

_(%)2 . 1_(%)2 cos2 wt)
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Ex 4 : Le chateau d’eau ci-dessous est soumis a une excitation P(t) d’explosion, voir figure. Si le

systeme était au repos (conditions initiales nulles)

x(t=0)=0etx(t=0)=0

1) Déterminer la  réponse u(t) dans la
premiére phase et la deuxiéeme phase en

appliquant le calcul numérique. , Pro

Ondonne:m = 438tet k= 3,94104 KN/m.  eeies TN | I|

Solution

e Calcul de U(t) dans la premiere phase 0 <t <t,

Le déplacement est donné par I’intégrale de Duhamel

1 t
Ult) =— inw(t—1)d
(v mw.fop(T)smw( T)dt
La formule numérique de cette intégrale est donnée par :

U = mA_(zE (Z ¢4 sinwt — Z B coswt)

At
mawé

Ut) = G(X é4sinwt — Y &8 coswt) Avec G =

A= 6xel et  A,()=G6X¢"
D’apres la regle de Simpson (¢ = 3)
Y&4= (o + 4y +y2 +4ys + Y4+ 4ys + Y6 + 4y; + ys + 4y + y10)
L’expression de A, (t))
A(t) = G(yo+ 4y, +y2 +4y3 +ya +4ys + ¥ + 47 + y5 + 4Y9 + Y10))

2.y = 2 Pi(t) coswt; , parexemplepour i =0 - y, = Py(T) coswt,
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Méme chose pour I’expression de B(t)
B(t) = G (yo + 4y1 +y; +4y3 + ya +4ys + ys + 4y7 + yg + 4¥5 + Y10))
Yy = X Pi(7) sinwr; Parexemple i =0 — y, = Py(1) sinwt,
e Pour ladeuxiéme phase t>t;
Pour la 2°™ phase, le systéme est en oscillation libre
U(t) = A;(t)sin (wt — t;) — A,(t) cos (wt—t;)
Si a t; lacharge s’annule
U(t) = Ai(ty) sinwt — A,(t;) coswt

A() = A(t) = GXE(ty) Et Ay (1) = Ay(ty) = G X &8 (ty)

Donc le déplacement  U(t) = /A1 (t1)? + A, (t1)? sin (ot — )

Le déplacement maximal est  Upyax = /A1 (t1)% + A,(t)?>  avec o= arctg%
1\(t1

Les résultats trouvés par Excel sont illustrés dans le tableau suivant :
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Etude numérique par intégrale de Duhamel (Sans amortissement)

Oscillations des systeémes a 1 ddl sous I’action de forces arbitraires

Ik _“S._:ﬂ_ — _E_” m, |z mazsz et K, larizidite
W B B 30rdls Int/n= t/10= 0.05/10=0.005 (5 Wrombredepas
_ b 0005¢1000 _5,
B s by
Calcul de Al Caleulde A2
toswt 3 4[5 Mulils) 5% (7 M4T[5) AT 1310} Multi (11) 10%11 [12) AT (13) AT (14] 9°3 (15) 14% (18] 15-16 (17) uft}=R*17 (18]
I - Ll - 1 - - 1 - a0 - - - -
ik 0,143 0589 15103 4 Tedl| 1133 1887 4 11548 | 22567 - - - -
B 0295 09%5| 38314 1 3651 11333 | 11418 1 11418 1297 | 33480 | 2132 | 11548 00001
Ik 0435 05001 52,130 4 0876 | 3084 25,211 4 100,342 | 155387 - - - -
i 0,565 0825] 8378 1 LENE] 421,78 | 4383 1 4353 178864 | 238721 | 147823 | 91088 | 0000012
B 0,682 07321 70881 4 8271 39454 55,246 4 163,385 | 36755 - - - -
T 078 0822 4303 1 43,04 8733 | 8053 1 80,536 546,421 | 40,234 | 33EEL | 300574 | 000038
Ik 0,367 0498 13,339 4 153 | 17740 50,276 4 200,103 | 297883 - - - -
B 093 0382 1400 1 1400 13472 | 35014 1 36,014 344074 | s27121 | 305857 | 811264 00079
ik 0575 02181 4231 4 1852 309 18,851 4 75404 | 111413 - - - -
I 0597 oy - 1 - 1025,65 - 1 - 355,431 | 102308 | €758 | 955481 | 000N

Chapitre 5
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Ex5 : En utilisant I’intégrale du Duhamel, déterminer la réponse générale d’un systeme a 1 ddl non

amorti de masse M et de rigidité K soumis au chargement suivant :

Solution
P(t

Cherchons la charge P(t) P

e Pour 0 <t <t; lacharge estsous forme d’une

droite qui passe par 1’origine (phase I)

e Pourt >t; lacharge estconstante de valeur de P, (phase Il)

Po
—t 0<t<t
Donc, la charge P(t) = {tl 1
Py t>t

Le déplacement total égale de la phase | plus de la phase 1l
Ut) = U(6) +Ux(t)

e Phasel:0<t<t;

Po
mwlq

U, (t) = 22 fotrsinw(t —1)dt =

mwtq 11
Calculons I’intégrale en utilisant I’intégration par partie, I; = [ U.dV =U.V — [ VdU

En mettant,

U=t dU=dr
dV =sinw(t —1)dt - V = icosw(t —-1)

Donc, dans I’intervalle de (0 a t), I; s’écrit:

T t 1 t ot 1 .
L = [;cosw(t —T)]O— Zfo cosw(t —7)dr = ~— —sinwt
U () = 2 (E- ésinwt)

mwt;

e Phasell:t=>t

~“v

@)
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t

Po

Po

U (t) = Mot

t1

Calculons

L = fotl Tsinw(t —7)dr  aprés intégration par partie on obtient :

t t]_ 1 tl
L= |— t — - = t—1)d
1 wcosa)( T)]O ‘Dfo cosw(t —1)dr

1
2

ty ¢
I, = —cosw(t —t;) + sinw(t )]}
1= Zcosw(t —t) + — [sinw(t D

Apres réarrangement

1

ty 1
I, = —cosw(t —t;)+ — sinw(t— t;) —— sinwt
1 ® ( 1) w2 ( 1) w2

L1
f Tsinw(t —1)dr + Do sinw(t —7)dt =
0 mw m

Méme chose pour I, = fttl sinw(t —7)dt égala I, = %[1 —cosw(t —t;)]

D’ou, le déplacement prend la forme :

p
U,(t) = maj’t

1

Apres réarrangement, le déplacement dans la phase 11 est :
—Po 1 o Y — i
U,(t) = K [1 + = 0 (sinw(t— t;) — sinwt ]

Les résultats

Po ,t .
(—— FSII’I(D'C)

Ul(t) - mwt w
1

1
U,(t) =%[1 + W(sinw(t— t;) — sin wt ] pour t=>t;
1

ty 1 1
—cosw(t —t;)+ —sinw(t—t;) —— sinwt |+
[Zeos -t + — sinw— t) - sinot |

pour 0 <t <t

bo 2
mw W

1

[1—cosw(t —ty)]
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Chapitre 6 : Oscillations non Linéaires

d’un Systeme a un 1ddl

6.1 Introduction
Nous avons étudié les systemes linéaires, la raideur K et I’amortissement C sont constantes.
F,=Ku e F,=Cu

En pratique, nous rencontrons souvent les systémes dont K et C ne sont pas constantes comme le

béton et la fonte.

¢ Diagramme charge —déformation

(b)

K + const
< > u
Fig. 6.1 : Déformation a) élasticité linéaire, b) élasticité non linéaire (Béton)
e Pour le pendule mathématique
D’aprés le théoréme de la variation du moment cinétique

] 6(t) = —lmgsin 6 6 Angle de rotation

Le développement de Taylor de sin6 = 6 —%3—
y 03(t ; 03(t
mlzect>+lmg<9<t)— 6()>=o S e<t)+§<e<t)— 2

L’équation obtenue est non linéaire
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Si nous considérons seulement les petites oscillations 83 =~ 0
Alors, ’équation de mouvement devient 6 (t) +% 6(t) = 0 (Equation linéaire)
Dans I’étude des oscillations non linéaire, ils existent plusieurs méthodes. Dans ce chapitre, nous

¢tudions la méthode d’intégration pas a pas (Méthode numérique). Cette méthode s’est relevé donner

de bons résultats, mais assez peu de calcul.

6.2 Equation Incrémentale d’équilibre
6.2.1 Représentation des caractéristiques d’un systéme non linéaire

Soit un systéme dont les caractéristiques sont données en figure (6.2)

e Lafigure 6.2a: variation de la force de rappel par rapport au déplacement (Pente sécante = K(t)).
e Lafigure 6.2b : variation de la force d’amortissement par rapport la vitesse (Pente sécante = C(t)).

e Lafigure 6.2c : variation de la charge P(t).

— v
<
L
m
1 T T —
'.-”u'lu'.lllnl
— k L [
e P(t)
+ Ar
Jelemas AT =
i —— ': Ap(t /
P Al : Pz I |
- ] Ar
[} S -f -
) T Oe + Ach o < ™ _?
(<)

Fig. 6.2 : Les caractéristiques du systeme (a), (b) et (c)

6 .2.2 Idée de la méthode de I’intégration Pas a Pas
L’idée de cette méthode est la suivante :
Pour chaque incrément de temps At déterminer u(t) et Au(t)

- u(t) déplacement au début de I’incrément

- Alafin de cet incrément u(t + At) = u(t) + Au(t)
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Cette valeur u(t + At) est de nouveau considéré comme la valeur de départ au début de

I’incrément suivant.

Cette méthode s’appelle Méthode d’intégration pas a pas. Notre but est de chercher pour incrément

la valeur de Au(t).
6.3 Equation incrémentale de I’équilibre des forces

D’aprés le principe de d’ Alembert & chaque instant t :
fi@® + £(6) + fr(©) = P() (6.1)
A P’instant (t + At)
fi(t + At) + f.(t + At) + f (t + At) = P(t + At) (6.2)
La soustraction (6.2) — (6.1) donne
Afi(®) + Af:(O) + Afy (8) = AP(D) (6.3)
Avec (fi(t+At) — fi(t) = Afi ()
Afi(t) = mi(t + At) — mii(t) = mA i(t)
Af.(t) = f.(t+At) + f.(t) = C(t)Au(t)

Af(t) = fir(t +A0) + fi () = K(©)Au(t)
AP(t) = p(t + At) +p(t) = p(t)

(6.4)

La relation (6.3) prend une nouvelle forme, en replacant I’équation (6.4).:
mA i(t) + C(t)Au(t) + K(t)Au(t) = Ap(t) (6.5)
Dont laquelle les inconnus sont :  Au(t), Au(t), A it(t)
6.4 Hypothese de base
La méthode utilisée est basée sur les deux hypothéses suivantes :

a) Accélération ii(t) varie lineairement durant At

Ati(t)
T
At

ii(r) = iw(t) + (6.6)

73



Chapitre 6 : Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl

b) Dans I’incrément At , C(t) et K(t) sont constants
(r) b(z)
6.5 Etablir les équations pour Au(t) et Au(t)

ALF(E)

- Pour Au(t) ) oo e an
e ! i i
Intégrant (6.6) par rapporta t [ U(H._“; *t
Ali(t) 12 . . .
u(r)—u()+——+C1 Si =0 = ¢, = u(0) =u(t)
i(r) = i(0) + 222 T 4 () (67)
Avec T = At , I’équation (6 .7) devient :
u(t + At) = (At + A”(t) A% )
On peut écrire 1’équation précédente comme suit :
ni(t) = i(t)ae + 22 A; (6.8)
- Pour Au(t)
Intégrant (6.7) par rapporta t
u(r) = i(t) =+ 250 5 ar+C, Pour 1=0 - C = u(0) = u(t)
@ = i ATZ +Ail(t) At3 LD+t
u(t) =1u > YR u(t)r + u(t)
Si = At
2
u(t +A8) +u(t) = i(t) - + 52 25 A% L a(t)At
On peut écrire
Au(t) = u(t) Az(tt) A2 L a(t)At (6.9)

6.6 Formule numériques pour increment de deplacement Au(t)

Nous avons 3 équations avec 3 inconnues les autres termes sont connus. Pour chaque incrément m,

k(t), C(t), Ap(t), ii(t), u(t) de I’équation (6.9) nous tirons Aii(t)
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Nii(t) = - du(t) — 22— 3ii(r) (6.10)
En mettant (6.10) dans (6.8)
Au(t) = u(t)At + —( > Au(t) —6—()— 3ii(t))
Au(t) = —ii(E)At — 31(t) +— Au(t) (6.11)

En mettant Au(t) et Aii(t) nous obtenons

© Au 6 ult) 3 L At — 3 u > A K =A
o7 du() - = = 3 +c(t>(—§u(t> £-3u(0) + u(t))+ (Ou(®) = p(®

Désignons par

K(t) = K(t) +—+ﬂ”

At2
- 6u(t) (6.12)
Ap(t) = Ap(t) + m( + 3ii(t)) + C(t)(zu(t)At + 3 u(t))

Finalement
_ ~ Ap
K@®)Au(t) = A5(t) = Au(t) = %’
U(t) — p(t)_rik_fc
T Yult+ A) = u(t) + Au(t) (6.13)

u(t + At) = u(t) + Au(t

6.7 Récapitulation du processus de calcul
Dans chaque intervalle At le processus est utilisé d’aprés I’ordre suivant.

On détermine :

u(t+At)
1) Les valeurs u(t) et u(t) ult)
it d diti mitial u(t)
soit des conditions initiales
ces valeurs sont {soit les valeurs obtenues a la fin de l'intervalle précedent
t
2) Lesconstantes C, K, fi.(t) = K(Hu(t), f.(t) = C(t)u(t) t €85 T+ A0

3) l’accélération ii(t) paréqu. (6.13)
4) Ap(t) et K(t) par équ.(6.12)
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Avec K(t), la rigidité effective et Ap(t), lacharge effective
5) La variation Au(t)

Au(t)=57(p—((tt)), Au(t)  (6.11)

6) Le déplacement et la vitesse a la fin de I’intervalle considéré par les formules (6.13)
mAi(t) + C(t)Au(t) + K(t)Au(t) = Ap(t)  equs. (6.5)
A (t) = = du(t) — 3u(t) — i) équs. (6.11)

Ap(t) = K(t)Au(t) équs. (5.3)

Bp(t) = Ap(t) + m(zu(t) + 3(t) + C(3u(t) + 5 it(t)

K(t) = fm 4 3¢
K®) =KO) + - +-3

équs. (6.12)

7) Jusqu’aici tous les calculs sont terminés, nous passons a 1’intervalle suivante
Remarque :
- La méthode étudiée est valable pour n’importe quel systéme non linéaire ;

- Cette méthode est évidemment utilisable pour les systemes linéaires, mais les calculs deviennent

plus simples ;

- Comme dans tous les méthodes numériques la précision des résultats dépend de I’intervalle

choisie, les trois facteurs qui décide le choix de At :
e Lavariation de P(t) ;
e Lacomplexité de K(t) et C(t) ;
e Lapériode propre du systeme At < % t le résultat est digne de confiance.

- S’il y a un moindre doute sur les résultats obtenus, il faut refaire les calculs avec une intervalle

At moitier.
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6.8 Applications

Ex1: Soit un portique élasto-plastique d’1 degré de liberté dont les caractéristiques, voir figure Ci-
dessous. Pour un incrément de temps de 0.1s, déterminer la réponse non linéaire en utilisant la

méthode pas a pas avec accélération linéaire.
Solution : (Oscillations forcées sous 1’action de la charge P(t))

Avant de résoudre le probleme, il faut un petit rappel sur la déeformation plastique (permanente,
irreversible)

0D, déformation plastique
OD; = 0D + DD, DD;, déformation élastique
U* arbitraire

Uel = U* - Upl

D’ou la déformation é€lastique est Uiorq = Ugy + Uy

L

m =201 X
3 cm ¥
ol (r 2
¥ > - pit) s
,..,..,“-L..-_.J
|
30 kN
40 kN s/m
[_j»L_, k = 1000 k,\_rm* - -3 f A
(total) - a k A 1
- 30 kN [}
Déplacement
2 inelastiqgue |
*
Rigidité élastoplastique U
4o, kN 0 T >
40 D D1 §]
(a)
Histoire du chargement

j~‘ | "+

La durée d’application de la charge est de 0.8 s. prenons 8 intervalles avec At = 0.1s

d’apres la méthode d’intégration pas a pas, nous devons faire les calculs dans chaque intervalle.

o u(t), u(t)
e K,C ->fi=Ku(t) - f.=Ccu(t)
fi =1000 u (u<3cm) pour u>3cm— f, =30KN

Quant U atteint U,y , il dimuni  f, = K U,; pour f. =40 Kn.% est toujours constante

_ PO-fe()=Fi(®

m

o Au
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Bp(t) = Ap() + m(Zu(t) + 3 () + C(3u(t) + - i(t))
. Ap(t) =Ap(t)+20(%u+3'u+40(3u+%u)

Ap(t) = Ap(t) + 13201 + 621

R(t) =K() + 22+ 20

At2
- 6.20 3.40 Kn
K(t) =K(t) + Tz k(t) + 13200 (F)

o Au(t) = Au(t) — 3u(t) - %a(t)
Au(t) = %Au — 30— %u = 30Au — 31 — 0.05ii

u(t + At) = u(t) + Au(t)
{u(t + At) = u(t) + Au(t)

Les résultats calculés par Excel sont illustrés dans le tableau ci-dessous :
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\

€me

d’un Syst

r

1mMcaircs

Oscillations non L

Chapitre 6

pas a pas avec accélération linéaire

( 5)= Fk=1000 U (8)=U"= (7)/20 (13}= K'=13200+ (12)
(6)=Fc = 40U (10)=1320u'+62u" (14]= AU=(11)/{13)
(7) =Fi=(2Hs5Hs) (11)= A P'= (3)+{10) (15)= A U'=30 delta U-3U'-0,05U"
ts) (1) P(tKn(2) Uim) (3] U (4) Fk(5) Fc (6) A @ U™ (8§
temps  charge dépl. vitesse  raideur  amortissFInertie  Acceler,
AP () (10 AP' [11) k (12] K' (13) | AU{14] | AU’ (15)
0 0 - - - - - 25,000 - 25,00 1000 14200 0,00176 0,05282
0,1 25 0,00175 | 0,05275 1,75 211 21,140 1,057 15,000 135,164 150,16 1000 14200 0,01057 | 0,10615
0,2 40 0,00123 | 0,15875| 12,30| 6,35| 21,350| 1,068 |- 5,000 275,735 270,74 1000 14200 0,01307 | 0,04235
0,3 35 0,03140 | 0,20075 30,00 &03|- 3,030 - 10,000 255,557 245,60 - 13200 0,01861 0,03650
0,4 25 0,0500 | 0,16450| 30,00 6,58 |- 11,580 - 0,579 |- 10,000 181,242 171,24 0 13200 0,01297 0,07536
0,3 15 0,062875 | 0,08925| 30,00 3,57 |- 18570 0,923 |- 5,000 60,243 35,24 - 13200 0,00415 0,09577
0,6 10 0,067175 |- 0,00700| 30,00 |- 03 |- 18,720|- 0,98 |- 5000 |- 70,372 |- 7537 1000 14200 |-0,00531 0,08854
0,7 B 0,06188 |- 0,09575| 24,70 |- 3,83 |- 15870|- 0,794 |- 5000 |- 175,587 |- 180,58 1000 14200 |-0,01272 0,05460
0,8 0 0,05025 |- 0,13025 13,10 |- 521|- 7,830|- 0,395 - - 196,389 |- 196,33 1000 14200 |-0,01383 0,00443
0,9 0 0,03640 (- 0,12500 |- 0,80 |- 5,00 5,800 0,290 - - 147,020 |- 147,02 1000( 14200 |-0,01035 0,05
1 0 0,02605 |- 0,07500 - - -
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Chapitre 7 : Systeme a plusieurs degres de

liberteé

7.1 Généralités

Nous avons étudié les systemes dont les déplacements sont caractérises par un seul parametre.
En pratique, nous avons souvent a rencontrer les systemes dont les déplacements sont caractérisés par

plusieurs parametres. Ces systémes s’appellent systémes a plusieurs degrés de libertés

7.1.1 Quelques exemples

B % v
a4
gy PI
C.
" E - 3 1&1, P,
J % Fig. 7.1 : Masse - ressorts et pendule double

o  Mouvements d’une voiture

- Déplacement vertical

- Balancement longitudinal (angle 0)
- Balancement Latéral

Fig. 7.2 : mouvement du véhicule
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e Vibration en torsion des arbres . Un vilebrequin d’un moteur a 4 temps a 4 cylindres et

modélisé comme un arbre a 5 disques figure 7.3a

e Vibration en flexion des arbres figure 7.3b

(a) (b)

o1 02 03 04 05

Fig.7.3 : Vibration des arbres a) Flexion b) Torsion

En général on peut utiliser les méthodes connues tel que :

( — les équations de Lagrange
— Le principe de d’Alembert

— Les théorémes généraux de la Mécanique

Pour des systemes particuliers, on peut utiliser d’autres méthodes.

7.2 Etablissement des équations différentielles des oscillations en flexion
Considerons un systeme de ‘n’masses et une barre. La déformée de ce systéme est caractérise

par ‘n’déplacements.

7.2.1 Equation d’équilibre dynamique
A T’instant (t) les forces appliquées a la masse m;
fri ¥ fei + fri = pi(0) [=123....N (7.1)

Les ‘n’équations peuvent étre écrites sous la forme matricielle

[fi 1+ [fle + Ufiel = [P(D] (7.2)

81



Chapitre 7 : Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl

Dans laquelle
i1 fe1 fra
£l = (ffz R L
fln fCN fkn

7.2.2 Matrice de rigidité

p1(t)
p2(t)

pn'(t)

(7.3)

Supposons que le systéeme est linéaire, la force de rappel a un point quelconque du déplacement de

tous les autres points est :

(fkl = k11u1 + k12u2 e wen e +k1]u] + -+ klnun
| sz - k21u1 + k22u2 [ +k21uj + -+ anun
fkn = knlul + knzuz er nanas +kn]u] + -+ knnun

Si on introduit la matrice suivante

Ki1 Kz . . . Kiy ]
Kzl KZZ . . . KZn
[K] =
Kpi Knp . . . Kynd
[t
Uy
Et le vecteur déplacement [U] = {43
\u,

La vecteur des forces de raideur  s’écrit  {f;.} = [K]{u}

[K] : matrice de rigidité, dimension (n,n)

Kij,i=j=123............. n coefficients de rigidité

{U} : vecteur de déplacement

e Signification mécanique des (K;;)

Supposons que nous avons ainsi a choisir ¢ n’> forces extérieures

maniére qu’en les appliquant au systeme. Tous les déplacements sont nuls sauf en un point i

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

P, Py, Ps .......... B, , de telle
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Exemple w;

De I’équation (4)

P1 = Klj’PZ = KZjHH’Pj = I<jjnnnpn = Kn]

La Force appliquée a la coordonnées ¢ i ¢ produits par le

déplacement de coordonnées j

Dans le cas des masses concentrées, 1’accélération de la

masse quelconque n’impose de la force d’inertie qu’a elle-

méme.
fin = m; [ml 00 0 ]
_ . |0 m, 0 |
fr2 = mau; - .
_ Si I’introduit [m] =1 - : (7.8)
fin = mpiy 0 () my
[m]: matrice de rigidité, elle est diagonale
{1} = [m]{ii} (7.9)
7.2.3 Matrice d’amortissement
Supposons que les forces d’amortissement f.; dépendent des vitesses
U; =123 n
On a les relations suivantes
fCl = Clllll + Clzuz . +C1]uj + + Clnlln
fCZ = 6211:11 + szuz ree aee e +C21u] + + Canln
. (7.10)
fon = Cuatly + Cpolly e v +Cp 0 + o+ + Gty

On introduit les matrices suivantes :
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Ci1 G2 O Cin
(21 Co Con
[cl= - - -, (7.11)
LCa Cua Con ]
(uIW
U
Le vecteur de la vitesse fu} =< "} (7.12)
U
\u,,/
Le vecteur des forces d’amortissements {f.} = [Cl{u} (7.13)

Le coefficient C;; s’appellent coefficients d’influence d’amortissement

¢ Signification des C, : Force appliquée a la coordonnées produite par la vitesse unitaire de
coordonnée j

7.3 Equation différentielle des oscillations du systéme

En remplacant (7.7), (7.9) et (7.13) dans (7.2) nous obtenons :
[M] {U} + [C]{U} + [K] {U} = {P(©)} (7.14)

Si n=1 alors MU + CU + KU = P(t)

7.4 Etablissement des équations différentielles des oscillation en flexion

(Méthode des forces)

7.4.1 Matrice de souplesse

Pour un systeme linéaire, le déplacement a un point quelconque dépend des forces appliquées aux
autres points.

u, = 511p1 + 612p2 FEPIT +61]p] + -+ 61npn
U, = 621p1 + 622}')2 FEPIT +62]p] + -+ 62npn

: (7.15)
Up = Op1P1 + Op2P2 v v+ D + - + Opnn
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On introduit
611 612 6171
621 022 . . . O
[6] =] : Co (7.16)
16,1 60z Syn |
L’expression (7.15) devient {u} = [6]{p} (7.17)

6ij : coefficient d’influence de souplesse

Si toutes les forces extérieures sont égales a zéro sauf pj ,» pj=1

L’expression (7.15) devient : U, = 61j, U, = 62j,,,,,uj = Sjj,,,,,,un = 6nj

e Signification des §ij

Déplacement de la coordonnée ¢ i ¢ produit par la force unitaire appliquée a la cordonnée © j °

7.4.2 Détermination du coefficient de souplesse
Remarque

Tous ces méthodes qu’en va citer ici, sont déja étudiées en résistance des matériaux approfondies
a) Par la méthode de Mohr
.. LM;M;
8ij = fO;—]’ dx (7.18)

M; : moments fléchissant

b) Par la méthode de Verchtchaguine X l ”

>
Le théoreme de Verchtchaguine est une méthode mathématique qui a0 ‘
permet de simplifier le calcul d'intégrales utilisé avec le théoréme de

U;

la charge unitaire (qui est une variante du théoreme de Castigliano). Il

peut éviter de passer par les intégrales de Mohrs
C’est une méthode de multiplication des diagrammes ( () ; diagramme )
L1 1
51 =2 Quf. =2 (F)(f) (7.19)
Pour plus d’information consulté le cours de résistance des matériaux approfondies (RDMA)
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Remarques

Les proprietés des matrices de rigidités et de souplesse [K] et [5]

a) On peut démontrer que la matrice de souplesse est symétrique &ij = §ji application de la loi

de Betti-Maxwell
b) La matrice [K] est I’inverse de la matrice de souplesse
(k] =[6]"Y , [6]=1[k]? la matrice  [k] est aussi symétrique.
7.5 Applications
Rappel
Etablissement des équations différentielles des oscillations des systemes
( L'équation de Lagrange
Méthode de principe de déplacement virtuel

On peut utiliser 4 méthodes<
Méthode de principe de D' Alemlbert

\ les théoremes généraux de la mécanique
Un corps est en mouvementsi: MX = YX, MY = XY, J$ = Y M(F)
Ex1:

Déterminer les équations de mouvement du systeme ci-dessous en appliquant 1’équation de

Lagrange.
Solution

C’est un systeme a 2 d.d.l. de coordonnées généralisées

(64, 8), donc deux équations de mouvements.
Lagrange s’écrit: L=T-V
e Energie cinétique T

T = %mvf + %mvz2 = %m(l. 6,)2 + %m(l. 0,)% ,avec (v =16)
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e Energie potentielle V

V =-K[d(6, — 6,)]* + mgh, +mgh,

V= ngZ(el —0,)% + mgl(1 — cos6,) + mgl(1 — cosB,)

Alors, le Lagrangien s’écrit :

L= %m(l.@i)z + %m(l.@é)z — %Kdz(Hl —6,)?2 —mgl(1 — cosB,) — mgl(1 — cosH,)

Les équations de Lagrange

] d(sL) SL_ g él_l_(k_dz_{_ﬁ)gl_%ezzo (1)

at\s6,) 56, miz 1

at\s6,) 56, miz '

Les équations de mouvement sont :

2 2
[fd? g ki)

6, 4 |ml? * I mi2 {91} _ {0}
b, kd®  kd® g|162) " Lo

ml2 ml? |

Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl

d((SL) L N 52_'_("124_2)32_:1—‘2291:0 2)

Ex2 : Un monte-charge comporte un groupe moteur réducteur, un arbre, un tambour, un cable

élastique et une charge voir figure ci-dessous. On néglige I’inertie de 1’arbre et la masse du céable, on

suppose que le tambour est indéformable et que le cable reste toujours tendu. On tient seulement de

la torsion de 1’arbre.

Les données: m masse a soulever, d, L et G le diametre, longueur et le module d’élasticité de

cisaillement de 1’arbre respectivement, R le rayon du tambour et J son moment d’inertie, | la longueur

tendue du cable, A la section du cable et E son module d’élasticité.

1) Déterminer les pulsations propres du systéme en cas du blocage du palier Py
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et

Solution

1« R]

Pour trouver les pulsations, il faut d’abord trouver les équations de mouvement en appliquant I’une

des méthodes énergétiques. Soit I’équation de Lagrange.

C’est un systéeme a deux degrés de liberté, les coordonnées généralisées sont (q; = xetq, = 6)

Le Lagrangien du systéme s’écrit : L=T-V

- Energie cinétique T = %]92 + %ma’cz avec J et R : moment d’inertie et rayon du tambour

- Energie potentielle V = %Ka 02 +% K.(x — RO)?

K, , K. :rigidité de I’arbre et du cable respectivement.

Donc, L s*écrit : L=T—V = -J82+-mi?— -K, 02— K.(x — RO)?

Les équations de Lagrange s’écrivent :

S(3)-3%=0 . 5(5)=18. 5= —Kb+ K.(x - RO)R
£()-=0  A(H)= me Ee ko

Le systéeme s’écrit :

{]{9' +Kq0 —K.(x —ROR=0 _ {](9' + (K + K.R*)0 — K.Rx = 0
mx + K.(x —RO) =0 miX + K.x — K.R6 =0

Comme on peut I’écrire sous la forme matricielle

11453 P Sl [
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- Les pulsations propres w; et w,

Les pulsations propres du systéme seront déterminées a partir de 1°‘équation

det|K — Mw?|
. Ky + K .R?* — Jw? —K.R
Soit a t KR —Jw T ol=0
— KR K, — mw

(K + K.R? — Jw?) (K, — mw?) — K.°R2=0 (1)
Aprés réarrangement (1) s’écrit :

K, + K.R? N K. N (K, + K.R)K,. — K.*R? _ 0

4
w* — —)w
( 7 —) m
1 Kg+K:R? | Koy o (Ka+K:R?)K.—K2R?
Onpose a=-(——+>w et f=
] m mj

w*—-2aw?>+p =0 ,posons w? =Y

D’ou Y% —2aY + f =0, les deux racines de 1’équation sont :

Vi=a+a?-p w = Ja+Ja?-p ,
{Y2=a—,/a2—ﬁ - ()

w, = [a—+a?—-

En remplacant les valeurs de a et S dans (2) on obtient les deux pulsations du systeme.

- Lesrigidités

e Pour larigidité du cable K., voir (EX. 2, chapitre 3)

e Le méme résonnement pour la rigidité de I’arbre K,, mais il travaille en torsion, la rigidité
s’écrit :

G. o : o
Ko =—= avec Jp: moment d’inetie polaire du I’arbre, G : module de cisaillement et d

diamétre de 1’arbre
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Chapitre 7 : Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl

Ex3: Un systéme d’entrainement d’une table de fraisage de petite taille, voir figure ci-dessous. La
table de masse m, est entrainée par moteur a courant continu d’inertie J,, au moyen d’une courroie
crantée de rigidité K. en traction et une vis a billes de pas P. I’inertie de chacune des poulies,
identiques, supportant la courroie est désigneé par J, et I'inertie de la vis est J,,. On suppose que la vis
subit la torsion et on néglige I’effet de la compression. Désignons K, la rigidité de la butée, 1’écrou

et le support de guidage de la tbable sont supposés rigidés. Les poulies et I’arbre moteur sont supposés

indéformable. L’origine des I—x
coordonnées généralisées correspond a ] putie — |
e I Table
la position de repos du systéme. 4-!,.C_ 1= ——— -
. i . k. J ?V ds_\ifrmu -
1) Etablir les équations de S el Heny /
X A L = 4
mouvement du systeme et les ' .
o - "",« Support de guidage de la table
mettre sous forme matricielle. @, (_' 2] Motear
-

SR =

Solution

Il existe quatre mouvements, la translation de la table, la rotation de la vis, la rotation de la poulie
motrice (liée a I’arbre moteur) et la rotation de la réceptrice (poulie au bout de la vis). Appliquant le

Lagrangien pour trouver les équations de mouvement.

Le Lagrangien s’écrit :  L=T-V

C’est un systéme a quatre degrés de libertés, les coordonnées généralisées sont respectivement :
X, @y, (pp 1 Pm

Déplacement linéaire de la table, ’angle de rotation de la vis au droit de 1’écrou, 1’angle de rotation

de la poulie au bout de la vis et I’angle de rotation de la poulie moteur.
Energie cinetique du systeme : T =T, + T, + T,, + T,

e Energie cinétique de latable: T; = % mex?

e Energie cinétique de la vis : si on prend un élément de de la vis de longueur (du) et de masse
(dm)

dT, = dJ,? (1)

90



Chapitre 7 : Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl

¢, est la vitesse totale de la vis et de la poulie réceptrice Q= ¢pt % (Pv — Pp)
Pour le moment d’inertie de la vis, on a % = dL—u - dJ, = ]?"du
v

Remplacant dans (1)

1 Jy . . . 1 Jy ol . p h
A, =3 2 du (§p +7 (G0 = @) = Ty =3 2 [j0p +7 (0 = @) du

1k

Dot T, =1 2(¢2+ 92 + ¢,
e Energie cinétique T,, : cette énergie comporte deux énergies (I’arbre moteur et la poulie

motrice). T = % Um + Jp) 9

e Energie de la poulie réceptrice T, = % ]p<f0;2;

L énergie du systéme est : T = % mex? +% %”((p,f + @2 + Pup) + % Um + Jp)pin + % Jo®p
1) Energie potentielle

o Delavis: V=2 Kp(py — 9p)*

e De la courroie V= % K: R*(¢p—pm)*

D’ou I’énergie du systéme est : V = % K, (9y — ¢,)? +% Ke R*(¢p—pm)?

Le Lagrangien s’€crit :

1 ) 1 Jpy. . . 1 ) 1, . 1 2
L=Emtx2+5;((p5+<p§+<pv<pp)+5(]m +]p)(przn+ E]p(p;%_g Kv(¢v_§0p) -

1
> Kc R? (q)p—q)m)z

Puisque le systéme est conservatif, les équations de mouvement s’écrivent comme suit :

CS(M) g ()2 L_ g
5t \ 6x 5x ose\sx) T Ot osx
S(BLY_ 8L _ o B(BLY_Jurs o4l S 1 _

) St(&o};) oy 0, St(Sqdv) =5 (vt 50p), Son 2 Ky (@y = @)

R B A Ly . o
5t(6go’p) Sop =0, St(é‘(p'p) - ( 3 + ]p Pp + 6 (o 50y = Kv((pv (pp)

K: R*(¢p-m)
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Chapitre 7 :

Oscillations non Linéaires d’un Systéme a un 1ddl
5 ( 6L SL 8 ( 8L _ . 5L 2
Les équations de mouvement sont :
mtjé = 0

To o 1. 1 _

;((pv + E(pp) _E Kv((pv - (pp) =0

Jv " Jv -
(3 + ]p) Qp T o Py — Kv((pv - <pp) - K. Rzz)((pp—(pm) =0
Um +]p)¢m + K, RZ((pp—(pm) =0

Sous forme matricielle les équations s’écrivent :
rm; 0

0 0
0 ]_U ]_v 0 ¥ [0 0 0 0 1, x
3 6 Py +| 0 K,  —Ky 0 1)(ov o
J» ]_v_l_ 0 Pp lO -K, Kv+KcR§ _KcRgJ Op (
0 5 Gth ¢m) L0 0  —K.RZ  K.RZ]\‘Pm
0 0 Um + Jp.
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

Chapitre 8 : Oscillations libres des

systemes a ‘ N’degré de liberté

8.1 Equation de mouvement

L’équation du mouvement dans le cas général est donnée par :

[M] {0} +[C1{U} + [KI{U} = {P(t)} (8.1)
8.2 Oscillations libres
. rrs . ml m2 m3 md m5
a) Equation différentielle . a a a -
A T - A
Dans ce cas {fP(h)} =0 et [C]=0 | | |
IS
De I’équation (8.1) nous obtenons
MI{U} +[Kl{U} =0 (8.2)

Nous multiplions les deux membres par [§]
[61[M] {U} + [81[K] {U} =0
Wy +I81MI {0} =0 (83)

Equations (8.2) et (8.3) sont deux formes différentielles des oscillations libres non amorties. Nous

utilisant 1’équation (8.3), le systéme s’écrit comme suit :
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

u1 + 611m1 ill + 512m2ﬁ2 see wennn +61]m]u] + -+ 51nmniln == 0
uZ + 521m1i11 + 522m2ﬁ2 see wennn +62]m]u] + -+ 52nmniln = 0
(8.4)
Un + 6n1m1u1 + 6n2m2i12 PR +6n]m]u] + -+ 5,mmnﬁn =0
Solution :
Nous cherchons les déplacements des masses sous la forme suivante
((Uy(t) = Agsin (wt + @)
| u,(t) = Aysin (wt + @)
: (8.5)

lun(t) = An_.sin (wt + a)

Toutes les masses ont les mémes phases. Les constantes ~ A; .....4,, @ et a sont

indéterminées.

Pour que ces constantes satisfont les ¢ n’équations de (8.4), mettant les déplacements (8.5) et leurs

dérivées dans (8.2) et aprés elimination de ( sin (wt + @)), on obtient :

(1 - 51177110)2)141 — 612m2(,l)2 [P _61jmjw2 + = 61nmn(l)2 =0
—5217711(1)2 + (1 - 622m2w2)A2 [T _Szjmja)z + = 62nmn(l)2 = 0
(8.6)
—8pyMyw? = Spamyw? ... ... =8 miw? 4 4 (1 = Spymuw®)A, =0

Du systeme (8.6) de * n’équations algébriques a ¢ n’inconnus, les racines non nulles sont obtenues

sous la condition que Det # 0

(1 = 813myw?) = §1,myw? ... .. =81 mjw? + -+ = §1,;Mpw? = 0
_621m1(1)2 + (1 - 522m2(1)2) [P —52jmj(1)2 + = Sanan =0
flw?) = ; (8.7)
—CpyMyw? = Spamyw? .. ... =8 miw? + -+ 4+ (1 = Spymyuw?®) = 0

f(w?) estun polyndme de ¢ n’ degrés de w?
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

Ce polynéme de ‘n” valeur de ( w)
W < Wy < W3 vev v e e < Wy
L’équation (8.7) s’appelle équation de fréquences.
Les w; (1,2,3,n) s’appelle les fréquences propres du systéme avec w; s’appelle fréquence de base
8.3 Les modes propres du systéeme

avec w; quelconque I’équation (8.6) devient

r (1 - 611m1(1)i2)Agi) - 612m2(1)i2 TR _61]m](1)12 + A 51nmna)i2 = 0

_621m1(1)i2 + (1 - 622m2(1)i2)14§) TR —62ij(l)lz + e Sannwiz = 0
{ . (8.8)
\—0n1My 0 — BpaMywf ... ... =6 miwf + -+ (1 — Sanmpw?) AP =0

‘n’ inconnues Agi),Agi),Ag) ......... AD

Mais le déterminant de (8.8) = 0, cela signifie que les ¢ n * équations ne sont pas indépendantes.

Nous obtenons (n-1) équations indépendantes

_521m10)izAgi) + (1 - 622m2a)i2)Agi) e 62}mjwle}(l) P 62nmnwi2A£.Li) =0
(8.9)
— Sy 024D — 5,,mw?Al. . —SljmjwizA](-i) ot (1= 8pyma0?)A? =0

Ona(n-1) équations — ‘n’ inconnues

On introduit les valeurs suivantes, désigne par :

. ® . ® . i . i
2 A:(ll) ) 3 Agl) 11290000 n Agl) ) 1 A(ll)

L’équation (8.9) devient :

95



Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

( 5217711(1) + (1 - 622m20)2)f(l) T 62]m](l),_2f}(l) A Sanna)iz n(l) =0
(8.10)

— 8y w? — Epymyw? 0. =8, jrr{jwiz 4 A= Spmp)) £ = 0
L’équation (8.9) nous donne les fk(i)
O £O uf,-(i)w 0 O _ g
fk(i) (K=1,2,3,,,,,,,,n) Sont les rapports des amplitudes des masse correspondant a w;

Avec w; le déplacement de m; est représenté par :

( (l) = A(l)sm (wit + @)
(l) Agl) sm(a) t+a;) = f( )A(l) sin(w;t + a;)
(l) Agl) sin(w;t + al) = f(l)A(l) sin(w;t + a;) .

A

Lug) = A(l)SIH (w;t + al) = (l)A(l) sin(w;t + a;)

Le déplacement du systéme s’appelle le mode — i*™ - des oscillations

a0 1
a9 |57
[A0]=| 2 |=]| . [a®
.' .,)
A0] gL

Conclusion

Un systeme a ¢ n’degrés de liberté obtient ¢ n’ fréquence propre et ¢ n> modes propres

e
w1 A
Wy Agi)
[w] =] - [4:] =
Wy, -A;(li)
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

Résumé : Nous résumons les résultats obtenus sous la forme matricielle

{u} + [6][m]{i} =0 (8.11)

- L’¢quation de fréquence de 1’équation (8.7) on obtient
|[1] = [8][m]w?| =0 (8.12)
[1]: matrice unité
- L’équation des modes (8.9) ou bien (8.10)
{11 - [8][m]w?}{4'} = 0 (8.13)
8.4 Applications

Ex1 : Un volant de masse m, et d’excentricité e, tourne avec @ = const autour d’un axe horizontal
AB dont le coefficient de rigidité latérale est k,. L arbre est lié rigidement a des colonnes, son

coefficient de rigidité en flexion est K (voir figure).

1) Etablir I’équation (s) différentielle (s) des oscillations du

systeme
Solution

Sous ’action de la force centrifuge du volant (F},, = m e @?)

. . . Fyfp rrirrrrririyy
La barre CD est déformée latéralement.

La force de rappel de la barre est f,,; = k,.7 est appliquée au volant de sens contraire de la force

appliquée au portique
F,, Laforce de rappel des colonnes verticales appliquées alabarre C:  fi; = k.7
Il'y a deux mouvements, du volant et de la barre CD

e Le volant effectué un mouvement plan ( J.6 = 0)

e Labarre CD en mouvement de translation
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

Xc
- Pour le volant Y,
avec ¢ = wt angle de rotation

Les deux équations du volant sont :

fi

-y [ —

mX, =k, =ki.1n=—ki(x,—&—e.coswt, ; : —
2

m,Y, = kiy= ki1 = —ki(y.—e.sinwt) J/ /

Pour la barre CD de mase m
E,= k&E+ ki(x,—&—e.cosmt)
Les équations du systeme

(m X, + kix,— kj& =k, =k e.coswt

{ m,Y, + kiy,= kie.sinwt

\mé, = —ky x, + (k+k;)E = —k; e.cosw t

Ou sous forme matricielle

m; 0 O Xc kq 0 kq Xc kye.coswt

0 m1 0 YC + 0 kl O {YC} = { kle.Sin(Bt }

0 0o ml{¢ —ky 0 Kk +kILE —kie.coswt
Ex2 : Soit la poutre console AB avec trois masses concentrées (m1, m2 et m3) schématisée ci-
dessous.

0.5 _ 0.4
Sous les conditions initiales U(0) =1 0 tcm et U(0) =1 0 ;cm/s:
0 0

1) Etablir la matrice de rigidité

) . . I/4 m1 1/4 m2 1/4 m3
2) Déterminer les pulsations propres ; A o P ~

A

B
3) Calculer les modes propres ‘

4) Les oscillations libres du systéme
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Solution

La poutre est modélisée par trois masses (m1, m2, m3), elle est considérée comme un systéme a

3ddl. Pour calculer les modes propres équ.3 (voir cours)

{UY+[61M]{U} =0
+ Pour déterminer la matrice de rigidité, il faut déterminer la matrice des coefficients de
souplesse [dif]

6ij : déplacement de la coordonnée i causé par la charge appliquée a la coordonnée j

/4 m1 1/4 m2 1/4 m3
RNI-T3A

Ces coefficients sont déterminés soit par la résistance des matériaux (RDM) soit par Mohr soit par

511 512 513
[533] = 521 522 523
531 532 533

Verchtchaguine (multiplication des diagrammes)

- IR - >
Pour cette poutre de longueur L= a+b, la fleche Y(x) est I p ﬁ'
S ——
donnée par Y(X) A
a’b?( (L—x) L (L—x)3
=P 2 —X +—
y(®) 6EjL< b ot T )
e Les coordonnées de la masse m1 et m3
L
x=-
4
L L? Atri a= L b= 3£
611=y(x)=1 a= : = Ou= SM = §33 (Symetrie) x| )
( 3L 011
T
L L3
813 = 831 = y(x) < a=Z 3513=531=7WE].
_ L
b = 31

Méme chose pour la masse m2
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

L
X ==
2
8z7 = =L 8y = 16—2
2=y(x){a= > = 032 = 768E]
=2
2
L
(-t
2 3
L L
821 = 612 = y(x) a=7 :}'621:612:11%:633
b=3=%
4
s [9 11 7
Donc [6] = — 11 16 11
7 11 9
La matrice de rigidité est :
1 1 1
9 11 7
768EJ]|1 1 1
[6]_1 = = 3 ] -
L 11 16 11
1 1 1
7 11 9
+ Les modes propres et les fréquences propres
1) Equation différentielle
{UY+[8]IM] {U} =0 (1)

La solution est cherchée sou la forme suivante

u, (t) = Ay sin(wt + a)
u,(t) = A, sin(wt + a) (2)
u;(t) = Az sin(wt + a)
Nous remplacgant (2) et leurs dérivees dans (1) nous obtenions
Uy + 81ymy Uy + 8;,mylizy + 853my3is =0

u2 + 821m1ﬁ1 + Szzmzuz + 523m3ﬁ3 = 0 (3)

Us + 831m1ﬁ1 + 532m2ﬁ2 + 533m3ﬁ3 =0

Avec A;,w eta  sontdes inconnus
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

(1—8;1m;w*)A; — 8;,myw?A; — 8;3m3w*°Az = 0
_821m1(1)2A1 + (1 - 822m2(1)2)A2 - 823m3(1)2A3 = 0

_831m1(.02A1 - 632m2(,02A2 + (1 - 833m3(1)2)A3 = 0

e Pour le méme exercice, on cherche les fréquences propres

Il faut que le déterminant soit nul (Dét. = 0) pour que ces équations ont une solution

(1 —_ 611m1a)2) —512m2(u2 —6137713(1)2
det =| —&ymw?  (1-8ymuw®)  —8maw® [=0
—831my w? —83,m,w? (1 = 833m3w?)

avecml=m2=m3=m

|(1— oL mooz) LN 7 nw? |
768E] 768E] 768E]
3 3 3
det=| — m? 1-2me?) -2 me? | =0 (4)
768E] 768E] 768E]
3 3 3
— 2 mw? — 2 m? (1— oL m(,oz)
768E] 768E] 768E]
Pour simplifier I’écrit B = MW
our simplifier I’écriture on pose = eon]
(1-9B) —11B —7B
det=| —11B  (1—-16B) —11B|=0 5)
—7B —11B 1-9)

28B3+78B%>—-34B+1=0

Il faut résoudre 1’expression précédente pour trouver les B;. La premiére racine de 1’équation a 3™

degré peut étre obtenue par la méthode d’itération de Newton.

f(xn)

Xn+1 = Xp — fé )
Xn

B, = 0.0316, B,=0.5, B; = 2.26
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

(

E]
B =00316 = =493 |—
mL3 2 ) E]
T~ 768F] | B2=05 = =196 —5
B, =226 = 418 |2
3 = 2. W, =
\ mL3

Nous avons obtenu les trois fréquences propres suivantes :

4,93
19.6
41.8

E]

(@) = [196| |

e Les modes propres

- Pour la premiére mode avec w, et B; les équations du systeme (8.18) deviennent :

(1-9B)AY —11B,AY — 78,4V = 0
—11B,A + (1 — 16B,)AYY — 11B,A = 0
—7B,A% — 11B,A” (1 — 9B)AY = 0
ifAq 149 1/4%3

On introduit les rapports suivants

W @ W

(w_A A (@ _ As

D=Tm=l @ ®
Al Al A

D’ou
(1—9B;) — 11B,£" — 7B,£M = 0
—11B; + (1 — 16B)fY — 11B,£M = 0 (6)
—7B; — 1B, £7 + (1 - 9B)fY = 0

Pour déterminer les racines fz(l) et fg(l) , hous examinons par exemple les deux dernieres

équations du systéeme précédent, et nous supprimons la premiere équation.

—11B; + (1 — 16B)fY — 11B,fY = 0
—7B; — 11B, £ + (1 = 9B)EY = 0
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Chapitre 8 : Oscillations libres des systémes a * N degré de liberté

f =1 1 VZ 1

La solution donne < £ = /2 v
() =1

1™ mode pour (w,)

Les mases passent simultanément par la position d’équilibre.

- Pour la deuxiéme fréequence w, et B,

—11B, + (1 — 16B,)f? — 11B,£? = 0
—7B, — 11B,f® + (1 — 9B = 0

(9 =1
La solution donne < £* = o 1 \
f3(2) =1 1
- Pour la troisiéme fréquence ws et B 2°m mode pour (w,)

—11B; + (1 — 16B3)fSY — 1B, = 0
—7B3 — 11B,f& + (1 — 9B = 0

f1(3) =1 1 1
La solution donne { £ = —/2 ' s

£ =1

3éme mode pour (ws3)

e Les oscillations libres du systeme

On va déterminer les oscillations libres du systeme par la méthode normale avec les conditions

0.5 0.4
U(0) ={ 0 }cm et U(0) ={ 0 }cm/s
0 0

e Les oscillations libres du systeme sont les combinaisons des trois modes
- Pour la premiéere masse

ma ma ms

uq(t) = Assin (ot + a) o ® @ A
u,(t) = Aysin (wt + ) U] ugr) | sl

u, (t) = A, sin (ot + )
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u(t) = ul(l) ® + u1(2) ® + u1(3) ®

= A; P sin(wit+ ap) + A; P sin(w,t + a,) + A; @sin (wst + az)
u, () = A,V sin(wyt + o;) + A, @ sin(w,t + ay) + A, Fsin (wst + az)
uz () = AW sin(wt 4 ;) + Az @ sin(w,t + ay) + A;Psin (w3t + a3)
Il existe 6 constantes indéterminées (4, V), 4,V 4,V a,, a, et as)
Pour les déplacements, pourt=0

u;(0) = 0.5 = A, Vsina; + A, Psin a, + A; @sin ay
u,(0) = 0 = A, Vsin oy + A,Psin o, + A,Psin as
uz(0) = 0 = A; Psin a; + A;Psin a, + A;Psin as

- Pour les vitesses :

1,(0) = 0.4 = A, Pw,cos a; + A; P w,cos a, + A; P wscos ay
1,(0) =0 = A,Pw;cos a; + A,Pw,cos a, + A, Pwscos as
u3(0) = 0 = A;Pw;cos a; + A;Pw,cos a, + AsPwscos as
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Chapitrel0 : Méthode de Stodola

Chapitre 9 : Méthode de composition de la

solution en série des modes propres

(Méthode de superposition des modes)

9.1 Equation différentielle du systeme

[M]{U} +[CI{U} + [K] {U} = {P(D)}

La solution de ce systéme est donnée sous la forme

{U®)} = [AD] 7.0 + [AP] y2(8) v ev v e e . [AD] 3, (0)

Avec

[AD] y1(t) : les fonctions inconnues

Ces fonctions s’appellent les coordonnées principales

Au lieu de déterminer les fonctions U;(t) , nous devons déterminer les y; (t)
w®} =X [a9]y@®

Remplagant (9.2) dans (9.1) en tire

M] 21 [AC]5: () +[C] Za[AP]5:(0) + [KIZE[AP] yi(0) = {P(©))

Profitons de 1’orthogonalité des modes pour transformer 1’équation (9.3)

(9.1)

(9.2)

(9.3)
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1" N =
[AB) MIAL=0 04)
[A(l)] [K] [A(])] =0
2) [A(i)]f[M][A(j)]wz - [A(i)]f[K][A(j)] i=j
Avec w2=% > mw’=K

Multipliant a gauche de 1’équation (9.3) par [AU )]t

[AD]' M) Y [A®] 5:(0) + [AP] Te] ) [A@] (0 + [AP] K] ) [A¥] y(0) = [AP] (P}
i=1 i=1 i=1
[AD] MI[A®T3(6) + [A9] [CI[AD] 3:(6) + [AP] [KI[AD ]y () = [AP] {P()} (95)

Désignons par :
A1t . ~qt . At .

M; = [AP]IM][AC] . 2§;0;M; = [APT[CI[AV], K; = [AP][K][A®] = w} M,

Nt
Et p}” =[A0] (P}

M;3(t) +2&w;M; y,(t) + Ky (t) = p)° (9.6)
Nous obtenons « n » équations de type (9.6), ces équations sont indépendantes
9.1.1 Systéme libres p](-t) = =0

M;y;(t) +K;yi(t) =0

La solution de cette équation est :

v;(0)

Y;(t) = Tsin(w]-) t +y;(0) cos(wj)t (9.7)

9.1.2 Systemeamorti &; 0

M;y(t) +2§jw;M;y;(t)+ K;y;(t) =0
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La solution est donnée sous la forme

vj(0)+¢§w;y;(0)
a)Dj

Y;(t) = sin (a)Dj)t+yj(O) cos (ij)t

9.1.3 Oscillations forcées
9.1.3.1 Systéme non amorti
M;y(t) +K;y;(t) = Pi(t)sinwt = P;(t)

La solution est sous la forme

YD) =5

sinwt
K; 1-p2

9.1.3.2 Systeme amorti
M;y(t) +2&w;M;y;() + Kjy;(©) = p°

La solution prend la forme suivante

Y;(t) = % . sin (ot — )
j J(1—62)2+(zzjw]-)2

28;B;
1—BJ’2

Tanocj =

€ e

et B =
9.2 Détermination des conditions initiales

;(0), ¥;(0) et u(0)

Le déplacement est donné par 1’équation (9.3)
WO} =2L[aA%]y®

Multipliant les deux cotés par [A©]" [m]

O] Imlw©) = [AV] [m] i, [AP] 0

Méthode de Stodola

(9.8)

(9.9)

(9.10)
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[AOT i) = (AT mACT(©) =y = KoL)

9.11
[AO] [m][a®] (911)
D’ou,
[A®]" (mlw o))
= ] mivo) 9.12
Y= [A®]" [m][A®] 012
[A9] mlw )
= 9.13
YO0 = O mla®)] (9.13)

9.3 Applications

Ex1 : Maintenant, nous reprenons 1’exercice 2 (chap.8) et nous cherchons les équations de mouvement

pour les oscillations libres avec une autre méthode et avec les mémes conditions initiales.

0.5 0.4
U(O)={O}Cm et U(O)={O}Cm/3
0 0

Nous avons déja obtenu les modes (voir Ex. (8.2).

i (i) - -

1 w3

Mettons
U() = [AD ]y, () + [AP ]y, () + [A®P]y; (@)

Avec Y;(t) = y‘( )sm w;t +y;(0) cosw;t (i=1.2.3)

D’apres (9.12) et (9.23) avec 1=1

'm0 07(0.5
[1 v2 1]{0 m o0]j0
[A®]" [m]{U(0)} 0 o {0} 0.5
y:(0) = AT m][AD] — 0T = 2 = 0-125cm
[1 v2 1]1]0 m 0 {\/?}
o o mll1
'm0 07](0.4
T . [1 v2 11]0 0fjo0¢t
() = AP ImH{U©} V2 o 0 m_{o _04_ .
Y T A m] [a®D] om0 0(1) 4 e
[1 v2 1]]0 m 0 {\/?
0 0 mit1

108



Chapitrel0 :

Méthode de Stodola

Pour i=2
m 0 07(0.5
[1 0 -11{0 m o|{o0
_[A®] m]w(oyy 0o 0 m { 0 } _05m
y2(0) = AOTmA®] ~ 00 (1 = 2y = 025 cm
[1 0 -1][0o m o {0}
0 0 mll-1
'm0 07](0.4
T [1 0o -1]1{0 m o|{o0
. [A@]" [m]{U(0)} 0 0 {0} 0.4
7,(0) = AOT m][A®] — 00T = 5 = 02cm
[1 0 —1][0o m o {o}
0 0 mil\-1

Analogiguement, nous obtenons

y,(0) =0.125cm
y,(0) =025cm
y3(0) =0.125cm

y,(0) = 0.1m/s
y,(0) = 0.2m/s
y3(0) = 0.1m/s

0.1
rYl(t) = w—sin w;t+0.125 cosw4t
1

0.2
L Y, (t) = w—sin Wyt + 0.25 cosw,t
2

Y(t)—01
3 w3

sinwz t + 0.125 coswst

Le résultat final est :

U(t) = [AD]y,(®) + [AP]y, () + [A®]y:(©)

1 1 1
ut) = {\/i}yl(t) + { 0 }yz(t) + {—ﬁ} y3(t)
1 -1 1
w1 4.93 -
Les trois équations de mouvement avec {w} = {W2¢ = |19.6 m—ig sont :
w3 41.8

0.1 0.2
U, (t) = 1. (w_ sinw; t + 0.125 coswlt) + 1. (a)_ sinw, t + 0.25 cosw,t
1 2

+ 0.125 coswst)

)+1 01 t
.(w3 sin w3
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0.1 | 0.2 |
U,(t) = V2. (a)_ sinw; t + 0.125 coswlt) + 0. (a)_ sinw, t + 0.25 cosw2t>
1 2

0.1
- \/E(w—sin w3t +0.125 COS(I)gt)
3

0.1 0.1
U,(t) = V2. (w_ sinw; t + 0.125 coswlt) — \/2—<w— sinwz t + 0.125 cosw3t>
1 3

0.1 0.2 0.1
Us(t) = 1. (— sinw, t + 0.125 cosa)lt) - 1. (— sinw, t + 0.25 cosw2t> +1.(—sinwst
wq w3 w3

+ 0.125 coswst)

DPoSinw t
e Maintenant supposons que le systeme est forcé avec P(t) = 0
0

+ Déterminer les équations du mouvement.

M;y(t) +K;y;(t) = P()sinwt = P;(t)
At

P;(t) = [AD] [P]

Exemple pour :

DoSinw t
yi@®)-P(®=[1 2 1][ 0 ]=posinm
0

5 m 0 07(1 5
My=M]I[A®P]"=10 m o[{v2{=m.124+m~V2 +m.12 =4m
0 0o milq

K, = [AD] [K][AD] = w?M, = 4mw?
Donc, 4m y(t) + 4mw?y;(t) = pysinw t
La solution de cette équation est :

p
Y,(t) = 1(_011—32

sinwt Méme chose pour Y, (t) et Y5(t)
Les oscillations forcées du systeme sont :
U, (0 = 1. (f(— —sin® t) +(1).7,(0) + (1).75(0)
U,(0) = V2. (’1’(— L sinw t) +(0).v,(6) = (V2).v5(0)

1-B
U3(t)=1.(p ! smat)—(1).y2(t)+(1).y3(t)

20
K, 1-p2
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Chapitre 10 : La méthode pratique de
recherche des fréguences propres et des
modes propres

10.1 Introduction

Apreés avoir obtenir n fréquences et n modes propres avec la méthode de superposition des modes,
nous pouvons résoudre les oscillations des systemes a n degré de liberté. En pratique, seuls les
premiers modes qui contribueront considérablement a la solution générale avec une précision

suffisantes. Cela nous raméne aux résultats approximatifs.

U} =[AD] y.(®) + [AP] y,(£) v . [AD] 3, () (10.1)

C -a - dire nous pouvons arréter nos calculs aux quelques premiers modes, méme au premier mode

avec la fréquence la plus basse. Nous allons étudier une méthode pratique.
10.2 Equation des fréquences et de modes
Pour un systéme non amorti a n degré de liberté 1’équation différentielle prend la forme
{UY+[6]IM]{U} =0
L’équation des modes est donnée par équation (8.13)
{[1] - [6][m]w®}{A'} = 0
Cette équation peut s’écrire sous la forme

ﬁ [AD] = {[61[m]}[AD] (10.2)

4
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fwiiZ A1(i) = 511m1A1(i) + 512m2A2(i) +o + 61nmnAn(i)
1 i i . .
w2 A,9 = 5,;mA; D + 8,,mpA, O 4 + 85mndn®
) (10.3)
\wiiz An(i) = 5n1m1A1(i) + 5n2m2A2(i) + o + 6nnmnAn(i)
Remarque

1) Avec les fréquences w; déterminée du systéme (10.3) on obtient les A® correspondant
2) Au contraire avec un mode déterminé, le systeme (10.3) donne les w; correspondantes par
n’importe quelle équation.

3) Pour un mode suppose le systéeme (10.3) donne n valeurs de w;
10.3 Méthode de Stodola

Cette méthode consiste a faire une hypothese initiale sur I’allure du mode ; cette hypothese est ensuite
améliorée par itérations successives jusqu’a ce qu’une approximation satisfaisante du mode soit
obtenue : la fréquence de vibration correspondante est alors déterminée a 1’aide de 1’équation du

mouvement

- Est une méthode itérative
- Idée de la méthode, d’abord on se donne un mode (mode supposé). Ce mode est amélioré d’une

sécession itérative jusqu’a ce que le mode obtenu assure une précision suffisante
10.3.1 Le résultat apres le 1°" cycle

Nous supposons que le mode initial prend la forme :

[A(l)o] _ i { le 1°" indice — 1°" mode ( precision)
B 1 Le 2°" indice — mode initial (hypotheése)

Désignons le produit [D] = [§][m] D, s’appelle matrice dynamique
L’équation (10.2) devient w%z [AD] = [D][AD] (10.4)
Multipliant [D] & droite par [A(l)o] nous obtenons le nouveau mode
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[A(l)l] = [D][A(l)O]
Les deux modes [AM?] et [A®M?] sont différents

Si I’on introduit le facteur de proportionnalité ﬁ
i

[a®1] = — [a] (10.5)

10.3.2 Le résultat apreés le 2¢™ cycle

Pour simplifier les calculs, nous pouvons normaliser ce mode par la division de tous les éléments par

le plus grand élément et nous désignons par : [AM1] = [AD1]

ﬁ[m] =[AM?]  Avec [D][AD] = [4D?]

3

Pour s cycle ﬁ[A(l)S—l] = [4AWs] (10.6)

Si 1’équation (10.6) converge, nous avons obtenu le mode [AMWs-1].

La fréquence correspondante w; est déterminée par n’importe quelle équation du systéme (10.6).

w,z _ Ak(l)s—l
| . Ak(1)s

Conclusion
Le procédé de la méthode de Stodola

- Se donner un mode initial [4®°]
- Multipliant le mode initial par [D] — [D][A™°] et normalisé [A()1]
- Répéter ces calculs jusqu’a la précision suffisante

- Finalement déterminer la fréquence w; par 1’équation (10.6)
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10.4 Applications

En utilisant la méthode de Stodola, trouer le premier L mlL m2 L m3 L g
L A z—0 o
mode de la poutre AB, elle est considérée comme un ‘ A

systeme a 3 degreés de liberteé.

Etant donné les matrices de coefficients de souplesse et de masse

s [9 117 m 0 0
[6]= 5 [11 16 11[[ml={0 m o0
7 11 9 0 0 m

1
La premiére fréquence w; = 4.93 7:L]3 et [AD] = [1,414]
1

Solution

Cherchons la matrice dynamique  [D]

s [9 11 7)m 0 0
[6]1[m] = [11 16 11”0 m 0]

11 910 0 m

L9 1t 7 o

— initi 10| —

[P] =5 |1 16 11 le mode initial est [A®V°] = |1
7 11 9 1

On calcul [D][AM?] en négligeant provisoirement le coefficient

mL3
768E]

9 11 7111 [27
11 16 11 [|1|=[38]=[4®1]

7 11 9111 27

On va chercher le mode normalisé en divisant par 1’¢lément le plus grand c’est la valeur (38)
27

. gg 0.71

38
27 0.71

38
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9 11 0.71 22.36
-On continu le calcul ~ [D][AM1] [11 16 11” 1 ]=[31.62 = [AM2]

7 11 9 110.71 22.36

22.36

31.62 0.707
[W] — 31.62 _[ 1

31.62|
lzz 36 0.707

31.62

7 1[0.707] [22.312
- [D][a®2] 11 16 11|| 1 [=]3155

9 110.707 22.312

On fait une itération

= [A(1)3]

22.312

31.55
31.55

[0 707]
3155 | 1
lzz 312J 0.707
31.55

[ =

0.707 1
Donc le premier mode est le suivant  [A®] =[ 1 [=[1414
0.707 1

Donc

A, W2 9707 _ FJ
= = T ;=493 |—%

mlL3
22. 312768E]

w;
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