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ڲؠ׿ڲ١

اৎ৊ފٺިى আॻ༟ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ૭૖ߺࠊك มฃلأٺ اᄳᄟي ل؇ء ଩ଃاܳڰ ݆݁ ڣݠع ሒሃ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭
.ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ݁ٴ؇دئ ً؇ݿٺ༱ڎام اරඝ৙৑ى، اܳݱ؞ଫଃة وا৙৑َޙ۰݄ واࠍ੊ݞ਀ಱ؇ت اᄳᄟرات ݁ټܭ ༥ڎاً، اᄴᄟڢ٭ݑ
ًިۏިد وݬڰ۳؇ ஓ୷ܝ݆ واܳڰިّިَ؇ت ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت ݁ټܭ اܳݱ؞ଫଃة اࠍ੊ފ٭݄؇ت أن ڣଲ୍ة ሌᇿإ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ૭૜ྥٷڎ
اࠍ੊ފ٭݄؇ت. ඔ൹ً ሒᇧިᆇᅀܳا واଫଐܳاًޔ وا༥ިৎ৊؇ت اܳޚ؇ڢ۰ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ وོྥٷ؇ول ۏފ٭݄؇ت، ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ ༥ި݁؇ت
،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ቕረ؇اܳأ ؜݆ ؇ً݁؇ஓ஄ ෛ੼ٺܹڰ۰ لگ۰ ًޚݠ ّࡤࡲ ሒᇧިᆇᅀܳا ቕረ؇اܳأ ሒᇭ اܳٺڰ؇ఈః༟ت ڣ؆ن ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰

ًިݪިح. ا௱௯௫ڎدة اܳگࡗࡲ ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ ل۰ واಣಕᕬ৖৑ݠار ا৖৑ۋٺ݄؇ܳ٭۰ ஓ୾ڰ؇۱ࡗࡲ اఈఃৎ৊ۋޙ۰ ّࡤࡲ ۋ٭ت
݁ټܭ ،۰݄۳ৎ৊ا اܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ݆݁ اܳأڎࢴࣖ وਐಾݯ݄݆ و݁أگڎاً، ݁ټଫଃاً ৖ً৑؇෠੼ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ଫଊّأٺ
గጻዧأߺࠊ݁؇ت. ل۰ اৎ৊ިاز ۰੊أ؇ࠍగጻዧ ሒᇧިᆇᅀܳا واଫଐܳاًޔ اܳٺ༲ڎࢴࣖ اܳأڎم ݁ٴ؇دئ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳا اᆇᅀܳި݁٭۰ اࠍ੆ިݿٴ۰
اܳٺ۠ފݴ. ݆݁ ؇ዛውᚬ؇ᆇᅵو اৎ৊أߺࠊ݁؇ت ܳٺٴ؇دل وآ݁ٷً؇ ༥ڎࢴࣖاً ؇ً༶ዛኡ لگڎم ሒᇧިᆇᅀܳا ଫଃاܳྥލڰ ڣ؆ن ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰
ሒᇭ ඔ൹ٴ؇ۋټይዧ ොູڎل؇ ۱ٷ؇ك أن ৖৑إ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ොູگگب มฆܳا اܳـܝٴଫଃة ا෠ຶ৕৑؇زات ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟
ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ أڣݯܭ. ႟ၽ૰૖ ዻዧذ وڣ۳ܾ اࠍ੊ފ٭݄؇ت ૭૖ߺࠊك ይዧٺྡྷٴޝ دڢ۰ ଫ଒أ܋ ஓ஁؇ذج ّޚިߌߵ ݁ټܭ ا௯௫௵؇ل، ۱ڍا
اࠍ੆ިݿٴ۰ ޗݠق ّأڎلܭ ݁ټܭ ܋ٴଫଃة، ّگٷ٭۰ ොູڎل؇ت اᆇᅀܳި݁٭۰ اܳٺܝٷިܳިۏ٭؇ ݆݁ ا৖৑ݿٺڰ؇دة ਐಱޚܹص ،ዻዧᄳᄟ

ڣأ؇ܳ٭۰. ଫ଒وأ܋ أڢܭ ஓ୾ިارد اᆇᅀܳ٭۰
لگڎم و ،ሒᇧިᆇᅀܳا ቕረ؇اܳأ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ আॻ༟ لأٺ݄ڎ و݁أگڎ ଫଃ݁ټ ෠੼؇ل ሒሃ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ً؇ۊٺݱ؇ر،
۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ و݁ٴٺଲ୍ة. ༥ڎࢴࣖة ّޚٴ٭گ؇ت وّޚިߌߵ ৖৑ݿٺܝލ؇ف ඔ൹۳ٷڎݿৎ৊وا ඔ൹ٴ؇ۋټይዧ ༟ڎࢴࣖة وڣݠݬً؇ ොູڎل؇ت
ذات ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳޙިا۱ݠ ૰૜݄ܭ มฆܳوا اৎ৊أگڎة اৎ৊ިاݪ٭ؕ ݆݁ ۰༟ި݁ٺٷ ۰༟ިᆇ୞୘ اܳٴ؇ۋټިن ཯ྥٷ؇ول اৎ৊ٺگڎ۰݁، ુળاܳـ
୒ୖڍه أᆇᅦݑ ڣ۳ܾ ሒᇭ ܾዝ๎฽ มฆܳا ل۰ اࠍ੆٭ި ا৙৑ݿ؇ܳ٭ص أ༡ڎ ا௯௫௵؇ل ۱ڍا ሒᇭ اܳٺڎرج ༇ံ؇َߓߵ لأُڎَّ اᄴᄟڢ٭گ۰. ا৙৑ًأ؇د
دراݿ۰ ሌᇿإ ً ৖৑؇گਐ಻وا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ڰ۳ިم ݆݁ ࢻࣖءاً أݿ؇ݿ٭۰، ݁ܝިَ؇ت ༟ڎة ༇ံ؇َଫଊܳا ۱ڍا ਐಱݯ݄݆ اܳޙިا۱ݠ.
཯ྥ٭ں ؇ᆙᆘ اᆇᅀܳ޶، اৎ৊ފٺިى আॻ༟ اࠍ੊ފ٭݄؇ت ݿߺࠊك ොູڎࢴࣖ আॻ༟ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم لأ݄ܭ اࠍ੆ݠ܋٭۰. اܳأݞوم ܋ߵ٭ص ߙ

.۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳٷޙܾ ਍ಱᄴᄟ؇݁٭؇ت أᆇᅦݑ ڣ۳ً݄؇
আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا لࡤࡲ ۋ٭ت ل۰، ஼ணਵਦ ۋگިل ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ دراݿ۰ ሌᇿإ ألݯً؇ اৎ৊ٺگڎ۰݁ اᆇᅀܳ٭۰ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ۬༥ިਐಾ
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ሒᇭ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ۱ڍا ܾ۱؇૭૏ .۰ਃಸذ؇੊اࠍ وۋگܭ اܳـ۳᠌ݠً؇ءي اࠍ੆گܭ ݁ټܭ ਵਦزي ᆇᅒިن ሒᇭ ౫౜ళݠك มฆܳا اࠍ੊ފ٭݄؇ت
،اᄳᄟرات،ة. ل۰ ިَ৖৑ا ݁ټܭ اܳٺأگ٭ڎ ނڎࢴࣖة اܳٷޙܾ اݿٺأ݄؇ل ݆݁ اࡺ࢘ࢦܝ݆

اܳأ݄ި݁٭؇ت ৖৑ݿٺܝލ؇ف ؇ً࿖Ⴄၽ݁ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اܳٺڎرج ༇ံ؇َߓߵ لأُڎَّ ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰
ۋފ؇ً؇ت اݿٺ༱ڎام ሌᇿا ل؇ت اܳٷޙݠ ۱ڍه ዛኤڎف .۰ਃಸݪޚݠا৖৑ا اܳޚݠق ݁ټܭ دڢ٭گ۰ ଫଃاܳ؞ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ۋިل

.ة. ؇ዛው੊݁أ؇ࠍ ؜݆ َأ۠ݞ มฆܳا اܳޙިا۱ݠ ሒᇭ اᄴᄟۊިل ܳٷ؇ ཯ྥ٭ں ؇ᆙᆘ اܳٺأگ٭ڎ ނڎࢴࣖة ا৙৑َޙ۰݄ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ّگݠ཯ྟ٭۰
ሒᇭ اܳٺڎرج ༇ံ؇َߓߵ ܾዝ๎ะ أن ஓ୷ܝ݆ ،ዻዧذ و݁ؕ ݁ٺگڎ۰݁. وොູܹ٭ܹ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ر ዛᔻ؇رات اّگ؇ن ݁ٷ؇ ਐಱޚܹص
ܳگڎ اරඝ৙৑ى. واܳأߺࠊم ل؇ء ଩ଃاܳڰ ݆݁ ۰༟ި݁ٺٷ ৖৑؇෠੼ت ሒᇭ ؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ اৎ৊أگڎة ل؇ت اܳٷޙݠ ۱ڍه ڣ۳ܾ ዝ๎฽٭ܭ
ނأص ܳأڎة اৎ৊گ٭؇س ۱ڍا ྵะڎرਐಸ ᆇᅪب ۋ٭ت ݿٷިات ܳأڎة ଫଊ༠ة ఈః༠ݬ۰ ۰༟ިޚٴৎ৊ا ۱ڍه ሒᇭ وݪأب
๮ཡاڢ ሌᇿا وོྟފ٭ޚ۬ ا๤དྷܳح ሒᇭ اዝང৖৑؇ب ༡؇وܳب وڢڎ . اৎ৊ިاد ل؇ء ଩ଃڣ و ا৖৑ނأ؇ع ، ل۰ اܳٷޙݠ ل؇ء ଩ଃܳڰႤ၍
أ܋ިن أن أرۏި ، દઊاࡺ࢘ࢦ؇ر ݆݁ ۰༟ި݄ऍइࣲ ਐಸڎ؜٭݄۬ ᆇᅪب პაႰ ل؇ت اৎ৊ފٺި ৵৩ৠ٭ؕ ݁ٷ؇ݿٴ؇ لܝިن ปฆۋ ، اࠍ੆ڎود

اܳྟފ٭ޔ اܳأ݄ܭ ዛኞڍا ݿ؇ᆇᆅب ڢڎ
اܳأ޺޾.ا ๤๑ฺو اܳڰ؇ࢱࣖة ّأ݄ࡗࡲ ሒᇭ

؜ٴ٭ڎ ًިدل؇ر : ا৖৑ݿٺ؇ذ
أ ๤ཚ؇ො੼ أݿٺ؇ذ

๴ཏྟاܳٺ ሒᇀاܳأݠ اܳލ٭ڹ اዝདྷܳ٭ڎ ༥؇݁أ۰



1 ոּب
അ೪اڤۻץ و ᆃᄏۑষاݾ اڤ֔ۏم

J ᆃᄏۑষاݾ اڤ֔ۏم 1 .1
،๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ඔ൹َීෂ؇ً اܳٺݱިߌߵ أو اᄳᄟري، اܳޚ٭ژ ሒᇭ ݿިاء ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ሒᇭ أݿ؇ݿ٭ً؇ دوراً ا৙৑َޙ۰݄ دوران ّܹأص
ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ ً؊ᆇᆅ٭۰ ل۰، ஼ணਵਦ ۰َႤၽ݁ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ۋڰޓ ඔ൹َڢިا ොູٺܭ .۰ਃಮ؇اܳڰݯ اৎ৊ݠ঴঒؇ت اݿٺگݠار ሒᇭ ปฆۋ أو

.ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ذرة دراݿ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ٴڎأ ۱ڍا اݿٺ༱ڎام لࡤࡲ اܳޚ؇ڢ۰. ࠍ੆ڰޓ
ਐಸݱྡྷ٭ژ ڢ؇م ؜ٷڎ݁؇ ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اᄴᄟوران أᆇᆅ٭۰ 1913 ༟؇م ሒᇭ Ⴄ၍رّ؇ن ঌॻل إ أᆇᅦ؇ل أᄕცت ،༂຃اܳٺ؇ر ሒᇭ
اܳݱۜ٭ں َݱژ اᄴᄟوران ؕ݁ ਐಾިاڣݑ ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم "۰༲٭ොේ "َݱژ ڢࡗࡲ وۏިد وا܋ྥލژ ሒᇿ ༟ިᆇ୞୘؇ت

اࠍ੊ފ٭݄؇ت. ݆݁ ً؇ܳأڎࢴࣖ اࠍ੅؇ص
اܳٷޙ؇م আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳا اܳޚ؇ڢ۰ ل؇ت ݁ފٺި ؜݆ ෛູٺܹژ ሒሃو اܳأ؇ৎ৊٭۰، ෛຳ؇ݬ٭۰ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ᆇᅒ٭۰ ଩ଃറണ೺
اܳٷޙ؇م، আॻ༟ اܳگࡗࡲ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ ྘ྲྀٷ݄؇ ૰૙؆࿓؇ف۬. َگިم ৎ৊؇༟޶" "঺঒؇ܳިج ݆݁ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ڢࡗࡲ اۊٺ٭؇ر لࡤࡲ .มฃأৎ৊ا
೑ಸ؇ٔ أن ި۱ ዻዧذ ሒᇭ اܳފྟص ۊݱ٭ݱً؇". "݁ݱ۰݄݄ و྘ܳފب ఈዳዧرࣁࣖاء" "༥؇۱ݞة ل۰ ݁أ٭؇ر ّܝިن ؇ዛኡأ ৖৑إ
૰૜݄ܭ اᆇᅀܳ٭۰ ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ،ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ܳگ٭؇ݿ؇ت اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༡ިܳڎة ଫଊلأٺ و ،ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ًأُڎ ጥ጑ٺஓ୷ ۹َఈఃً

أًأ؇د. ఈఃً ؜ިا݁ܭ

اڤ׫ץոدل ୹୴ຐاոؓت 2 .1
1 ׂ֔ۑֵ؉

႟ၽ૰૖ ఋዳዧݬܭ، ً؇ܳྡྷފٴ۰ r و݁ިݪأ۬ p ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ݆݁ اৎ৊ފٺ݄ڎ ࠍ੊ފࡗࡲ، L ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم لأُݠف
:ሒሃ؇෠ູ৖৑ا ا๤ཟܳب ًިاݿޚ۰ ௧ௌݿ٭ఈ႙၍

L = r ×p.

1
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۰༟ިᆇ୞୘ ૰૏݄ܭ (اᄳᄟي L̂ ሒሃ؇෠ູ৖৑ا اఈఃৎ৊ۋޓ أن ڣݠݪ٭۰ ًިݪؕ لژ اܳٺأݠ ۱ڍا ஓ஁ڎد ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ
ًـ: ؜ٷ۬ ଫଊُلأ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ୒ୖڍا اৎ৊گ؇ًܭ ఈః݁ۋޙ؇ت) اܳټఈఃث ݆݁

L̂ = r̂ × p̂,

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ஓُټܭ ୷ ،۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݬ٭؞۰ ݿ٭؇ق ሒᇭو
L̂ = i r̂ ×∇.

ఈః݁ۋޙ؇ت اܳټఈఃث ୒ୖڍه ا৖৑ڢଫଐان ఈః༟ڢ؇ت ި۱ ۋگً؇ ܾዛᔻ ި۱ ؇݁ ا௱௯௫ڎد، اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ۱ڍا ݆݁ ଫ଒أ܋
اܳأఈఃڢ؇ت ۱ڍه ଫଊّأٺ اৎ৊ފٺ༱ڎم. اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ اܳأఈఃڢ؇ت ۱ڍه أن ۋ٭ت ،L̂z و ,L̂y ,L̂x

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ଩ଃറണ೺و ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم اᆇᅀܳ٭۰ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اࠍ੅ݱ؇فݧ ොູڎد ؇ዛኡ৙৑ ۰ᆙᆊ؇༡ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ
[L̂x , L̂y ] = iℏL̂z

[L̂y , L̂z] = iℏL̂x

[L̂z , L̂x] = iℏL̂y

. : L̂× L̂ = i L̂.

.ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اܳٴྡྷ٭۰ لܹۛݧ ඹජިৎ৊ا ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا

١ֵ اڤـાણو ١ॴబرڲܙոેૃا اႥ႐وال و اिऻ׿اري اڤ֔ۏم 3 .1
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ؇ً࿌ިۋ٭ دوراً ّܹأص มฆܳوا ،L̂− و L̂+ واࠍ੅ڰݥ، اෂීڣؕ ݁ޝߜߵات ّأُݠف

L̂+ = L̂x + i L̂y

L̂− = L̂x − i L̂y

.L̂†
− = L̂+ و L̂†

+ = L̂− اଫଐৎ৊اڣگ۰ اܳأఈఃڢ؇ت ਍ಾޚٴݑ ۋ٭ت
؜ٷڎ .ᄎცଫଐ݁ލ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ذات ᄭᄟدا ሒᇭ ଫଐ૰૜ك ৖৑ L̂z و ،L̂y ،L̂x أن ሌᇿإ اܳأఈఃڢ؇ت ۱ڍه ଫଃ૰૜
৖৑ݿٺܝލ؇ف لگިدَ؇ ۱ڍا ألݯً؇. ཯ྥٴ؇دل ৖৑ أَ۬ ਐಱݯں اৎ৊ޝߜߵات، ۱ڍه ؕ݁ ཯ྥٴ؇دل L̂ Ⴄ၍ن إذا ؇݁ ੆਼ݧ

:ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ܝިَ؇ت ݆݁ ݁ܝިن ႟၍ ؕ݁ ཯ྥٴ؇دل أَ۬ ෠ຶڎ ۋ٭ت ،L̂2 اৎ৊ޝߜߵ
[L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y ] = [L̂2, L̂z] = 0.

ا৕৑ޗ؇ر ཯ྟފޔ ؇ᆙᆘ وا༡ڎ، وڢب ሒᇭ ᄩᄥܹ٭ොູ ஓ୷ܝ݆ اৎ৊ޝߜߵات ۱ڍه ݆݁ زوج أي أن ይዧٺٴ؇دل اܳگ؇ًܹ٭۰ ۱ڍه มฃّأ
اࠍ৖৑؇੆ت. ًأݥ ሒᇭ ๴ཚ؇ل ීෂا
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ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ّިڣݠ ྘ྲྀٷ݄؇ اܳټఈఃث، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ඔ൹ً اଫଐܳاًޔ ૭૖ྟص ؇ً࿌ڎොູ ل۰ ଩ଃّرႤ၍ ༡؆࿓ڎاਃು؇ت اܳأ݄ܭ ଫଊلأٺ
.ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ႟၍؇ލৎ৊ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ۊݱ؇فݧ ؕ݁ ௧ਤاܳޚٴ٭ ܳٺިاڣگ۳؇ َޙݠاً أ૭૖ޔ، ؇ً༶ዛኡ ل۰ اܳـଲ୍و
ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ ؜ٷ۬ ଫଃاܳٺأٴ ؜ٷڎ .p̂ = −iℏ∇ ً؇ܳݱިرة ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اᆇᅀܳ٭۰ ݁ޝߜߵ ஓُټܭ ୷

:႟ၽاܳލ ∇ اܳٺڎرج ݁ޝߜߵ ل؊༠ڍ ل۰، اܳـଲ୍و
∇= r̂

∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ ϕ̂

1

r sinθ

∂

∂ϕ
,

.ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ واෑෂواܳ٭۰ اܳگޚٴ٭۰، اܳލأ؇؜٭۰، ا෠ູ৖৑؇۱؇ت ሒᇭ و༡ڎة ݁ٺ۳۠؇ت ሒሃ ϕ̂ و ,θ̂ ,r̂ ۋ٭ت
ًިاݿޚ۰: ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ۱ڍه ሒᇭ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اᆇᅀܳ٭۰ ݁ޝߜߵ ݁ܝިَ؇ت لأُޚް ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

p̂r =−iℏ
∂

∂r
,

p̂θ =−iℏ
1

r

∂

∂θ
,

p̂ϕ =−iℏ
1

r sinθ

∂

∂ϕ
.

ا๤ཟܳب ۊݱ؇فݧ ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ .L̂ = r⃗ × p̂ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ਍ಸ؇ء ݆݁ ஓ୷ܝٷٷ؇ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ۱ڍه اݿٺ༱ڎام
ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ وً؇༠৙৑ڍ ،r̂ ×ϕ̂=−θ̂ و ,r̂ ×θ̂ = ϕ̂ ,r̂ ×r̂ = 0 ۋ٭ت ل۰، اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ ሒᇿاܳٺٴ؇د

෠ຶڎ: .ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ ཯ྟފޔ L̂ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ڣ؆ن ،⃗r = r r̂ أن
L̂ =−iℏ

(
ϕ̂

∂

∂θ
− θ̂

1

sinθ

∂

∂ϕ

)
,

.r আॻ༟ ا؜ٺ݄؇دل۰ وۏިد ༟ڎم لأܝݴ ؇ᆙᆘ ڣگޔ، ඔ൹༲ܹ݁ݱޚ আॻ༟ ොຬٺިي واᄳᄟي
اৎ৊ڰ٭ڎ ݆݁ ل۰، اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ (L̂z و ,L̂y ,L̂x (أي L̂ ܳـ ۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا గጻዧܝިَ؇ت ଫଃً؇ّأ ෠ຬ৕৑؇د

:۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡ިܳڎة اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۋ٭ت ݆݁ ϕ̂ و θ̂ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ
θ̂ = cosθcosϕx̂ +cosθ sinϕŷ − sinθẑ,

ϕ̂=−si nϕx̂ +cosϕŷ .

أَޙ۰݄ ሒᇭ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ๤ཡّف ܳـܝ٭ڰ٭۰ ࢻዛኗࣖ٭۰ ଫ଒أ܋ ڣ۳ً݄؇ لިڣݠ L̂ ݬ٭؞۰ ሒᇭ ଫଃً؇اܳٺأ ۱ڍه اݿྥٴڎال
ّأٴଫଃات ّأُޚް .۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ً؇༡৕৑ڎاਃು؇ت ً ݁گ؇ر۰َ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ོྟފ٭ޔ وෛຳ؇ݬ۰ ا௰௯௫ٺܹڰ۰، ا༡৕৑ڎاਃು؇ت

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ L̂ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ݁ܝިَ؇ت
L̂x = iℏ

(
sinϕ

∂

∂θ
+cotθcosϕ

∂

∂ϕ

)
,
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L̂y = iℏ
(
−cosϕ

∂

∂θ
+cotθ sinϕ

∂

∂ϕ

)
,

L̂z =−iℏ
∂

∂ϕ
.

ا༡৕৑ڎاਃು؇ت اݿٺ༱ڎام ؜ٷڎ ۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا௱௯௫؇ور ޗިل আॻ༟ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ܝިَ؇ت ّݱژ اৎ৊ޝߜߵات ۱ڍه
ذات ᄭᄟدا إ෠ຬ؇د ᄭᄟو؇ො੼ لܝިن ڢڎ గጻዧٴٺڎئ، ො੼ިر. ႟၍ ۋިل ۰ਃ಻وراᄴᄟا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت لܹٺگޔ ؇ᆙᆘ ل۰، اܳـଲ୍و
ڢࡗࡲ ذات ݁أ؇د৖৑ت ఈఃٔث ࠍ੆ܭ ۰༥؇੆اࠍ ૭૖ྟص ܋ٴଫଃاً ؇ً࿌ڎොູ ،ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ،L̂ ৎ৊ޝߜߵ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄
ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ،ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ًؕਵਦ ،L̂2 আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا ଫଊلأُٺ وا༡ڎ. آن ሒᇭ L̂z و ،L̂y ،L̂x ည৊ܝިَ؇ّ۬ ۰ਃಾذا
أن ஓ୷ܝ݆ L̂z و L̂2 أن আॻ༟ ࢴࣖل ؇݁ ،[L̂2, L̂z] = 0 اৎ৊أُ؇݁ܭ ৙৑ن ݁ڰ٭ڎ ۱ڍا أڣݯܭ. اݿଫଐا౯౏ళ٭۰ L̂z ሌᇿإ
ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ذات ᄭᄟدا إ෠ຬ؇د اዝང৙৑ܭ ݆݁ لܝިن ؇݁ و༟؇دةً ،ᄎცଫଐ݁ލ ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ذات دوال ሒᇭ Ⴄ၍ଫଐ૰૏

.L̂z

:ً৖৑أو ؇۱ଫଃّأٴ ૭૙ٺأݠض د؜ިَ؇ ،L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ݁أ؇د ّأگ٭ڎ ܳڰ۳ܾ

L̂2 = L̂ · L̂ =−ℏ2

(
ϕ̂

∂

∂θ
− θ̂

1

sinθ

∂

∂ϕ

)
·
(
ϕ̂

∂

∂θ
− θ̂

1

sinθ

∂

∂ϕ

)
.

اᄴᄟوال আॻ༟ ّأ݄ܭ واৎ৊ޝߜߵات ،ϕ و θ ݆݁ ႟၍ আॻ༟ لأٺ݄ڎ θ̂ ৙৑ن ّأگ٭ڎات ૰૏݄ܭ اܳٷگޚ޶ ا๤ཟܳب ۱ڍا
:ሒᇭ ୍ଲڣ اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ ོྥٴأ۳؇. มฆܳا

−θ̂ 1

sinθ

∂

∂ϕ
· ϕ̂ ∂

∂θ
.

؜ٷڎ݁؇ ݁أگڎاً لݱٴں ਵਦ৙৑ا وܳـܝ݆ ،θ̂ · ϕ̂= 0 ৙৑ن ݬڰݠاً ۱ڍا لܝިن أن ෠ຬص ૭૖٭ޔ، ۬༶݁ٺ ๤ཚب ሒᇭ
:۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሌᇿإ ཹྡྷٺگܭ د؜ިَ؇ ይዧٺྟފ٭ޔ، ݁ٺިرޗ۰. اৎ৊ލٺگ؇ت ّܝިن

−θ̂ 1

sinθ
·
(
∂

∂ϕ
ϕ̂

∂

∂θ
+ ϕ̂

∂2

∂ϕ∂θ

)
=−θ̂ 1

sinθ
·
(
∂

∂ϕ
(−sinϕx̂ +cosϕŷ)

∂

∂θ
+ ϕ̂

∂2

∂ϕ∂θ

)

= θ̂
1

si nθ
·(cosϕx̂ + sinϕŷ

) ∂

∂θ
= 1

sinθ

(
cosθcos2ϕ+ cosθ sin2ϕ

) ∂

∂θ
= cotθ

∂

∂θ
,

.θ̂ · ϕ̂= 0 ૭૖ྟص ݬڰݠ ۰༶اܳٷྥ٭ ۋ٭ت
:ሌᇿإ L̂2 ܳـ اႤၽܳ݁ܭ ଫଃاܳٺأٴ ོྟފޔ أଫଃ༠اً،

L̂2 =−ℏ2

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+ 1

sin2θ

∂2

∂ϕ2

]
.
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గጻዧݱޚ༲ܹ؇ت ঌॻاܳٺڰݱ٭ اܳٺگ٭ࡗࡲ لଫଐك و ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ሒᇭ اৎ৊أٷ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا اܳٴྡྷ٭۰ ༃لިࡵ ۱ڍا
إن لگިل اᄳᄟي اৎ৊ٴڎأ ૭૙ٺ༱ڎم ،L̂2 గጻዧޝߜߵ ۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ෠ຬ৕৑؇د أᆇᅦݑ. ৖৑ݿٺܝލ؇ف દઊ܋ٺ݄ݠ اৎ৊ٺٴگ٭۰
႟ၽ૰૖ اܳފ؇ًݑ. ྾ཏاܳگ ሒᇭ ّأగఒٷ؇ პაႰ ،ᄎცଫଐލৎ৊ا ۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒᇭ Ⴄ၍ଫଐ૰૏ن ඔ൹ܳ݁ٺٴ؇د દઊ݁ޝߜߵ
L̂2 ৙৑ن َޙݠاً اዛዊܳ؇ل۰. ሒᇭ اႤၽܳ݁ܭ اࠍ੆ܭ ؕᆇ໶ໟ ቕ቉ أ૭૖ޔ، ৎ৊ޝߜߵات ۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ౫౜భڎࢴࣖ ਊ಻ڎأ ،๴ང؇أݿ
اࠍ੅٭؇ر ި۱ L̂z ل۰، اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ ،ዻዧذ و݁ؕ .ܾዛዊ݁ أي اۊٺ٭؇ر ஓ୷ܝ݆ ،L̂zو ،L̂y ،L̂x ؕ݁ ཯ྥٴ؇دل

.(5 .3 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا (راۏؕ اዝང৙৑ܭ
L̂2Ylm = لܝިن ۋ٭ت ل۰، اܳـଲ୍و ً؇ܳٺިاڣگ٭؇ت واৎ৊أݠوڣ۰ ،Ylm ًـ L̂2 గጻዧޝߜߵ ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ܳྡྷފ݄޶
،۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ݆݁ ඹජء ሒᇭ وႤ၍ଫଐ૰૏ن ݁ٺٴ؇د৖৑ن L̂zو L̂2 أن ؇ஓ୾ .؇ୖ୒ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ި۱ λ ۋ٭ت ،λYlm

L̂zη(ϕ) = لܝިن ොຳ٭ت ،η(ϕ) ࢾࣖ؜ިه اᄳᄟي ،Ylm ሒᇭ ϕ আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎ اࠍ੊ݞء ܳٺ༲ڎࢴࣖ L̂z ݿྡྷފٺ༱ڎم
.L̂z ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ሒሃ c ۋ٭ت ،cη(ϕ)

؇ஓ୾ .Ylm = g (θ)η(ϕ) ܋ـ Ylm ۰ً؇൞ശً ܳٷ؇ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ،g (θ) ًـ ؜ٷ۬ ଫଃاܳٺأٴ لࡤࡲ Ylm ݆݁ රඝآ ඹජء
ஓ୷ټܭ L̂z أن ؇ஓ୾ .L̂zYlm = cYlm ཯ྡྷٺھ ؇ᆙᆘ ،L̂z gη= g L̂zη ؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆ن ،ϕ ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ ؇ዝཏَڰ g أن
ᄭᄟ݁أ؇د لܭ ިොູ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ዻዧᄳᄟ ۰༶وཹྥ٭ .θ أو r আॻ༟ لأٺ݄ڎ ৖৑ ڣ؆َ۬ ،z ො੼ިر ۋިل ϕ ل۰ ߓ߳او ؇ً࿖دورا ڣأܹ٭ً؇

:ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ّڰ؇ݪܭ ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܭ
−iℏ

∂

∂ϕ
η= cη→−iℏ

d

dϕ
η= cη, (8 .3 .4)

ۋ٭ت ،η(ϕ) = η0e i c
ℏϕ ި۱ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ༡ܭ .۰ਃಾاᄳᄟا ؇ዛው݄ڢ٭ ި۱ cو ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ሒሃ η ۋ٭ت

݁أ٭ٷ۰، ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ أَޙ۰݄ ّڰݠض ༟؇م، ႟ၽ૰૖ ڢ٭۰݄ أي c ّ؊༠ڍ أن ஓ୷ܝ݆ ྘ྲྀٷ݄؇ اܳٺޚٴ٭ؕ. ೑ಸ؇ٔ ި۱ η0

أن ،(۰༥در 360 دوران ًأڎ ا৙৑ݬܹ٭۰ ؇ዛውܳ؇༡ ሌᇿإ (ّأިد ሒᇃدورا ஓ஄؇ٔܭ ّޙ۳ݠ มฆܳا ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ذرة ݁ټܭ
:ሌᇿإ ا๤དྷܳط ۱ڍه ُོྟފޔ .η(ϕ+2π) = η(ϕ)

η(ϕ) = η0e i c
ℏϕ = η(ϕ+2π) = η0e i c

ℏϕ+i 2cπ
ℏ → exp

(
i

2cπ

ℏ

)
= 1.

ොຳ٭ت: ො੼ڎودة ڢ٭ً݄؇ ّ؊༠ڍ أن ෠ຬص c ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ أن มฃلأ ۱ڍا
c

ℏ
2π= m2π أو c = mℏ,

eigenvalues ڢࡗࡲ أن ۱ڍا لޙ۳ُݠ .๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا اෑෂاوي ይዧأݞم ુળاܳـ رڢܾ ྾ང؇ً لأݠف ොේ٭ں ༟ڎد ި۱ m ۋ٭ت
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ η(ϕ) ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊُّأ ይዧٷޙ؇م. ሒᇃوراᄴᄟا اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ݆݁ ሒᇆ؊ّ اܳگٷٷ۰ و۱ڍه ݁گُٷٷ۰، L̂z గጻዧޝߜߵ

:۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ّޚٴ٭ؕ ఈః༠ل ݆݁ η0 ොູڎࢴࣖ لࡤࡲ ۋ٭ت ،η(ϕ) = η0e i mϕ∫2π

0
η∗(ϕ)η(ϕ)dϕ= η2

02π= 1 → η0 = 1p
2π

,



ඔ൹اܳފٴ و ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم .1 6ً؇ب
:ሒሃ L̂z ܳـ eigen ᄭᄟ݁أ؇د .η(ϕ) = 1p

2π
e i mϕ ቕ቉ و݆݁

L̂zη(ϕ) = mℏη(ϕ). (9 .3 .4)
.L̂z ܳـ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا ّޙܭ ۰෠ູ؇اܳٷ ᄭᄟاᄴᄟا ڣ؆ن ،ϕ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ৖৑ มฆܳا ،g (θ) أරඝى ᄭᄟࢻࣖا η(ϕ) ๤ཚب ؜ٷڎ

.Ylm = ηg ႟ၽނ আॻ༟ اܳފ؇ًݑ ྾ཏاܳگ ሒᇭ ۰෠ູ؇اܳٷ ᄭᄟاᄴᄟا ܋ُٺྟب ৎ৊؇ذا ๤ཏلڰ ۱ڍا
L̂2 ሒᇭ ∂2

∂ϕ2 ݁ݱޚܹں ݆݁ ይዧٺ༱ܹݧ η(ϕ) اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ ،η َڰݴ ཯ྥލ؇رႤ၍ن L̂2 و L̂z ৙৑ن َޙݠاً
eigen: ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ Ylm(θ,ϕ) ࿓؆د༠؇ل َگިم ො੼ڎد، ႟ၽ૰૖ .(7 .3 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا (راۏؕ

L̂2Ylm(θ,ϕ) =λYlm(θ,ϕ),

:L̂2 ܳـ ༥ڎࢴࣖة ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل
ℏ2

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
− m2

sin2θ

]
g (θ) =λg (θ) :

[
1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
− λ

ℏ2
− m2

sin2θ

]
g (θ) = 0,

أي لݯ٭ژ ৖৑و ݁أگڎ ً ل؇ݪ٭؇ ر P m
l (cosθ) إ෠ຬ؇د .P m

l (cosθ) اৎ৊ݠਊಾޚ۰ ܳ٭༶؇ࢾࣖر ᄭᄟدا ި۱ g (θ) ؇۳ܹ༡و
ܳ٭༶؇ࢾࣖر ᄭᄟاᄴᄟا .Ylm ܳـ ّأٴଫଃات ෠ຬ৕৑؇د اܳފ޺޾ ݁ޝߜߵات اݿٺ༱ڎام َڰݯܭ ᄳᄟا، إݪ؇ڣ٭۰. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ًݱଫଃة
ુળاܳـ ߓߵڢܾ ّأُݠف l .m ఈః༠ل ݆݁ l আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ l ؜݆ ؇ୖ୒ఈఃاݿٺگ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ اৎ৊ݠਊಾޚ۰،
.m =−l ,−l+1, . . . , l−1, l اܳگࡗࡲ وّ؊༠ڍ ،๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا اෑෂاوي ይዧأݞم ુળاܳـ رڢܾ ި۱ mو اෑෂاوي، ይዧأݞم
ۋ٭ت ،λ= l (l +1)ℏ2 ݿྡྷټྟب، პაႰ .mو l ොູڎࢴࣖ ऍइࣲݠد ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ Ylm ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ොڎد ُູ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

.l = 0,1,2,3, . . .

:ሒሃ L̂z و L̂2 ؇ዛዀߙߵُݪ มฆܳا eigen ݁أ؇د৖৑ت
L̂2Ylm = l (l +1)ℏ2Ylm,

L̂zYlm = mℏYlm. (10 .3 .4)
لޚُٴݑ .۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ݆݁ ᄭᄥݿܹފ ّިܳ٭ڎ ሒᇭ ؇ً࿌ިرො੼ دوراً اܳފ޺޾ ݁ޝߜߵات ّܹأص اܳٺިاڣࠔࠫ، اৎ৊ڍࢻࣕب ݿ٭؇ق ሒᇭ
و L̂x ݆݁ ؇݄ዛዊᚬިّܝ لࡤࡲ ،L̂− و L̂+ ًـ ؇݄ዛዀܳإ اৎ৊ލُ؇ر واࠍ੅ڰݥ، اෂීڣؕ ݁ޝߜߵات ᆙᆘ؇ٔܭ. أݿߺࠊب ألݯً؇ ۱ٷ؇

:ঌॻل პაႰ اৎ৊ޝߜߵات ۱ڍه ّأُݠف .((5 .3 .4) و (3 .3 .4) اৎ৊أ؇د৖৑ت (راۏؕ L̂y

L̂± = L̂x ± i L̂y =±ℏe±iϕ

(
∂

∂θ
± i cotθ

∂

∂ϕ

)
,



7ඔ൹اܳފٴ و ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم .1 ً؇ب

واෑෂازاܳ٭۰ اܳگޚٴ٭۰ ይዧݞوال؇ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪఈఃت اܳأگڎي، ا৙֡৑س ؜ިا݁ܭ اܳٺأٴଫଃات ਐಾݯ݄݆ ۋ٭ت
ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت َޙ؇م ؕ݁ ݁ٺ݄؇ނ٭۰ ،ሒᇿازاෑෂا اܳٺڰ؇ݪܭ ّأڎل มฆܳا اࡺ࢘ࢦ؇م ޖܭ ᄭᄟودا ،(ϕ و θ)
و ،[L̂x , L̂2] = 0 ৙৑ن َޙݠاً .L̂− = L̂†

+ أن ۋ٭ت اෑෂاوي. ً؇ܳأݞم اৎ৊ٺأܹگ۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎم
೑಻Ⴄ၍ إذا ،ዻዧᄳᄟ .۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال َڰݴ ሒᇭ Ⴄ၍ଫଐ૰૏ن L̂2 و L̂± ڣ؆ن ،[L̂±, L̂2] = 0 و ،[L̂y , L̂2] = 0

ألݯً؇ ݿٺܝިَ؇ن L̂−Ylm(θ,ϕ) و L̂+Ylm(θ,ϕ) ڣ؆ن ،L̂2 ܳـ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا Ylm(θ,ϕ) = g (θ)η(ϕ)

আॻ༟ ،ዻዧذ و݁ؕ .g (θ) ෠ຬ৕৑؇د اৎ৊ڰٺ؇ح ሒሃ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه .(1 .2 .4 ྾ཏاܳگ (اَޙݠ L̂2 ܳـ ۰ਃಾذا ً ৖৑دوا
اݿྥٷٺ؇ج ஓ୷ܝٷٷ؇ ৖৑ ᄳᄟا ،L̂−Ylm أو L̂+Ylm ۬༶ྡྷٺ཯ اᄳᄟي ؇݁ َأݠف ৖৑ اܳٺިاڣࠔࠫ، اৎ৊ڍࢻࣕب ᄭᄟ؇༡ ༟ܝݴ

.L̂z ݆݁ ݁ފ؇༟ڎة ሌᇿإ ۰༥؇ොຳ ۱ٷ؇ ݆ොຶ .(12 .2 .3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁ټܭ ᄭᄟ݁أ؇د
:আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل Ylm আॻ༟ L̂z L̂+ َޚٴݑ

L̂z L̂+Ylm = (L̂+L̂z +ℏL̂+)Ylm = (L̂+mℏ+ℏL̂+)Ylm = (m +1)ℏL̂+Ylm, (12 .3 .4)
.L̂zYlm = mℏYlm و L̂z L̂+ = L̂+L̂z +ℏL̂+ اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇ ۋ٭ت

L̂+ أن ሒᇭ اܳފྟص ި۱ ۱ڍا .ℏ ًـ ۰ਃಾاᄳᄟا ؇ዛው݄ڢ٭ ߌ߳ࢴࣖ ܳـܝٷ۬ L̂z ܳـ ෛ੼ٺܹڰ۰ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا ஓ୷ټܭ L̂+Ylm

༃لިࡵ ۱ڍا .ሒሃ პაႰ ۰ਃಾاᄳᄟا L̂2 ڢ٭۰݄ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ وܳـܝٷ۬ ،۰ਃಾاᄳᄟا L̂z ڢ٭۰݄ ଫଃل؞ L̂+ اෂීڣؕ. ஓ୾ޝߜߵ لأُݠف
৖৑ Ylm আॻ༟ L̂+ ّޚٴ٭ݑ ڣ؆ن ،[L̂+, L̂2] = 0 ৙৑ن َޙݠاً (1) اৎ৊ޝߜߵات: ݆݁ ඔ൹ި؜ٺᆇ୞୘ ඔ൹ً ؇ً࿌ۏ۱ިݠ ڣݠڢً؇
ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ଫଃل؞ Ylm আॻ༟ L̂+ ّޚٴ٭ݑ ڣ؆ن ،[L̂+, L̂z] 6= 0 أن ؇ஓ୾ و(2) ،L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ଫଃل؞

.L̂z.(â|ϕ0〉 = 0) (12 .2 .3) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ ًޚݠ L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ෠ຬ৕৑؇د ༥؇۱ݞون ݆ොຶ ا৚৑ن
ڣ؆ن ،L̂zYl l = lℏYl l أي ،lℏ ؇ୖ୒ ڢ٭۰݄ ๮ཡأڢ ሌᇿإ ً؇ܳڰأܭ وݬܹب ڢڎ ۰ਃಾاᄳᄟا L̂z ڢ٭۰݄ أن ً؇ڣଫଐاض

ݬڰݠاً: ཯ྡྷٺھ أن ෠ຬص Yl l আॻ༟ ሒᇭ؇ݪ৕৑ا L̂+ ّޚٴ٭ݑ
L̂+Yl l = L̂+[g l (θ)ηl (ϕ)] = 0 → ℏe iϕ

(
∂

∂θ
+ i cotθ

∂

∂ϕ

)
g l (θ)ηl (ϕ) = 0. (13 .3 .4)

,g l (θ) ܳـ ᄭᄟ݁أ؇د ෠ຶڎ ،(13 .3 .4) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ηl (ϕ) = 1p
2π

e i lϕ ਐಸأިلݥ
ℏe iϕ

(
∂

∂θ
+ i cotθ

∂

∂ϕ

)
g l (θ)

1p
2π

e i lϕ = 0,

:ሌᇿإ ོྟފޔ มฆܳوا
e i lϕ ∂

∂θ
g l (θ)+ i cotθg l (θ)(i l )e i lϕ = 0 → d

dθ
g l (θ) = l cotθg l (θ). (14 .3 .4)

:ሌᇿإ (14 .3 .4) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ཹྟފޔ
d

dθ
ln(g l (θ)) = l

cosθ

sinθ
= l

d

dθ
ln(sinθ),



ඔ൹اܳފٴ و ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم .1 8ً؇ب
:আॻ༟ ොຶݱܭ وً؇ܳٺႤၽ݁ܭ،

ln(g l (θ)) = l ln(sinθ) → g l (θ) = sinl θ.

ᄭᄟاᄴᄟا ݆݁ θ ඹජء ሒሃ g l (θ) = sinl θ ৙৑ن َޙݠاً اৎ৊ݠਊಾޚ۰. ܳ٭༶؇ࢾࣖر ᄭᄟاᄴᄟ l) = (m ༠؇ص ༡ܭ ި۱ ۱ڍا
:ঌॻل პაႰ m = l و l ؕ݁ Ylm ۰ਃಮ؇ዛዊܳا ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ،L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا

Yl ,m=l = g lηl = Bl sinl θe i lϕ, (15 .3 .4)
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّޚ؇ًݑ ۋ٭ت ل۰، ݁أ٭؇ر ل۰ ாணو ّިاڣگ٭؇ت ༟ڎة لޙ۳ݠ 1 .4 اࠍ੊ڎول اܳٺޚٴ٭ؕ. ೑ಸ؇ٔ ި۱ Bl ۋ٭ت
ஓ୷ܝٷٷ؇ .g l আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل L̂+Yl l = 0 ݆݁ ࢻࣖأَ؇ اܳފ؇ًݑ، ا৖৑ނٺگ؇ق ሒᇭ اࠍ੊ڎول. ሒᇭ Yl l ႟၍ (15 .3 .4)
݆݁ ༠؇ݬ۰ ᄭᄥݿܹފ Ylm ل۰ اܳـଲ୍و اܳٺިاڣگ٭؇ت ႟ၽ૰૜ .g−l আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل L̂−Yl ,−l = 0 ݆݁ اܳٴڎء ألݯً؇

:ঌॻل პაႰ ݁ٺأ؇݁ڎ ႟ၽ૰૖ ّޚٴ٭أ۳؇ لࡤࡲ اᄴᄟوال.
〈Ylm|Yl ′m′〉 =

∫2π

0

∫π

0
Y ∗

lm(θ,ϕ)Yl ′m′(θ,ϕ)sinθdθdϕ= δl l ′δmm′. (16 .3 .4)
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ Ylm=l ل۰ اܳـଲ୍و اܳٺިاڣگ٭؇ت আॻ༟ (7 .3 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱ პაႰ) L̂2 اৎ৊ޝߜߵ ޗٴگٷ؇ إذا
ঌॻاܳٺڰݱ٭ ا৖৑ނٺگ؇ق ቕሹّگڎ ݿ٭ࡤࡲ .λ= l (l +1)ℏ2 ܋ـ L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ڢ٭۰݄ আॻ༟ اܳأټިر ஓ୷ܝٷٷ؇ ،15 .3 .4
L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن ،m ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ .ሒᇿ؇اܳٺ દઊاࡺ࢘ࢦݠ ሒᇭ ۰༶اܳٷྥ٭ ୒ୖڍه
لگ۰ ًޚݠ Yl ,m 6=l ሒᇭ ϕ و θ ݁ݱޚ༲ܹ؇ت ّأڎلܭ ෠ຬص ،m 6= l Ⴄ၍ن إذا اܳފྟص، ୒ୖڍا .m আॻ༟ ّأٺ݄ڎ
႟ၽ૰૖ Yl l আॻ༟ L̂− اࠍ੅؇ڣݥ اৎ৊ޝߜߵ ਐಸޚٴ٭ݑ ዻዧذ ොູگ٭ݑ ஓ୷ܝ݆ .m ਐಾݯ݄݆ มฆܳا اৎ৊ݱޚ༲ܹ؇ت ᆇᅹ٭ؕ ௧ਟّܹ

৖৑ۋگً؇. ؜ਵݪ۬ ݿ٭ࡤࡲ პაႰ ݁ٺଲ୍ر،

അ೪ۻץ቞ቘ اളൂاوي اڤ֔ۏم 4 .1
۱ڍه ۊݱ؇فݧ ೑಻Ⴄ၍ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ؇ً࿌ٔިر إ෠ຶ؇زاً 1/2 ۰༥رᄴፁዧ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ا܋ྥލ؇ف لأُڎ

ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ. ݁ٺިڢأ۰ ଫଃ༚ ᆇᅹ٭أ۳؇ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ؇ዛኤاଫଃٔ؊ّ واཹྥލ؇ر ،؇ዛው٭ᆇᆅأ ،۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اᆇᅀܳ٭۰
ᄎცݠ੆ࠍ؇ً اৎ৊ٺأܹگ۰ ۬ਐಱරඞ در༥؇ت ࢻࣖراݿ۰ ا৖৑܋ٺڰ؇ء ஓ୷ܝ݆ ৖৑ Ⴄ၍݁ܭ، ႟ၽ૰૖ ا৕৑ܳـܝଫଐون ل؇ء ଩ଃڣ ܳٺ༲ܹ٭ܭ
ًأٴ؇رة .ሒᇆذا دوران ًأݞم ߙߵਊಾޔ دا༠ܹ٭۰ ل۰ රඞ ۰༥در ًިۏިد اଫଐ༟৖৑اف ਵਦ৙৑ا ਐಱޚܹص ًܭ ڣگޔ. ۰ਃ಻Ⴄၽৎ৊ا
"ࢴࣖور" ݁ݱޚܹں ૭૙ٺ༱ڎم َڰފ۬. ۋިل "ࢴࣖور" َ۬Ⴇ၍و ਊಱڎو َگޚ٭ً؇، ۏފ٭ً݄؇ ଫଊلأٺ اᄳᄟي ا৕৑ܳـܝଫଐون، أරඝى،
݁گ؇ًܭ ؇ୖ୒ ྘ܳݴ ොຳٺ۰ ᆇᅒ٭۰ ޖ؇۱ݠة ި۱ ሒᇃوراᄴᄟا اܳأݞم ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا أن ሌᇿإ ఇዳዧނ؇رة اڢٺٴ؇س มฆ݁ఈః༟ ඔ൹ً

دوران. ؜ਲ਼م ܋ިَ۬ ༟ڎا ،๤ཇ؇݁ٴ ௧ௌݿ٭ఈ႙၍
لޙܭ ."ሒᇧިᆇᅒ" ۰గၵ၍ আॻ༟ اܳٺ؊܋٭ڎ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁ وܳـܝ݆، ᆇᅒި݁٭۰. دوارة ًگ۰݄ ا৕৑ܳـܝଫଐون اৎ৊ݠء ૰ُ૏ٴ۬ ڢڎ
ً؊ن اଫଐ༟৖৑اف ا๤ཟܳوري ݆݁ .ଫଐ݁ 10−18 ሌᇿإ ّݱܭ دڢ٭گ۰ ݁گ؇྘཯ݴ ሒᇭ ปฆۋ َگޚ٭ً؇ ۏފ٭ً݄؇ ا৕৑ܳـܝଫଐون
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؜ٷڎ ۱ఈዳዧٺ݄؇م إٔ؇رة ଫ଒أ܋ ೞ಻؇੊اࠍ ۱ڍا لأُڎ .ሒᇆذا دوران ؜ਲ਼م ጥ጑ٺஓ୷ أن ஓ୷ܝ݆ ଫଃاܳݱ؞ ܾ፳፞༕ا ዛኞڍا ۏފً݄؇
ᄭᄟ؇༡ ᄩᄥأ෠ຬ ؇ᆙᆘ ،ሒᇆذا دوران ؜ਲ਼م ᆇ໲໕ܭ ،ᄭᄥ঺঒ ఈఃًو َگޚ٭ً؇ ۏފ٭ً݄؇ ܋ިَ۬ رܾؗ اᄳᄟي اܳڰިّިن، ሌᇿإ اܳٷޙݠ

اܳٷ؇ۋ٭۰. ۱ڍه ݆݁ ਵؗا۰ً ଫ଒أ܋
اᄴᄟوران ؜ਲ਼م ݆݁ وۏ۱ިݠي ڣݠࢴࣖ ႟ၽނ - ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ڰ۳ިم ૭૙ٺܝލژ اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ
ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم لأڎ اৎ৊ڎاري، ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ఈఃෛຳف اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. ل؇ء ଩ଃاܳڰ ؜݆ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ଩ଃஓ୷
݁ިڢؕ ොູڎࢴࣖ اৎ৊ފٺۜ٭ܭ ݆݁ .۰ਃ಻Ⴄၽৎ৊ا ؇ዝཡۊݱ؇ف ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ ل۰، اᄳᄟر دون ࠯࠵࠾ފ٭݄؇ت أݿ؇ݿ٭۰ ༠؇ݬ٭۰
- وا৖৑ܳٺިاء اොຶ৖৑ݠاف، اܳٺڎرج، - ۰ਃ಻Ⴄၽৎ৊ا ݁ލٺگ؇ّ۬ أن ۋ٭ت اܳڰݯ؇ء، دا༠ܭ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم ො੼ڎد
আॻ༟ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ Ⴄ၍ී߉߳ ෂا ༡Ⴇ၍ڎ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم اࠍ੅؇ݬ٭۰ ۱ڍه ّޝݿݴ ݬڰݠ. ᆇᅹ٭أ۳؇
ጥ጑ٺஓ஄ ৖৑و َگޚ٭۰ ؇ًਊಱّگݠ ሒሃ มฆܳا ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت، أن ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ ݁ٷޚࠔࠫ ଫଃ༚ ਊಱڎو ڢڎ ዻዧذ أن ݆݁ ܾؗීෂا

اᄴᄟوران. ݿߺࠊك ّޙ۳ݠ ،۰ොෘوا دا༠ܹ٭۰ ྲྀྡྷ٭۰
ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ ًޚݠ اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰، আॻ༟ ّ؊ଫଃٔه ሒᇭ ༠؇ݬ۰ ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ܋ٴଫଃة أᆇᆅ٭۰ ᄩᄟ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم
ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ߌߵਊಾޔ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ إޗ؇ر ሒᇭ ّأگ٭ڎاً. ଫ଒أ܋ ّڰ؇ఈః༟ت ؕ݁ وܳـܝ݆ ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳލۜٷ۰ ଫଃٔ؊ܳٺ
݁ٷ؇ڢލٺ۬ ஓ஄ب اᄳᄟي દઊواܳٺڎو واৎ৊ޝߜߵات، ،۰ਃಾاᄳᄟا واࠍ৖৑؇੆ت اᆇᅀܳި݁٭۰، ً؇༟৙৑ڎاد وਃುگً؇ ارਊಾ؇ޗً؇ ሒᇆاᄳᄟا
واܳٷ٭ިߙߵوَ؇ت واଫଊܳوّިَ؇ت ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت ݁ټܭ ل۰ اᄳᄟر دون اࠍ੊ފ٭݄؇ت .10 ሌᇿإ 7 اܳڰݱިل ሒᇭ ݿ؇ًگً؇
لޝߜߵ ؇ᆙᆘ ොේ٭ں، ሒᇆذا ሒᆞරඞ ؜ਲ਼م ؇ዛኗᄴᄟ واܳڰިَިَ؇ت اܳڰިّިَ؇ت ྘ྲྀٷ݄؇ ොේ٭ں، َݱژ ሒᇆذا ሒᆞරඞ ؜ਲ਼م ؇ዛኗᄴᄟ

اࠍ੊ފ٭݄٭۰. ل؇ء ଩ଃاܳڰ ቕረ؇༟ ሒᇭ ؇۳៺وݿߺࠊ ّݱྡྷ٭ڰ۳؇ আॻ༟

જੴ຋ूेخ و ۳׫જੴن ൑สۑ١ּ 5 .1
ل؇ء ଩ଃڰይዧ ۰ෛ஖ීاෂا ا৙৑ݿݴ ۱ݞت ౯౜భݠ۰ً ؇ਃ಻؇ৎ৊أ ሒᇭ ނٺଫଃن وأوّި ৖৑ଫଃ༥خ ଫଐܳوا ڢ؇م و1922، 1921 ሒᇧ؇༟ ඔ൹ً
ذرات ݆݁ ނأ؇ع ਐಸިۏ٭۬ ڢ؇݁؇ ،؇݄ዛውᚳݠ෠ູ ሒᇭ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ቕረ؇༟ ሒᇭ ༥ڎࢴࣖة آڣ؇ڢً؇ وڣٺۜب اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰
اৎ৊ٺިڢؕ ݆݁ Ⴄ၍ن اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰، ل؇ء ଩ଃاܳڰ ل؇ت َޙݠ আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء ݁ٺڎرج. ๴ཏ྘݁؞ٷ؇ޗ ෠੼؇ل ఈః༠ل (Ag) اܳڰݯ۰
มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ وܳـܝ݆، اৎ৊ٷٺݱژ. ሒᇭ ଩ଃ܋ߵ ߙ আॻ༟؊ً اܳأݠض، ނ؇ނ۰ আॻ༟ ༡ި݁ڎاً لأً؇ ّިز اᄳᄟرات ّޙ۳ݠ أن

اܳٺިڢأ؇ت. ۱ڍه ؜݆ ؇ً݁؇ஓ஄ ෛ੼ٺܹڰ۰ ೑಻Ⴄ၍ ؇ዛዀܹ༟ ۋݱߺࠊا
ۏ۳؇ز ఈః༠ل ݆݁ ৖ً৑أو اܳڰݯ۰ ذرات ਵਦت ۋ٭ت ،1 .6 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ݁أݠوض ި۱ პაႰ اܳٺ۠ݠ۰ً ༃ّިࡵ
اڣଫଐݪٷ؇ إذا اৎ৊ٺڎرج. ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل ሌᇿإ ࣁ༠ࣖܭ أن ڢٴܭ ݪ٭ݑ ނأ؇ع ሌᇿإ ਍ُಱޙ۳݄؇ ً؇ܳـܝިࡺࢋࢦ؇ّިر لأُݠف
܋ٴଫଃاً. Ⴄ၍ن ،∂Bz

∂z ا௱௯௫ިر، ۱ڍا আॻ༟ ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل ሒᇭ اܳٺڎرج ڣ؆ن z، ا௱௯௫ިر ި۱ ๴ངීأෂا ا෠ູ৖৑؇ه أن
أَ۬ มฃلأ ؇݁ ،(∇·B = 0) ݬڰݠاً ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل ༟؇ਊಾڎ لܝިن أن ෠ຬص لܭ، ݁؇܋ފި ৎ৊أ؇د৖৑ت ووڣگً؇
ڢࡗࡲ أن ৖৑إ ،(∂By

∂y و/أو ∂Bx
∂x ) y و x ا෠ູ৖৑؇۱؇ت ሒᇭ ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل ሒᇭ ّ؞ଫଃات وۏިد ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟
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أݬ؞ݠ. ೑಻Ⴄ၍ اܳٺ؞ଫଃات ۱ڍه
اৎ৊ڎار ሒᇭ ل༥ިڎ اᄳᄟي اܳڰݯ۰، ذرة ሒᇭ ඔ൹رًأ৙৑وا اܳފ؇ًؕ ا৕৑ܳـܝଫଐون ؕ݁ ஓ஄ب ا྘ཬීෂފ٭۰ اఈఃৎ৊ۋޙ۰
4p6 3d10 4s2 3p6 3s2 2p6 2s2 (1s2 اᄴᄟا༠ܹ٭۰ ا༚৙৑ܹڰ۰ ᆇᅹ٭ؕ اݿٺპაჂل ؕ݁ 5s1، ሒᇚر؇੅اࠍ
݆݁ ݁ྥފ؇وٍ ༟ڎد ؇۳៺ఈః݁ٺ؇ً ؇ًਃಮ؇ً۳ݠ៺ ᄭᄟ݁ٺأ؇د ೑಻Ⴄ၍ اܳڰݯ۰ ذرة أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ 5s1). 4d10
اৎ৊ݞدوج ଫଃ༚ ا৕৑ܳـܝଫଐون ۱ڍا ؜݆ ۰෠ູ؇َ اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰ ؇ዝཡۊݱ؇ف ೑಻Ⴄ၍ ڣگڎ وا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت، اଫଊܳوّިَ؇ت
أن ඔ൹ਊಾ وا༡ڎة، ۰ᆇᅪ ل۰ رؤ ݆݁ ً ৖৑ࣖوࢻ ይዧٺ۠ݠ۰ً، ᄭᄥً؇گৎ৊ا اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ ۰༟ިިݪৎ৊ا اܳލ؇ނ۰ আॻ༟ ይዧـܝލژ. ᄭᄥً؇ڢ
ሒᇆاᄳᄟا ሒᇃوراᄴᄟا ይዧأݞم ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹۳ّިۏ وۏިد আॻ༟ ࢴࣖل ؇ᆙᆘ ،ඔ൹ّ଩ଃ݄݁ٺ ඔ൹ި؜ٺᆇ୞୘ ሌᇿإ اَگފ݄ب اܳڰݯ۰ ذرات

ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت. ሒᇭ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم أو
ً؇ܳأݞم ّأُݠف ۰ਃಾذا ᆇᅒ٭۰ ༠؇ݬ٭۰ ጥ጑ٺஓ஄ ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت أن ܋ލڰب ؇ዛኡ৙৑ ۰ᆙᆊ؇༡ ೑಻Ⴄ၍ اఈఃৎ৊ۋޙ۰ ۱ڍه
ا৖৑܋ྥލ؇ف ۱ڍا Ⴄ၍ن ܳگڎ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. ل؇ء ଩ଃاܳڰ ஓ୾ިۏص ݁ٺިڢأ۰ ّܝ݆ ቕረ ༠؇ݬ٭۰ ሒሃو ،ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ
෠ູݠ۰ً ّܝލژ ቕረ ఇዳዧܳـܝଫଐوَ؇ت. ሒᇧިᆇᅀܳا ይዧފߺࠊك ڣ۳݄ٷ؇ ሒᇭ ؇ಣಈᕬ ৖৑ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ّޚިر ሒᇭ أݿ؇ݿ٭ً؇
اᆇᅀܳި݁٭۰. ࠯࠵࠺؇৖৑ت ᄭᄥٷڰݱৎ৊ا اܳޚٴ٭أ۰ ؜݆ ألݯً؇ وܳـܝ݆ اᄴᄟوران ؜ਲ਼م ᆇᅒ٭۰ ؜݆ ڣگޔ وނٺଫଃن ৖৑ଫଃ༥خ
اܳݱڰݠ ݆݁ لگଫଐب r أن ܳٷڰଫଐض ا৚৑ن، .v ۰༟๤๎ื r ڢޚݠ۱؇ َݱژ دا߉ߵة ۋިل ౫౜దݠك ۏފ٭ً݄؇ ෛູ٭ܭ
ۋިل ࢴࣖور َ۬Ⴇ၍و اࠍ੊ފࡗࡲ ਊಱڎو اܳگݱިى، ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .r ؕ݁ ༟ܝފ٭ً؇ ོྥٷ؇ݿص ྲྀྡྷފٴ۰ ߌ߳داد |v | ྘ྲྀٷ݄؇
ሒᇭ اᄴᄟوران ؜ਲ਼م ૭૜݄٭۰ ஓ୷ܝٷٷ؇ ො੼ڎود. دوران ؜ਲ਼م আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ وܳـܝ݆ ،۰ਃಮ؇ዛኡ ৖৑ ۰༟๤๎ื ො੼ިره
෠੼ݠد ۱ڍه ৙৑ن ۱ٷ؇، اࠍ੆ڍر ሒᇕިّ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁ ،ዻዧذ و݁ؕ ."ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ "اܳأݞم ًـ اܳگݱިي لި اܳފ྘ٷ؇ر ۱ڍا
ይዧأݞم ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ّݱިر لگ۰ ޗݠ ਍ಸڰݴ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ّݱިر ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ૰૜ྟ٭۬.

اৎ৊ڎاري. ሒᇃوراᄴᄟا
اܳٺگܹ٭ڎي ሒᇃوراᄴᄟا اܳأݞم ଫଃ܋ٴ ༡ڎ ሌᇿإ ૰૏ٴ۬ Ⴄً၍ݿߺࠊ لޙ۳ݠ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ߌ߳ال ৖৑ ،ዻዧذ ؕ݁
ި۱ პაႰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ا৖৑رਊಾ؇ط ఈః༟ڢ؇ت ਍ಸڰݴ ل଩ଐܹم ،ዻዧᄳᄟ ۰༶ཹྥ٭ اܳڰݯ؇ء. ሒᇭ اᄴᄟوران لఈఃت ި౫౜భ ੯੩أਐಱ ڣ٭݄؇
اܳٺٴ؇دܳ٭۰ اܳأఈఃڢ؇ت ۰ٔఈఃاܳټ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ݁ܝިَ؇ت ม฀ّܹ .ሒᇃوراᄴᄟا اܳأݞم ݁ޝߜߵات ؕ݁ اࠍ੆؇ل

اܳٺ؇ܳ٭۰:
[Ŝx , Ŝy ] = iℏŜz ,

[Ŝy , Ŝz] = iℏŜx ,

[Ŝz , Ŝx] = iℏŜy .

ا৙৑ݿ؇س وّݯؕ اܳٴأݥ، ؇ዝཟًأ ؕ݁ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ܝިَ؇ت ّڰ؇༟ܭ ܋٭ڰ٭۰ ොູڎد اܳأఈఃڢ؇ت ۱ڍه
و Ŝ2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z اৎ৊ݠًؕ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ݁ޝߜߵ ۋ٭ت ݆݁ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ᄭᄟ؇༡ لژ ܳٺأݠ
ݬ٭؞۰ ّިڣݠ .S ≥ |ms| ۋ٭ت ،ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ ℏms و ℏ2S(S +1) ሒሃ اৎ৊ޝߜߵات ୒ୖڍه ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ .Ŝz
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۰ਃಾاᄳᄟا ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ৖৑؇༡ت ّأُݠف ۋ٭ت ،۰ਃ಻وراᄴᄟا اࠍ৖৑؇੆ت ۱ڍه ܳިݬژ ඹජި݁ة لگ۰ ޗݠ دߌߵاك
:ঌॻل პაႰ

Ŝ2|S,ms〉 = ℏ2S(S +1)|S,ms〉,
Ŝz |S,ms〉 = ℏms|S,ms〉.

:ঌॻل პაႰ ሒᇃႤၽৎ৊ا ሒᇃوراᄴᄟا واܳأݞم ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ඔ൹ً ر྘ཬފ٭؇ن ڣݠڢ؇ن ۱ٷ؇ك
اܳأڎد لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ - ঺঒ܹٺ۬. ૰૜ٴ۬ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ، ڣݠࢴࣖة ل۰ ۏ۱ިݠ ༠؇ݬ٭۰ ި۱ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم -
۰༲٭ොේ َݱژ S ڢࡗࡲ ذات اࠍ੊ފ٭݄؇ت ොේ٭ں. أو ොේ٭ں َݱژ إ݁؇ S ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم ঌ႓ၽܳا ሒᇧިᆇᅀܳا
ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ذات اࠍ੊ފ٭݄؇ت .۰༲٭ොේ S ڢࡗࡲ ؇ୖ୒ มฆܳا ጥ጑ّ ؜݆ ଩ଃᆙᆘ ႟ၽ૰૖ ෛ੼ٺܹڰ۰ ۊݱ؇فݧ ّޙ۳ݠ
ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ذات ጥ጑ّ ް݄૭ُ૜ ྘ྲྀٷ݄؇ ،(ሒᇧଫଃڣ ሌᇿإ (૭૙ٴ۰ ڣଫଃ݁٭ިَ؇ت ް݄૭ُ૜ اܳݱۜ٭ں َݱژ ሒᇆاᄳᄟا

ًިز). ሌᇿإ (૭૙ٴ۰ ًިزوَ؇ت اܳݱۜ٭ں
݆݁ .S = 1/2 ؇ୖ୒ ؇۳ၯ၍و واܳٷ٭ިߙߵون، واଫଊܳوّިن ا৕৑ܳـܝଫଐون اܳڰଫଃ݁٭ިَ؇ت আॻ༟ اৎ৊أݠوڣ۰ ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ݆݁
ᄎც݁ލ؇ر ይዧڰଫଃ݁٭ިَ؇ت ஓ୷ܝ݆ ৖৑ .S = 1 ؇ୖ୒ ؇۳ၯ၍و واᄴᄟلިߙߵون، اܳڰިّިن اܳٴިزوَ؇ت আॻ༟ اৎ৊أݠوڣ۰ ᄭᄥ݁ټ৙৑ا
ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم ᄭᄟ؇༡و اৎ৊ٺިاڣگ۰ ل۰ اৎ৊ڎار اᆇᅀܳި݁٭۰ ا༟৙৑ڎاد ᆇ໶ໜ٭ؕ ොູڎࢴ۱ࣖ؇ لࡤࡲ มฆܳا وا༡ڎة، ᆇᅒި݁٭۰ ᄭᄟ؇༡
،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .ᄭᄟ؇੆اࠍ َڰݴ ૰૜؞ܭ أن ஓ୷ܝ݆ มฆܳا اܳٴިزوَ؇ت ܳأڎد ༡ڎ ل༥ިڎ ৖৑ أරඝى، َ؇ۋ٭۰ ݆݁ .ሒᇆاᄳᄟا
لأُݠف ؇݁ و۱ި ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ ނ؞ܭ ሌᇿإ اܳٴިزوَ؇ت ஓ஄٭ܭ اܳݱڰݠ، ݆݁ ۰ਊಱڢݠ أو اܳݱڰݠ රඞارة ۰༥در ؜ٷڎ

.દઊ؇ྡྷލٺ཯ًިز-آ ਐಸܝټ٭ژ
:؇ᆇᆅ دورا྘ཹٺ؇ن ༡؇ܳٺ؇ن وᄴᄟل۬ ڣଫଃ݁٭ިن ڣ۳ި ،1/2 ި۱ ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ ا৕৑ܳـܝଫଐون ؜ਲ਼م أن ؇ஓ୾

|α〉 ≡ |1
2

,
1

2
〉,

|β〉 ≡ |1
2

,−1

2
〉.

ᄭᄟ؇੆اࠍ ا৕৑ܳـܝଫଐون. ݁ټܭ ይዧڰଫଃ݁٭ިَ؇ت ሒᇆاᄳᄟا ሒᆞݠ੆اࠍ ይዧأݞم ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳٺިۏ۳؇ت ஓ஄ټఈఃن اࠍ੆؇ܳٺ؇ن ۱؇ّ؇ن
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༟؇دةً ؇ዛውᚳ؇঺঒ وஓ୷ܝ݆ ،ms =−1

2 و S = 1
2 ۰ਃ಻وراᄴᄟا ુળاܳـ ً؊༟ڎاد ఇዳዧܳـܝଫଐون ݁أُݠڣ۰ |β〉 اᆇᅀܳި݁٭۰

|β〉 ≡
∣∣∣∣1

2
,−1

2

〉
.

ৎ৊ٴ؇دئ وڣگً؇ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اܳٺިاݬܭ ཯ྟފޔ દઊاܳٺڎو ۱ڍا ڣ؆ن ఇዳዧܳـܝଫଐون، ً؇ܳྡྷފٴ۰ ೑ಸ؇ٔ S = 1
2 أن ؇ஓ୾

:ሒሃ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ ا๤ཟًܳ؇ت ڣ؆ن ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭
〈α|α〉 = 1,
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〈β|β〉 = 1,

〈α|β〉 = 〈β|α〉 = 0.

ۏ٭ڎ. ႟ၽ૰૖ و݁أݠڣ۰ ݁ٺأ؇݁ڎة اࠍ৖৑؇੆ت أن আॻ༟ ᄕცّޝ ا๤དྷܳوط ۱ڍه
ذرة ሒᇭ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اࠍ৖৑؇੆ت لژ ّأݠ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ሒᇃႤၽৎ৊ا اৎ৊ڎار ৖৑؇༡ت ؕ݁ ۰ਃ಻وراᄴᄟا اࠍ৖৑؇੆ت ۱ڍه ༇ံد ؜ٷڎ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒؇ً ۰ዛዀྟނ
|n, l ,ml ,

1

2
〉 = |n, l ,ml〉⊗ |α〉,

|n, l ,ml ,−1

2
〉 = |n, l ,ml〉⊗ |β〉,

.(2 اܳڰݱܭ (݁ټܭ اܳފ؇ًگ۰ اৎ৊ٷ؇ڢލ؇ت ሒᇭ ๤ཇح პაႰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣݯ؇ء لިݿؕ و۱ި ،๤ཇ؇ٴৎ৊ا اࠍ੊ڎاء ⊗ ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
اܳٷݱިص، ݆݁ ଫଃ܋ټ ሒᇭ .ᄭᄥފٺگৎ৊ا اৎ৊ٺ؞ଫଃات ؕ݁ ਐಾިاڣݑ اࠍ৖৑؇੆ت ༟ިᆇ୞୘؇ت ৙৑ن ᆙᆘܝ݆ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا اࠍ੊ڎاء ۱ڍا

ఈዳዧܳٺٴ؇س. ݁ݱڎر ۱ٷ؇ك لܝ݆ ቕረ ؇݁ દઊاܳٺڎو ܳٺྟފ٭ޔ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا ਲ਼ਦීෂا يُ�َ ؇݁ ༚؇ܳٴً؇
:ሒሃ ༇຀؇اܳٷٺ ڣ؆ن ،|r 〉 اৎ৊ިڢؕ ᄭᄟ؇༡ ؕ݁ اࠍ৖৑؇੆ت ୒ୖڍه اᄴᄟا༠ܹ٭۰ ا๤ཟًܳ؇ت أ༠ڍ ؜ٷڎ
〈r |n, l ,ml ,

1

2
〉 = 〈r |n, l ,ml〉|α〉 =ψn,l ,ml (r,θ,ϕ)|α〉,

〈r |n, l ,ml ,−1

2
〉 = 〈r |n, l ,ml〉|β〉 =ψn,l ,ml (r,θ,ϕ)|β〉.

:ঌॻل პაႰ اৎ৊أُݠڣ۰ اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰ ࠍ੆ޙٺ۬ ఈః༠ل ݆݁ ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل ؕ݁ ఇዳዧܳـܝଫଐون اᄴᄟوران ؜ਲ਼م ਐಱڰ؇༟ܭ
ms =− g e

2me
S,

ޗިل আॻ༟ ๴ཏ྘݁؞ٷ؇ޗ ෠੼؇ل وۏިد ሒᇭ ،ዻዧᄳᄟ اܳލ؇ذ. اᄴᄟوران ஓ୾أ؇݁ܭ لأُݠف و g ≈ 2.002319 ۋ٭ت
ا৕৑ܳـܝଫଐون: ෛຬٺଫଊه اᄳᄟي V اࠍ۳੊ڎ لݱٴں z، ا௱௯௫ިر

V =−(mL +ms) ·B = e

2me
(L+ g S) ·B =βB

ℏBz

h
(Lz + g Sz).

:ި۱ ๴ཏ྘݁؞ٷ؇ޗ ௯௫௵؇ل واࠍ੅؇ݪؕ ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ૰૏ٴ۬ َޙ؇م ሒᇭ ఇዳዧܳـܝଫଐون Ĥ ঌ႓ၽܳا ሒᇃި۱؇݁٭ܹٺ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬،

Ĥ = Ĥrel+βB
ℏBz

h
(L̂z + g Ŝz).

ଫଃٔ؊ّ ොູب ۰ਃ಻وراᄴᄟوا ل۰ اৎ৊ڎار ّ۬؇ᆇᆅ؇݁ފ ݆݁ ႟၍ ਵਦا༟؇ة ؕ݁ ا৕৑ܳـܝଫଐون ޗ؇ڢ۰ لݱژ ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا ۱ڍا
.๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ا௯௫௵؇ل
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اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ .ඔ൹ل زاو ඔ൹݁ਲ਼؜ ؕᆇᅹ ᄭᄟ؊݁ފ ا৚৑ن ཹྥٷ؇ول ،ඔ൹اܳފ؇ًگ ඔ൹ܹاܳڰݱ ሒᇭ َ؇ڢލٷ؇ه ؇ৎ৊ ৖ً৑პაჂاݿٺ
اৎ৊ڎاري، اෑෂاوي اܳأݞم وًأݥ اࠍ۱ި੊ݠي اෑෂاوي اܳأݞم ݆݁ ఈً႙၍ ጥ጑ٺஓ୷ إܳـܝଫଐون دراݿ۰ ሒᇭ ߖߵؗص ڢڎ
اܳگࡗࡲ ݁أݠڣ۰ ሒᇭ وߖߵؗص ඔ൹َوଫଐإܳـܝ ݆݁ ਐಱܝިن َޙ؇م ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ڢڎ أو اࠍ੆گ٭گ٭۰. ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ذرة ሒᇭ პაႰ
واܳأݞم ݁ٺ۰۳۠، ᆇᅒ٭۰ ި۱ اෑෂاوي اܳأݞم اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰، ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ይዧٷޙ؇م. ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي ይዧأݞم اৎ৊݄ܝٷ۰
ਐಾިاڣݑ J ل؊༠ڍ۱؇ أن ஓ୷ܝ݆ มฆܳا ؇ਃ಻ᄴᄟوا اܳگݱިى اܳگࡗࡲ J(2). + J(1) = J ྲྀྟފ؇ޗ۰ ި۱ ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي
أو |J(2)|، + |J(1)| ሒሃ J ڢިة ّܝިن ොຳ٭ت ඔ൹ل ݁ٺިاز J(2)و J(1) إ݁؇ ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ؕ݁

|J(2)|. - |J(1)| ڢިّ۬ ّܝިن ۋ٭ت ،ඔ൹݁ٺأ؇܋ފ
ሒᇭ ݁ڰ؇ۏ٪ً؇ لܝިن أن ௧ਟྡྷٴ཯ ৖৑ و۱ڍا ෛ੼ٺܹڰ۰؛ اᆇᅀܳ٭۰ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اෑෂاوي ይዧأݞم ᄭᄥ݁؇أৎ৊ا ڣ؆ن ،ዻዧذ ؕ݁
۱ڍا ਍ಱ؇ڢݷ ༥ڎاً. ො੼ڎدة ࠍ੅ݱ؇فݧ ෛຬݯؕ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اෑෂاوي اܳأݞم أن ؇਍ಱرأ ۋ٭ت ،ᄭᄥ༡ݠৎ৊ا ۱ڍه
اᄴᄟوران ሒᇧਲ਼؜ ሌᇿإ و(2) (1) ا৙৑ݿڰ؇ر ଫଃލ྘ݿ ᆇᅒ޶. َޙ؇م ሒᇭ ඔ൹ل اෑෂاو ඔ൹݁اܳأݞ ؕᆇᅹ ܋٭ڰ٭۰ اܳڰݱܭ

اܳڰݱܭ. ۱ڍا ޗިال ᆇᅹأ۳݄؇ لࡤࡲ દઊᄳፁዧا

اڤ֔ۏوم ڲڷ 2 ֆჸც 1 .2
ஓُټܭ ୷ ڢڎ .(1 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا) Ĵ ≡ Ĵ (1) + Ĵ (2) اৎ৊ޝߜߵ ًިاݿޚ۰ ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم ஓُټܭ ୷ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ
َޙ؇م ሒᇭ ඔ൹واܳފٴ اৎ৊ڎاري اෑෂاوي اܳأݞم ඔ൹ً ؕᆇ໶໕ أو ،ඔ൹ܹ݁ފٺگ ඔ൹٭ᆇᅒ ඔ൹݁؇ܳٷޙ اৎ৊ڎاري اෑෂاوي اܳأݞم ۱ڍا
ل଩ଐܹم ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ ݁ފٺگఈఃن، ل؇ن زاو ؜ਲ਼݁؇ن ؇ᆇᆅ Ĵ2 و Ĵ1 أن ި۱ ۱ٷ؇ ๴ང؇ݿ৙৑ا ا৖৑ڣଫଐاض وا༡ڎ. ᆇᅒ޶

اෑෂاوي: ይዧأݞم اܳگ٭؇ݿ٭۰ اܳٺٴ؇دܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ؇ت
[ Ĵ (n)

x , Ĵ (n)
y ] = i Ĵ (n)

z

[ Ĵ (n)2
, Ĵ (n)

i ] = 0

13
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(2 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ሌᇿإ "وᄔჼ۱ا" ؜ٴ؇رة ଫଃ૰ُ૜ .i = x, y, z و ඔ൹اܳڰݠدل ඔ൹ل اෑෂاو ඔ൹݁اܳأݞ ሌᇿإ n = 1,2 ଫଃ૰ُ૏ ۋ٭ت

ل۰. اᄴᄟور ይዧٺٴ؇دلܭ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ ఈః༟ڢ؇ت
Ĵ (2)

k لأ݄ܭ ඔ൹༡ ሒᇭ ،H1 ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ݁ٺ۳۠؇ت আॻ༟ Ĵ (1)
k اৎ৊ޝߜߵون لأ݄ܭ

اࠍ੊ڎاء ڣݯ؇ء ݆ᆙᆕ Ĵ ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم لأ݄ܭ .H2 රඝآ ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء ሒᇭ ᄭᄟ؇੆اࠍ ݁ٺ۳۠؇ت আॻ༟
:มฃلأ و۱ڍا ، Ĵ (2) ݁ܝިَ؇ت ؕ݁ Ĵ (1) ݁ܝިَ؇ت ਐಾިاڣݑ ،ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ َިڢݷ პაႰ .H = H1 ⊗H2

[ Ĵ (1)
i , Ĵ (2)

k ] = 0i ,k = x, y, z

(3 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
اৎ৊ޝߜߵات ਐಾިاڣݑ ،ዻዧᄳᄟ ۰༶وཹྥ٭ ఈఃగጻዧۋޙ۰. ඔ൹ًܹ؇ڢ ඔ൹گ٭؇ݿᆇᅒ ݁ٺިاڣگ؇ن ඔ൹ل اෑෂاو ඔ൹݁اܳأݞ أن لޙ۳ُݠ ۱ڍا
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒᇭ ଫଐ૰૜ك ؇ዛኡأ มฃلأ ؇ᆙᆘ اܳٴأݥ، ؇ዝཟًأ ؕ݁ Ĵ (2)

z و ، Ĵ (2)2 ، Ĵ (1)
z ، Ĵ (1)2 ا৙৑رًأ۰

ஓُټܭ ஄و ،۰َଫଐگৎ৊ا ଫଃ༚ اܳگ؇༟ڎة ྾ང؇ً وّأݠف ،H ይዧڰݯ؇ء ڢ؇༟ڎة اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۱ڍه ႟ၽ૰૜ .ᄎცଫଐލৎ৊ا ۰ਃಾاᄳᄟا
ዛኞڍه اৎ৊ݠਊಾޚ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ሌᇿإ اܳـܝ٭ب دا༠ܭ ا৙৑رڢ؇م ଫଃ૰ُ૜ .{| j1,m1, j2,m2} ًـ دߌߵاك દઊࣁࣖو ሒᇭ

اܳگ؇༟ڎة. ۱ڍه ሒᇭ ݁ٺ۳۠؇ت (2 j1 +1)× (2 j2 +1) ل༥ިڎ ، j1, j2 ො੼ڎد زوج ৙৑ي اৎ৊ޝߜߵات.
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃಾاᄳᄟا اৎ৊أ؇د৖৑ت اܳگ؇༟ڎل۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۱ڍه ม฀ّܹ

Ĵ (1)2| j1,m1, j2,m2〉 = j1( j1 +1)| j1,m1, j2,m2〉
(4 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

Ĵ (1)
z | j1,m1, j2,m2〉 = m1| j1,m1, j2,m2〉

(5 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
Ĵ (2)2| j1,m1, j2,m2〉 = j2( j2 +1)| j1,m1, j2,m2〉

(6 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
Ĵ (2)

z | j1,m1, j2,m2〉 = m2| j1,m1, j2,m2〉.
(7 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

اܳگ٭؇ݿ٭۰: اܳٺٴ؇دܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ؇ت ଩ଐّܹم ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم ݁ޝߜߵات أن ݆݁ اܳٺۜگݑ اዝཏܳܭ ݆݁
[ Ĵx , Ĵy ] = i Ĵz

[ Ĵ 2, Ĵi ] = 0.

(8 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
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اৎ৊ޝߜߵ أن ඔ൹༡ ሒᇭ ، j ( j +1) ૭૜؇وي ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ Ĵ 2 ܳـ لܝިن زاوي، ؜ਲ਼م ݁ޝߜߵ ৙৑ي ً؇ܳྡྷފٴ۰ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
৙৑ي ۰༲٭ොේ ෛຳޚިات − j و j ඔ൹ً ଫଐّاوح ،m ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ᄩᄟ ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم ݆݁ z ည৊ܝިن اৎ৊گ؇ًܭ

݁أޚް. j

، j2 و j1 ુળاܳـ ً؊༟ڎاد ଩ଃറണ೭ان દઊᄳᄟوا ،ඔ൹ل زاو ඔ൹݁ਲ਼؜ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ؜ٷڎ َڰފ۬ لޚݠح اᄳᄟي اܳފޝال
اܳފޝال. ۱ڍا اෑෂاوي اܳأݞم ؕᆇᅹ ل۰ َޙݠ ဪّأ؇ࠍ ؟ j ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي ુળاܳـ ܳأڎد ۰༡ި݄ފৎ৊ا اܳگࡗࡲ ሒሃ ؇݁ :ި۱

ඔ൹ل زاو ඔ൹݁ਲ਼؜ ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ ، j ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي ુળاܳـ ܳأڎد ؇ዛኞ اৎ৊ފ݄ިح اܳگࡗࡲ **:1 .10 ل۰ **اܳٷޙݠ
اܳٺ༲ڎࢴࣖ، ۬༥و আॻ༟ . j2 و j1 ᆇ୞୘ިع ሌᇿإ ੯੩ޚৎ৊ا اܳڰݠق ݆݁ ଫଐّاوح ، j2 و j1 ુળاܳـ أ༟ڎاد ؕ݁ ਐಱިاڣگ؇ن

:ሒሃ j ܳـ ۰༡ި݄ފৎ৊ا اܳگࡗࡲ
j = j1 + j2, j1 + j2 −1, ..., | j1 − j2|

(9 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:ሒሃو ڢࡗࡲ، (2 j +1) ل؊༠ڍ أن m ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا ુળاܳـ ܳأڎد ஓ୷ܝ݆ ، j ݆݁ اܳگࡗࡲ ۱ڍه ݆݁ ႟ၽܳ

m = j , j −1, ...,− j

(10 .10 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

ֈܙردن ༩ඨ୹ည྾ ڲո֔ڲ୹୴ت 2 .2
ఈః݁ۋޙ۰ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁ .9 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ Ĵ 2

2 و Ĵ 2
1 ؕ݁ Ĵ 2 ཯ྥ٭؇دل ،12 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ

؇ᆇᆅو ،ඔ൹لگٺ ًޚݠ اܳٷޙ؇م ৖৑؇༡ت وݬژ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ዻዧᄳᄟ ༡ڎة. আॻ༟ Ĵz2 و Ĵz1 ؕ݁ ཯ྥ٭؇دل ৖৑ Ĵ 2 أن
؇݄ዛኤ؇َިو݁ܝ ඔ൹ܹٷڰݱৎ৊ا ඔ൹ل اෑෂاو ඔ൹݁اܳأݞ واݿٺ༱ڎام Ĵ , Ĵz , Ĵ 2

1 , Ĵ 2
2 ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم ݁ޝߜߵات ً؇ݿٺ༱ڎام

۬༶ٺৎ৊ا ا৙৑ول اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ૭૏ٺ༱ڎم و༡ڎوي. لܭ ިොູ ఈః༠ل ݆݁ ਊಾਵਦޚ؇ن ඔ൹ܹاࡺ࢘ࢦټ٭ ఈ႙၍ . Ĵ1, Ĵ2, Ĵz1, Ĵz2 z
.| j1,m1, j2,m2〉 ሒᇃ؇اܳټ ૭૏ٺ༱ڎم ྘ྲྀٷ݄؇ | j ,m〉 ሒᇆاᄳᄟا

.ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ڢ؇༟ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍ ႟ၽ૰૏ ۋ٭ت اරඝ৙৑ى، ۋ٭ت ݆݁ ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ ڢ؇༟ڎة ႟၍ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝٷٷ؇
:ሒᇿ؇اܳٺ ً؇ܳٺިݿؕ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍا لިݬژ

| j ,m〉 = ∑
j1,m1, j2,m2

C j ,m
j1,m1, j2,m2

| j1,m1, j2,m2〉

(13 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
༟৙৑ڎاد ً؇ܳྡྷފٴ۰ | j1,m1, j2,m2〉 و | j ,m〉 ࠯࠵࠺؇৖৑ت اܳٺۜݠر در༥؇ت ૭૖ྟص ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍا لگଫଐُح
ّܝިن أن ෠ຬص | j ,m〉 ًިاݿޚ۰ اৎ৊݄ٺڎ ይዧڰݯ؇ء ا৙৑ًأ؇دل۰ أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ m1,m2 و m ુળاܳـ

.| j1,m1, j2,m2〉 ًިاݿޚ۰ اৎ৊݄ٺڎة ጥ጑ܳٺ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ
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ًިاݿޚ۰: ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي ይዧأݞم z اည৊ܝިن لأޚް ا৖৑؜ٺٴ؇ر، ሒᇭ 11 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ً؊༠ڍ
m = m1 +m2

(14 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:| j ,m〉 ۰ਃಾاᄳᄟا గጻዧٺ۳۠؇ت اܳٺأ؇݁ڎ وఈః༟ڢ۰ اఈః༚৕৑ق ఈః༟ڢ۰ َگڎم

∑
j1,m1, j2,m2

| j1,m1, j2,m2〉〈 j1,m1, j2,m2| = I

(15 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
〈 j ,m| j ′,m′〉 = δ j j ′δmm′

(16 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ا৙৑ول ا๤དྷܳط ม฀ّܹ มฆܳوا اܳٷ؇ڢܭ، اෂීًޔ ݁أ؇ఈః݁ت أو ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ ۱ٷ؇، ݆݁

واܳٺޚٴ٭ؕ: ይዧٺأ؇݁ڎ
∑

j1,m1, j2,m2

C j ,m
j1,m1, j2,m2

C j ′,m′
j1,m1, j2,m2

= δ j j ′δmm′

(17 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
༟؇૭૏ڎ وً؇ৎ৊ټܭ، اܳأఈఃڢ؇ت. ۱ڍه ሒᇭ وا༡ڎ ڣ۳ݠس আॻ༟ ڣگޔ لࡤࡲ ؕ৵৩ৠا أن ఈః݁ۋޙ۰ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁
اܳـܝ٭ب ৎ৊ٺ۳۠؇ت اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ۰ ༇ံد ؜ٷڎ اܳگ؇༟ڎة. ا܋ٺ݄؇ل আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ሒᇭ اఈః༚৕৑ق ఈః༟ڢ۰ ቕሹّگڎ

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ؇ዛዊ؜ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ،| j1,m1, j2,m2〉∑
j1, j2

∑
m1,m2

| j1,m1, j2,m2〉〈 j1,m1, j2,m2| = δmm′δ j j ′

(19 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
اࠍ৖৑؇੆ت ඔ൹ً اܳٺأ؇݁ڎ আॻ༟ ො੼؇ڣޙ۰ اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰، اᆇᅀܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐً اܳأఈఃڢ۰ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ أو

ا௰௯௫ٺܹڰ۰:
∑
j1, j2

∑
m1,m2

| j1,m1, j2,m2〉〈 j1,m′
1, j2,m′

2| = δm1m′
1
δm2m′

2

(20 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ۋ٭ت ،14 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ .ᄭᄟ؇༡ ႟ၽܳ وا༡ڎ ڣ۳ݠس আॻ༟ ؕ৵৩ৠا أ༠ڍ لࡤࡲ اܳފ؇ًگ۰، اৎ৊أ؇د৖৑ت ሒᇭ პაႰ
ا༟৙৑ڎاد ًިاݿޚ۰ اৎ৊ڰݠوݪ۰ اܳگ٭ިد ૭૖ྟص وا༡ڎ ݁ݱޚܹں ሌᇿإ m আॻ༟ ؕ৵৩ৠا ཯ྟފޔ ،m = m1 +m2

اᆇᅀܳ٭۰.
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ඔ൹ً ߙߵًޔ มฆܳوا ،C j m
j1m1 j2m2

ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت ا؜ٺٴ؇ر ألݯً؇ ஓ୷ܝ݆ ،ዻዧذ আॻ༟ ఈః༟وة
| j ,m〉 ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ᆇᅒܝިَ؇ت ،| j ,m〉 ا௯௫௵݄أ۰ ᄭᄟ؇੆واࠍ | j1,m1, j2,m2〉 اෑෂاوي اܳأݞم ৖৑؇༡ت
ይዧأݞم ᄎჼڰܝৎ৊ا اࠍ৖৑؇੆ت ඔ൹ً اਐ಻৖৑گ؇ل ሒᇭ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ۱ڍه دور اෂීأي ۱ڍا لଫଊز .m2 و m1 ஓ஄ټ٭ఈఃت ሒᇭ

اৎ৊ݠ܋ٴ۰. ا৙৑َޙ۰݄ ૰૜݄ܭ มฆܳا ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ዝ๎ะܭ ؇ᆙᆘ ا௯௫௵݄أ۰، ᄭᄟ؇੆واࠍ اෑෂاوي

6j اളൄڲܙز اပ࿮ֵرت- જ੾ؔמؠ ١ֵ ֿ܊ۑ 3j- اളൄڲܙز 3 .2
لࡤࡲ و݁ިۏٴ۰. ۋگ٭گ٭۰ ؇ዛኡأ আॻ༟ j × j − j j و j j j = j1 × j2 × j1 ڢࡗࡲ ଫଊَأٺ اܳٺگܹ٭ڎل۰، اৎ৊݄؇رݿ؇ت ݆݁
ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ .17 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ إܳ٭۬ اৎ৊ލ؇ر ይዧٺޚٴ٭ؕ وڣگً؇ C j

j1m1, j2m2
ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت ොູڎࢴࣖ

:ሒᇿ؇اܳٺ ༇ຐ؇اܳٷ اරජ৕৑اءات ّأޚ޶ ، j = m = 0

δm1,−m2 = 1√
j1 + j2 +1

(21 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:ሒᇭ ୍ଲڣ اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ ૭૖٭ޔ. আॻ༟৙৑ا ا৙৑ًأ؇د ذي اৎ৊ٷٺھ ڣݯ؇ء ሒᇭ ఈዳዧَگފ؇م ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ڢ؇༟ڎة ਍ಸ؇ء

ϵ= ϵ j1 ⊗ϵ j2 ⊗ϵ j3

(22 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:| j m〉 ᄭᄟ؇༡ Ⴄ၍ن ިܳ პაႰ لܭ اܳٺۜި ๤ཡਐಱف ا༟৕৑ڎاد، ۱ڍا ً؇ਊಾ؇ع

∑
m1,m2,m3

| j1m1, j2m2, j3m3〉〈 j1m1, j2m2, j3m3|

(23 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
؇݁ ྲྀྟٷ؇ء ዻዧذ ًأڎ َگިم ،21 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وً؇ݿྥٴڎال ،(24 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا) | j m〉 = |00〉 Ⴄ၍ن إذا

:۰ਐಸ؇اܳټ ᄭᄟاᄴᄟ؇ً لأُݠف
∑

j1,m1

∑
j2,m2

∑
j3,m3

δm1,−m2δm2,−m3

(25 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
3-j: ଫ଍ل؞ و ਲ਼ਦߓߵ لأُݠف ؇݁ ቕሹّگڎ ሌᇿإ لޝدي اࠍ੆ފ؇ب )۱ڍا

j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
≡ (

(−1) j1− j2−m3
) δm1+m2+m3,0√

(2 j3 +1)( j1 + j2 − j3)!
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اࡺ࢘ࢦ؇ఈఃٔت و݁أܝފً؇ اᆇᅀܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ّިازن ؇ً෠੼݁ڎ اෑෂاوي، اܳأݞم لఈఃت ިොູ ݁ܝިَ؇ت ஓ୷ټܭ ਲ਼ਦීෂا ۱ڍا
3j. ଫ଍ل؞ و ਲ਼ਦීෂ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ۊݱ؇فݧ اܳޚިر اّڰ؇ڢ٭۰ ོྟފޔ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اෑෂاوي ይዧݠًޔ ا৖৑ۊٺ٭؇ر وڢިا༟ڎ
ଫଐّك ،ዻዧᄳᄟ ً ۰༶ཹྥ٭ .(−1) j1+ j2+ j3 ሒᇭ؇إݪ ༟؇݁ܭ لޙ۳ݠ ،−mi ሌᇿإ mi ႟၍ ଫଃّ؞٭ أو દઊިدᆇᅦ ਊಾڎلܭ ؜ٷڎ

:ଫଃّ؞٭ دون 3j ଫ଍ل؞ و ਲ਼ਦر ᆇᅦఋዳዧڎة ۰ਃ಻وراᄴᄟا اܳٺٴڎلఈఃت
(

j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
= (−1) j1+ j2+ j3

(
j2 j1 j3

m2 m1 m3

)
= (−1) j1+ j2+ j3

(
j1 j2 j3

−m1 −m2 −m3

)
(27 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

:؇਍ಱᄴᄟ اܳأܝݴ، ఈః༟ڢ۰ ݁ٺ؇ًأ۰ ؕ݁(
j1 j2 j3

−m1 −m2 −m3

)
= (−1) j1+ j2+ j3−(m1+m2+m3)

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
(28 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

وஓ୷ټܭ ، Ĵ2 و Ĵ1 ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم ஓ୾ޝߜߵ ۏފࡗࡲ ႟၍ ߌߵਊಾޔ ۋ٭ت ،ඔ൹݄ۏފ٭ ݆݁ ਐಱܝިن َޙ؇م ሒᇭ
:ঌॻل პაႰ ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت ஓ஄ټ٭ܭ ۰༚؇ݬ٭ َأ٭ڎ ،۬დაႰ؊ً ይዧٷޙ؇م ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي اܳأݞم Ĵ

Γ= (−1) j1+ j2− j

(
j1 j2 j

m1 m2 −m

)
(29 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽܳލ؇ً 13 .4 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ๴ཏاܳأܝ لܭ اܳٺۜި ؜݆ ଫଊُلأ
∑

m1,m2

(
j1 j2 j

m1 m2 m

)
= δm,m1+m2

(30 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
{| j1,m1, j2,m2} ۰ஓ୷اܳگڎ اܳگ؇༟ڎة ݁ٺ۳۠؇ت ؜݆ ଫଃܳٺأٴ؇ً ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت ૭૜݄ں ۱ٷ؇، ݆݁
،30 .4 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ๴ང؇اܳگ٭ اࠍ੊ڎاء ஓ஄ټ٭ܭ ألݯً؇ ஓ୷ܝ݆ .{| j ,m} اࠍ੊ڎࢴࣖة اܳگ؇༟ڎة ݁ٺ۳۠؇ت ఈః༠ل ݆݁

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ۋگ٭گ٭۰، ܳٺܝިن ෛٺ؇ر ُູ ၯ၍٭ྟݷ-ؗިردان ݁أ؇ఈః݁ت أن ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ

| j ,m〉 = ∑
m1,m2

(
j1 j2 j

m1 m2 m

)
| j1,m1〉| j2,m2〉

ஓ஄ټ٭ܭ ݆݁ ஓ୷ܝّ݆ ؇ᆙᆘ واࠍ੊ڎࢴࣖة، ۰ஓ୷اܳگڎ اܳگިا༟ڎ ༟ިᆇ୞୘؇ت ඔ൹ً ๤ཇ؇ٴৎ৊ا لܭ ً؇ܳٺۜި ૭૏݄ں اܳٺྡྷފ٭ݑ ۱ڍا
.ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اෑෂاوي اܳأݞم ৖৑؇༡ت وۋފ؇ب



3 ոּب
ଭଔদগي ؼؠڞ ᆃᅞ ـۻ߈ߣ ၿၛബഏ

ሒᇭ ਐಾޚިر ا৙৑َޙ۰݄ ۱ڍه ا৙৑ًأ؇د. ۰ਃುఈఃٔ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ ۰݁؇༟ ڣ۰٪ ᄴᄟراݿ۰ ا৚৑ن ༥؇۱ݞون ݆ොຶ
؜ٷڎ .V (r ) =V (r ) ا৙৑ݬܭ: ݆݁ r اৎ৊ފ؇ڣ۰ আॻ༟ ڣگޔ ّأٺ݄ڎ ޗ؇ڢ۰ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ أي ل۰، ஼ணਵਦ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ إޗ؇ر
اৎ৊ٺ؞ଫଃات আॻ༟ ل۰ ஼ணݠৎ৊ا ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ّأٺ݄ڎ ৖৑ ا৙৑ًأ؇د، ሒᇉఈఃٔ اܳڰݯ؇ء ܳިݬژ ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت اݿٺ༱ڎام
ሒᇭ ݿଫ଍ى اܳٺڎوߌߵ. ොູب ۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኡأ أي ாணوي، റണ೴؇ٔܭ റണ೺ٺؕ ا৙৑َޙ۰݄ ۱ڍه ،රඝآ ปฃأஓ୾ .ϕ و θ ل۰ اෑෂاو
݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ਐಸྟފ٭ޔ ܳٷ؇ ૭૏݄ں ل۰ اܳـଲ୍و ً؇༡৕৑ڎاਃು؇ت اܳأ݄ܭ أن اܳڰݱܭ ۱ڍا
ᄭႍၽ݁ލ ሌᇿإ ڣأ؇ل ႟ၽ૰૖ ؇ୖ୒ިොຬ ۱ڍا .۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݆݁ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ݞء আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐይዧ ا৙৑ًأ؇د ሒᇉఈఃٔ ይዧٷޙ؇م
܋ިܳި݁ص ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ሒᇭ ݿྡྷٺأ݄ݑ اৎ৊ިۏص. اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ނٴ۬ ا௱௯௫ިر আॻ༟ لأُݠف اܳٴأڎ أ༡؇دي ܳٷޙ؇م ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄
ނ؇݁ܭ ႟ၽ૰૖ ؇ዛዀݿٷ؞ޚ มฆܳوا ،ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ذرة ݿ٭؇ق ሒᇭ ۊݱިݬً؇ - ل۰ ஼ணݠৎ৊ا ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا আॻ༟ ݁ټ؇ل ሒሃو -

৖৑ۋگً؇.

١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ ႞႐ջڲۻ 1 .3
؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ఈః༠ل ݆݁ اܳٷޙ؇م د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت ૰ُ૜ڰݠ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ݁أٺ؇د ި۱ პაႰ
ᄭᄟأ؇دᆇᅒ ّޙ۳ݠ มฆܳوا ۱؇݁٭ܹٺިن، ৎ৊ޝߜߵ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ ۰༚؇ݬ٭ ۱ڍا ਐಱݯ݄݆ اৎ৊ިݪؕ، ஓ஄ټ٭ܭ ሒᇭ .݆݁ෑෂا

:۰ਐಸ؇اܳټ ࠯࠵࠺؇৖৑ت ۰༥ިৎ৊ا ᄴᄟوال ّڰ؇ݪܹ٭۰

− ℏ2

2µ
∇2ψ(r )+V (r )ψ(r ) = Eψ(r ).

(1 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
دوراً ألݯً؇ لܹأص اᄳᄟي ،m ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا اᆇᅀܳ޶ اܳأڎد ؜݆ ؇۱଩ଃࡺ࢘ࢦ٭ اࠍ੊ފࡗࡲ، ᄭᄥ঺঒ ࡺ࢘ࢦټ٭ܭ µ ૭૙ٺ༱ڎم ۱ٷ؇،

ًިاݿޚ۰: اৎ৊أޚް ،๴ངఈఃً৖৑ اৎ৊ލ؞ܭ ଫଃّأٴ ཯ྟފޔ ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت اݿٺ༱ڎام اࠍ੆ܭ. ሒᇭ ؇ً݄ዛᔻ
19
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∇2 = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
+ 1

r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2

∂ϕ2
.

(2 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ොູܹ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ أَ۬ আॻ༟ اܳٺأݠف ሒሃ (1 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا) ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ޚިة

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ๴ངఈఃً৖৑ اৎ৊ލ؞ܭ
∇2 = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
− 1

2r 2
L̂2,

ل۰، واෑෂاو اܳލأ؇؜٭۰ اည৊ܝިَ؇ت ඔ൹ً ّڰݱܭ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه اৎ৊ݠًؕ. اෑෂاوي اܳأݞم ݁ލ؞ܭ L̂2 ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
ّިݬ٭ژ لࡤࡲ ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ݁أٺ؇د ި۱ პაႰ .۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ ࠍ੆ܭ اݿٺگ؇۰݁ ଫ଒أ܋ ዛዊᚳھ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ
ஓ஁ټܭ ل۰، ஼ணਵਦ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁؆࿓ ਐಱ؊ߜߵ ܳٷޙ؇م .݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ఈః༠ل ݆݁ اܳٷޙ؇م ݿߺࠊك

:۰ਐಸ؇اܳټ ࠯࠵࠺؇৖৑ت ۰༥ިৎ৊ا دوال ෛູݧ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ႟ၽނ আॻ༟ ۱؇ܹ݁ٺިن ৎ৊ޝߜߵ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ

− ℏ2

2µ
∇2ψ(r,θ,ϕ)+V (r )ψ(r,θ,ϕ) = Eψ(r,θ,ϕ).

(1 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ᆇ໲໕ܭ اᄳᄟي ،m ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا اᆇᅀܳ޶ اܳأڎد ؜݆ وෛຬٺܹژ اࠍ੊ފࡗࡲ، ᄭᄥ঺঒ ؜݆ ଫଊلأ µ اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭ

:ঌॻل პაႰ ๴ངఈఃً৖৑ اৎ৊ލ؞ܭ ཯ྟފޔ ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت اݿٺ༱ڎام اܳگ؇د۰݁. اࠍ੆ߺࠊل ሒᇭ ܋ٴଫଃة أᆇᆅ٭۰

∇2 = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
+ 1

r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2

∂ϕ2
.

(2 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
๴ངఈఃً৖৑ اৎ৊ލ؞ܭ ොູܹ٭ܭ اݿٺ༱ڎام ሒሃ (1 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا) ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ሒᇭ ۰ᆙᆊ؇༡ ۊޚިة

اৎ৊ٺ؞ଫଃات: ܳڰݱܭ
∇2 = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
− 1

2r 2
L̂2,

๴ང؇أݿ ل۰ واෑෂاو اܳލأ؇؜٭۰ اည৊ܝިَ؇ت ඔ൹ً اܳڰݱܭ ۱ڍا اৎ৊ݠًؕ. اෑෂاوي اܳأݞم ݁ލ؞ܭ ި۱ L̂2 ۋ٭ت
.۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ ܳٺྟފ٭ޔ

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .Y m(θ,ϕ) ل۰ اܳـଲ୍و اᄴᄟوال ሒሃ L̂2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ۰༥ިৎ৊ا دوال ڣ؆ن اෑෂاوي، ࠯࠵࠾ݞء ً؇ܳྡྷފٴ۰
زاوي وඹජء R(r ) ሒᇼ؇ނأ ඹජء ሌᇿإ ਐಸگފ٭۳݄؇ ݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ ؜݆ ౫ౖరت

:Y m(θ,ϕ)

ψ(r,θ,ϕ) = R(r )Y m(θ,ϕ).(11.5)
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:ᄭႍၽލৎ৊ا ཯ྟފޔ R(r ) اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟاᄴፁዧ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا لܭ ިොູ
1

r 2

d

dr

(
r 2 dR

dr

)
− l (l +1)

r 2
R + 2µ

ℏ2
[E −V (r )]R = 0.(11.6)

:ሌᇿإ لگިد 6 .11 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ R(r ) = χ(r )
r اݿྥٴڎال

d 2χ

dr 2
+

[
2µ

ℏ2
(E −V (r ))− l (l +1)

r 2

]
χ(r ) = 0.(11.8)

V (r ) = V (r )+ ᄭᄟأڎৎ৊ا ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ሒᇭ اܳٴأڎ أ༡؇دل۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ᄭႍၽ݁ލ لݱژ ا༟৕৑ڎاد ۱ڍه
اৎ৊ݠ஼ணي". "اܳޚݠد و݁ݱޚܹں ا৙৑ݬܹ٭۰ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ඔ൹ً ؕᆇ໶໢ มฆܳوا ، ℏ2

2µ
l (l+1)

r 2

لڰݠض ؇ᆙᆘ ا৙৑ݬܭ، ሒᇭ و༠؇ݬ۰ Ⴄၽ݁ن، ႟၍ ሒᇭ ො੼ڎودة ّޙܭ أن ෠ຬص اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ୒ୖڍه اࠍ੆ߺࠊل
.r → 0 ؜ٷڎ݁؇ ོྥٴ؇༟ڎ มฆܳا ਃ಻Ⴄၽ݁ఇዳዧ؇ت ปฆۋ ොේ٭ں ا๤དྷܳط ۱ڍا اࠍ੆ڎود. ๤ཇوط ܳٺܹٴ٭۰ χ(0) = 0

૭૏؇وي اܳڰݯ؇ء ႟၍ আॻ༟ |R(r )|2r 2dr اܳٺႤၽ݁ܭ أن لݯ݄݆ اܳލأ؇؜٭۰ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ اܳٺޚٴ٭ؕ ๤ཇط
۱ڍا ا৙৑ݬܭ. ݆݁ ݁أ٭ٷ۰ ނأ؇؜٭۰ ݁ފ؇ڣ۰ ݆ᆙᆕ اࠍ੊ފࡗࡲ আॻ༟ ይዧأټިر ا৖৑ۋٺ݄؇ل ঒়؇ڣ۰ لأܝݴ ؇ᆙᆘ وا༡ڎ،

اႤၽ݁৕৑ن ොູب ا৙৑َޙ۰݄ د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت ؕ݁ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ਐಾأ؇݁ܭ ܋٭ژ لଫଊز દઊިاܳٺܝ
اᆇᅀܳ٭۰. ࠯࠵࠺؇৖৑ت ሒᇃႤၽৎ৊ا لؕ اܳٺިز ොູڎࢴࣖ ሒᇭ اෑෂاوي اܳأݞم دور আॻ༟ ً ݁ޝᄕცا ل۰، ஼ணݠৎ৊ا ل؇ت

ബഏ ـۻ߈ߣ 2 .3
أًأ؇د، ۰ٔఈఃٔ ሌᇿإ ۱ڍا ّިݿ٭ؕ ؜ٷڎ وا༡ڎ. ًأُڎ ሒᇭ රඞ ۏފࡗࡲ د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت اݿٺܝލڰٷ؇ ،1 .4 .2 ྾ཏاܳگ ሒᇭ

اࠍ੆ݠ: ࠯࠵࠾ފࡗࡲ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں

− ℏ2

2m
∇2ψ+V0ψ= Eψ

:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ཯ྟފޔ ؇ᆙᆘ ،V0 = 0 َݯؕ أن ஓ୷ܝٷٷ؇ ༚؇ܳٴً؇، .۰ਐಸ؇ٔ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ި۱ V0 ۋ٭ت
∇2ψ+ 2mE

ℏ2
ψ= 0

(42 .6 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ஓ୷ټܭ r و ೑ಸ؇ٔ C ۋ٭ت ،ψ=Ce i kr ႟ၽاܳލ আॻ༟ ً ఈః༡ ෠ຶڎ ،k2 = 2m(E−V0)

ℏ2 ّأݠلژ ఈః༠ل ݆݁
اܳލأ؇؜٭۰. اৎ৊ފ؇ڣ۰

ܳـܝ݆ ଫଃ܋ٴ ި۱ واᄳᄟي ،L ೞ಻؇༥ ذي ม฀݁ܝأ ܾ࿭੗ ݆ᆙᆕ ψ(r ) َگ٭ڎ اܳݱٷڎوق، ّޚٴ٭ؕ ܳٺޚٴ٭ݑ
:ሌᇿإ ዻዧذ لޝدي ො੼ڎود.
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ψ= 1p
L3

e i kr

ڢࡗࡲ ّ؊༠ڍ (nx ,ny ,nz (أي ni ۋ٭ت ،ki = 2πni
L ොຳ٭ت ۰ًّ ݁گُݠَ k ۰༥ިৎ৊ا ۬༶݁ٺ ڢࡗࡲ ّܝިن ۱ٷ؇،

.۰༲٭ොේ
ሒᇭ اৎ৊ިۏިد اරජ৕৑اء واਊಾ؇ع ،(r,θ,ϕ) ڢޚٴ٭۰ ل۰ ாணو إ༡ڎاਃು؇ت ሌᇿإ (42 .6) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا لܭ ިොູ ؜ٷڎ

اܳލأ؇؜٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ૭૙ྥٷٺھ ،2 .6 ྾ཏاܳگ
1

r 2

d

dr

(
r 2 dR

dr

)
+

(
k2 − l (l +1)

r 2

)
R = 0

(43 .6 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:ሌᇿإ ۱ڍه ོྟފޔ ،kr = ρ ّأݠلژ ఈః༠ل ݆݁

d 2R

dρ2
+ 2

ρ

dR

dρ
+

(
1− l (l +1)

ρ2

)
R = 0

(44 .6 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
:ሌᇿإ لگިدَ؇ Rl (ρ) = ξl (ρ)/ρ اۊٺ٭؇ر

d 2ξ

dρ2
+ 1

ρ

dξ

dρ
+

(
1− (l +1/2)2

ρ2

)
ξ= 0

(45 .6 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)
ዛኞڍه لڰ۳؇ ّأݠ لࡤࡲ มฆܳا ل۰، اܳـଲ୍و ૭૖ܭ دوال ۋ٭ت ݆݁ لأُޚް اࠍ੆ܭ ૭૖ܭ. ᄭᄟ݁أ؇د ႟ၽނ ި۱ ۱ڍا
ا৖৑ڢٺݱ؇ر ݁ټܭ ،ᄭႍၽލగጻዧ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳگ٭ިد ّأܝݴ มฆܳا اࠍ੆ڎود ๤ཇوط ਐಾݯ݄݆ ل۰ اৎ৊أ٭؇ر اࠍ੆ߺࠊل .ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
؜ٷڎ ا৖৑ཹྥټ؇ر ৖৑؇༡ت ؕ݁ اܳٺޚ؇ًݑ أو اৎ৊ݠًިޗ۰، ࠯࠵࠺؇৖৑ت اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ሒᇭ ๴ཇఈఃواܳٺ ا৙৑ݬܭ ሒᇭ اዛዊܳ؇ل؇ت আॻ༟
اᄴᄟوال ّأُݠفّ ྘ྲྀފܭ. دوال ஓ஄ټܭ Jl و ೑ಸٔިا ؇ᆇᆅ C2 و C1 ۱ٷ؇، اࠍ੆ݠة. ࠯࠵࠾ފ٭݄؇ت ܋ٴଫଃة ݁ފ؇ڣ؇ت

:ঌॻل პაႰ ྘ྲྀފܭ ᄴᄟوال ً؇ܳྡྷފٴ۰ nl (ρ) ل۰ اܳـଲ୍و ਃ಻ި݁؇ن ودوال jl (ρ) ྘ྲྀފܭ ل۰ اܳـଲ୍و

jl (ρ) =
√

π

2ρ
Jl+ 1

2
(ρ) (6.47)

و

nl (ρ) =
√

π

2ρ

(
−Jl+ 1

2
(−ρ)+ Jl− 1

2
(ρ)

)
(6.48)

:ঌॻل პაႰ Rl (ρ) ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݆݁ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ݞء ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Rl (ρ) = A jl (ρ)+Bnl (ρ) (6.49)
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༥ڎࢴࣖة. ೑ಸٔިا ؇ᆇᆅ B و A ۋ٭ت

ًـ: لگڎر ρ→ 0 ؜ٷڎ݁؇ وਃ಻ި݁؇ن ྘ྲྀފܭ ل۰ اܳـଲ୍و اᄴᄟوال ݿߺࠊك

jl (ρ) ≈ ρl

(2l +1)!!
(6.50)

و
nl (ρ) ≈−(2l −1)!!

ρl+1
(6.51)

؇ᆙᆘ ،ρ → 0 ؜ٷڎ݁؇ Rl (ρ) ༟؇ਊಾڎ ܳٺ۠ٷص B = 0 ّܝިن أن ෠ຬص أَ۬ (51 .6) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّگଫଐح
أن: ૭૙ྥٷٺھ ዻዧᄳᄟ Ⴄၽ݁ن. ႟၍ ሒᇭ ො੼ڎودة ڢ٭۰݄ ؇ୖ୒ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ّܝިن ً؊ن ๴ཟلگ اᄳᄟي ا๤དྷܳط ݿ٭༱؇ܳژ

Rl (ρ) = A jl (ρ)

:ሒሃ اࠍ੆ݠ اࠍ੊ފࡗࡲ ޗ؇ڢ۰ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
E = ℏ2k2

2m
+V0

:ሒሃ l اෑෂاوي اܳأݞم ᄭᄟ؇੆ࠍ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا
ψl (r,θ,ϕ) = A jl (kr )Ym(θ,ϕ) (6.52)

:ঌॻل პაႰ E اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ੆ݠ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ ّأ݄٭ً݄؇ ଫ଒أ܋ ༡ܭ لأُޚް
ψk(r,θ,ϕ) =∑

l ,m

Al jl (kr )Ym(θ,ϕ)

اᄴᄟوال ༇ံد ؕ݁ ،m و l ًިاݿޚ۰ اৎ৊ڰ۳ݠݿ۰ اৎ৊݄ܝٷ۰، اෑෂاوي اܳأݞم ৖৑؇༡ت ᆇᅹ٭ؕ ඔ൹ً ؕᆇ໶໕ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا
ا৙৑ًأ؇د. ሒᇉఈఃٔ ڣݯ؇ء ሒᇭ රඞ ࠍ੊ފࡗࡲ Ⴄ၍݁ܭ ༡ܭ ܳྥލ൑ശܭ ل۰ اܳـଲ୍و واܳٺިاڣگ٭؇ت ྘ྲྀފܭ ل۰ اܳـଲ୍و

۝ר׿وق داຑڞ ـۻ߈ߣ 3 .3
۱ٷ؇، .1 .6 ྾ཏاܳگ ሒᇭ َިڢލب มฆܳا اܳݱٷڎوق ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ ا৙৑ًأ؇د ሒᇉఈఃٔ ଫଃ܋ٷޙ لأ݄ܭ ሒᆶ؇ዛኡఈዳዧا اܳـଲ୍وي ଫ଀اܳٴ
اଫଐ༠اڢ۬ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ඹජ؇༡ ل༥ިڎ و༠؇رۏ۳؇ ،a ڢޚݠ ਍ಸݱژ ل۰ ாணو ༡ڎود دا༠ܭ µ ᄭᄥ൞ശً ۏފࡗࡲ ොຬُྟݴ

:۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑؇ً ݁أُݠف

V (r ) =
{
∞ rܳـ ≥ a

0 rܳـ < a
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(13 .7 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

.1 .7 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ༃݁ިࡵ ا྘ོଫଐܳص ۱ڍا
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ .ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފޔ ،(l = 0) ݬڰݠ زاوي ًأݞم ࠍ੊ފࡗࡲ ً؇ܳྡྷފٴ۰
۱ڍا ሒᇭ ّ؞ُޚް ৖৑و ّأگ٭ڎاً ଫ଒أ܋ ሒሃو ل۰، اܳـଲ୍و وਃ಻ި݁؇ن ྘ྲྀފܭ دوال اݿٺ༱ڎام ਐಱޚܹص l 6= 0 ܳـ اܳލأ؇؜٭۰

ا൞ശܳ؇ب.
؇ዛዀܳإ اৎ৊ލ؇ر اܳލأ؇؜٭۰، ᄭᄟأ؇دగጻዧ ا௱௯௫ڎد اࡺ࢕ࢦިذج اݿٺ༱ڎام ا৙৑ڣݯܭ ݆݁ ،l = 0 ۋ٭ت لި اܳފ྘ٷ؇ر ሒᇭ
دا༠ܭ .l = 0 আॻ༟ ڣگޔ ਍ಱޚٴݑ اࠍ੆ܭ أن আॻ༟ ᄭᄟ৖৑ᄴፁዧ U ؕ݁ '0' اఈዳዧۋگ۰ ૭૙ٺ༱ڎم .(11 .7) ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً

:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފޔ ،ଫ଀اܳٴ
d 2U0

dr 2
+k2U0 = 0,(7.14)

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ k2 لأُݠف ۋ٭ت
k2 = 2µE

ℏ2
(7.15)

لأݞز ؇ᆙᆘ ،ሒᆶ؇ዛኡ৖৑ اܳٴأڎ أ༡؇دي ሒᇃႤၽ݁إ ଫ଀ਊಸ اࠍ੅؇ݬ۰ ጥ጑ّ ّأܝފ؇ن (15 .7) و (14 .7) اৎ৊أ؇دܳٺ؇ن
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ݁ٴ؇๤ཇة اࠍ੆ܭ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ اܳލأ؇؜٭۰. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ا௱௯௫ڎد اࡺ࢕ࢦިذج ୒ୖڍا اۊٺ٭؇رَ؇

U0(r ) = A sin(kr )+B cos(kr ).(7.16)

لأُޚް ৖৑ اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اࠍ੆ܭ أن ாணࣕ ࣁ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁ اࠍᄭᄟ؇੆؟ ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰ اࠍ੆ڎود ๤ཇوط ሒሃ ؇݁
෠ຬص R(r ) ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ৙৑ن ๤ཚوري لܭ اܳٺۜި ۱ڍا .R = U

r ًިاݿޚ۰ ًܭ ،U ًިاݿޚ۰ ݁ٴ؇๤ཇة
ො੼ڎودة. R(0) ّܝިن أن ෠ຬص ۋ٭ت ا৙৑ݬܭ ሒᇭ و༠؇ݬ۰ اܳڰݯ؇ء، ႟၍ ሒᇭ و݁ྥފگ۰ ො੼ڎودة ّܝިن أن
اࠍ੊ފࡗࡲ ًگ؇ء ܳݯ݄؇ن ،(r = a) ଫ଀اܳٴ ༡ڎود ؜ٷڎ اܳݱڰݠ ๤ཇط U0(r ) ม฀ّܹ أن ෠ຬص ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰
لޝدي ؇ᆙᆘ ،U0(a) = 0 أن ݆݁ ᄕც؊اܳٺ ሌᇿإ اࠍ੆ڎودي ا๤དྷܳط ۱ڍا لଫଐۏܾ اܳـଲ୍وي. اࠍ੆ڎ دا༠ܭ ො੼ٴިݿً؇
ا๤དྷܳط ۱ڍا k اৎ৊ިۏ٭۰ ا৙৑ޗިال ًأݥ ڣگޔ ม฀ّܹ ۋ٭ت ،ଫ଀اܳٴ دا༠ܭ اܳޚ؇ڢ۰ ل؇ت ݁ފٺި ᆇᅒ٭۰ ሌᇿإ ً ༟؇دة

اৎ৊ިۏ٭۰. اᄴᄟوال ஓ஄ټ۳ܹ؇ มฆܳا U0(r ) ؕ݁
اࠍ੆ܭ ሒᇭ B = 0 ොູڎࢴࣖ ਐಱޚܹص ؇ᆙᆘ ،U (r = 0) = 0 أن ا๤ཟܳوري ݆݁ ،r → 0 ؜ٷڎ݁؇ اܳٺٴ؇༟ڎ ৎ৊ٷؕ
ألݯً؇ ෠ຬص ଫଐ༠ఈዳዧاق، اܳگ؇ًܭ ଫଃ༚ ඹජ؇੆اࠍ ܳޚٴ٭أ۰ َޙݠاً ،ዻዧذ আॻ༟ ఈః༟وة .(16 .7) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ اৎ৊أޚް
اܳޚ؇ڢ۰ ل؇ت ݁ފٺި ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .ka = nπ ا๤དྷܳط ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،U (r = a) = 0 أن

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ாணوي ଫ଀ً ሒᇭ l = 0 زاوي ًأݞم ࠍ੊ފࡗࡲ

En(l = 0) = n2π2ℏ2

2µa2
.



஼ணਵਦي25 ۋگܭ ሒᇭ ۏފࡗࡲ ᄎცරඞ .3 ً؇ب
(17 .7 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا)

݁ފٺޚ٭ܭ ଫ଀ً ሒᇭ اৎ৊ިۏިدة ጥ጑ّ ஓ஄؇ٔܭ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ாணوي ଫ଀ً ሒᇭ l = 0 زاوي ًأݞم ࠍ੊ފࡗࡲ اܳޚ؇ڢ۰ ل؇ت ݁ފٺި
اܳـଲ୍وي. ଫ଀اܳٴ ڢޚݠ ਍ಸݱژ اৎ৊ފٺޚ٭ܭ ଫ଀اܳٴ ؜ਵض اݿྥٴڎال ؕ݁ اܳٴأڎ، أ༡؇دي ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑

و۱ި ؇݁ ؇ً༟ިَ ݁ྟފޔ r = 0 ؜ٷڎ U (r ) اۊٺڰ؇ء ෛຳݱިص ۱ٷ؇ اৎ৊گڎم ଫଃاܳٺڰފ أن ሌᇿإ ا৕৑ނ؇رة ܾ۳ৎ৊ا ݆݁
ނ؇Ⴄၽَر. ݁ټܭ اৎ৊ݠاۏؕ ሒᇭ ً ఈఃّڰݱ٭ ଫ଒أ܋ ݁ٷ؇ڢލ؇ت আॻ༟ اܳأټިر ஓ୷ܝ݆ ّިݪ٭ۜ٭۰. ਵؗ৙৑اض ا৙৑ݿ؇س ሒᇭ

ًިاݿޚ۰: ᄭᄥ݁Ⴄၽܳا اৎ৊ިۏ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا لأُޚް لި، اܳފ྘ٷ؇ر ۱ڍا ሒᇭ

ψn00(r,θ,ϕ) = Rn(r )Y0,0(θ,ϕ) = Ap
4πr

sin
(nπr

a

)
.

ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ: َگިم ۱ڍا، ܳٺޚٴ٭ؕ

A2
∫a

0

(
sin(nπr /a)p

4πr

)2

r 2dr = 1,

اৎ৊ިۏ٭۰: ᄭᄟاᄴᄟا ّݱٴں ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .A =p
2/a ཯ྡྷٺھ ؇ᆙᆘ

ψn00 = 1p
2πar

sin
(nπr

a

)
.(7.18)

ᄭᄟاᄴᄟا ݆݁ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ݞء ًؕਵਦ ༇ံد ఈః༠ل ݆݁ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ۱ڍه ݁ټܭ ሒᇭ ࠍ੊ފࡗࡲ r ܳـ اܳٺިڢؕ ڢ٭۰݄ لأُޚް
:ሌᇿإ لޝدي واᄳᄟي ،r ًـ ؇ً࿖݁ިزو اৎ৊ިۏ٭۰

〈r 〉 = 2

a

∫a

0
r sin2

(nπr

a

)
dr,

:ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ

〈r 〉 = a

2
.

ሒሃو اܳـଲ୍وي، ଫ଀اܳٴ ஼ணਵਦ ݆݁ a/2 ݁ފ؇ڣ۰ আॻ༟ اࠍ੊ފࡗࡲ ل༥ިڎ اৎ৊ٺިݿޔ، ሒᇭ أَ۬، มฃّأ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه
؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ r اৎ৊ٺިݿޚ۰ اܳލأ؇؜٭۰ اৎ৊ފ؇ڣ۰ .ᄭᄥٔ؇݄ٺৎ৊ا ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ۱ڍه ৎ৊ټܭ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اܳٺިڢؕ ّأܝݴ ۰༶ཹྥ٭
Ⴄ၍ن إذا اৎ৊ٺިݿޔ. ݁ިڢأ۬ আॻ༟ ّޝߜߵ ৖৑ ؇ዛዊܳـܝ اۋٺ݄؇ܳ٭ٺ۬، لؕ ّިز ଫଃّ؞ اࠍ੊ފࡗࡲ ޗ؇ڢ۰ ل؇دة ز :n اᆇᅀܳ޶ اܳأڎد

.l و n ݆݁ ႟၍ আॻ༟ ݿٺأٺ݄ڎ r ڣ؆ن ،l 6= 0
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س اոּ֔ेूد ᆃᄺ୹୴ׅ ׂܙاؔޅޜ ٢ۏاز 4 .3
١ֵ اႤ႐ر اिऻ׿ارات و അ೪ຖاૃેמ׿رو ذرة 5 .3

ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ذرة ஓ୷ټܭ اܳٺިاڣࠔࠫ، اৎ৊ڍࢻࣕب أو ݬٷڎوق ሒᇭ اࠍ੊ފࡗࡲ ݁ټܭ اܳྟފ٭ޚ۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ اࡺ࢕ࢦ؇ذج ༟ܝݴ আॻ༟
ّگڎم ًܭ ،۰ਃಾاᄳᄟا ؇ዛው٭ᆇᆅ৙৑ ڣگޔ ྘ܳݴ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ً؇ݿٺ༱ڎام ࢻࣖڢ۰ وݬڰ۬ ஓ୷ܝ݆ ۋگ٭گ٭ً؇ ؇ًਃಮ؇ل ଩ଃڣ َޙ؇ً݁؇
اܳٺگݠ཯ྟ٭۰ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ ل۰ اᄳᄟر గጻዧڎارات أوܳ٭۰ ஓ஁؇ذج ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ᄳᄟرة ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟأ؇دৎ৊ اࠍ੆ߺࠊل

ّأگ٭ڎاً. ଫ଒܋৙৑ا واࠍ੊ݞ਀ಱ؇ت ᄳፁዧرات
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ +Ze، ૰૖ۜٷ۰ َިاة ෠੼؇ل ሒᇭ ৕৑ܳـܝଫଐون ً؇ܳྡྷފٴ۰

− ℏ2

2m
∇2ψ(r )− Z e2

r
ψ(r ) = Eψ(r )

ً؇ܳٴިر: اܳޚިل لگُ؇س ۋ٭ت ل۰ اᄳᄟر ا༡ިܳڎات اݿٺ༱ڎام اৎ৊ڰ٭ڎ ݆݁

a0 = 4πϵ0ℏ2

me2
≈ م10−11×5.29 ≡ ًިر1 ,

ً؇୒ୖ؇رߙߵي: واܳޚ؇ڢ۰
e2

4πϵ0a0
≈ ج10−18×4.358 = ڣިܳب27.211 إܳـܝଫଐون ≡ ۱؇رߙߵي1 .

ڣިܳب ا৕৑ܳـܝଫଐون لأُݠف ۋ٭ت اᄳᄟرات، ܳޚ؇ڢ؇ت ۰ොຬਵਦ و༡ڎة ሒሃ (eV) ڣިܳب ا৕৑ܳـܝଫଐون و༡ڎات
ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ ܹؐਊಾ ڣިܳب. 1 ڢڎره ۏ۳ڎ ڣݠق ଫଊ༟ ๤๎ُะع ؜ٷڎ݁؇ ا৕৑ܳـܝଫଐون ؇ዛ዇لܝྥފ มฆܳا اܳޚ؇ڢ۰ َ۬؊ً
لأ؇دل ل۰ اᄳᄟر ا༡ިܳڎات ሌᇿإ لܭ اܳٺۜި ڣިܳب. إܳـܝଫଐون −13.6 أو ۱؇رߙߵي −1/2 ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ᄳᄟرة
ሒᇭ ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة .೑ಸاܳټިا ۱ڍه আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اܳݱ٭ؐ ᆇᅹ٭ؕ ሒᇭ ℏ= e = m = 1 ඔ൹ّأ٭

:ሌᇿإ ོྟފޚ۳؇ ل۰ اᄳᄟر ا༡ިܳڎات
−1

2
∇2ψ(r )− Z

r
ψ(r ) = Eψ(r )

ً؇ݿٺ༱ڎام ᄭႍၽލৎ৊ا ۱ڍه ༡ܭ اৎ৊ڰ٭ڎ ݆ᆇᅫ ڣگޔ)، r ݆݁ (وޖ٭ڰ۰ اࠍ۳੊ڎ ܳޚ؇ڢ۰ اܳـଲ୍وي ይዧٺ݄؇ٔܭ َޙݠاً
اৎ৊ٺ؞ଫଃات ًڰݱܭ و૭૏݄ں ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳٺྟފ٭ޔ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ݆݁ اዛዊܳھ ۱ڍا ૭૏ٺڰ٭ڎ ل۰. اܳـଲ୍و اܳگޚٴ٭۰ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
ۋިل اܳޚ؇ڢ٭۰ اࠍ৖৑؇੆ت ෛ੼ٺܹژ ሒᇭ (اৎ৊ڎارات) ఇዳዧܳـܝଫଐوَ؇ت ᄭᄥ݄ٺ௱௯௫ا ا৙৑݁؇܋݆ ஓ஄ټܭ มฆܳا اࠍ੆ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د

اܳٷިاة.
ࠍ੆ܭ ؇ً࿌ور๤ཚ لأُڎ اᄳᄟي ఈఃً৖৑ݿ٭؇ن ༟؇݁ܭ ؜݆ ଫଃّأٴ لأُޚް ،r,θ,ϕ اܳگޚٴ٭۰ ل۰ اܳـଲ୍و ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ،ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ૰૜ٴ۬ ᄳᄟرة ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د
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−1

2

(
1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
+ 1

r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2

∂ϕ2

)
ψ(r,θ,ϕ)−Z

r
ψ(r,θ,ϕ) = Eψ(r,θ,ϕ)

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .L̂2 اෑෂاوي اෑෂۊܾ ༟؇݁ܭ ஓ஄ټܭ ఈఃً৖৑ݿ٭؇ن ሒᇭ واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎود أن 30 .7 اৎ৊أ؇دل لޙ۳ُݠ
اࡺ࢕ࢦިذج: ݆݁ ይዧڰݱܭ ᄭᄥً؇ڢ ༡ߺࠊل 26 .8 ᄭᄟأ؇دగጻዧ لܝިن أن ஓ୷ܝ݆

ψ(r,θ,ϕ) = R(r )Ylm(θ,ϕ)

ᄭᄟ݁أ؇د ૭૙ྥٷٺھ اෑෂاوي، ይዧݞۊܾ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ᄭᄟ݁أ؇د واݿٺ༱ڎام 26 .8 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ اࡺ࢕ࢦިذج ۱ڍا ਐಸأިلݥ
:R(r ) اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟاᄴፁዧ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰

− 1

2r 2

d

dr

(
r 2 dR

dr

)
+ l (l +1)

2r 2
− Z

r
R(r ) = ER(r )

اࠍ۳੊ڎ، ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ ᄭᄟ؇ڣأ Ⴃ၍ݪ؇ڣ۰ l (l+1)
2r 2 اෑෂاوي اෑෂۊܾ ݁ݱޚܹں لأ݄ܭ ،r ଫଃٺ؞ৎ৊ا َޚ؇ق ሒᇭ ۱ٷ؇،

܋ިܳި݁ص. ༥ڍب ݁ިاۏ۰۳ ሒᇭ ࠯࠵࠹؇رج، ا৕৑ܳـܝଫଐون ࣁࣖڣؕ มฆܳا اৎ৊ݠ஼ணي اܳޚݠد ڢިة َ۬؊ً ොູڎࢴࣖه وஓ୷ܝ݆
:আॻ༟ ොຶݱܭ واܳٺྟފ٭ޔ، اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ا৖৑ނٺگ؇ڢ؇ت රජ؆࿓اء

1

2
R ′′(r )+ 1

r
R ′(r )+

(
Z

r
− l (l +1)

2r 2
+E

)
R(r ) = 0

:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފޔ ،ሒᇆިٴٺᆙᆊ৙৑ا ೞಱاܳٺگݠ ሒᇭ .۰ਃಾިٴٺᆙᆊ৙৑ا اࠍ੆ߺࠊل ૭૙ٺܝލژ ،r →∞ ؜ٷڎ݁؇
R ′′(r )−2|E |R(r ) ≈ 0

اࡺ࢕ࢦިذج: ݆݁ ሒሃ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ༡ߺࠊل ڣ؆ن اৎ৊گ٭ڎة، ࠯࠵࠺؇৖৑ت ݿ؇ܳٴ۰ E اܳޚ؇ڢ۰ أن ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ
R(r ) ≈೑ಸ؇ٔ×e±p2|E |r

პაႰ اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ݆݁ ݿٺگଫଐب R(r ) أن มฃلأ َ۬৙৑ ؇ًਃಮ؇ل ଩ଃڣ ݁گٴިل ଫଃ༚ ੆ျܭ ሒᇀ؇෠ຬ৕৑ا ا৙৑س ߖߵڣݥ
ً؇ۊٺ٭؇ر Ⴄၽ݁ن. ႟၍ ሒᇭ ො੼ڎودة ّޙܭ أن ෠ຬص ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ً؊ن اܳگ؇فܭ ا๤དྷܳط ෛຬ؇ܳژ ؇ᆙᆘ ،r →∞
ොຶݱܭ ل۰)، اᄳᄟر (ً؇༡ިܳڎات ًިر ل۰ َޙݠ ሒᇭ ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ و۱ި ،E =−Z 2

2 ඔ൹وّأ٭ اܳފ؇ܳص ا৙৑س
:আॻ༟

R(r ) ≈೑ಸ؇ٔ×e−Z r

ᄭᄥً؇ڢ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ّڰފଫଃات ሌᇿإ ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ᄳᄟرة اᆇᅀܳި݁٭۰ ۰༥اࡺ࢕ࢦڍ ّޝدي ܋٭ژ ༃لިࡵ اܳٺأ؇݁ܭ ۱ڍا
༡ܭ اܳިاڢؕ ሒᇭ ި۱ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ཯ྟފޔ اᄳᄟي ،ሒᇆިٴٺᆙᆊ৙৑ا ೞಱاܳٺگݠ أن ඔ൹ਊಾ .ปฃأৎ৊ا ذات واࠍ੆ߺࠊل ይዧگ٭؇س
َިڢލب มฆܳا اܳٺިاڣࠔࠫ اৎ৊ڍࢻࣕب ᄭႍၽލৎ৊ ݁ލ؇ً۬ ႟ၽ૰૖ ༡ڎث ؇݁ و۱ި ،l = 0 ؜ٷڎ݁؇ اܳލأ؇؜٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ دڢ٭ݑ
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ஓ୷ټܭ l و ،๴ཏ྘ཬීෂا اᆇᅀܳ޶ اܳأڎد ؇ዛኡ؊ً n ሌᇿإ ૰ُ૏؇ر ۋ٭ت ،Rnl (r ) ًـ اࠍ੆ߺࠊل ّأُݠف ݿ؇ًݑ. ڣݱܭ ሒᇭ
.R10(r ) ؕ݁ ا௱௯௫ڎد اࠍ੆ܭ ۱ڍا ਐಱިاڣݑ اܳލأ؇؜٭۰. ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ᆇᅒأ؇݁ܭ لأ݄ܭ واᄳᄟي اෑෂاوي، اෑෂۊܾ

:ሒᇿ؇اܳٺ ๤དྷይዧط وڣگً؇ اࠍ੆ܭ ّޚٴ٭ؕ ∞∫෠ຬص

0
[R10(r )]2r 2 dr = 1

ا௱௯௫ڎد: اܳٺႤၽ݁ܭ ا৖৑؜ٺٴ؇ر ඔ൹ًأ ا༠৙৑ڍ ؕ݁∫∞

0
r ne−αr dr = n!

αn+1

ل۰: ݁أ٭؇ر ނأ؇؜٭۰ ᄭᄟدا আॻ༟ ොຶݱܭ
R10(r ) = 2Z 3/2e−Z r

۰ዛኞ؇ލৎ৊ا ᄳፁዧرة ا৙৑رض ᄭᄟ؇༡ ؇ዛኡأ আॻ༟ ؇ዛዀܹ༟ اܳٺأݠف لࡤࡲ ؜گڎ، আॻ༟ ොູٺިي ৖৑ ᄭᄟاᄴᄟا ۱ڍه ৙৑ن َޙݠاً
:ᄭᄥ݁Ⴄၽܳا ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا আॻ༟ ොຶݱܭ ،Y00 = 1p

4π
ل۰ اܳـଲ୍و ᄭᄟاᄴᄟا ሒᇭ ؇ዛኞ๤ཟً .ඔ൹༥۳٭ڎروይዧ

ψ100(r ) =
√

Z 3

π
e−Z r

.ψ1s(r ) ،1s ًިޖ٭ڰ۰ ّگܹ٭ڎي ႟ၽ૰૖ ّأُݠف มฆܳوا
პაႰ 1s ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ ଫଃاܳٺأ٭ ๤ཇط ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ اܳـଲ୍وي، ً؇ܳٺٷ؇ޖݠ റണ೺ٺؕ ᄭᄟاᄴᄟ اৎ৊ྟފޔ اܳٺႤၽ݁ܭ ً؇ݿٺ༱ڎام

:ঌॻل∫∞

0
[ψ1s(r )]24πr 2 dr = 1

ًܭ ݁أ٭ٷ۰، ޖݠوف ොູب دڢ٭ݑ ੆ျܭ ሒᇆިٴٺᆙᆊ৙৑ا اࠍ੆ܭ ۰ොේ ڣگޔ ᄕცلޝ ৖৑ اܳލ؇݁ܭ ا৖৑ނٺگ؇ق ۱ڍا
۰ዛኞ؇ލৎ৊ا ᄳፁዧرات اᆇᅀܳި݁٭۰ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑وݬ؇ف ሒᇭ ᄭᄟاᄴᄟا واݿٺ༱ڎام ܳٺޚٴ٭ؕ اఈዳዧز۰݁ اࠍ੅ޚިات ألݯً؇ لިڣݠ

.ඔ൹༥۳٭ڎروይዧ



4 ոּب
اڤ׫ؠۑ༐໠מ١ اڤ܋ۑق ؼܙل ჸთܙڲמոت

ل؇ء ଩ଃاܳڰ ݁ټܭ ا৖৑؇௵௯௫ت ෛ੼ٺܹژ ሒᇭ واݿؕ َޚ؇ق আॻ༟ ૭૜ٺ༱ڎم ل؇ݪ٭۰ ر لگ۰ ޗݠ ሒሃ ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ
لܭ، ޗި ًިڢب ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ޖ۳ިر ڢٴܭ اܳިاڢؕ، ሒᇭ ڣگޔ. ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ আॻ༟ ๤ཡّگٺ ৖৑و واܳـܝ٭݄٭؇ء،
ا௱௯௫ڎدة اܳٺޚٴ٭گ؇ت إ༡ڎى .۰ᆙᆊ؇༡ ොູܹ٭ܹ٭۰ Ⴇ၍داة ًڰأ؇ܳ٭۰ ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ ૭૏ٺ༱ڎ݁ިن ل؇ਃಮިن ଩ଃاܳڰ Ⴄ၍ن

ل۰. اܳٷޙݠ ۱ڍه ً؇ݿٺ༱ڎام ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت ّ؋ߜߵ ّگڎߌߵ ૰૜݄ܭ اᆇᅀܳ٭۰ اܳـܝ٭݄٭؇ء دا༠ܭ
আॻ༟ اࠍ੆ݱިل اܳݱأص ݆݁ ۋ٭ت ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ َޙ؇م ොູܹ٭ܭ ਐಱݯ݄݆ ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ ܳٷޙݠ ๴ང؇ݿ৙৑ا اৎ৊ٴڎأ
࠯࠵࠺ܭ ڢ؇ًܭ ඹජء :ඔ൹َި݁ܝ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م ሒᇃި۱؇ܹ݁ٺ ّگފࡗࡲ ఈః༠ل ݆݁ ۱ڍا ݆݁ ل۰ اܳٷޙݠ ّگଫଐب دڢ٭گ۰. ༡ߺࠊل
ި۱ H0 ۋ٭ت ،H = H0 + H1 ًـ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ؜݆ ଫଊُلأ ؇݁ ༟؇دةً .ঌॻܹ٭ොູ ༡ܭ ሌᇿإ لڰٺگݠ ႟ၽ݁ލ وඹජء
݁أ۬ اܳٺأ؇݁ܭ ஓ୷ܝ݆ وܳـܝ݆ اܳٷޙ؇م، H1 إد༠؇ل لأگڎ ݁أݠوڣ۰. ۰ਃಾذا و৖৑؇༡ت ڢࡗࡲ ؕ݁ ا૭૖৙৑ޔ اည৊ܝިن
ᄭᄥ݁؇݁أ ఈః༠ل ݆݁ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٷޙ؇م و৖৑؇༡ت ڢࡗࡲ ೞಱگݠਐಸ ૭૏݄ں ۱ڍا .H0 ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݬ؞ଫଃاً ଫଊا؜ٺ إذا
اܳٷޙ؇م ෛຬݯؕ ؜ٷڎ݁؇ اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه ਐಾ؊ߜߵ ܋٭ژ ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ ૭૜ٺܝލژ .H = H0 +H1 ܋ـ H

.H1 ݆݁ اৎ৊گڎم ఈዳዧݪޚݠاب
ሒᇭ رال๤ཇ-ঌॻودَ؞ݠ. ዛዊ݁ھ আॻ༟ ஼ߵணߖ ۱ٷ؇ وܳـܝ݆ ا৖৑ݪޚݠاب، ل۰ َޙݠ ݆ᆙᆕ ݁ٺأڎدة ዛዊ݁۠٭؇ت ༥ިّڎ
اৎ৊أޚ؇ة ،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ୒ୖڍا ๤ཇودَ؞ݠ ᄭᄟأ؇دৎ৊ اࠍ੆ߺࠊل اᄴᄟراݿ۰. ڢ٭ڎ اܳٷޙ؇م ،H ،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ොຬڎد ا৕৑ޗ؇ر، ۱ڍا

ًـ

Hψn = Enψn

۰ٔఈఃٔ ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ૰૜݄ܭ มฆܳوا ،n ًިاݿޚ۰ ؇ዝངّڰ۳ݠ لࡤࡲ .۰ਃಾاᄳᄟا واᄴᄟوال ۰ਃಾاᄳᄟا اܳޚ؇ڢ۰ ڢࡗࡲ ૰૜݄ܭ
.(n, l ,m) ᆇᅒ٭۰ أ༟ڎاد

ًگ٭۰݄ ڣݠࢴࣖ ႟ၽ૰૖ ਊಾਵਦޚ۰ ψn ۰ਃಾذا ᄭᄟدا ႟၍ ۋ٭ت اৎ৊ٷۜޚ۰، ଫଃ༚ ᄭᄟ؇੆اࠍ :ඔ൹ܳٺ؇༡ ඔ൹ً ل۰ اܳٷޙݠ ଩ଃஓ஄
.En اܳޚ؇ڢ۰ ڢ٭۰݄ َڰݴ ሌᇿإ ψn ݁ٺأڎدة ۰ਃಾذا دوال ོྡྷٺ݄޶ ۋ٭ت اৎ৊ٷۜޚ۰، ᄭᄟ؇੆واࠍ ،En ො੼ڎدة ޗ؇ڢ۰

29
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اिऻۻ׫ؠۑة اूेۛ܋ۑاոּت ١ֵ ֿ܊ۑ 1 .4
:ᄭᄟިዝ๎ื ؇ዛዀܹ༟ اࠍ੆ݱިل ஓ୷ܝ݆ أو ݁أݠوڣ۰ ۰ਃಾذا ودوال ۰ਃಾذا ًگࡗࡲ ݁ިݬިڣً؇ َޙ؇ً݁؇ ؇਍ಱᄴᄟ أن ܳٷڰଫଐض

ψ(0)
n = H0ψ

(0)
n = E (0)

n ψ(0)
n

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳٷޙ؇م ሒᇃި۱؇݁٭ܹٺ َܝٺص
H = H0 +λH1

ይዧٷޙ؇م: ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں ا৚৑ن، .0 ≤λ≤ 1 ؕ݁ ا৖৑ݪޚݠاب ݁أ؇݁ܭ ި۱ λ ۋ٭ت
(H0 +λH1)ψn = Enψn

আॻ༟ ألݯً؇ En ۰ਃಾاᄳᄟا واܳگࡗࡲ ψn ۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال ّأٺ݄ڎ أن ෠ຬص ،λ আॻ༟ لأٺ݄ڎ H ሒᇃި۱؇݁٭ܹٺ ৙৑ن َޙݠاً
:λ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ّިݿأ٭۰ ᄭᄥݿܹފ ሒᇭ En و ψn ّިݿ٭ؕ ஓ୷ܝ݆ ،ዻዧᄳᄟ .λ

En = E (0)
n +λE (1)

n +λ2E (2)
n + . . .

ψn =ψ(0)
n +λψ(1)

n +λ2ψ(2)
n + . . .

اܳٺިݿأ۰: ሒᇭ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا৖৑ۊٺݱ؇رات ૭૙ٺ༱ڎم ۋ٭ت

E (k)
n = ∂kEn

∂λk

∣∣∣∣
λ=0

1

k !

ψ(k)
n = ∂kψn

∂λk

∣∣∣∣
λ=0

1

k !

۱ڍه ّگ؇رب ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ لޝ༠ُڍ أن ا๤ཟܳوري ݆݁ اܳٺݱۜ٭ۜ٭۰. اࠍ੆ڎود ᆇ୞୘ިع ؇ᆇᆅ ܳٷޙ؇م ψn و En إن
ᆇᅦܹ٭ً؇. ᄭᄥاܳފܹފ ّگޚ٭ؕ ෠ຬص ۋ٭ت اܳٺިݿأ٭۰، اܳފఈఃݿܭ

:আॻ༟ ොຶݱܭ ๤ཇود෠ຶݠ، ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ اܳٺިݿأ٭۰ اܳފఈఃݿܭ اݿٺ༱ڎام ؜ٷڎ
(H0+λH1)(ψ(0)

n +λψ(1)
n +λ2ψ(2)

n +. . . ) = (E (0)
n +λE (1)

n +λ2E (2)
n +. . . )(ψ(0)

n +λψ(1)
n +λ2ψ(2)

n +. . . )

๤๎ะ৙৑ا ೞ಻؇੊اࠍ ሒᇭ اࠍ੆ڎود ᆇᅹ٭ؕ ّܝިن أن ෠ຬص ،λ ݆݁ ڢިة ႟ၽܳ ،0 ≤λ≤ 1 ႟ၽܳ اৎ৊ފ؇واة আॻ༟ ࠯࠵࠺ڰ؇ظ
:ሌᇿإ لޝدي ۱ڍا .݆ஓ୷৙৑ا ೞ಻؇੊اࠍ ሒᇭ اৎ৊ިۏިدة ጥ጑ܳٺ ل۰ ݁ފ؇و

H0ψ
(0)
n = E (0)

n ψ(0)
n

႟ၽ૰૖ واܳٺޚٴ٭ݑ اܳފ٭؇ق و๤དྷܳح LaTeX، ོྡྷފ٭ݑ ً؇ݿٺ༱ڎام اৎ৊گڎ۰݁ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۰༚؇ݬ٭ و༟ᎂ؇دة ܳٺިݪ٭ں
:ᄭᄟأڎৎ৊ا ۰༱اܳྡྷފ إܳ٭۹ أڣݯܭ،
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اৎ৊ݯޚݠب: ይዧٷޙ؇م ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟو݁أ؇د H = H0 +λH1 ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒؇ً ਊ಻ڎأ
(H0 +λH1)ψn = Enψn

:λ ሒᇭ اܳگިى ᄭᄥݿܹފ ۋ٭ت ݆݁ ۰ਃಾاᄳᄟا واᄴᄟوال ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ؜݆ ଫଊَأ اܳٺިݿؕ، ؜ٷڎ
En = E (0)

n +λE (1)
n +λ2E (2)

n + . . .

ψn =ψ(0)
n +λψ(1)

n +λ2ψ(2)
n + . . .

ل۰ اৎ৊ྥފ؇و اܳگިى ذات اࠍ੆ڎود ݁ޚ؇ًگ۰ ොຶ؇ول اৎ৊ݯޚݠ۰ً، ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ اܳٺިݿأ؇ت ۱ڍه ਐಸޚٴ٭ݑ
اৎ৊أ؇د৖৑ت: ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ཯ྡྷٺھ ۱ڍا .λ ܳـ

:؇਍ಱᄴᄟ ،λ ܳـ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ሒᇭ
H0ψ

(2)
n +H1ψ

(1)
n = E (0)

n ψ(2)
n +E (1)

n ψ(1)
n +E (2)

n ψ(0)
n

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ا৖৑ݪޚݠاب ݆݁ k ۰ਊಾر ৙৑ي اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ّأ݄ࡗࡲ ஓ୷ܝ݆
k∑

i=0

H0ψ
(k−i )
n +H1ψ

(i )
n =

k∑
i=0

E (k−i )
n ψ(i )

n

ل۰): اܳݱڰݠ ۰ਊಾීෂا (أو اৎ৊ݯޚݠ۰ً ଫଃ༚ ۰ਃಾاᄳᄟا واᄴᄟوال ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ّިڣݠ ل۰ اܳݱڰݠ ۰ਊಾݠይዧ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
H0ψ

(0)
n = E (0)

n ψ(0)
n

:ዻዧᄳᄟ ،؇ً݁؇ஓ஄ ݁ٺأ؇݁ڎة H0 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اᄴᄟوال أن َڰଫଐض
〈ψ(0)

m |ψ(0)
n 〉 = δmn

:݆݁ ل۰ اܳݱڰݠ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل لࡤࡲ ቕ቉
E (0)

n = 〈ψ(0)
n |H0|ψ(0)

n 〉
واᄴᄟوال (E (k)

n ) اܳޚ؇ڢ۰ ّݱۜ٭༲؇ت ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ ዛዊ݁۠޶، ႟ၽ૰૖ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ّޚٴ٭ݑ ఈః༠ل ݆݁
۱ڍا اܳފ؇ًگ۰. ೞಾීෂا ݆݁ اఈዳዧز۰݁ اܳٺݱۜ٭༲؇ت ᆇᅹ٭ؕ ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن أن ๤๑ืط ،k ۰ਊಾر ႟ၽܳ (ψ(k)

n ) ۰ਃಾاᄳᄟا
ܳٺިݪ٭ں .H1 ًިاݿޚ۰ ᄩᄥّأޚ٭ لࡤࡲ ؜ٷڎ݁؇ ይዧٷޙ؇م ۰ਃಾاᄳᄟا واᄴᄟوال ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ೞಱܳٺگݠ ዛዊ݁۠٭۰ لگ۰ ޗݠ لިڣݠ
ل؇ݪ٭۰ ීෂا ይዧٺأٴଫଃات LaTeX ً؇ݿٺ༱ڎام ਐಸྡྷފ٭گ۳؇ ݿٷگިم اৎ৊گڎ۰݁، وا৙৑وݬ؇ف اৎ৊أ؇د৖৑ت ۰༚؇ݬ٭ و༟ᎂ؇دة

:؇ً༡ިوݪ ଫ଒أ܋ ႟ၽ૰૖ ۊޚިة ႟၍ و๤ཇح
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ اݿྥٷٺ؇ج ஓ୷ܝٷٷ؇ ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ඔ൹ਊ಻؇੊اࠍ ఈ႙၍ আॻ༟ ا྘ܳފ؇ر ݆݁ ψ(0)

m ૰૜؞٭ܭ ؜ٷڎ
〈ψ(0)

m |H0ψ
(1)
n 〉+〈ψ(0)

m |H1ψ
(0)
n 〉 = 〈ψ(0)

m |E (0)
n ψ(1)

n 〉+〈ψ(0)
m |E (1)

n ψ(0)
n 〉
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〈ψ(0)
m |H0ψ

(1)
n 〉 =) มฆ۱ݠ݁٭ ༟؇݁ܭ H0 أن و༠؇ݬ٭۰ 〈ψ(0)

m |ψ(0)
n 〉 = δmn ا৙৑ورٔިؗިَ؇ܳ٭۰ ً؇ݿٺ༱ڎام
:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފޔ ،(〈H0ψ

(0)
m |ψ(1)

n 〉
〈ψ(0)

m |H0ψ
(1)
n 〉+〈ψ(0)

m |H1ψ
(0)
n 〉 = E (0)

n δmn +E (1)
n δmn

:ሌᇿإ ଫ଒أ܋ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފޔ :m = n .1 :ඔ൹ܳٺ؇੆ࠍ َޙݠاً
〈ψ(0)

n |H1|ψ(0)
n 〉 = E (1)

n

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆ :m 6= n .2
〈ψ(0)

m |H1|ψ(0)
n 〉 =−〈ψ(0)

m |H0ψ
(1)
n 〉+E (1)

n 〈ψ(0)
m |ψ(0)

n 〉
:আॻ༟ ොຶݱܭ ،m 6= n ܳـ 〈ψ(0)

m |ψ(0)
n 〉 = 0 أن ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ اܳٺྟފ٭ޔ، ݆݁ ਲ਼ਦࢴࣖ ؕ݁

〈ψ(0)
m |H1|ψ(0)

n 〉 = 0

۰ਊಾීෂا و༡ߺࠊل ا৖৑ݪޚݠاً؇ت ඔ൹ً اܳأఈఃڢ؇ت আॻ༟ ይዧٺ؊܋٭ڎ ا྘ཬීෂފ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰༚؇ݬ٭ إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆ أଫଃ༠اً،
اܳݱڰݠ:

H1ψ
(0)
n −ψ(1)

n H0 =ψ(1)
n E (0)

n −E (1)
n ψ(0)

n

اᄴᄟڢ٭گ۰ ࠯࠵࠺ߺࠊل ۊޚ޶ ᆇᅒ݄۠ިع ਍ಸ؇ؤ۱؇ ஓ୷ܝ݆ ،۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴፁዧ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا اܳٺݱۜ٭ں ،ψ(1)
n ً؊ن ሒᇖިل ۱ڍا

.ᄭᄥ݁Ⴄ၍ أورٔިَިر݁؇ل ܳگ؇༟ڎة ڣݠࢴࣖاً، ྘ܳݴ أَ۬ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ،؇ًஓ୴ఈః݁ ۊ٭؇راً ۱ڍا لިڣݠ .H0 ܳـ
ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ ّޚٴ٭ݑ আॻ༟ ۰ਊಾଫଐৎ৊ا وا৚৑ٔ؇ر ࠯࠵࠺ފ؇ً؇ت ؇ً༡ިوݪ واܳٺިݪ٭ں ۰༚؇ݬ٭ ا༟৕৑؇دة ۱ڍه ෠ູܹص
اܳިݪިح ඔ൹ފොູ ؕ݁ اৎ৊گڎ۰݁، واৎ৊أ؇د৖৑ت اܳٷݧ ۰༚؇ݬ٭ ༟৕৑؇دة اᆇᅀܳި݁٭۰. اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ আॻ༟

LaTeX: ོྡྷފ٭ݑ ً؇ݿٺ༱ڎام واࡺ࢘ࢦ؇ݿ۹
.H0 ܳـ اᄴᄟڢ٭گ۰ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ۊޚ޶ ༇຃ݞᆇᅒ ਍ಸ؇ؤ۱؇ ஓ୷ܝ݆ มฆܳا ،۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ψ(k)

n اܳٺݱۜ٭༲؇ت ଫଊَأٺ
َ؊༠ڍ: و༟ܹ٭۬،

ψ(k)
n =∑

µ

C (k)
nµψ

(0)
µ

اৎ৊ݯޚݠ۰ً ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ૭૙ٺ༱ڎم ،C (1)
nµ اܳٺިݿؕ ݁أ؇݁ܭ ෠ຬ৕৑؇د .C (k)

nµ اܳٺިݿؕ ݁أ؇ఈః݁ت ොູڎࢴࣖ ෠ຬص ۋ٭ت
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ اܳٺިݿؕ ༇ံود k = 1 ؕ݁ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ∑اৎ৊أ؇د

µ

C (1)
nµ〈ψ(0)

µ |H0|ψ(0)
µ 〉−E (0)

n 〈ψ(0)
µ |ψ(0)

µ 〉 = 〈ψ(0)
µ |H1|ψ(0)

n 〉

૰૙ٺݑ: ،〈ψ(0)
µ |ψ(0)

µ 〉 = δµn ۰ਃಾاᄳᄟا ࠯࠵࠺؇৖৑ت اܳٺأ؇݁ڎل۰ ً؇ݿٺ༱ڎام ዻዧذ ਐಸྟފ٭ޔ

C (1)
nµ =

〈ψ(0)
µ |H1|ψ(0)

n 〉
E (0)

n −E (0)
µ

µܳـ 6= n
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،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .µ= n ܳـ ۰੆ݬ؇ࠍ و྘ܳފب µ؛ 6= n ܳـ ڣگޔ ۰੆ݬ؇ࠍ (20 .7) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ఈః݁ۋޙ۰ ܾ۳ৎ৊ا ݆݁
:আॻ༟ ොຶݱܭ

ψ(1)
n = ∑

µ6=n

〈ψ(0)
µ |H1|ψ(0)

n 〉
E (0)

n −E (0)
µ

ψ(0)
µ

؇ዛዀلܹٴ ψ(1)
n + Aψ(0)

n ڣ؆ن ،(18 .7) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ม฀ܹل ψ(1)
n Ⴄ၍ن إذا أَ۬ و༥ڎَ؇ ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰

݁ݱޚܹں ඔ൹݄ܳٺݯ ۰༥؇༡ ৖৑ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،ψ(0)
n ݁ݱޚܹں ܳޚݠح ل۰ اࠍ੆ݠ ܳٷ؇ لިڣݠ ۱ڍا .A ೑ಸ؇ٔ ৙৑ي ألݯً؇،

.ψ(1)
n ܳٴٷ؇ء ا௯௫௵݄ިع ሒᇭ µ= n

ᆇᅒ޶ ܳٷޙ؇م ۰ਃಾاᄳᄟا ࠯࠵࠺؇৖৑ت اܳٺگݠ཯ྟ٭۰ اܳٺݱۜ٭༲؇ت ܳٴٷ؇ء لگ۰ اܳޚݠ ّިݪ٭ں আॻ༟ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ༟؇૭૜ڎ
.H1 وا৖৑ݪޚݠاب H0 ۊݱ؇فݧ ݆݁ ݁ފٺڰ٭ڎة ،H = H0 +λH1 ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒؇ً ݁ިݬިف

ളոּൂڲڷ اिऻ׫֔ڪؠ١ اूेۛ܋ۑاոּت ١ֵ ֿ܊ۑ 2 .4
1 ׂ֔ۑֵ؉

ا৖৑ݪޚݠاً؇ت ૭૖ྟص ܳٺأڎلఈఃت ෛູݯؕ มฆܳا Ĥ(0) ݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ ۱؇݁٭ܹٺਃ಻ި؇ت ૭૙ٺܝލژ
༇ံد لࡤࡲ ۋ٭ت ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة ؇਍ಾఈఃܹ٭ොູ ૭૜ٺ༱ڎم .δH(t ) ݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة
มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر لޝߜߵ ྘ྲྀٷ݄؇ ۱؇ߌଫଊَ߳غ، ݬިرة ਵؗار আॻ༟ اܳأިا݁ܭ، ሒᇭ Ĥ(0) ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر
আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء ೞಱاܳٺگݠ ᄭᄥݿܹފ ྲྀྟٷ؇ء َگިم ๤ཇود෠ຶݠ. ݬިرة ਵؗار আॻ༟ اࠍ৖৑؇੆ت، আॻ༟ δH(t ) ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ
ً؇ܳྡྷފٴ۰ اৎ৊؊ܳިڣ۰. ఈዳዧݪޚݠاً؇ت ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اਐ಻৖৑گ؇ل اۋٺ݄؇৖৑ت ࢻࣖڢ۰ وَڰۜݧ δH(t ) ڢިى
اਐ಻৖৑گ؇ل ݁أڎ৖৑ت ૭૙ٺۛݠج ل۰، اಣಕᕬݠار ݆ᆙᆕ ۰ਃಮ؇ዛኡ ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ ݁ٺگޚأ۰ ۰ਃಮ݁ٴڎ ᄭᄟ؇༡ ݆݁ ਐ಻ఈዳዧگ؇৖৑ت
๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د وොຶܭ ༃຃๤ཛྷ ႟ၽ૰૖ റഠ೷ڍج ،ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ا۱ᄳᄟٴ٭۰. ሒᇧଫଃڣ ڢ؇༟ڎة ؇ዝཡܹۛل มฆܳا

.೑ಸ؇ٔ اݪޚݠاب ଫଃٔ؊ّ ොູب ل۰ اಣಕᕬݠار ሌᇿإ ጵ጑౫౜ళ ݁ٺگޚأ۰ ᄭᄟ؇੆ࠍ
ًިاݿޚ۰ ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا દઊ؊ّ ،ሒᇆاᄳᄟا દઊ؊اܳٺ ݁ټܭ ޖިا۱ݠ ࢾࣖرس ڣٷ݆ۜ ይዧٺޚٴ٭گ؇ت، ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇
݆݁ ૭૙ٺڰ٭ڎ .ඔ൹ل اৎ৊ފٺި ذات ل۰ اᄳᄟر أَޙ۰݄ ሒᇭ ا௱௯௫ڰݞ وا৕৑ݬڎار ا৖৑݁ٺݱ؇ص و݁أڎ৖৑ت ا৕৑ނأ؇ع،
݁أڎل ܳٺ༲ڎࢴࣖ اࠍ੆ݠاري اܳٺިازن ሒᇭ ا৙৑ݿިد وا৕৑ނأ؇ع ඔ൹ل اৎ৊ފٺި ذات ᄳፁዧرات દઊ؇ྡྷލٺ཯أ ොູܹ٭ܭ

اܳأڰިي. ا৕৑ݬڎار

دڢ٭گ۰ ༡ߺࠊل إ෠ຬ؇د ሒᇭ واܳٺ༲ڎل؇ت اܳݱأިً؇ت أߓߵز ڢڎ ݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة ۱؇݁٭ܹٺਃ಻ި؇ت ۋިل َگ؇ނٷ؇
اࠍ৖৑؇੆ت ༠؇رج و༠؇ݬ۰ اࠍ৖৑؇੆ت، ݁أޙܾ ሒᇭ .cn(t ) ݆݁ෑෂا ݁أ؇ఈః݁ت ુળොູ มฆܳا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت
،ዻዧᄳᄟ .ᄭᄟިዝ๎ื دڢ٭گ۰ ༡ߺࠊل ਐಾިڣݠ ৖৑ ݿ؇ًگً؇، َިڢލب มฆܳا ۰༥ݞدوৎ৊ا اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰଫଐة ᄭႍၽ݁ލ ݁ټܭ اܳྟފ٭ޚ۰

ا৖৑ݪޚݠاب: ّިݿأ۰ ఈః༠ل ݆݁ ّޚިߌߵ۱؇ ஓ୷ܝ݆ ّگݠ཯ྟ٭۰، ༡ߺࠊل আॻ༟ ༟؇دةً َأٺ݄ڎ
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cn(t ) = c (0)
n + c (1)

n + c (2)
n + . . .

ڢިة ৎ৊أ؇݁ܭ ً؇ܳྡྷފٴ۰ وᄔჼ۱ا، ،۰ਃ಻؇اܳټ ،ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݿأ؇ت ஓ஄ټܭ ،ዻዧذ ሌᇿإ و݁؇ ،c (2)
n ,c (1)

n ۱ٷ؇،
ጥ጑ܳٺ ۰ዛኞ؇݁ލ ل۰ ଲ୍ّار ᆇᅦܹ٭۰ ਐಾݯ݄݆ اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه ৖৑ނٺگ؇ق اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ لگ۰ اܳޚݠ .݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎ اࠍ۳੊ڎ
ሒᇭ ᄭᄟިލ؞ৎ৊ا اܳިۋ٭ڎة ሒሃ i ᄭᄟ؇੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ إذا .݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁
؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ) c (0)

n = δni ًިاݿޚ۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ݆ஓ୷৙৑ا ೞ಻؇੊اࠍ আॻ༟ cn ೞಱگݠਐಸ ਊ಻ڎأ اܳٴڎال۰،
و݆݁ ،c (1)

n আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༇ံࣖࢾ ،c (1)
n ܳـ اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊ލٺگ۰ ඔ൹ً ይዧݠًޔ ۱ڍا ૭૙ٺ༱ڎم ቕ቉ ،(t

܋٭ژ ሒሃ ل۰ اܳٺଲ୍ار لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه وᄔჼ۱ا. ،c (2)
n ৖৑ނٺگ؇ق ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ أරඝى ਵਦة c (1)

n ࿓؆د༠؇ل َگިم ቕ቉
.1927 ༟؇م ሒᇭ ݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ دߌߵاك ޗިر

ݬިرة ሒᇭ UI (t , t0) มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ލ؞ܭ আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا َگଫଐح ،cn(t ) ؕ݁ ڣگޔ اܳأ݄ܭ ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ
๤ཛྷ؇؜ٷ ߖߵًޔ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭو ،UI (t , t0) ܳـ ا৖৑ݪޚݠاب ّިݿأ۰ ૰૙ٺݑ ৖৑ۋگً؇. ۬ොෘިݿٷ ݁ڰ۳ިم و۱ި اܳٺڰ؇༟ܭ،
ሒᇭ ૭૖٭ޚ۰ ݁ލఈ႙ၽت ༡ܭ ௯௫௵ݠد زاࢱࣖاً ਊಱڎو ڢڎ اዛዊܳھ ۱ڍا أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ .cn(t ) ًـ UI ܳـ اৎ৊ݱڰިڣ۰
আॻ༟ اܳڰިر আॻ༟ ّޚٴ٭گ۳؇ ஓ୷ܝ݆ ይዧ؞؇ل۰. ڢ٭۰݄ َޚިر۱؇ มฆܳا اܳྥލ؞٭ܹ٭۰ اܳݱ٭؞۰ ڣ؆ن اܳྡྷފྟ٭۰، ଫଃ༚ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭

ا৙৑ۏފ؇م. ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ل۰ وَޙݠ ม฀اܳྡྷފ ሒᇧިᆇᅀܳا اࠍ੆گܭ ل۰ َޙݠ ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ୾ ّأگ٭ڎاً، ଫ଒أ܋ ݁ލఈ႙ၽت
ًـ: ݁أُݠف اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة ሒᇭ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ލ؞ܭ

|α, t0; t〉I =UI (t , t0)|α, t0; t0〉I

:ሒሃ اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة ሒᇭ ܋٭ب ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ᄭᄥً؇گৎ৊ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
iℏ

d

d t
UI (t , t0) =VI (t )UI (t , t0)

اܳٴڎال۰: ๤๑ืط اܳྥލ؞٭ܹ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ༡ܭ ෠ຬص
UI (t , t0)

∣∣∣
t=t0

= 1

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ Ⴄၽ݁ڣ۰٪ اܳٴڎال۰، ๤ཇط ؕ݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه أن ܳٷఈఃۋޓ

UI (t , t0) = 1− i

ℏ

∫t

t0

VI (t ′)UI (t ′, t0)d t ′

:ॷॖदّگݠ ༡ܭ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳٺႤၽܹ݁٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ଲ୍ّار ఈః༠ل ݆݁

UI (t , t0) = 1− i

ℏ

∫t

t0

VI (t ′)

(
1− i

ℏ

∫t ′

t0

VI (t ′′)UI (t ′′, t0)d t ′′
)

d t ′
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มฆܳا ا৙৑َޙ۰݄ د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت ೞಱܳٺگݠ ይዧٺޚٴ٭ݑ ఈًఃً؇ڢ ؇ً༶ዛኡ ܳٷ؇ ّިڣݠ ل۰ اܳٺଲ୍ار لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه
دا૭૏ިن، ᄭᄥݿܹފ ྾ང؇ً ّأُݠف اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً ᄭᄥ݄ټৎ৊ا ᄭᄥاܳފܹފ .݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة ୒ୖ؇݁٭ܹٺਃ಻ި؇ت ෛູݯؕ
اܳـ۳᠌ݠو݁؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰ Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا ݿ٭؇ق ሒᇭ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه اݿٺ༱ڎم اᄳᄟي دا૭૏ިن، ۏ٭۬. ڣݠஓ୷؇ن ྾ངا আॻ༟ ᆙᆊ٭ب وڢڎ
UI (t , t0) มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ލ؞ܭ ؜݆ ଫଃٺأٴይዧ لگ۰ ޗݠ ᄭᄥاܳފܹފ ۱ڍه ّިڣݠ (QED). اৎ৊ٺ؞؇ߌߵة اᆇᅀܳި݁٭۰

:݆݁ෑෂا ଫଊ༟ اৎ৊ٺႤၽ݁ܭ VI (t ) اܳٺڰ؇༟ܭ ሒᇃި۱؇ܹ݁ٺ ۋ٭ت ݆݁ ܋ٺިݿأ۰

UI (t , t0) = 1− i

ℏ

∫t

t0

d t1VI (t1)+
(
− i

ℏ

)2 ∫t

t0

d t1

∫t1

t0

d t2VI (t1)VI (t2)+ . . .

+
(
− i

ℏ

)n ∫t

t0

d t1

∫t1

t0

d t2 . . .
∫tn−1

t0

d tnVI (t1)VI (t2) . . .VI (tn)+ . . .

႟၍ ਐಱݯ݄݆ ا৖৑ݪޚݠاب. ሒᇭ আॻ༟أ ۰ਊಾਵਦ ݆݁ ݁ݱޚ༲ܹ؇ت إݪ؇ڣ۰ ؕ݁ ዛኡ؇ل۰، ఈఃً اܳٺިݿأ۰ ۱ڍه ૭૜ٺ݄ݠ
۰ਊಾਵਦ ෛ੼ٺܹڰ۰، أوڢ؇ت ሒᇭ ݁ٺٺ؇ًؕ ႟ၽ૰૖ اৎ৊ޚٴݑ اܳٺڰ؇༟ܭ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ ᄭᄥ༠݁ٺڎا ఈః݁Ⴄၽّت ᄭᄥاܳފܹފ ሒᇭ ݁ݱޚܹں
ೞ಻؇༥ و۱ި ෛ੼ٺܹڰ۰، أوڢ؇ت ሒᇭ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ اܳٺٴ؇دܳ٭۰ ༟ڎم ૭૖ྟص ๤ཚوري ا྘ོଫଐܳص ۱ڍه ଫଊّأٺ .t ሌᇿإ t0 ݆݁

QED. ݁ټܭ اܳٺٴ؇دܳ٭۰ ଫଃ༚ اᆇᅀܳި݁٭۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ሒᇭ ๴ཏ྘ཬر
ل۰ َޙݠ ሒᇭ ّ؇ڣ۬ ଫଃ༚ لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ واᄳᄟي ،ᄭᄥاܳފܹފ ۱ڍه ّگ؇رب ۋިل اܳݱأص اܳފޝال ෠ູ؇۱ܹٷ؇ إذا
UI (t , t0) ۋފ؇ب ஓ୷ܝٷٷ؇ ا৖৑ݪޚݠاب، ّگݠਊಱ؇ت اዛኡ٭؇ر أو ل۰ ڢި اܳٺڰ؇ఈః༟ت ّݱٴں ૭૖ྟص ሒᇧިᆇᅀܳا اࠍ੆گܭ
ّ؊ଫଃٔات ೞಱگݠਐಸ ඔ൹ਃಮ؇ل ଩ଃڰይዧ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ૭૜݄ں ا৖৑ݪޚݠاب. ل۰ َޙݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ො੼ڎدة ۰ਊಾਵਦ أي ሌᇿإ
ዻዧذ ଫଃ༚ ሒᇭ ّܝިن มฆܳا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت ۋިل رؤى لިڣݠ ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ஓ୾ݠور اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺڰ؇ఈః༟ت
৙৑ي ݆݁ෑෂا ਐಸޚިر اܳٺྡྷٴޝ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،UI (t , t0) มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ލ؞ܭ ොູڎࢴࣖ ऍइࣲݠد ࢻࣖڢ۰. ؇۳ܹ੆ࠍ ༥ڎاً ݁أگڎة
اܳޚ؇ڢ۰ ৖৑؇༡ت ݆݁ وا༡ڎة ሒሃ t = 0 ሒᇭ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ إذا اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ ᆇᅒި݁٭۰. ᄭᄟ؇༡

:UI (t ,0) ًـ ؇ዛኞ๤ཚ ި۱ إܳ٭۬ ොຶٺ؇ج ؇݁ ႟၍ ৖৑ۋݑ، وڢب ሒᇭ اܳـܝ٭ب ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣܹٺ༲ڎࢴࣖ ،H0 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا
|i , t0 = 0; t〉I =UI (t ,0)|i 〉 =∑

n
|n〉〈n|UI (t ,0)|i 〉

اܳފ؇ًݑ]. اৎ৊ݠۏؕ [اَޙݠ cn(t ) ܋ـ ً ݿ؇ًگ؇ إܳ٭۬ ଫଃ૰૙ ؇ষ঒ ؇݁ ً؇ܳݯٴޔ ި۱ 〈n|UI (t ,0)|i 〉 اܳިاڢؕ، ሒᇭ
৖৑ۋگ؇ً. اܳٺڰݱ٭ܭ ݆݁ ஓ୾ݞࢴࣖ ۱ڍا ݿྡྷٷ؇ڢݷ

د؜ިَ؇ .(2 .2 ྾ཏاܳگ (اَޙݠ ๤ཇود෠ຶݠ ݬިرة ሒᇭ U (t , t0) มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ލ؞ܭ ً ݿ؇ًگ؇ ڢڎ݁ٷ؇ ܳگڎ
أن: اܳފ؇ًگ۰ اৎ৊ݠاۏؕ ّޙ۳ُݠ .UI (t , t0) و U (t , t0) ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ૭૙ٺܝލژ ا৚৑ن

|α, t0; t〉I = e i H0t/ℏ|α, t0; t〉S = e i H0t/ℏU (t , t0)|α, t0; t0〉S = e i H0t/ℏU (t , t0)e−i H0t0/ℏ|α, t0; t0〉I
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:؇਍ಱᄴᄟ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
UI (t , t0) = e i H0t/ℏU (t , t0)e−i H0t0/ℏ

:H0 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳޚ؇ڢ۰ ৖৑؇༡ت ඔ൹ً UI (t , t0) ܳـ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཡ؜ٷ ሌᇿإ ਍಻ޙݠ د؜ިَ؇ ا৚৑ن،
〈n|UI (t , t0)|i 〉 = e i (En t−Ei t0)/ℏ〈n|U (t , t0)|i 〉

۱ٷ؇ ؇਍ಱᄴᄟ 〈n|UI (t , t0)|i 〉 ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اਐ಻گ؇ل. ᆇᅒگڎار ݁أُݠف 〈n|U (t , t0)|i 〉 ،2 .2 ྾ཏاܳگ ݆݁
اܳگ٭۰݄ ᆇᅒݠًؕ اৎ৊أُݠف اਐ಻৖৑گ؇ل اۋٺ݄؇ل ڣ؆ن ،ዻዧذ و݁ؕ ݿ؇ًگ؇ً. اਐ಻৖৑گ؇ل ݁گڎار لژ ّأݠ ቕቆ პაႰً ؇݁؇ஓ஄ ྘ܳݴ

اܳٺڰ؇༟ܭ: ݬިرة ሒᇭ ᄭᄥٔ؇݄ৎ৊ا ᆇᅀܳႤ၍٭۰ َڰފ۬ ި۱ 〈n|U (t , t0)|i 〉 ܳـ اৎ৊ޚܹگ۰
|〈n|UI (t , t0)|i 〉|2 = |〈n|U (t , t0)|i 〉|2

܋٭ژ لޙ۳ݠ و ෛ੼ٺܹڰ۰ ݬިر ଫଊ༟ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ มฃ݁ෑෂا ይዧٺޚިر اᆙᆊීෂ٭۰ اܳݱ٭ؐ ඔ൹ً ߌߵًޔ ا๤དྷܳح ۱ڍا
و݁ٺ۳۠؇ت ሒᇃި۳؇ܹ݁ٺይዧ ل۰ ا༡ިܳڎو لఈఃت اܳٺۜި ఈః༠ل ݆݁ ਊಾਵਦޚٺ؇ن ๤ཇود෠ຶݠ وݬިرة اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة أن
มฆܳا ۰ਃಮ؇ዛዊܳوا ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اࠍ৖৑؇੆ت ඔ൹ً UI (t , t0) ݁ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ أ༠ڍ ቕቆ إذا أَ۬ ً ؜ਵݪ؇ ாணُࣕ ࢴ .ᄭᄟ؇੆اࠍ
আॻ༟ B و A ܳـ أ෠ຬٷܝ٭ྥݴ ሒሃ มฆܳا) |b〉 و |a〉 ඔ൹ً اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ ،۰ਃಾذا ޗ؇ڢ۰ ৖৑؇༡ت ྘ܳފب

:আॻ༟ ොຶݱܭ ً ؇݁ިᆇᅦ ؇਍಻؆ڣ ،[H0,B ] = 0 و/أو [H0, A] = 0 ۋ٭ت ،(ሒᇿاܳٺިا
|〈b|UI (t , t0)|a〉| = |〈b|U (t , t0)|a〉|,

݁ڰ٭ڎة، ؇ዛኡأ اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة ُོྦྷٴب มฆܳا اৎ৊ލఈ႙ၽت ሒᇭ اࠍ੆ޓ، ࠍ੆ފ݆ .ᄭᄟިዝ๎ื اܳٺۜگݑ ይዧگ؇رئ ஓ୷ܝ݆ პაႰ
ި۱ لܹݞم ؇݁ ႟၍ ،৖৑ᎂو .H0 ܳـ ۰ਃಾذا ޗ؇ڢ۰ ৖৑؇༡ت ؇ዛኡأ আॻ༟ ۰ਃಮ؇ዛዊܳوا ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اࠍ৖৑؇੆ت ّޝ༠ُڍ ؇݁ ༟؇دة

.H0 ܳـ اܳޚ؇ڢ۰ أ෠ຬٷܝ٭ྥݴ ۋ٭ت ݆݁ وᄔჼ۱ا ،|b〉 ،|a〉 ّިݿ٭ؕ
أن لأُݠف ،t = t0 ሒᇭ ۋ٭ت ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ وݪؕ ሒᇭ ً؇ܳٷޙݠ ዻዧذ ༃َިࡵ ،〈n|UI (t , t0)|i 〉 ሌᇿإ દઊࣖࢱ؇༟
༟؇݁ܭ ؕ݁ |i 〉 ܳـ ل۰ ݁ފ؇و ّܝިن ቕ቉ ሒሃ |i , t0; t〉S ๤ཇود෠ຶݠ ݬިرة ሒᇭ ܋٭ب ᄭᄟ؇੆اࠍ .|i 〉 ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ اܳٷޙ؇م

ොຳ٭ت: t = t0 ሒᇭ اܳޚިر ༟؇݁ܭ اۊٺ٭؇ر اৎ৊ٷ؇ݿص ݆݁ اܳٺڰ؇༟ܭ، ݬިرة ّޚٴ٭ݑ ሒᇭ ޗިر.
|i , t0; t0〉S = e−i Ei t0/ℏ|i 〉,

اܳྟފ٭ޚ۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؇਍ಱᄴᄟ اܳٺڰ؇༟ܭ ݬިرة ሒᇭ أَ۬ มฃلأ ؇ᆙᆘ
|i , t0; t0〉I = |i 〉.

:؇਍ಱᄴᄟ ৖৑ۋݑ وڢب ሒᇭ
|i , t0; t〉I =UI (t , t0)|i 〉.
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ً؇ܳٺިݿؕ: ዻዧذ ݁گ؇ر۰َ
|i , t0; t〉I =

∑
n

cn(t )|n〉,

أن: ߖߵى
cn(t ) = 〈n|UI (t , t0)|i 〉.

c (1)
n ۋ٭ت اܳފ؇ًݑ، ሒᇭ პაႰ cn(t ) ّިݿ٭ؕ ً ألݯ؇ ஓ୷ܝٷٷ؇ .UI (t , t0) ܳـ ॷॖदاܳٺگݠ اܳٺިݿؕ ሌᇿإ ا৚৑ن َأިد

ఈ႙၍ ّިݿؕ ݁گ؇ر۰َ وᄔჼ۱ا. ،VI (t ) ሒᇭ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ሒሃ c (2)
n ،VI (t ) ሒᇭ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ሒሃ

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ඔ൹ਊ಻؇੊اࠍ
c (0)

n (t ) = δni ؜݆ )t(݁ފٺگܭ

c (1)
n (t ) =−i

1

ℏ

∫t

t0

〈n|VI (t ′)|i 〉d t ′ =−i
1

ℏ

∫t

t0

e iωni t ′Vni (t ′)d t ′

c (2)
n (t ) =

(
−i

1

ℏ

)2 ∑
m

∫t

t0

d t ′
∫t ′

t0

d t ′′e iωnm t ′Vnm(t ′)e iωmi t ′′Vmi (t ′′),

اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇: ۋ٭ت
e i (En−Ei )t/ℏ = e iωni t .

ًިاݿޚ۰: ༟ܹ٭۬ ොຬُݱܭ n 6= i ؕ݁ |n〉 ሌᇿإ |i 〉 ݆݁ اਐ಻৖৑گ؇ل اۋٺ݄؇ل
P (i → n) = |c (1)

n (t )+ c (2)
n (t )+ . . . |2.

١ֵ اڤ׫֏ոܽݦ ֵؠ١ اڤ܋ۑ 3 .4
1 ׂ֔ۑֵ؉

আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة واࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا اࠍ৖৑؇੆ت ོྥٷ؇ول มฆܳا ا৖৑ݪޚݠاب ل؇ت َޙݠ درݿٷ؇
۰ਃ಻؇واܳټ ሌᇿو৙৑ا ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّݱۜ٭༲؇ت আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ ،݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥފٺگৎ৊ا ࠯࠵࠺؇৖৑ت ً؇ܳྡྷފٴ۰ .݆݁ෑෂا
আॻ༟ ؇َ஼ணر ،݆݁ෑෂا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة ا৖৑ݪޚݠاً؇ت ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ أ݁؇ .۰ਃಾاᄳᄟا ؇ୖ୒ودوا ۰ਃಾاᄳᄟا اܳޚ؇ڢ۰ ܳگࡗࡲ
اܳٺ؞ଫଃات ّ؊ଫଃٔات ألݯً؇ و਍ಾ؇وܳٷ؇ 'f'، ۰ਃಮ؇ዛኡ ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ 'i' ۰ਃಮڎاਐಸا ᄭᄟ؇༡ ݆݁ َޙ؇م اਐ಻گ؇ل اۋٺ݄؇ܳ٭۰

واৎ৊ڰ؇ۏ۰٪. ۰ਃಾ؇ਊಱد৙৑ا
ᄭᄟ؇੆اࠍ ᄭᄟاᄴᄟ ّگݠ཯ྟ٭۰ ༡ߺࠊل ਍ಸ؇ء ሒᇭ ༟؇૭૏ڎ ࢻࣖلܭ ዛኡھ ሒሃو اܳٺگڎߌߵ، لگ۰ ޗݠ َگڎم اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ



اܳٺگݠ཯ྟ٭۰ اܳޚݠق ۋިل ᆇᅦި݁٭؇ت .4 38ً؇ب

ᄭᄥٷڰݱৎ৊ا اࠍ৖৑؇੆ت ޗ؇ڢ؇ت ೞಱّگݠ ሒᇭ ألݯً؇ ᄭᄟ؇ّڣأ ّܝިن أن لگ۰ اܳޚݠ ୒ୖڍه ஓ୷ܝ݆ .۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑رݪ٭۰
اৎ৊ݯޚݠ۰ً ଫଃ༚ اࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ ݁أݠوڣ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ا৖৑ݪޚݠاب ل۰ َޙݠ ّأٺ݄ڎ ྘ྲྀٷ݄؇ ݁گ٭ڎ. ܳٷޙ؇م ሌᇿو৙৑ا
݆݁ ෛ੼ٺܹڰً؇ ݁ފ؇راً اܳٺگڎߌߵ لگ۰ ޗݠ ጥ጑૭૜ اܳٺگݠਊಱ؇ت، ዝཏྥܳ٭ܭ H (1) ا৖৑ݪޚݠاب ሒᇃި۱؇ܹ݁ٺ و૭૜ٺ༱ڎم
݁ݱ۰݄݄ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟ؇༡ ႟၍ ّިڣݠ .؇ዛኞ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٺ༲ڎࢴࣖ اڣଫଐاݪ٭۰ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟ؇ොຳ اܳٴڎء ఈః༠ل
اܳٺگڎߌߵ لگ۰ ޗݠ ሒᇭ ๴ང؇ݿ৙৑ا ๤ཡاܳأٷ ෛູٺܹژ. ڢڎ اᄴᄟڢ۰ أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ይዧޚ؇ڢ۰، ݁ިٔިڢً؇ ّگڎߌߵاً ۏ٭ڎاً
؇ᆙᆘ واႤၽਐಸ৖৑ر، ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳٴݱଫଃة ఈః༠ل ݆݁ ዛዊ݁۠޶ ႟ၽ૰૖ اܳٺ݄ۛ٭ٷ؇ت ۱ڍه ඔ൹ފොູ আॻ༟ ؇ዛኤڢڎر ި۱

ይዧ؞؇ل۰. دڢ٭گ۰ ۰ਃಾذا دوال ۰༚؇ݬ٭ ݆݁ ஓ୷ܝّ݆
،2 ،1 ،0 ଫଊ༟ n ஓ୷ٺڎ ۋ٭ت ،Hϕn = Enϕn ۋ٭ت ۰ਃಾذا ڢࡗࡲ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ۰ਃಾذا دوال ሒሃ ϕn أن ܳٷڰଫଐض
.∫∞

−∞ψ∗Hψdτ اܳٺႤၽ݁ܭ ሒᇭ ୍ଲڣ .ψ=∑
n anϕn ܋ـ ۰ਃಮ؜ލިا ݁ިۏ٭۰ ᄭᄟدا ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ .ဥإࠍ

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۱ڍا ۋފ؇ب ∞∫ஓ୷ܝ݆

−∞
ψ∗Hψdτ=

∫∞

−∞

∑
m

a∗
mϕ∗

m H
∑

n
anϕn dτ=∑

n
|an|2En

ψ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ا৙৑رݪ٭۰. ᄭᄟ؇੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ ሒሃ E0 ۋ٭ت ،∑n |an|2E0 ૭૏؇وي أو ݆݁ ଫଊأ܋ ا௯௫௵݄ިع ۱ڍا
،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .ဦݬ؇ࠍ ∑

n |an|2 = 1 ا๤དྷܳط ل۰، اৎ৊أ٭؇ر
E0 ≤

∫∞

−∞
ψ∗Hψdτ

:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ਐಾأڎل ل۰، اৎ৊أ٭؇ر ଫଃ༚ ψ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اܳٺگڎߌߵ. ل۰ ਍ಸޙݠ ݁أݠوڣ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه

E0 ≤
∫∞
−∞ψ∗Hψdτ∫∞
−∞ψ∗ψdτ

E0 ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟৙৑ا اࠍ੆ڎ ،ψ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ႟ၽނ ؜݆ اܳٷޙݠ ً؞ݥ أَ۬ আॻ༟ ل۰ اܳٷޙݠ ਍ಾݧ
আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ،ψ=ϕ(ci ) ݁ٷ؇ݿٴ۰ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟدا اۊٺ٭؇ر ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .∫∞

−∞ψ∗Hψdτ ًިاݿޚ۰ ∞∫لأޚް
−∞ϕ∗Hϕdτ اܳٺႤၽ݁ܭ ଫଃّݱ؞ ఈః༠ل ݆݁ ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟أ ༡ڎ أڣݯܭ وොູڎࢴࣖ ،ci ݁أ؇ఈః݁ت

.ci గጻዧأ؇ఈః݁ت ً؇ܳྡྷފٴ۰
لܝިن أن ሒሃ ሌᇃد৙৑ا اࠍ੆ڎ ሒᇭ E(ci ) = ∫∞

−∞ϕ∗(ci )Hϕ(ci )dτ ّܝިن ௧ௌܳـ اఈዳዧز۰݁ ا๤དྷܳوط
ci ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ E ܳـ ሒᇃ؇اܳټ ا৖৑ނٺگ؇ق لܝިن وأن ݬڰݠ، ૭૏؇وي ci ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ E ܳـ ا৙৑ول ا৖৑ނٺگ؇ق
มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ ሒᇭ اࠍ੅ޚ؊ ܳٺ༲ڎࢴࣖ .E ܳـ ؇ਃ಻ᄴᄟا اܳگ٭۰݄ ܳٺ༲ڎࢴࣖ ا๤དྷܳوط ۱ڍه ૭૜ٺ༱ڎم ݁ިۏٴً؇.
ሒሃ ϕ0 ྘ྲྀٷ݄؇ ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا ሒሃ ϕ أن َڰଫଐض ،ೞಱاܳٺگݠ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ّگُڎر
ሒሃ λ ۋ٭ت ،ϕ−ϕ0 =λ∆ϕ :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳڰݠق ؜݆ ଫଊُلأ ا৙৑رݪ٭۰. ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ اࠍ੆گ٭گ٭۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ᄭᄟاᄴᄟا

.ϕ0 ؕ݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ∆ϕو ،ଫଃݬ؞ ೑ಸ؇ٔ
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ًިاݿޚ۰: ϕ اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟ؇ً اৎ৊ݠਊಾޚ۰ Eϕ اܳޚ؇ڢ۰ لأُޚް
Eϕ =

∫∞
−∞(ϕ0 +λ∆ϕ)∗H(ϕ0 +λ∆ϕ)dτ∫∞
−∞(ϕ0 +λ∆ϕ)∗(ϕ0 +λ∆ϕ)dτ

෠ຶڎ: ،ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه وོྟފ٭ޔ ਐಸިݿ٭ؕ

Eϕ =
∫∞
−∞(ϕ∗

0 H(ϕ0 +λ∆ϕ)+λ(∆ϕ)∗H(ϕ0 +λ∆ϕ))dτ∫∞
−∞(ϕ∗

0ϕ0 +λϕ∗
0∆ϕ+λ(∆ϕ)∗ϕ0 +λ2(∆ϕ)∗∆ϕ)dτ

:ሌᇿإ ጵ጑لگ ۱ڍا
Eϕ = E0 +λ2

∫∞
−∞(∆ϕ)∗H∆ϕdτ

1+λ2
∫∞
−∞(∆ϕ)∗∆ϕdτ

:ሌᇿإ لگ؇رب اᄳᄟي

Eϕ = E0 +λ2

∫∞
−∞(∆ϕ)∗H∆ϕdτ

1
≈ E0 +λ2

∫∞

−∞
(∆ϕ)∗H∆ϕdτ

اᆇᆅ৙৑٭۰. ᄭᄥڢܹ٭ λ4 ݁ټܭ আॻ༟৙৑ا اܳگިى وأن ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ሒሃ λ2 ݁ݱޚ༲ܹ؇ت أن ً؇ڣଫଐاض
اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ڢݠب ݁ڎى لأܝݴ و۱ڍا ،λ2 ۰ਊಾීෂا ݆݁ ި۱ ೞಱاܳٺگݠ ޗ؇ڢ۰ ّگڎߌߵ ሒᇭ اࠍ੅ޚ؊ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا اොຶݠاف أᆇᆅ٭۰ ৎ৊ڎى ڢ٭؇ݿً؇ اࠍ੅ޚ؊ ۱ڍا لިڣݠ .ϕ0 اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ೞಱّگݠ ݆݁ ϕ

ألݯً؇ ًڰأ؇ܳ٭۰ ೞಱاܳٺگݠ لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ اܳޚ؇ڢ۰. ڣݠق ۋ٭ت ݆݁ اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا৙৑رݪ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ؜݆
ᆇᅹ٭ؕ ؕ݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ۰ਃಾذا دوال اۊٺ٭؇ر ఈః༠ل ݆݁ ዻዧذ لࡤࡲ اৎ৊ټ؇رة. اࠍ৖৑؇੆ت ޗ؇ڢ۰ ڢࡗࡲ ࠍ੆ފ؇ب

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ො੼ڎدة ψt ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا اۊٺ٭؇ر ܳٷڰଫଐض اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ .ሌᇃد৙৑ا اࠍ৖৑؇੆ت دوال
ψt =ψ−ϕ0

∫
ϕ∗

0ψdτ

:ሌᇿإ ∫
ϕ∗

0ψt dτ اܳٺႤၽ݁ܭ ොຬُފص ،દઊިاܳٺܝ ∫ዛኞڍا
ϕ∗

0ψt dτ=
∫

ϕ∗
0ψdτ−

∫
ϕ∗

0ϕ0 dτ

∫
ϕ∗

0ψdτ

ؕ݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ψt أن ᄕცلޝ و۱ڍا ،∫ϕ∗
0ψt dτ= 0 أن ዻዧذ আॻ༟ ೞಾଫଐل ،∫ϕ∗

0ϕ0 dτ= 1 أن ؇ஓ୾
.a0 اည৊ܝިن มฃފྥټ྘ݿ ψt =∑

n anϕn ّިݿ٭ؕ أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ا৙৑رݪ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ دوال
:ሒሃ ψt اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ୒ୖڍه Et ይዧޚ؇ڢ۰ اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگ٭۰݄ لܝިن ،ዻዧᄳᄟ ۰༶وཹྥ٭

Et =
∫

ψ∗
t Hψt dτ=

∞∑
n=1

|an|2En
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أن: ཯ྥٴؕ ۱ٷ؇، و݆݁
Et ≥

∞∑
n=1

|an|2E1 ≥ E1

.ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ټ؇رة ᄭᄟ؇੆اࠍ ܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟أ ༡ڎاً ّިڣݠ ψt اܳٺ۠ݠ཯ྟ٭۰ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا أن ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ଫଃ૰ُ૜
আॻ༟أ ༡ڎاً ݿٺݯؕ ψt ڣ؆ن ،i = 0,1, . . . ,n ܳـ ϕi ؕ݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ψt ೑಻Ⴄ၍ إذا اৎ৊ٷޚݑ، ۱ڍا ਐಸިݿ٭ؕ
؜݆ اܳأܹ٭؇ اܳޚ؇ڢ۰ ذات ࠯࠵࠺؇৖৑ت ዛዊ݁۠޶ ೞಱگݠਐಸ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ૭૜݄ں .(n +1) ይዧޚ؇ڢ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگ٭۰݄

.ሌᇃد৙৑ا اܳޚ؇ڢ۰ ৖৑؇༡ت ᆇᅹ٭ؕ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ڎ ᆙᆕ؇ن لݑ ޗݠ

اڤ۰୹ည࿮מڎמ١ ۳ץٝ ֵؠ١ اڤ܋ۑ 4 .4
1 ׂ֔ۑֵ؉

૭ُ૜ٺ༱ڎم ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ނٴ۬ ೞಱاܳٺگݠ ྾ང؇ً ألݯً؇ اৎ৊أݠوڣ۰ (WKB)، દઊلߺࠊ ڣ٭ٷ଩ଐل-ாணاਵਦز-ߓߵ لگ۰ ޗݠ
.ଫଃاܳٺ؞ وًޚ٭۰٪ ۰ਐಸ؇ٔ إਃ಻Ⴄၽ݁؇ت ؕ݁ ਐಾڰ؇༟ܭ มฆܳا ુળاܳـ ৙৑َޙ۰݄ ۰༥ިৎ৊ا دوال ೞಱܳٺگݠ ๴ང؇أݿ ႟ၽ૰૖
ّޙ۳ݠ ৖৑ ༟؇دة ଫଃاܳٺ؞ اܳٴޚ٭۰٪ اਃ಻Ⴄၽ݁৕৑؇ت ৙৑ن اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰" "ނٴ۬ ྾ངا لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه আॻ༟ ੯੩ُلޚ
؇݁ ༚؇ܳٴً؇ اࠍ৖৑؇੆ت، ۱ڍه ݁ټܭ ሒᇭ గጻዧ؇دة. ۰༥ި݁-ۏފࡗࡲ ۰ਃಮ؇਍ು ݆݁ ོྡྷލ؊ มฆܳا اᆇᅀܳި݁٭۰ اܳފߺࠊভ঒؇ت
ሒᇭ ༠؇ص ႟ၽ૰૖ ݁ڰ٭ڎة WKB لگ۰ ޗݠ ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ اܳޙ؇۱ݠة، ๤དྷܳح Ⴄ၍ڣ٭ً؇ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اܳިݬژ لܝިن

اܳـܝٴଫଃة اᆇᅀܳި݁٭۰ ༟ఋዳዧڎاد اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ނٴ۬ اࠍ੆ڎود
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ᄭᄥފٺگৎ৊ا اෑෂ݁ٷ٭۰ ا๤དྷܳود෠ຶݠ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ اܳٴأڎ، أ༡؇دي ሒᇧިᆇᅒ ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰

− ℏ2

2m

d 2ψ(x)

d x2
+V (x)ψ(x) = Eψ(x)

:ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ߙߵ྘ོص إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆ أو
d 2ψ(x)

d x2
+ 2m

ℏ2
(E −V (x))ψ(x) = 0

ψ(x)و اࠍ੊ފࡗࡲ، ޗ؇ڢ۰ E ،۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ޗ؇ڢ۰ V (x) اࠍ੊ފࡗࡲ، ᄭᄥ঺঒ m ا௰௯௫ڰݥ، ۹َఈఃً ೑ಸ؇ٔ ℏ ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
ොູب اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ৖৑ݿٺܝލ؇ف WKB لگ۰ ޗݠ ܳٺޚٴ٭ݑ ا৙৑ݿ؇س اܳݱ٭؞۰ ۱ڍه ႟ၽ૰૜ .۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا

:ঌॻل პაႰ ؇݁ ܳٷޙ؇م اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰، Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ሒᇭ ا௱௯௫ڎدة. ا๤དྷܳوط
p(x)2

2m
+V (x) = E
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ሒሃ E و اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا ሒሃ V (x) x؛ గጻዧިڢؕ ᄭᄟدا ሒሃو ࠯࠵࠾ފࡗࡲ، ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ஓ஄ټܭ p(x) ۋ٭ت
ଫଃ؞ਐಾ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ اࠍ੆ݠ܋٭۰) اܳޚ؇ڢ۰ ،රඝآ ปฃأஓ୾ (أو ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ أن ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍا ଫଃ૰૏ ይዧٷޙ؇م. اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

اܳڰݯ؇ء. ሒᇭ َگޚ۰ ႟၍ ሒᇭ
ᄭᄟاᄕც λ(x) اࠍ੊ފࡗࡲ ۰༥ި݁ ޗިل لأޚް أن ஓ୷ܝ݆ ،ঌॻ༥ߓߵو دي ۰༥ި݁-ۏފࡗࡲ ۰ਃಮ؇਍ು ݁ڰ۳ިم ඔ൹݁ڎ༱݁ފٺ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ܳݱ٭؞۰ ይዧڰݯ؇ء
λ(x) = h

p(x)

وᆇᅦܹ٭ً؇، ෛູ٭ܹ٭ً؇، p(x) لݱٴں ݬڰݠ، ݆݁ أڢܭ E −V (x) Ⴄ၍ن إذا .p(x) =p
2m(E −V (x)) ۋ٭ت

۱ڍا. ؇ዛዀڣ ොຬڎث มฆܳا اৎ৊ٷ؇ޗݑ ሒᇭ اࠍ੊ފࡗࡲ ل༥ިڎ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑
وܳـܝ݆ ܋أ؇݁ܭ ྘ܳݴ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ّأُ؇݁ܭ ۋ٭ت ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ނٴ۬ ሌᇿإ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ݆݁ ඔ൹ܹ݁ٷٺگ

:۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ۋ٭ت ݆݁ ๤ཇود෠ຶݠ ᄭᄟ݁أ؇د ۰༚؇ܳݱ٭ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ ఈ႙၍ݿ٭ܝ٭۰، ܋ᆇᅀ٭۰
d 2

d x2
ψ(x)+ p2

ℏ2
ψ(x) = 0

أ༡؇دل۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ೞಱܳٺگݠ ا৖৑ݿٺ༱ڎام ނ؇فأ۰ ሒሃو ۏ٭ྟ٭۰، ᄭᄟدا ّܝިن ψ(x) ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا أن اڣଫଐاݪً؇
اܳٴأڎ:

ψ(x) = A(x)e iϕ(x)

اܳޚިر. ሒሃ ϕ(x) و اৎ৊ިݪؕ، ؕ݁ ଫଃ؞ਐಾ มฆܳا ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݿأ۰ ሒሃ A(x) ۋ٭ت
:আॻ༟ ොຶݱܭ ๤ཇود෠ຶݠ، ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ ᄭᄟاᄴᄟا ۱ڍه ؜݆ ً؇ܳٺأިلݥ

d 2 A(x)

d x2
+2i

d A(x)

d x

dϕ(x)

d x
+ i A(x)

d 2ϕ(x)

d x2
− A(x)

(
dϕ(x)

d x

)2

=−p2

ℏ2
A(x)

:ඔ൹݁ٷڰݱܹٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ሌᇿإ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ݆݁ واܳٺۛ٭ܹ٭۰ اࠍ੆گ٭گ٭۰ اඹජ৙৑اء ڣݱܭ ஓ୷ܝ݆
d 2 A(x)

d x2
− A(x)

(
dϕ(x)

d x

)2

=−p2

ℏ2
A(x)

2i
d A(x)

d x

dϕ(x)

d x
+ i A(x)

d2ϕ(x)

d x2
= 0

ይዧފأ۰ ሒᇃ؇اܳټ ا৖৑ނٺگ؇ق ᆇᆅ؆࿓؇ل ܳٷ؇ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ਊಸޔء، ଫଃ؞ਐಾ ألݯً؇ A(x) ڣ؆ن ਊಸޔء، ଫଃ؞ਐಾ V (x) أن ؇ஓ୾
اܳޚިر ᄭᄟ݁أ؇د ོྟފޔ ،ዻዧᄳᄟ ۰༶ཹྥ٭ WKB. ೞಱّگݠ ᆙᆊ؇ت ݆݁ ۰ᆙᆊ ި۱ اܳٺྟފ٭ޔ ۱ڍا .؇਍ಾ؇ً؇ۋފ ሒᇭ d2 A(x)

d x2:ሌᇿإ(
dϕ(x)

d x

)2

= p2

ℏ2



اܳٺگݠ཯ྟ٭۰ اܳޚݠق ۋިل ᆇᅦި݁٭؇ت .4 42ً؇ب

:আॻ༟ ොຶݱܭ اܳأఈఃڢ۰، ۱ڍه Ⴄၽّ݁ܭ ً؊༠ڍ
ϕ(x) =

∫
p(x)

ℏ
d x

اਃ಻Ⴄၽ݁৕৑؇ت ذات ఋዳዧَޙ۰݄ WKB ೞಱّگݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ،ሒᇧިᆇᅀܳوا ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ඔ൹اܳިݬڰ ඔ൹ً ๤ཏ෠ູ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه
గጻዧިڢؕ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ّ؞ଫଃه ݁أڎل إن ۋ٭ت ،۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᄭᄟ৖৑د ᆇ໲໕ܭ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ޗިر ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .ଫଃاܳٺ؞ اܳٴޚ٭۰٪

ܳٺݱٴں: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފ٭ޔ ஓ୷ܝٷٷ؇ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ. ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ؕ݁ ݁ٴ؇๤ཇةً ਐಱިاڣݑ
d

d x

(
A2 dϕ(x)

d x

)
= 0

أن: ೞಾଫଐل ۱ڍا، و݆݁
A2 dϕ(x)

d x
=೑ಸ؇ٔ=C

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ଫଃ؞ਐಾ A(x) ۰༥ިৎ৊ا ݿأ۰ أن َڰଫଐض ۋگ٭ࠔࠫ. ༟ڎد ި۱ C ۋ٭ت

A(x) =
√

ℏC

p(x)
= A(x0)

√
2p(x0)√

p(x)

.۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳوط ݆݁ ݆ஓ୷৙৑ا ೞ಻؇੊اࠍ ૰ُ૏ٺݑ ۋ٭ت
:ঌॻل პაႰ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ا৚৑ن ஓ୷ܝٷٷ؇

ψ(x) = A(x)e
(

i
ℏ

∫
p(x)d x

)

:ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا لݱٴں اܳފ؇ًگ۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ً؇ݿٺ༱ڎام

ψ(x) = A(x0)

√
p(x0)

p(x)
exp

(
i

ℏ

∫x

x0

p(x)d x

)
:ሌᇿإ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ོྟފ٭ޔ ڣ٭݄ܝ݆ ،ψ(x0) = A(x0) ؜ਵڣٷ؇ إذا

ψ(x) =ψ(x0)

√
p(x0)

p(x)
exp

(
i

ℏ

∫x

x0

p(x)d x

)
ًިاݿޚ۰: ّأޚް x اৎ৊ިڢؕ ሒᇭ اࠍ੊ފࡗࡲ وۏިد اۋٺ݄؇ل ঒়؇ڣ۰

P (x) = |ψ(x)|2 ∝ 1

p(x)
= 1

mv(x)
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۰༟๤ཏܳا ؕ݁ ༟ܝފ٭ً؇ ོྥٷ؇ݿص اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ඔ൹݁أ ݁ިڢؕ ሒᇭ اࠍ੊ފࡗࡲ আॻ༟ اܳأټިر اۋٺ݄؇ܳ٭۰ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
๤ངلأ۰. ᄎცරඞ ሒᇭ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ أݬأص لܝިن اࠍ੊ފࡗࡲ ݁ިڢؕ ොູڎࢴࣖ أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ، اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰
཯ྥٷ؇ݿص ݁ٷޚگ۰ أي ሒᇭ اࠍ੊ފࡗࡲ لگݯ٭۬ اᄳᄟي اܳިڢب أن ۋ٭ت اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰، اܳٺިڢأ؇ت ؕ݁ ਐಱިاڣݑ ۱ڍا
اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. لأ٭۰ اܳٺިز ᄭᄟاᄴፁዧ ݁ލ؇ً۬ ႟ၽ૰૖ ๤ཡਐಱف P (x) ،ዻዧᄳᄟ اৎ৊ٷޚگ۰. ጥ጑ّ ሒᇭ ๤ང؜ٺ۬ ؕ݁ ༟ܝފ٭ً؇

݁أݠوض: ި۱ პაႰ ނڎࢴࣖ ਊಸޔء ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݿأ۰ ଫଃ؞ਐಾ أن ෠ຬص ৎ৊؇ذا ߖߵى
ψ(x) ∝ 1√

p(x)
∝ 1p

v(x)

لܝࠕࠫ. ؇ஓ୾ ଫଃاܳٺ؞ وًޚ٭۰٪ ۰ᆇᅦ؇َ ᄭᄟدا V (x) ّܝިن ۋ٭ت ۏ٭ڎاً ؇ًਊಱّگݠ WKB ೞಱّگݠ لܝިن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ؔܙك ո٢ر݊ݦي ֵؠ١ ܈ۑ 5 .4
اৎ৊ٺأڎدة ఋዳዧَޙ۰݄ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ ݁أ٭ص ஓ஄ټ٭ܭ ሌᇿإ ۱؇رߙߵي ೞಱܳٺگݠ ᄭᄥٔ؇݄ٺৎ৊ا اܳޚٴ٭أ۰ ّޝدي
ይዧٺ݄؇ٔܭ اৎ৊ݯ؇دة اܳޚٴ٭أ۰ ༇ံد ఈః༠ل ݆݁ ّگڎم ොູگ٭ݑ ቕቆ ݿఈఃߙߵ، ۏިن ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت وًڰݯܭ اࠍ੊ފ٭݄؇ت.
دوఈః༚س ሌᇿإ ً ૭૙ٴ۰ ا৙৑ݿߺࠊب ۱ڍا ᆙُᆊ޶ وڢڎ ۱؇رߙߵي-ڣިك. ೞಱّگݠ ّޚިߌߵ ሌᇿإ أدى ؇ᆙᆘ ،۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ

ڣިك. ଫଃஓ୷دఈఃوڣ ۱؇رߙߵي
ا৕৑ܳـܝଫଐون إ༡ڎاਃು؇ت ஓ஄ټ٭ܭ لࡤࡲ .۰ᆙᆊ؇༡ إܳـܝଫଐون ႟၍ دوران إ༡ڎاਃು؇ت ଫଊّأٺ ۱؇رߙߵي-ڣިك، ዛኡھ ሒᇭ
ᄭᄟدا ਍ಸ؇ء ஓ୷ܝ݆ ،ϕi (⃗r s) اܳڰݠدل۰، ا৕৑ܳـܝଫଐون ݁ڎارات ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ اᄴᄟوران. ஓ஄ټܭ si ۋ٭ت ،⃗ri si ًـ

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ إܳـܝଫଐوَ؇ت ܳأڎة ݁ިۏ٭۰

ψ(⃗r1s1, r⃗2s2, r⃗3s3, . . . ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(⃗r1s1) ϕ1(⃗r2s2) · · · ϕ1(⃗rM sM )
ϕ2(⃗r1s1) ϕ2(⃗r2s2) · · · · · ·... ... . . . ...
ϕM (⃗r1s1) · · · · · · ϕM (⃗rM sM )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ اܳݱۜ٭ں اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ દઊިاܳٺܝ ۱ڍا لݯ݄݆ ݿఈఃߙߵ. ො੼ڎد ྾ང؇ً اৎ৊ިۏ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ۱ڍه ّأُݠف
؜ٷ۬ ཯ྡྷٺھ ؇ᆙᆘ اৎ৊ڎار، َڰݴ إܳـܝଫଐوَ؇ن اۋٺܭ إذا أَ۬ ا௱௯௫ڎد દઊިّܝ لݯ݄݆ ఈዳዧݿྥٴأ؇د. ሒᇿو؇ً ৎ৊ٴڎأ وڣگً؇
إܳـܝଫଐوَ؇ن اۋٺܭ إذا وً؇ৎ৊ټܭ، ݬڰݠاً. لݱٴں - ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ሒᇿ؇وً؇ܳٺ - ا௱௯௫ڎد ڣ؆ن ،ඔ൹݁ٺޚ؇ًگ ඔ൹ݬڰ وۏިد
દઊިدᆇᅦ وۏިد ૭૖ྟص ألݯً؇ ๮ཇఈఃਐಱ ا௱௯௫ڎد ڣ؆ن ،⃗ri si = r⃗ j s j أن ปฃأஓ୾ اৎ৊أ݄ܾ، اܳڰݯ؇ء ሒᇭ اܳٷگޚ۰ َڰݴ
ሒᇭ ଫଃّ؞٭ ؜ٷ۬ ཯ྡྷٺھ ؇ᆙᆘ ا௱௯௫ڎد، ሒᇭ દઊިدᆇᅦ ਊಾ؇دل ؕ݁ ዻዧذ ਐಱިاڣݑ ،ඔ൹َوଫଐإܳـܝ ਊಾ؇دل لࡤࡲ ؜ٷڎ݁؇ .ඔ൹݁ٺޚ؇ًگ

ا௱௯௫ڎد. إނ؇رة
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཯ྟފޔ ؇ᆙᆘ ،۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄴᄟ ይዧٺ݄؇ٔܭ اৎ৊ݯ؇دة اܳޚٴ٭أ۰ ؇ًਃಮ؇ّܹگ ཯ྥٺٴؕ َ۬৙৑ ይዧ؞؇ل۰ ݁ڰ٭ڎاً ݿఈఃߙߵ ො੼ڎد ଫଊلأُٺ
اܳޚ؇ڢ۰ ܳٺگ٭ࡗࡲ ݿఈఃߙߵ ො੼ڎد اݿٺ༱ڎام ؜ٷڎ .ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اৎ৊ٺأڎدة ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت أَޙ۰݄ ۋފ؇ب
۱؇رߙߵي- ݁أ؇د৖৑ت ݆݁ اৎ৊ڎارات اݿྥٷٺ؇ج ஓ୷ܝٷٷ؇ اৎ৊ڎارات، ଫଃّأ٭ আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ اၯၽܳ٭۰ ۰ਃ಻وଫଐܳـܝ৕৑ا
اݿྥٴأ؇د ݁ٴڎأ ஓ୾ިۏص اఈዳዧزم اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ و݁ݯ؇د ม฀݁ިܳިاܳـܝ اܳٺڰ؇༟ܭ ݆݁ ً ఈ႙၍ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ༇ံࣖࣁ ڣިك.

ݿఈఃߙߵ. ො੼ڎد ఈః༠ل ݆݁ ؜ٷ۬ ଫଊُلأ واᄳᄟي ،ሒᇿو؇ً
ݬ٭؇ؗٺ۬: ݁أُ؇د وݬژ ঌॻل ڣ٭݄؇

**:(ρ) ۰ਃ಻وଫଐܳـܝ৕৑ا اܳލۜٷ۰ **঒়؇ڣ۰ .1 ۱؇رߙߵي-ڣިك:** وਃ಻Ⴄၽ݁ᎂ؇ت **݁أ؇د৖৑ت

ρ(⃗r ) =
M∑

j=1

|ϕ j (⃗r )|2

.⃗r اৎ৊ިݪؕ ሒᇭ إܳـܝଫଐون أي وۏިد اۋٺ݄؇ل ঒়؇ڣ۰ ۱ڍه ஓ஄ټܭ
**:(ρi

HF ) اৎ৊ڎار আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة اܳٺٴ؇دܳ٭۰ اܳލۜٷ۰ **঒়؇ڣ۰ .2

ρi
HF (⃗r , r⃗ ′) =

∑M
j=1ϕ

∗
j (⃗r ′)ϕi (⃗r ′)ϕ∗

i (⃗r )ϕ j (⃗r )

ϕ∗
i (⃗r )ϕi (⃗r )

ل۰ ۏ۱ިݠ ሒሃو اৎ৊݄؇ٔܭ، اᄴᄟوران ذات ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت ඔ൹ً اܳٺٴ؇دܳ٭۰ اܳٺڰ؇ఈః༟ت ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ اൠശܳ؇ڣ۰ ۱ڍه ّ؊༠ڍ
.۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ሒᇭ اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ݁ݯ؇د আॻ༟ ࠯࠵࠺ڰ؇ظ

**:(VH) ۱؇رߙߵي أو ܋ިܳި݁ص ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ** .3

VH (⃗r ) =
∫

ρ(⃗r ′)e2

|⃗r − r⃗ ′| d 3r ′

ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت. ඔ൹ً ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ௧ௌਃಾ؇اܳـ۳᠌ݠوݿٺ اܳٺڰ؇༟ܭ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ا ۱ڍه ஓ஄ټܭ
**:(Vi x) اܳٺٴ؇دل ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ** .4

Vi x (⃗r ) =−
∫

ρi
HF (⃗r , r⃗ ′)e2

|⃗r − r⃗ ′| d 3r ′

ይዧٺ݄؇ٔܭ ݁ݯ؇دة ّܝިن มฆܳوا ً؇ܳڰݠ݁٭ިَ؇ت، اࠍ੅؇ݬ۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ اܳٺٴ؇دܳ٭۰ اܳٺڰ؇ఈః༟ت ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ ۱ڍه ّ؊༠ڍ
اࠍ੊ފ٭݄؇ت. ਊಾ؇دل ොູب

**:۰෠ູ؇اܳٷ ۱؇رߙߵي-ڣިك ᄭᄟ݁أ؇د**(
−ℏ2∇2

2m
+VN (⃗r )+VH (⃗r )+Vi x (⃗r )

)
ϕi (⃗r ) = Eiϕi (⃗r )
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ا৕৑ܳـܝଫଐون ඔ൹ً اܳٺڰ؇ఈః༟ت ݆݁ ً ఈ႙၍ ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ ا༠৙৑ڍ ؕ݁ ،ϕi ݁ڎار ႟ၽܳ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ༡ܭ ෠ຬص
اܳٺٴ؇دل. ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ୾ وا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت، واܳٷިاة

**:(EHF ) ୒ୖ؇رߙߵي-ڣިك اၯၽܳ٭۰ ۰ਃ಻وଫଐܳـܝ৕৑ا **اܳޚ؇ڢ۰

EHF =
M∑

i=1

Ei − 1

2

∫
ρ(⃗r )VH (⃗r )d 3r − 1

2

M∑
i=1

∫
ϕ∗

i (⃗r )ϕi (⃗r )Vi x (⃗r )d 3r

اৎ৊ݞدوج ይዧأڎ ۰༲ۜ݁ݱ ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت، ඔ൹ً اܳٺڰ؇ఈః༟ت ਵਦا༟؇ة ؕ݁ ۰ਃ಻وଫଐܳـܝ৕৑ا اܳޚ؇ڢ۰ اܳݱ٭؞۰ ۱ڍه ّأܝݴ
واܳٺٴ؇دܳ٭۰. اܳـܝިܳި݁ٴ٭۰ اਃ಻Ⴄၽ݁৕৑؇ت ሒᇭ ይዧٺڰ؇ఈః༟ت

وᎂدارة ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ሒᇭ ݁ٴ؇๤ཇة اࡺ࢘ࢦ؇ٔܭ ݁ݯ؇د ࿓؆د༠؇ل ۱؇رߙߵي ዛዊܳھ ً ّޚިߌߵا ۱؇رߙߵي-ڣިك ೞಱّگݠ ّأڎ
ࢻࣖڢ۰ وܳـܝ݆ ً ఈఃڢܹ٭ ّأگ٭ڎاً ଫ଒أ܋ ᄩᄥأ෠ຬ ؇ᆙᆘ ا৕৑ܳـܝଫଐوَ؇ت، ݁ٺأڎد َޙ؇م ሒᇭ اܳٺڰ؇ఈః༟ت ඔ൹ً اৎ৊أگڎ اܳٺڰ؇༟ܭ
وޗܹص ّأگ٭ڎ আॻ༟ ࢴࣖل ؇ᆙᆘ ݁أ؇د৖৑ت، M ؜ٷ۬ ཯ྡྷٺھ ݁ڎارات M ܳـ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ༡ܭ .ଫଊأ܋ أݿ؇ݿ٭۰
۱؇رߙߵي-ڣިك لگ۰ ޗݠ ሒᇭ اܳٺ݄۠٭ؕ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ܋٭ڰ٭۰ ሒᇭ ଫଃ܋ٴ ڣݠق ۱ٷ؇ك ۱؇رߙߵي-ڣިك. لگ۰ ܳޚݠ ሒᇀ؇ۋފ
ا৕৑ݪ؇ڣ۰ ۱ڍه .i = j ۋ٭ت اܳأٴ؇رات ۱؇رߙߵي-ڣިك ᆇ໶໢٭أ؇ت ૰૜݄ܭ ොູڎࢴࣖاً، ۱؇رߙߵي. لگ۰ ًޚݠ ݁گ؇ر۰َ
܋ިܳި݁ص. ᆇ໶໢٭ؕ ሒᇭ ሐᇭႤၽ݁ ݁ݱޚܹں ࿓؆ܳ؞؇ء i = j ܳـ اৎ৊گ؇ًܭ اܳٺٴ؇دل ݁ݱޚܹں لگިم :؇ًᆙᆊ؇༡ ؇ً༲ّݱۜ٭ ّأܝݴ

ఇዳዧܳـܝଫଐون. ሒᇆاᄳᄟا ይዧٺۜ۠ࡗࡲ Ⴈ၍ܳ٭۰ واܳٺٴ؇دل ܋ިܳި݁ص ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ݆݁ ႟၍ ሒᇭ i = j ݁ݱޚܹں ๤ཏُلڰ
أي ܳٺ۠ٷص اܳڰۜݧ، ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ሒᇭ ۰ᆇᆅ؇ފৎ৊ا ݆݁ ً ۰༡ا๤ཛྷ ا৕৑ܳـܝଫଐون اݿྥٴأ؇د لࡤࡲ ۱؇رߙߵي، ዛኡھ ሒᇭ
ࢻࣖڢ۰ ܋ިܳި݁ص ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اܳٺۜ۠ࡗࡲ ۱ڍا إܳ؞؇ء لࡤࡲ ۱؇رߙߵي-ڣިك، إޗ؇ر ሒᇭ ً؇ৎ৊گ؇ًܭ، .ሒᇆذا ّڰ؇༟ܭ
۱ٷ؇ك ݿٺܝިن ࢻࣖڢ۰، ا৕৑ܳ؞؇ء ۱ڍا ොຬڎث ቕረ إذا اܳٺٴ؇دل. ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اܳٺۜ۠ࡗࡲ ݁ݱޚܹں ًިاݿޚ۰
ܳޚ؇ڢ۰ دڢ٭ݑ ଫଃ༚ ّگڎߌߵاً ஓ୷ټܭ َ۬৙৑ ڣ٭۬ ਵਦؗިب ଫଃ༚ ਵਦأ و۱ި اၯၽܳ٭۰، اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ "۰ਃಾاᄳᄟا "اܳޚ؇ڢ۰ ۰ᆇᆅ؇݁ފ

َڰފ۬. ؕ݁ اܳٺڰ؇༟ܭ ૭૖ྟص ا৕৑ܳـܝଫଐون
ਐಱݯ݄݆ ،ዻዧᄳᄟ ً ۰༶ཹྥ٭ ً؇৕৑ܳ؞؇ء. اࠍ੅؇ݬ٭۰ ۱ڍه اܳٺٴ؇دل ۰ਃ಻Ⴄၽ݁৕৑ اܳٺگݠ཯ྟ٭۰ ا৙৑ނႤၽل ّޙ۳ݠ ৖৑ ؇݁ ༚؇ܳٴً؇
۱؇رߙߵي- ܳޚ؇ڢ۰ دڢ٭ݑ ّگڎߌߵ ሌᇿإ ܳߺࠊݬިل إزاܳٺ۬ ෠ຬص واᄳᄟي ،۰ਃಾاᄳᄟا ይዧޚ؇ڢ۰ ؇ً࿖ި݁ܝ ا௱௯௫ފ۰ًި اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

ڣިك.
اࠍ੊ފ٭݄؇ت اৎ৊ٺأڎدة ఋዳዧَޙ۰݄ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۰༥ި݁ ᄴᄟوال ؇ًਊಱّگݠ ۱؇رߙߵي-ڣިك ۰༥ި݁ دوال ଫଊّأٺ
྾ང؇ً ؇ዛዀܳإ ૰ُ૜؇ر اࠍ੆ފٴ؇ن ሒᇭ ۱؇رߙߵي-ڣިك لگ۰ ޗݠ ّ؊༠ڍ۱؇ ৖৑ มฆܳا اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ا৖৑ۊٺఈఃڣ؇ت اࠍ੆گ٭گ٭۰.
۰༲اܳݱۜ٭ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ඔ൹ً اܳڰݠق ؇ዛኡأ আॻ༟ ،Ecor r اଫଐܳاًޔ"، "ޗ؇ڢ۰ لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆ اଫଐܳاًޔ. ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت

۱؇رߙߵي-ڣިك: وޗ؇ڢ؇ت ይዧٷޙ؇م
Ecor r = Eexact −EHF

"ޗ؇ڢ۰ ًـ ؇ዛዀܳإ أނ؇ر ۋ٭ت اଫଐܳاًޔ، ܳޚ؇ڢ۰ ا๴དྷܳء ًأݥ "గఒ༟޶" ଫଃ༚ ؇ً༲ܹ݁ݱޚ ڣ٭ٷ݄؇ن ر཯ྥލ؇رد اݿٺ༱ڎم
ّިڣݠ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ دڢ٭گً؇. اܳٺިݬ٭ژ ۱ڍا ଫଊلأُٺ اᆇᅀܳ٭۰. ۱ڍه ොູڎࢴࣖ ݬأ۰ًި ݁ڎى ّޙ۳ُݠ ؇ዛኡ৙৑ ۊڰ٭۰"
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႟ၽ૰૜ اࠍ੅ڰ٭۰ ܳޚ؇ڢ۰ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ߙ߳ال ৖৑ اৎ৊أ؇๤ཛྷة، ا৙৑داء ༟؇ܳ٭۰ اᆇᅀܳٴ٭ިߙߵ أۏ۳ݞة ؕ݁ دڢ۰ ଫ଒أ܋ ۋފ؇ً؇ت
.؇ً࿌ڎොູ



5 ոּب
ڲܙـ١٤ اոჸთل

1 ਗ৻ۑ଄૵

H = p2

2m
+V (r )

اৎ৊ފ؇ڣ۰ আॻ༟ ڣگޔ ّأٺ݄ڎ มฆܳا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ V (r و( ঺঒ܹٺ۬، mو اࠍ੊ފࡗࡲ، ᄎცරඞ ᆇᅒ٭۰ ஓ୷ټܭ p ۋ٭ت
.r اܳލأ؇؜٭۰

َ؇ڢݷ ؟ اܳـଲ୍وي اᆇᅀܳިن ۱ڍ ଫଃٔ؊ّ ොູب ౫౜దݠك ؜ٷڎ݁؇ ሒᇃدورا ࠍ੊ފࡗࡲ ሒᆞݠ੆اࠍ اܳأݞم اොຶ৖৑ڰ؇ظ لࡤࡲ ৎ৊؇ذا
.

2 ਗ৻ۑ଄૵
اෑෂاوي ᄎცݠ੆اࠍ ෑෂۊܾ اܳٺިڢؕ ڢ٭۰݄ ݁ލٺگ۰ أن َޙ۳ݠ أن ߖߵࢴࣖ .H = p2

2m +V (r ) ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ሒᇭ ୍ଲَڰ د؜ިَ؇
.d〈L〉

d t = 0 ݬڰݠ، ૭૜؇وي ܳߺࠊڢب ً؇ܳྡྷފٴ۰
.؇ً࿌وாண ᄭᄥٔ؇݄݁ٺ Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ذو َޙ؇م ሒᇭ ො੼ڰިظ ঌ႓ၽܳا اෑෂاوي ᄎცݠ੆اࠍ زۊܾ أن มฃّأ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه

3 ਗ৻ۑ଄૵
.ψ আॻ༟ L± ଫଃٔ؊ّ ؜݆ اොຳت ا:

4 ਗ৻ۑ଄૵
.ᄭᄥً؇گৎ৊ا ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ாணواذ ،Lz و L2 ݆݁ ႟ၽܳ ۰ਃಾذا ᄭᄟدا ሒሃ ψ± = N (x ± i y) f (r ) أن أཿྟب ا:

47
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5 ਗ৻ۑ଄૵
.S1 ·S2 = S1zS2z + 1

2(S1+S2−+S1−S2+) أن أޖ۳ݠ :

6 ਗ৻ۑ଄૵
.ሒᆶ؜ލިا ا෠ູ؇ه ሒᇭ و༡ڎة ۬༶݁ٺ ި۱ n̂ ۋ٭ت ،σ · n̂ ይዧأ؇݁ܭ ۰ਃಾاᄳᄟا واৎ৊ٺ۳۠؇ت ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ༡ڎد :

7 ਗ৻ۑ଄૵
.l = 1 و j = 1

2 ܳـ اෑෂاوي اෑෂۊܾ ည৊ܝިَ؇ت ሒᇭިݱڰৎ৊ا اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ আॻ༟ اۋݱܭ :

8 ਗ৻ۑ଄૵
ا৖৑ࢻࣖال ఈః༟ڢ؇ت ม฀ّܹ ،Lz و ،Ly ،Lx اෑෂاوي اෑෂۊܾ ؜ިا݁ܭ ஓُټܭ ஄ มฆܳا اܳٺ؇ܳ٭۰، اৎ৊ݱڰިڣ؇ت أن أޖ۳ݠ ا

اෑෂاوي: ይዧݞۊܾ

Lz = ℏ

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 - Ly = ℏ

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 - Lx = ℏ

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 -
،l = 1 ًـ ᆇᅒި݁٭۰ ᄭᄟ؇੆ࠍ ا৙৑ًأ؇د ሒᇉఈఃٔ ڣݯ؇ء ሒᇭ اෑෂاوي اෑෂۊܾ ည৊ܝިَ؇ت ஓ஄ټ٭ఈఃت ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۱ڍه

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺٴ؇دܳ٭۰ اܳأఈఃڢ؇ت ม฀ّܹ أن ෠ຬص p. اᄳᄟري اৎ৊ڎار ݁ټܭ
[Lx ,Ly ] = iℏLz

[Ly ,Lz] = iℏLx

[Lz ,Lx] = iℏLy

9 ਗ৻ۑ଄૵
:۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟࢻࣖا ݁أޚ؇ة ఇዳዧܳـܝଫଐون ψ ᄭᄟ؇༡

ψ(θ,ϕ) = 1p
2π

sin2θcosϕe iϕ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ݁أޚް ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ݆݁ f (r ) ሒᇼ؇اܳލأ ࠯࠵࠾ݞء اܳٺޚٴ٭ؕ ∞∫๤ཇط

0
| f (r )|2r 2 dr = 1
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z، ا௱௯௫ިر আॻ༟ اෑෂاوي اෑෂۊܾ ݁ܝިن Lz اৎ৊ޝߜߵ ஓ୷ټܭ :ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ Lz ܳگ٭؇س ᄭᄥ݄ٺ௱௯௫ا ༇຀؇اܳٷٺ (أ)
আॻ༟ Lz ّޚٴ٭ݑ ௧ਟྡྷٴ཯ ،Lz ܳگ٭؇س ᄭᄥ݄ٺ௱௯௫ا ༇຀؇اܳٷٺ ܳٺ༲ڎࢴࣖ .Lz =−iℏ ∂

∂ϕ
ًـ لأُޚް ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭو

.Lz ܳـ ۰ਃಾذا ᄭᄟ؇༡ ψ ೑಻Ⴄ၍ إذا ؇ᆙᆘ واܳٺۜگݑ ψ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا
:ψ আॻ༟ Lz ّޚٴ٭ݑ

Lzψ(θ,ϕ) =−iℏ
∂

∂ϕ

(
1p
2π

sin2θcosϕe iϕ

)
ً؇ܳٺڰݱ٭ܭ. ොຳފ؇ً۬ ݿٷگިم واᄳᄟي ،ϕ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اܳٺڰ؇ݪܭ ਐಱޚܹص ۱ڍا

ً؇ݿٺ༱ڎام: Lz ܳـ اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگ٭۰݄ ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ :Lz ܳـ اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگ٭۰݄ ۋފ؇ب (ب)
〈Lz〉 =

∫
ψ∗(θ,ϕ)Lzψ(θ,ϕ)dΩ

.ψ ܳـ اৎ৊ݠاڣگ۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ሒሃ ψ∗ ۋ٭ت

10 ਗ৻ۑ଄૵
أن: ߓߵ۱݆ .σ ݁ܝިَ؇ت ؕ݁ ོྥٴ؇دل B⃗ و A⃗ ۰ਃಮاܳأލިا اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݁ܝިَ؇ت
i (A⃗ · σ⃗)(B⃗ · σ⃗) = A⃗ · B⃗ + i σ⃗ · (A⃗× B⃗)
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6 ոּب
ਗ৻رոࠗا߫ࠉ ຒݫݻل

1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ۊݱ؇فݧ ܳڰ۳ܾ ྾ང؇༡ ਵਦأ ෛ੼ٺܹڰ۰ ݁أ؇ఈః݁ت ඔ൹ً اৎ৊ٴُ؇د৖৑ت ොູܹ٭ܭ اᆇᅀܳ٭۰، Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ሒᇭ

.V (r ) واࠍ۳੊ڎ p2 اෑෂۊܾ ஓ୾ݠًؕ ؇݄ዛውڢఈః༟و ،L اෑෂاوي واܳأݞم ،H ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ሒᇭ ਍಻ޙݠ ۱ٷ؇،
[pz ,Lx] = py ،[py ,Lx] =−pz - [px ,Lz] =−py - [px ,Ly ] = pz - [px ,Lx] = 0 -

[p2
y ,Lx] =−py ·pz −pz ·py - [p2

x ,Lx] = 0 - :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ Lx ؕ݁ p2 ݁ٴُ؇دل ۋފ؇ب لࡤࡲ -
ሌᇿإ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ ۋފ؇ً؇ت وّޝدي .[p2,Lx] = 0 اܳگࡗࡲ، ۱ڍه ؕᆇ໶ໜ - [p2

z ,Lx] = pz ·py +py ·pz -
.[p2,Lz] = 0 و [p2,Ly ] = 0

[H ,L] = 1
2m ([p2,Lx]+ [p2,Ly ]+ [p2,Lz])+ - ෠ຶڎ: ،H = 1

2m p2 +V (r ) আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء -
اܳލأ؇؜٭۰ اৎ৊ފ؇ڣ۰ আॻ༟ V (r ) لأٺ݄ڎ (ۋ٭ت [V (r ),L] = 0 و [p2,L] = 0 ৙৑ن َޙݠاً - [V (r ),L]

.[H ,L] = 0 أن ૭૙ྥٷٺھ اෑෂاوي)، اܳأݞم ؕ݁ ሒᇼ؇اܳލأ ۬༶ٺৎ৊ا ਊಾ؇دل لࡤࡲ و ڣگޔ،
ሒᇭ أَ۬ ሌᇿإ ଫଃ૰ُ૜ أݿ؇ݿ٭۰ ۰༶ཹྥ٭ ۱ڍه ො੼ڰިޖ۰. ᆇᅒ٭۰ ި۱ L اෑෂاوي اܳأݞم أن ሌᇿإ ଫଃ૰ُ૏ [H ,L] = 0 -
اࠍ੆ڰޓ، ۱ڍا ّأݞز dL

d t = [H ,L] = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا - اෑෂاوي. اܳأݞم আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ لࡤࡲ ،؇ً࿌وாண ݁ٺ݄؇ٔܭ ۏ۳ڎ
اܳިڢب. ਵਦور ؕ݁ ଫଃ؞ਐಱ ৖৑ L أن ۰ොෘި݁

2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اෑෂاوي ᄎცݠ੆اࠍ زۊܾ ݆݁ x ည৊ܝިن اܳٺިڢؕ ڢ٭۰݄ ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆

d〈Lx〉
d t

= i

ℏ
〈[H ,Lx]〉

ًިاݿޚ۰: ݁أޚ؇ة Lx و ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ඔ൹ً ᄭᄟٴ؇دৎ৊ا
[H ,Lx] =

[
p2

2m
,Lx

]
+ [V ,Lx]
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:আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ݁ܝިَ؇ّ۬ ሌᇿإ p2 ၟၽَڰ
[p2,Lx] = [p2

x ,Lx]+ [p2
y ,Lx]+ [p2

z ,Lx]

มฆܳوا ،ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اෑෂاوي ᄎცݠ੆اࠍ زۊܾ ࠍ੅ݱ؇فݧ َޙݠاً ݬڰݠ لأُޚް اৎ৊ٴ؇د৖৑ت ۱ڍه ݆݁ وا༡ڎ ႟၍
.[p2,Lx] = 0 ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .ঌ႓ၽܳا اෑෂۊܾ ًؕਵਦ ؕ݁ ོྥٴ؇دل اෑෂاوي ᄎცݠ੆اࠍ زۊܾ ݁ܝިَ؇ت ً؊ن ّگިل

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،Lx = y pz − zpy ଫଃّأٴ ً؇ݿٺ༱ڎام اܳިݪؕ. ޗ؇ڢ۰ ݁ݱޚܹں ሒᇭ ਍಻ޙݠ ا৚৑ن،
[V ,Lx] = [V , y pz − zpy ] = y[V , pz]− z[V , py ]

ًިاݿޚ۰: ّأُޚް اෑෂۊܾ و݁ܝިن اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ඔ൹ً ᄭᄟٴ؇دৎ৊ا أن ۋگ٭گ۰ ً؇ݿٺ༱ڎام

[V , p j ] =− iℏ
∂ j

(∇V ) j

:؇਍ಱᄴᄟ ، j = y, z ܳـ
[V , pz] =− iℏ

∂z
(∇V )z , [V , py ] =− iℏ

∂y
(∇V )y

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

[V ,Lx] = y

(
− iℏ
∂z

(∇V )z

)
− z

(
− iℏ
∂y

(∇V )y

)
=−iℏ

∂
(y(∇V )z − z(∇V )y )

[V ,Lx] =− iℏ
∂

(r× ،V وࣁࣖرج r اৎ৊ިڢؕ ۬༶݁ٺ ඔ൹ً اܳٺگ؇ޗؕ ࠍ੊ڎاء x ᆇᅒܝިن ۱ڍا আॻ༟ اܳٺأݠف ஓُܝ݆ ୷
.∇V )x

ؕ݁ و݁ٺިازي ሒᇼ؇ނأ ႟ၽ૰૖ ଫଃ૰૏ ∇V ࣁࣖرج ڣ؆ن ،V (r ) ؇ً࿌وாண ᄭᄥٔ؇݄݁ٺ Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ V ೑಻Ⴄ၍ إذا
ݬڰݠ: لأޚ޶ ݁أ۬ ݁ٺިازي ۬༶و݁ٺ ۬༶݁ٺ أي ඔ൹ً اܳٺگ؇ޗؕ ༥ڎاء .r

r×∇V = 0

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
[H ,Lx] = 0 [H ,Ly ] = [H ,Lz] = 0

،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
d〈L〉
d t

= 0
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3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اෑෂاوي اෑෂۊܾ ༟؇݁ܭ ؕ݁ ؇۳ܹ༟؇ّڰ ሒᇭ ਍಻ޙݠ د؜ٷ؇ ،ψ ᆇᅒި݁٭۰ ᄭᄟ؇༡ আॻ༟ L− و L+ اܳފُ޺ّ޾ ؜ިا݁ܭ ଫଃٔ؊ّ ܳڰ۳ܾ

:আॻ༟ ොຶݱܭ L±ψ ۰༶ཹྥ٭ আॻ༟ Lz ّޚٴ٭ݑ ؜ٷڎ .Lz

Lz(L±ψ) = (LzL±)ψ

:আॻ༟ ොຶݱܭ اෑෂاوي، اෑෂۊܾ وۊݱ؇فݧ اৎ৊ٴ؇دل ً؇ݿٺ༱ڎام ۱ڍا ّިݿ٭ؕ ؜ٷڎ
Lz(L±ψ) = (LzL±−L±Lz +L±Lz)ψ= ([Lz ,L±]+L±Lz)ψ

:ዻዧᄳᄟ ،±ℏL± ૭૏؇وي [Lz ,L±] اৎ৊ٴ؇دل أن لأُݠف اෑෂاوي، اෑෂۊܾ ଫଊ༥ ݆݁
Lz(L±ψ) = (±ℏL±+L±Lz)ψ

:؇਍ಱᄴᄟ ،mℏ ۰ਃಾذا ًگ٭۰݄ Lz ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ذات ᄭᄟدا ሒሃ ψ أن ً؇ڣଫଐاض
Lz(L±ψ) = (±ℏL±+mℏL±)ψ= (m ±1)ℏ(L±ψ)

আॻ༟ .±ℏ ًـ ݁ٺ؞ଫଃة ۰ਃಾذا ًگ٭۰݄ وܳـܝ݆ ،Lz ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ذات ᄭᄟدا ألݯً؇ L±ψ أن ّޙ۳ُݠ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه
L− و L+ আॻ༟ ੯੩ُلޚ اܳފྟص، و୒ୖڍا .ℏ ًـ ؇۳ጝ጑ّگ L− ྘ྲྀٷ݄؇ ℏ ًـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ߙ߳ࢴࣖ L+ اܳٺ༲ڎࢴࣖ، ۬༥و
اܳأڎد ّگܹ٭ܭ أو ل؇دة ߓ߳ اෑෂاوي اෑෂۊܾ ݆݁ z اည৊ܝިن আॻ༟ ّޝߜߵ ሒሃو ،ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ واࠍ੅ڰݥ اෂීڣؕ ؜ިا݁ܭ

ًިا༡ڎة. m اᆇᅀܳ޶

4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
۰ਃಾاᄳᄟا وڢ٭۳݄݄؇ ،Lz و L2 اෑෂاوي اෑෂۊܾ ܳأިا݁ܭ ۰ਃಾذا ᄕცوال ψ− و ψ+ ᄭᄟاᄴᄟا ๤ཇح وّިݪ٭ں ܳٺྟފ٭ޔ

ෛຳޚިة. ۊޚިة ਐ಻گڎم د؜ިَ؇ ،ᄭᄥً؇گৎ৊ا
ل۰: ாணو ༡؆࿓ڎاਃು؇ت ؇ዛዊ؜ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ x − i y و x + i y اৎ৊ݠ܋ٴ۰ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت

x + i y = r sinθ(cosϕ+ i sinϕ) = r sinθe iϕ

x − i y = r sinθ(cosϕ− i sinϕ) = r sinθe−iϕ

Y −1
1 و x + i y ؕ݁ ਐಾިاڣݑ Y 1

1 ل۰ اܳـଲ୍و ᄭᄟاᄴᄟا ل۰. اෑෂاو ل۰ اܳـଲ୍و ً؇ᄴᄟوال ଫ଒أ܋ ଫଃً؇اܳٺأ ۱ڍه رًޔ ஓ୷ܝ݆
:x − i y ؕ݁

x + i y =−
√

8π

3
r Y 1

1 , x − i y =
√

8π

3
r Y −1

1

ψ+ =−N

√
8π

3
r f (r )Y 1

1
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ψ− = N

√
8π

3
r f (r )Y −1

1

݁أݠوڣ۰: ّ؊ଫଃٔات Lz و L2 اෑෂاوي اෑෂۊܾ ܳأިا݁ܭ ،Y m
l ل۰ اෑෂاو ل۰ اܳـଲ୍و ᄴፁዧوال ً؇ܳྡྷފٴ۰

L2Y m
l = l (l +1)ℏ2Y m

l , LzY m
l = mℏY m

l

:m =±1 و l = 1 ܳـ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
L2ψ+ = 2ℏ2ψ+, Lzψ+ = ℏψ+

L2ψ− = 2ℏ2ψ−, Lzψ− =−ℏψ−
و 2ℏ2 ሒሃ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ،ψ− ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ ℏ و 2ℏ2 ሒሃ ψ+ ܳـ Lz و L2 ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ

.ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ −ℏ

5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:S2 و S1 اᄴᄟوران ঌॻ݁؇ܳأ اܳٷگޚ޶ اࠍ੊ڎاء ሌᇿإ ً؇ܳٷޙݠ ܳٷٴڎأ

S1 ·S2 = S1xS2x +S1y S2y +S1zS2z

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ݁أُݠڣ۰ S2x و S1x ݁ܝިَ؇ت
S1x = S1++S1−

2
, S2x = S2++S2−

2

:আॻ༟ ොຶݱܭ S1xS2x ༥ڎاء ّިݿ٭ؕ ؜ٷڎ
S1xS2x = S1+S2++S1+S2−+S1−S2++S1−S2−

4

:ঌॻل პაႰ ஓ஄ټ٭۳ܹ؇ ஓ୷ܝ݆ y، గጻዧܝިَ؇ت ً؇ܳྡྷފٴ۰
S1y = S1+−S1−

2i
, S2y = S2+−S2−

2i

S1y S2y =−S1+S2++S1+S2−+S1−S2+−S1−S2−
4

أن: ෠ຶڎ ،S1 ·S2 ଫଃّأٴ ሒᇭ ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه إد༠؇ل ؜ٷڎ
S1 ·S2 = S1zS2z + S1+S2−+S1−S2+

2

z ؇ዛኤ؇َި݁ܝ ݆݁ ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ݆݁ اᄴᄟوران ܳأިا݁ܭ اܳٷگޚ޶ اࠍ੊ڎاء ਐಱܝިن ܋٭ژ ّޙ۳ُݠ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه
.؇ዛኞ اࠍ੅؇ݬ۰ اܳފ޺޾ ؜ިا݁ܭ ඔ൹ً واܳٺڰ؇ఈః༟ت
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6 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:؇਍ಱᄴᄟ

(σ · n̂)2 = (σxnx +σy ny +σznz)2 = 1

.χn− و χn+ ًـ ۰ਃಾاᄳᄟا اৎ৊ٺ۳۠؇ت ૭૙݄޶ د؜ٷ؇ .±1 ሒሃ σ · n̂ ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
اৎ৊ٺ۳۠؇ت: ྲྀྟٷ؇ء َگިم ،χn± ܳٺ༲ڎࢴࣖ

1

2
(1+σ · n̂)χ

1

2
(1−σ · n̂)χ

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۱ڍه ݆݁ ႟၍ আॻ༟ σ · n̂ ૰૜؞٭ܭ ؜ٷڎ .ሒᆶ؜ލިا دوران ۬༶݁ٺ ި۱ χ= a+χ++a−χ− ۋ٭ت
:আॻ༟ ොຶݱܭ

σ · n̂

(
1

2
(1+σ · n̂)χ

)
= 1

2
(1+σ · n̂)χ

σ · n̂

(
1

2
(1−σ · n̂)χ

)
=−1

2
(1−σ · n̂)χ

اৎ৊أ؇دܳٺ؇ن: ۱؇ّ؇ن ّݱٴں ،χ=χ+ ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰
1

2
(1+σ·n̂)χ+ = 1

2
(1+σxnx+σy ny+σznz)χ+ = 1

2
(χ++nxσxχ++nyσyχ++nzσzχ+)

= 1

2
[(1+nz)χ++ (nx + i ny )χ−]

1

2
(1−σ · n̂)χ+ = 1

2
[(1−nz)χ+− (nx + i ny )χ−]

૭૖٭ޚ۰. ّأٴଫଃات ً؇ݿٺ༱ڎام σ · n̂ ይዧأ؇݁ܭ ۰ਃಾاᄳᄟا اৎ৊ٺ۳۠؇ت ොູڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆ ܋٭ژ ّޙ۳ُݠ اܳأ݄ܹ٭۰ ۱ڍه

7 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ڢࡗࡲ .1/2 و −1/2 ّܝިن มฆܳوا ، j و − j ሒሃ m′ و m اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ ا༟৙৑ڎاد ڣ؆ن ، j = 1/2 ܳـ
݁ݱڰިڣ۰ .ℏ/2 و mℏ=−ℏ/2 ሒሃ Jz ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳگࡗࡲ ، j ( j +1)ℏ2 = 3ℏ2/4 ًـ ّأُޚް J 2 ܳـ ۰ਃಾذا

:ሒሃ J 2(
3ℏ2/4 0

0 3ℏ2/4

)
.I ل۰ ިୖ୒ا ݁ݱڰިڣ۰ ሒᇭ ๤ཟ݁و۰ً 3ℏ2/4 ّܝިن มฆܳوا
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:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ Jz ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ ،ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ لگ۰ )ًޚݠ
ℏ/2 0

0 −ℏ/2

)
.σz ሒᇿިً ݁ݱڰިڣ۰ ሒᇭ ๤ཟ݁و۰ً ℏ/2 ّܝިن มฆܳوا
ًـ: ّأُޚް ،J− و J+ واࠍ੅ڰݥ، اෂීڣؕ ؜ިا݁ܭ

J+ = ℏ
(
0 1
0 0

)
, J− = ℏ

(
0 0
1 0

)

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ොފص ُູ ،Jy و Jx y، و x و݁ܝިَ؇ت

Jx = ℏ
2

(J++ J−) = ℏ
(
0 1
1 0

)
, Jy = ℏ

2i
(J+− J−) = ℏ

(
0 −i
i 0

)
:ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ٭۰ اࡺ࢘ࢦټ٭ఈఃت ڣ؆ن ،l = 1 ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰

L2 = 2ℏ2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Lz = ℏ

1 0 0
0 0 0
0 0 −1



Lx = ℏp
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Ly = iℏp
2

0 −1 0
1 0 −1
0 1 0


ሒᇭ اෑෂاوي اෑෂۊܾ وஓ஄ټ٭ܭ ොູڎࢴࣖ ܋٭ڰ٭۰ لޙ۳ُݠ ؇ᆙᆘ ،l = 1 ܳـ اৎ৊ڎاري ᄎცݠ੆اࠍ زۊܾ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۱ڍه ஓُټܭ ஄

ا௱௯௫ڎدة. اᆇᅀܳި݁٭۰ ا༟৙৑ڎاد ୒ୖڍه ݁ݱڰިڣ٭۰ ݬިرة

8 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
- ,Y 1

1 (θ,ϕ) =
√

3
4π cosθ - :ঌॻل პაႰ ل۰ اܳـଲ୍و ۹ਃ಻ި݁ر؇ୖ୒ا ݁ܝިَ؇ت لژ ّأݠ لࡤࡲ ، ᄭᄟأ؇دగጻዧ وڣگً؇

.Y 0
1 (θ,ϕ) =

√
3

8π sinθe iϕ

:ψ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ሌᇿإ ّޝدي ۱ڍه

ψ(θ,ϕ) =−
√

1

3
(2Y 1

1 (θ,ϕ)+Y 0
1 (θ,ϕ)) f (r )
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ᄭᄥ݄ٺ௱௯௫ا ༇຀؇اܳٷٺ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .m = 0 و m = 1 ؕ݁ l = 1 ሒሃ ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ اᆇᅀܳި݁٭۰ ا༟৙৑ڎاد أن আॻ༟ ࢴࣖل ۱ڍا
.0 و ℏ ሒሃ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه আॻ༟ Lz ܳگ٭؇س

**:Lz ܳـ اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگ٭۰݄ ۋފ؇ب **ب .
اܳڰݯ؇ء: আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ఈః༠ل ݆݁ Lz ܳـ اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگ٭۰݄ اނٺگ؇ق لࡤࡲ

〈Lz〉 =
∫

ψ∗(θ,ϕ)Lzψ(θ,ϕ)r 2 sinθdr dθdϕ

؇ᆙᆘ ل۰، ݁أ٭؇ر ؇ዛኡأ وۋگ٭گ۰ ا৙৑ورٔިَިر݁؇ل ل۰ اܳـଲ୍و ۹ਃ಻ި݁ر؇ୖ୒ا ۊݱ؇فݧ ا৖৑؜ٺٴ؇ر ሒᇭ اܳٺႤၽ݁ܭ ۱ڍا ل؊༠ڍ
اৎ৊ٺިڢأ۰. اܳگ٭۰݄ ۋފ؇ب ཯ྟފޔ

**:ψ ّޚٴ٭ؕ ݆݁ اܳٺۜگݑ **ج .
ا৖৑ۋٺ݄؇ل: ଫଃܳٺڰފ ොේ٭ں ႟ၽ૰૖ ᄭᄟ݁أُڎ ؇ዛኡأ ψ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ّޚٴ٭ؕ ๤ཇط ∫لݯ݄݆

|ψ|2 dr dθdϕ= 1

.ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ا༡ިܳڎة اۋٺ݄؇ل ๤ཇط ᄕცلޝ ؇ᆙᆘ اܳڰݯ؇ء، ႟၍ ଫଊ༟ ل۰ ݁أ٭؇ر ψ أن اܳٺႤၽ݁ܭ ۱ڍا ᄕცلޝ

9 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
**:B⃗ و A⃗ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ؕ݁ ਐಾڰ؇༟ܭ มฆܳا σ ᄴፁዧوران ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ሒᇭ **اܳٷޙݠ

**:σ ᄴፁዧوران ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت لژ **ّأݠ .1
σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
**:ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ؕ݁ A⃗ ۬༶ٺৎ৊ا **ّڰ؇༟ܭ .2

A⃗ · σ⃗= Axσx + Ayσy + Azσz

**:ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ؕ݁ B⃗ ۬༶ٺৎ৊ا **ّڰ؇༟ܭ .3
B⃗ · σ⃗= Bxσx +Byσy +Bzσz

**:ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ሒᇭ اৎ৊ٺݯ݄ٷ۰ اܳٷگ؇ط **༥ڎاء
(A⃗ · σ⃗)(B⃗ · σ⃗)

؜ٷ۬: ܳ٭ྡྷٺھ ،ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ۊݱ؇فݧ ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍ੊ڎاء ۱ڍا ّިݿ٭ؕ ஓ୷ܝ݆
(A⃗ · σ⃗)(B⃗ · σ⃗) = A⃗ · B⃗I+ i σ⃗ · (A⃗× B⃗)
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و A⃗ ۬༶ٺగጻዧ َگޚ޶ ༥ڎاء ި۱ **A⃗ · B⃗ ๴ང؇اܳگ٭ **اࠍ੊ݞء - ل۰. ިୖ୒ا ݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ **I** - ۋ٭ت:
݁ݱڰިڣ؇ت ݿ٭؇ق ሒᇭ ً ఈఃټᆙᆘ ،B⃗ و A⃗ ܳـ اܳٺگ؇ޗؕ ༥ڎاء ਐಱݯ݄݆ **i σ⃗ · (A⃗× B⃗) اৎ৊ٺ۳۠޶ **اࠍ੊ݞء - .B⃗

.i اܳٺۛ٭ܹ٭۰ ا༡ިܳڎة ሒᇭ ً و๤ཟ݁وً؇ ሒᇿو؇ً
A⃗× B⃗ = (Ay Bz − AzBy )x̂ + (AzBx − AxBz)ŷ + (AxBy − Ay Bx)ẑ

**:ሒᇿو؇ً ݁ݱڰިڣ؇ت ۋ٭ت ݆݁ اܳٺڰ؇༟ܭ ༇ံد**
(A⃗·σ⃗)(B⃗ ·σ⃗) = (A⃗·B⃗)I+iσx(Ay Bz−AzBy )+iσy (AzBx−AxBz)+iσz(AxBy−Ay Bx)
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اളൄڲܙز
ا௱௯௫ڎد : det(·)

n ×m اܳٴأڎ ذات اৎ৊ݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ୞୘ : Mn,m(R)
n ×n اܳٴأڎ ذات اৎ৊ݠًأ۰  اৎ৊ݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ୞୘ : Mn(R)

 Mn(R) ሒᇭ ا༡ިܳڎة  : ݁ݱڰިڣ۰ In

A ݁ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل : At

ا৙৑ول اܳٷިع ݆݁ ૭૖ܭ ᄭᄟدا : Jα(·)
ሒᇃ؇اܳټ اܳٷިع ݆݁ ૭૖ܭ ᄭᄟدا : Yn(·)
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