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 م�خص

 ملخص

والدوران والحالات  قمنا في ھذا العمل بالبحث عن طاقات الاھتزاز     

بإدخال قاعدة من الدوال  HBrالمرافقة لھا، لجزيء      

كثیر حدود في مجالات خاصة B-spline على الشكل      

 على معادلة شرودینغر باستعمال كمون مركزي من نوع مورس.    



Abstract 

Abstract 

In our study, we have searched about the energies of vibration 

 and rotation with its states; of the HBr  molecule, we entered 

 a base of function taking the form of B-spline 

 in the Schrodinger équation, using central potential of Morse. 
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Introduction Générale 

L’équation de Schrödinger relative à une molécule n’admet de solution que pour 

une suite discontinue de valeurs appelés « valeur propre » de l’énergie total du système, 

et à chacune de ces valeurs correspond pour l’ensemble des électrons une fonction 

d’onde ψ  caractéristique de leurs distributions, cette suite des valeurs d’énergie 

constitue autant de niveaux d’énergie distincts de molécule. 

L’équation de Schrödinger appliqué à une molécule même très simple est 

inintégrable directement, et on ne peut pas la résoudre qu’indirectement, et essayer de 

lui trouver des solutions approchées. 

Dans ce travail ont essayé de trouver une solution numérique qui permet de 

calculer les énergies de vibrations et de rotations, d’une molécule diatomique HBr, 

pour l’introduction d’une base de fonction B-spline d’ordre « 4 », dans un potentiel 

de type Morse. 

Dans le premier chapitre nous présenterons une étude de l’équation de 

Schrödinger. 

Le seconde chapitre traite le choix du potentiel de Morse. 

Dans le troisième nous exposons les fonctions B-spline et en fini du dernier 

chapitre. 

Nous allons exposés notre étude analytique pour l’introduction des fonctions 

 B-spline, et par la suite l’application numérique de cette étude et en finira par une 

conclusion. 



 

 

2 
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I. Équation de Schrödinger 

Introduction 

La mécanique quantique permet de décrire des molécules à partir du calcul de la 

fonction d’onde totale du système ),( rRψ qui dépend des coordonnées des noyaux 

(notes R) ainsi que de celles des électrons (notes r), la fonction d’onde totale ),( rRψ  
est définie par l’équation de Schrödinger. 

La chimie quantique repose essentiellement sur les méthodes basées sur la résolution 

de l’équation de Schrödinger [1], Qui décrit le mouvement des électrons et des 

noyaux d’un système moléculaire. 

Définition 

L'équation fondamentale à résoudre pour décrire la structure électronique d'un 

système, à plusieurs noyaux (de masse M) et électrons (de masse m), est l'équation 

développée par le physicien autrichien Erwin Schrödinger en 1925 ; connue 

aujourd’hui sous le nom d’équation de Schrödinger, cette équation dans le cas ne 

dépend pas du temps s’écrit sous la forme suivante [2, 3] : 

(1)H Eψ ψ=
Où : 

H : représente l’opérateur hamiltonien du système considéré (atome, 

molécule ou solide). 

ψ : fonction d’onde. 

E : L’énergie associée. 

 

I.2.Hamiltonien moléculaires  

On Considère une molécule quelconque constituée de n électrons (i = 1, …, j, 

…, n) et N noyaux, voir la figure (1). 
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Figure (1) : cette figure représenté l’hamiltonien d’un système diatomique. 

L’hamiltonien de ce système s’écrit sous la forme [4,1] : 

(2)N e NN ee NeH T T V V V= + + + +
 

Où : 

 eT : Energie cinétique des electrons. 

 
NT : L’énergie cinétique des noyaux. 

    NNV : l’énergie potentielle de répulsion noyaux-noyaux. 

 =    NeV : L’énergie potentielle d'interaction électrostatique entre électron-noyaux. 

     eeV : L’énergie potentielle de répulsion électron-électron [5]. 

 Dans le système d'unité atomique ( 1
4

,1,1
0

2

===
πε
eme ) on peut écrire : 

1
(3)

2

N
A

N
A A

T
M=

∆
= −∑

 

∆ : Le Laplacien en cordonnés cartésiennes s'écrit [6] : 
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              ∆= 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
                         

1
(4)

2

n
i

e
i

T
=

∆
= −∑

 

1

1 (5)
n

ee
i i j iij

V
r= 〈

= ∑∑
 

1 1
(6)

n N
A

Ne
i A iA

ZV
r= =

= −∑∑
 

1
(7)

N
A B

NN
A B A AB

Z ZV
R= 〈

= ∑∑
 

D’où l’hamiltonien d’une molécule s'écrit dans le référentiel (X', Y', Z'): 

'

2 2
'

'
'

1 (8)
2 2

n N
i A A B A

i A N N i A j iA iA ijAB

Z Z ZH
M R r r≠

∇ ∇
= − − + + +∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

 

Ce système microscopique étant régie par les lois de la mécanique quantique, 

son état physique est décrit par une fonction d’ondeψ , solution de l’équation de 

Schrödinger ψψ EH = . Étant indépendant du temps et ne dépend que de la distance 

entre noyaux et électrons, (ne prend pas en compte les effets relativistes, ni les effets 

liés au spin (……spin -orbitale, spin-spin)) 

La résolution de tel système ψψ EH =  est un problème à N+1 corps, 

impossible à résoudre exactement, c’est pourquoi, on est amené à effectuer certaines 

approximations. 
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I.3. Les approximations 

I.3.1. Approximation de Born-Oppenhrimer 

L'approximation de Born-Oppenheimer, fondamental en physique moléculaire, 

est fondue sur le principe relatif à la séparation des mouvements nucléaires et 

électroniques, dans une molécule le noyau peut être considéré comme quasiment 

immobile par rapport aux électrons [7].  

L’énergie cinétique des noyaux est négligée et le terme d'interaction entre 

noyaux est constant [8]. 

En se basant sur cette approximation, on peut découpler le mouvement des 

noyaux de celui des électrons. Ceci permet de deviser l'hamiltonien total du système 

en deux parties, un hamiltonien électronique elH et un hamiltonien nucléaire NNH [9]. 

L'approximation de Born-Oppenheimer permet de traiter séparément les 

mouvements électroniques et nucléaires [10]. 

On peut donc traiter la molécule en séparant les mouvements des électrons et 

des noyaux en supposant que ces derniers sont fixes [10, 11]. 

Ceci nous amène à réécrire le hamiltonien moléculaire sous la forme [12, 13] : 

Avec: 

(9)NN elH V H= +
 

                                                                TN  =0                                                                                                             

1 1 1 1

1 (10)
2

n n N n
i A

el
i i A i i jiA ij

ZH
r r= = = = ≤

∆
= − − +∑ ∑∑ ∑∑

 

I.3.2. Approximation orbitalaire  

Puisque on ne sait pas résoudre l’équation de Schrödinger pour un système à n 

électrons en interaction, une possibilité est de considérer une approximation avec un 

modèle de particule indépendante. Pour ce faire, il faut Supposer que les électrons 
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sont pratiquement indépendants les uns des autres, ce qui permet de simplifier 

l'écriture de la fonction d'onde [14]. 

Elle consiste à écrire la fonction d'onde multiélectronique ψ  sous la forme d'un produit 

de fonctions d’ondes mono électroniques )(i (associées aux électrons i) dénommées orbitales 

moléculaires (OM).  

1 2 3(1) (2) (3).............. ( ) (11)n nψ ψ ψ ψ ψ=
 

Cependant, pour décrire complètement la distribution des électrons, les 

coordonnées de spin doivent être introduites. Le produit d'une fonction d'onde spatiale 

(OM) et d'une fonction de spin )(i  est appelé spin-orbitale [8]. 

( ) ( ) ( ) (12)x i i iψ η=
 

Où : 

)()( ii αη =  ou )(iβ  est l'une des deux fonctions de spin accessible à un électron. Par 

conséquent, pour un système ayant n électrons, la fonction d'onde la plus simple sera 

sous la forme d'un produit des spin-orbitales : 

1 2 3(1) (2) (3)........... ( ) (13)i nx x x x nψ =
 

I.3.3. Approximation LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) 

Le principe de la méthode LCAO repose sur le fait que les orbitales moléculaires 

S’écrivent sous la forme d’une combinaison linéaire d’orbitales atomiques supposes 

connues. 

Pour une molécule, diatomique de la forme AB, l’orbital moléculaire prend la 

forme : 

(14)a a b bC Cφ φ φ= +
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Les orbitales φa et φb représentent les orbitales atomiques pour A et B, et les 

coefficients Ca et Cb sont des réels inconnus et ils sont déterminés par la méthode de 

variation deux orbitales atomiques ne se combinent de façon appréciable que si : 

 Elles se recouvrent bien. 

 Elles sont proches en énergie. 

Plus ces deux facteurs sont importants, mieux se fera la combinaison entre les 

deux orbitales atomiques, ce qui donne lieu à deux orbitales moléculaires. Du fait de 

la complexité des fonctions d’onde admissible [14, 15, 16]. 

I.4.Equation de Schrödinger dans un potentiel central 

Un potentiel central, c'est-à-dire une énergie potentielle qui ne dépend que de la 

distance r de l’origine :  

                            V (r) = V (r).                                                 (15) 

Pour une particule de masse µ ,l’équation des étate stationnaires s’écrite : 

( ) ( ) ( ) ( )
2

16
2

V r r E rψ ψ
µ

 
− ∆ + = 
 



 

En coordonnées sphérique le Laplacien s’écrit : 

  







∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=∆ 2

2

222 sinsin
sin
11

ϕθ
θ

θ
θ

θr
r

rr
                                                    (17)   

Et on Remarque que le Laplacien s’exprime en fonction de carré du moment cinétique 

                              







∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

−= 2

2

2

2
2 sinsin

sin ϕθ
θ

θ
θ

θ
L                                               (18) 

On remplace 2L  dans l’équation (16) a l’équation devient : 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1 , , ( , , ) 19

2 2
Lr V r r E r

r r r
ψ θ φ ψ θ φ

µ µ
 ∂
− + + = ∂ 



 

Comme 2L n’agit que sur les angles c’est-à-dire ( )ϕθ ,   

Donc il commute avec l’hamiltonien du système d’où ( )zlLH ,, 2  forment un 

ensemble d’observable qui commutent. 
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 Fonction propre Equation radiale : on sait que les fonctions propres de }{ zlL ,2  

sont de l’harmonique sphérique de type ( ),Y θ φ , avec des valeurs propres : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2, 1 ,
:

, ,

1,2,3... ,
z

L l l Y
telle que m et l sont des nombres quantiques

l m Y

l l m l

ξ θ φ θ φ

ξ θ φ θ φ

 = + 
 

=  
= − ≤ ≤ +





 

On cherche donc des fonctions de type 

( )( , , ) ( ) ,r r Yψ θ φ θ φ= ℜ  

Alors l’équation devient : 

( ) ( )
2 2 2

2 2
1 ( 1) ( ) ( ) ( , ) ( ) , 20

2 2
l lr V r r Y E r Y

r r r
θ ϕ θ ϕ

µ µ
 ∂ +
− + + ℜ = ℜ ∂ 

 

 

On remarque qu’aucun opérateur n’agit sur la partie angulaire ( )ϕθ ,  

Donc on va simplifier l’équation (20) et elle devient une équation radiale : 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1 ( 1) (21)

2 2
l lr V r r E r

r r rµ µ
 ∂ +
− + + ℜ = ℜ ∂ 

 

 

Cette équation ne dépend que du nombre quantique azimetal ( )l   

Mais pour ce nombre donné, il faut introduire un autre indice supplémentaire n 

pour repérer la dégénérescence des énergies. 

Les fonctions propres de l'équation (16) écrit alors sous la forme (en fonction de 

trois nombres quantiques) : 

       ( ) ( ) ( ), , ,, , ,m
n l m n l lr r Yψ θ φ θ φ= ℜ                                                               (22) 

On pose : 

                             ( ) ( )
r

rG
r ln

ln
,

, =ℜ                                                                         (23) 



Chapitre I : Equation de Schrödinger                                                                

 

8 

L’équation radiale (21) devient : 

      

( ) ( ) ( )
2 2 2

, , ,2 2
1 ( 1) (24)

2 2 n l n l n l
l lr V r G r E G r

r r rµ µ
 ∂ +
− + + = ∂ 

 

 

et on pose : 

                                        ( )rV
r

llVeffe +
+

= 2

2

2
)1(

µ
                                                      (25) 

On obtient : 

                    

( ) ( ) ( )
2 2

, , ,2
1 (26)

2 effe n l n l n lr V r G r E G r
r rµ

 ∂
− + = ∂ 



 

Cette équation est analogue à celle de Schrödinger à une division r d’une 

particule de masse µ  soumise à un potentiel effectif ( )rVeffe   

Pour que la fonction ( )rG  joue le rôle d’une fonction propre à une dimension il 

faut que ( ) 00 =G  , pour que G soit fini à l’origine  

On prolonge G  pour 0r  ; c’état-à-dire ( ) ( ) ∞==⇒ rVetrGr 00  telle que : 

                                              ( )∫
+∞

∞−
= 12 drrG                                                            (27)

 

I.5.Energie de vibration et de rotation  

Les niveaux d’énergie moléculaire se caractérisent par un ensemble de nombres 

quantique associés aux états électroniques vibrationnelle et rotationnel. 

Où : 

                                                    E=E (α, v ; j…)                                                     (28) 

En peut décomposer cette énergie en : 
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                            E=E (α, v, j…) ≡ Eélec(α)+Evib(v)+Erot(j)                                       (29) 

Pour trouver les énergies vibrationnelles et rotationnelles, nous allons passer au 

référentiel propre de la molécule avec les coordonnées ),,( ϕθR , l’équation de 

Schrödinger devient [4, 17]. 

2 2
2

2 2 2
1 1sin ( ) ( ; , ) 0 (30)

2 sin sin
r r E r

r r r
ψ θ ϕ

µ θ θ θ θ ϕ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    − + + + − =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      





 

Où : 

𝜇𝜇:Masse réduite de la molécule. 

Dans l’équation (1.11) on distingue : 

2 2

2 2 2

2

2

1 1( , , ) sin
2 sin sin

( , ) (31)
2

rot

I

H R
r

H
r

θ φ
µ θ θ θ θ φ

θ φ
µ

∧

 ∂ ∂ ∂ = − +   ∂ ∂ ∂  

= −





 

                   ( )
2 2

2
2 2 (32)22 2

r r
r r r H

µ θ µ

∧∂ ∂ − = − ∂ ∂ 
 

 

Où ),( ϕθIH
∧

et )(2 rH
∧

 sont des opérateurs vibrationnelles et rotationnelles 

respectivement. La fonction ),,( ϕθψ r peut être écrite comme : 

                     ( , , ) (r) ( , )r Yψ θ φ θ φ= ℜ                                                                       (33) 

En remplaçant la fonction ),,( ϕθψ r  dans l’équation (30) et en multipliant par 

2

22


rµ
−  à gauche et à droite, on trouve : 

( ){ [ ] }
2

2 2
2( ) ( , ). ( , ) ( , ) ( ) . ( ) (34)I

rr H Y Y H r U r E rµθ φ θ φ θ φ
∧ ∧ ℜ = − + − ℜ   
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En divisant à gauche et à droite par ),()( ϕθYrℜ ,on obtient : 

( ) [ ]
2

2 2
2 ( )( , ). ( , ) (35)

( , ) ( )

nI

rH r U r EH Y
Y r

µ
θ φ θ φ

θ φ

∧
∧ − + −

=
ℜ


 

Ces deux expressions doivent être égale à une constante K indépendante de 

ϕθ etr ,  or, le terme de droite donne l’équation radial : 

[ ]
2

2
2

2 ( ) ( ) (36)rr U r E K r
r r

µ∂ ∂ − + − = ℜ ∂ ∂  

 

Et le terme de gauche donne l’équation angulaire : 

2

2 2
1 1sin ( , ) ( , ) (37)

sin sin
Y KYθ θ φ θ φ

θ θ θ θ φ
 ∂ ∂ ∂  + =   ∂ ∂ ∂  

 

C’est l’équation aux valeurs propres des harmoniques sphériques qui a comme 

solution : 

2 2

2 2 2
1 1sin ( , ) ( 1) (38)

sin sin 2
Y J j

r
θ θ φ

θ θ θ θ φ µ
 ∂ ∂ ∂  + = +   ∂ ∂ ∂  



 

Qui donne l’énergie de rotation :  

( ) ( ) ( )
2

2 1 1 39
2 eE J J B J J

rµ
= + = +


 

Pour le calcul de l’énergie de rotation, on remplace K par J(J+1) et multiplient 

l’équation (31) par. 2

2

2 rµ
  , et posant

r
Fr =ℜ )( . 

On trouve : 
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( ) ( )
22

2 2

1
2 ( ) 0 40

2
J J

E U F r
r r

µ
µ

  +∂ + − − =  ∂   



 

Pour résoudre cette équation (37) il faut proposer une forme analytique au potentiel 

U (oscillateur harmonique, potentiel de Morse …etc. traiter dans le chapitre (II)) 

I.6. Méthode de résolution approchée de l’équation de Schrödinger 

Toute la chimie quantique repose sur la résolution de l’équation de Schrödinger 

afin de déterminer l’énergie et la fonction d’onde d’une molécule [7].  

Une résolution exacte de l’équation de Schrödinger n’est possible que dans les 

cas les plus simples (Particule libre, atome d’hydrogène, etc.…). 

 Dans le cas général il faut utiliser des méthodes numérique, telle que la 

méthode variationnelle, et la méthode de perturbation. 

Dans cette partie, on va exposer que la méthode de variation. 

 

I.6.1. Méthode variationnelle 

Principe de la méthode 

Elle est basée sur le théorème suivant : 

 Si H est l’hamiltonien du système et E1 la plus faible valeur propre (c’est –à-dire 

l’énergie de l’état fondamental). 

Donc: 

∫ ≥=〉〈 1
* EdvHE ψψ                                             (41)  

Où  ψ  est la fonction d’onde approchée, elle est exprimé sous la forme d’une 

combinéson liniaire de fonctions approchées : 

∑
=

=
n

i
iiC

1
ϕψ                                                             (42) 

    Où: 

iC : sont des paramètres  
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On introduisant ψ dans l’éxpréssion de l’énergie et considéront quψ est normée, 

ou obtimal. 

                                         
∑ ∫∑

∑ ∫∑
=〉〈

i
ji

j
ji

i
ji

j
ji

dvCC

dvHCC
E

ϕϕ

ϕϕ

**

**

                                             (43) 

avec : 

                                                    

∫

∫

=

=

dvS

et

dvHH

jiij

jiij

ϕϕ

ϕϕ

*

*

                                                                       (44) 

La valeur minimale de l’énergie 〉〈E   

1 2

' '

2

'

'

........ 0

0

i

k

E E E
C C C

Uposant E
V

E U V V U
C V

U U
V V

∂〈 〉 ∂〈 〉 ∂〈 〉
= = = =

∂ ∂ ∂

=

∂〈 〉 −
⇒ = =

∂

⇒ =

 

Où obtient le système matriciel suivant : 

                                                                              ( ) 0=〉〈∑
i

ikiki SEHC                                         (45) 

Ce système d’équation n’a de solution que si le déterminent est nul. 

Ce déterminant est dit séculaire, il possède n racines nEEE ,.., 21 . 

 La plus petite valeur correspond à l’énergie de l’état fondamental.  

 Les autres valeurs correspondent aux état excités.  

 Si on remplace E1 par sa valeur dans le système d’équations,on détermine les 

coefficients de la fonction d’onde de l’état fondamental . 

 Les fonctions d’ondes des autres états sont déterminés de la même manière 

[14, 18].                                

 

 

 
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Introduction  

Les potentiels de liaison décrivent les liaisons « explicites » entre des atomes 

spécifiques. 

Ils sont seulement fonctions des distances interatomiques parmi les différents 

potentiels de liaison possibles on trouves : 

 Potentil harmonique. 

 Potentiel de morse. 

II.1. Potentiel harmonique  
  

On appelle oscillateur harmonique tout système physique dont l'évolution au 

cours du temps est décrite par une fonction sinusoïdale. 

C’est un exemple important de systèmes en physique quantique qui décrivent les 

propriétés du mouvement des petites particules comme l’électron.  

II.1.1. Modèle du vibrateur harmonique  

Soit une particule de masse m soumise à un potentiel harmonique tel que [1, 2] : 

                                     ( ) 2 2
1 (46)

2
V r

mrω
=         

Où : 

ω  : vitesse angulaire 

m  : la masse 

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique unidimensionnel s’écrit sous la 

forme : 

              

2
21 1 (47)

2 2 2
pxH m x

m
ω = +  

 
 

La résolution de l’équation de Schrödinger indépendante du temps associé à cet 

hamiltonien : 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_trigonom%C3%A9trique
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               ( )
2 2 2

2
2 0 (48)

2 2
mE r x

r r
ωψ ψ

 ∂
+ − = ∂  

  

Les valeurs propres de l’hamiltonien H sont alors de la forme : 

                     ( )1 49
2vE ω ν = + 

 
  

Où :ν : nombre quantique de vibration. 

Et l’état propre de ce système est connu sous la forme : 

        ( )
1

4
21 exp (50)

22 !
n nn

m m mx H r r
n

ω ω ωψ
π

    = −           

 

Où :  

                        nH : Polynôme d’Hermite. 

II.1.2. Courbe de potentiel harmonique  

La figure (II.1) montre les états et les fonctions d’onde des trois premiers 

niveaux vibrationnels d’une molécule diatomique dans l’approximation harmonique. 

Figure (II.1) : courbe d’un potentiel harmonique 
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            Le potentiel harmonique est limité pour des petites vibrations car : 

 A cause de l’equidistance des niveaux énergitiques,tous les transitions se 

produisent à la meme fréquence (h𝜗𝜗). 

 Il ne prevoit pas la dissociation de la liaison  c’est à dire si l’on écarte fortement 

les atomes l’un de l’autre ,il y à  « cassure » de la liaison   c’est-à-dire la force de 

rappel s’annulle et si l’on rapproche les atomes, les nuages électroniques 

s’interpénétrent et la force de la répulsion  augmente énorment, et donc l’énergie 

potentiel d’interaction tend vers une constante. 

II.2.  Potentiel de Morse  

présentation 

      Une approche plus puissante que simplement rafistoler la solution de l’oscillateur 

harmonique avec des corrections anharmoniques consiste à adopter un potentiel 

différent V(x) celle de morse ,cette approche est la meilleure approximation de la 

structure vibrationnelle de la molécule que l’oscillateur harmonique car elle inclut 

explicitement les effets de rupture de liaison ( figure II.2) [3]. 

Définition 

Le potentiel de Morse est un oscillateur (système physique), nommé d'après le 

physicien Philip Morse. Le système quantique du potentiel de Morse est un modèle 

réaliste pour étudier les vibrations d'atomes dans une molécule diatomique [4]. 

II.2.2. Potentiel de Morse d’une molécule diatomique  

En mécanique quantique, la vibration de la molécule diatomique est décrite par 

une fonction d’onde ( )rψ , qui doit être solution de l’équation de Schrödinger [5] : 

Le potentiel de Morse a l'avantage supplémentaire qu'avec le potentiel 

unidimensionnel l’équation de Schrödinger peut être résolue exactement. 

Dans une molécule diatomique, l'énergie potentielle d'interaction entre les deux 

atomes est donnée par la formule de Morse [6, 7] : 
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( ) ( ) 21 exp (51)e eV r D r rα  = − − −  

Où : 

er : La distance d’équilibre 

r : La distance entre atomes 

α : Paramètre contrôlant la largeur du puits de potentiel. 

     De : l’énergie de dissociation. 

e

e
t D

kE
2

=α       (52) 

Où : 

ek : Constante de force 

La résolution de l’équation de Schrödinger avec le potentiel de morse n’est pas 

facile, mais peut être faite analytiquement :  

(53)H Eψ ψ=

Où : 

( )( )
2 2 2

2 1 (54)
2

r r
eH D e

m r
αα− −∂

= − + −
∂



  ( )( )21 αα rr
e eDV −−−=  (55) 

Avec :

    ( ) ( ) eDrVrrV =∞=== ;00
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La forme de l’expression de morse V(r), est meilleur pour tout r ( de 0 à∞) ; et 

pas seulement pour la région locale autour de réq (oscillateur harmonique) comme le 

montre la courbe de la figure (II.2) [8, 9]. 

On remarque aussi que contrairement au niveau d’énergie du potentiel 

harmonique, qui sont régulièrement espacés ( )ω , l’espacement du niveau du 

potentiel de morse diminue à mesure que l’énergie se rapproche de l’énergie de 

dissociation, donc on peut dire que : 

Figure (II.2) courbe de morse  

Dans ce travail nous avons choisi le potentiel de morse pour les raisons 

suivantes : 

 La courbe de Morse a été utilisée de manière assez générale en raison de la

simplicité de sa forme et de la commodité d'obtenir les niveaux d'énergie dans 

forme fermée [10]. 

 Le potentiel de morse a été l'un des plus utiles et pratiques modèle. Il donne une

excellente description qualitative de l'interaction entre les deux atomes dans une 

molécule diatomique [11]. 

 C’ est une bonne approximation des modes vibrationnels.

 Il joue un rôle dominant dans la description de l'interaction des atomes

molécules diatomiques et même polyatomiques . 

Son système quantique est un modèle réaliste pour étudier les vibrations d'atomes 

dans une molécule diatomique [12].
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Introduction 

Avant de rentrer dans les détails de la résolution de l’équation de Schrödinger, il 

faut revenir sur les propriétés des fonctions d’ondes, solution de système. 

En mécanique quantique aucune information sur la position exacte de la 

particule n’est possible, on peut seulement exprimer la probabilité de la trouver à 

l’instant ̀ t ́ dans un volume autour d’un point. 

( ) ( )dvtrtrdp ,,* ψψ=                                (56) 

Pour une équation de Schrödinger indépendante du temps, on peut écrire la 
probabilité : 

( ) ( ) vdtrtrdpP
v
∫ == ,,* ψψ (57) 

Pour que le système soit accepté physiquement, les fonctions d’ondes doivent 

satisfaire certaines propriétés. 

 Continuité.

 Carré sommable.

 Dérivé continu.

 Fonction normalisés.

III.1. Les B-splines 

III.1.1.  Fonction spline :

 Une spline peut être considérée comme un polynôme par morceaux.

 Une fonction spline,  est une combinaison linéaire de B-splines .

III.1.2.B-Splines

B-spline est juste une constante sur un intervalle entre deux nœuds, il est facile 

de calculer les B-splines récursivement, pour tout degré désiré du polynôme [1]. 
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III.1.2.1. Propriété de B-splines

Une fonction spline est définie par une série de segments polynomiaux, 

construits dans une manière de maintenir la continuité jusqu'à un certain dérivé degré. 

La B-spline est définie récursivement comme suit [1, 2] : 

[ ]10 1, ,
0,sinon

i i
iB

χ χ χ + ∈ =  
 

et pour tout k ≤1 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1, 1, 1(1 ) (58)ik ik i k i k i kB x W x B x W x B x− + + −= + −

III.1.2.2.B-Splines uniformes.

Elles correspondent au cas où les nœuds ti sont uniformes. 

On pose ti = i pour tout i= 0, . . ., m. Alors on montre que [3] : 

( ) ( ) ( ) ( ), 1, 0, 0,1 1 1 (59)i k i k k kB x B x et B k B x−+ = + − =

La matrice de colocalisation B-spline, A, est non singulière si et seulement si les 

éléments diagonaux sont positifs pour : i = 1;.......n, cette condition est équivalente 

aux conditions de Schoenberg-Whitney : 

ti< xi< ti+d+1; i = 1; 2; ...............n 

À condition de : 

xi = ti   Si    ti = ...............= ti+d. 
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III.2.2. Nœuds

On appelle nœuds les points intérieurs de la table choisis pour définir les zones 

sur les quelles un unique polynôme va être appliqué. Ces points doivent choisis aussi 

judicieusement que possible, en fonction de la forme et l’allure générale de la surface 

à représenter [1]. 

III.2.3. Courbes B-Splines

On se donne un vecteur de nœuds (t0, . . . ,tm) et des points P0, . . . , Pm dans Rn, 

Appelés points de contrôles et qui forment ensemble le polygone de contrôle. 

 La courbe [3, 4] :  

( ) ( ) ( ), 60i it X t P B k t=∑

III.3. B-splines d'ordre 4 : 

Les splines d'ordre m sont des fonctions définies dans les intervalles [5, 6, 7] : 

1++≤≤ mkk xxx

S'écrit : 

( ) ( ) ( )1 1
1, 1

1 1

61m mk m k
k k i l

m k k m k k

x x x xB x B B x
x x x x

= + +
+ +

+ + + +

− −
= +

− −
 

Où :

m =1.............. (m-1). 

En tenant compte de la condition initiale : 

( )


 ≤≤

= +

ailleur
xxxpour

xB kk
k 0

:1 11

On peut représenter les fonctions B-splines d'ordre ̀ 4̀́ ́ dans le tableau suivant : 
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Tableau III.1 

Les splines d'ordre m sont des fonctions polynomiales définies dans les 

intervalles : x k ≤ x ≤  xk+m+1 

Les fonctions B-splines d’ordre ̀̀̀ ̀4́ ́ L’intervalle de x 

Xi= 1
6ℎ3

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 

Yi=−
1
2ℎ3

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 + 2
ℎ2

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 −
2
ℎ

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) + 2
3
 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+2

Zi=
1
2ℎ3

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 −
4
ℎ2

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 10
ℎ

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) −
22
3

 𝑥𝑥𝑖𝑖+2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+3 

Wi=
1
6ℎ3

(𝑥𝑥𝑖𝑖+4 − 𝑥𝑥)3 𝑥𝑥𝑖𝑖+3 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+4 

 
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Conclusion 

 Dans le premier chapitre, nous avons présenté L'équation de Schrödinger 

indépendante du temp et la Structure de l ’hamiltonien moléculaire, nous passons en 

revue les méthodes d'approximations les plus usuelles, après l'équation de 

Schrödinger dans un potentiel central, et l’énergie de vibration et de rotation.  

Dans le deuxième chapitre, nous exposons les différents potentiels de liaison 

possibles, le potentiel harmonique et le potentiel de morse.  

Enfin, dans le troisième chapitre, nous assoyons d'introduire la méthode  

B-splines sous sa forme analytique.



Chapitre IV 

Traitement analytique 
et développement 

numérique



Chapitre IV : Traitement analytique et développement numérique.             

27 

IV.1. Calcul de l'énergie dans le cas d'une molécule diatomique  

Soit une molécule formée de deux atomes AB. Nous supposons que chaque 

atome va utiliser une seule orbitale atomique (OA) de valence.  

Prenons V(r) l’énergie potentielle de la molécule AB elle prend la forme d'une 

fonction de Morse [1] : 

  ( ) ( )( )201 rr
e eDrV −−−= α   (62) 

On écrit l'équation de Schrödinger indépendante du temps de la molécule AB : 

E Hψ ψ ψ ψ〈 =           (63)

La fonction d'onde Ψ s'identifie aux fonctions B-splines (équivalence avec la méthode 

LCAO). 

ii
BC∑=ψ   (64) 

*
i iC Bψ =∑ (65) 

D’où :
* * * *
i i j j i j i j i j i j i j ijij ij ij

i j
C B C B C C B B C C B B C C Bψ ψ = = = =∑∑ ∑ ∑ ∑

* *
i j i j i j jij ij

H C C B H B C C Hψ ψ = =∑ ∑

ijjij iijjij i HCCBCCE ∑∑ = **

 (66)

Choisissons les coefficients Ci de façon à minimiser l'énergie E (la méthode de 

variation) 

On dérive (IV.2) terme à terme par rapport à 𝐶𝐶𝑖𝑖∗: 

* * *
i i i

E E H
C C C

ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂     (67)
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0* =∂
∂

iC
E  (La méthode variationnelle)

On obtient alors : 

* *
i i

E H
C C

ψ ψ ψ ψ∂ ∂
=

∂ ∂
(68) 

Dérivons (IV.3) terme à terme par rapport à Ci 

( )*
* * i j ijiij
i

d d c c B
dc dc

ψ ψ =∑

(69) 

( )
*

*
* * *

i
i j ij ijij ij

i k k

dcd d c c B B
dc dc dc

ψ ψ = =∑ ∑

(70) 

Avec :               

ik
k

i

dc
dc δ=*

*

Ou : 

kipour
kipour

ik

ik

≠=
==

1
1

δ
δ

Donc :          

ijjij ikijjij
k

i BCBC
dc
dc ∑∑ = δ*

*

             (71) 

Et pour K = i 

*
0

j ij j ijj j
i

d c B C B dv
dc

ψ ψ
∞

= =∑ ∑ ∫

(72) 
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dvBCBc ijj jijj j ∑ ∫∑
∞

=
0

(73) 

et 

dvBBBBB jijiij ∫== * (74) 

La dérivation du 2eme terme de l'équation (IV.2) 

*
* * i j ij j ijij j
i i

d dH c c H c H
dc dc

ψ ψ = =∑ ∑

(75) 

dvBHBCHc jij jijj j 





=

∧∞

∫∑∑
0

(76) 

          (77) 

∧

H : l’hamiltonien du système étudié. 

V(r): potentiel de Morse 

Les conditions 0* =
idc

dE  conduisent aux systèmes linéaires et homogènes suivants :

0=− jijij CBA            (78)
 

Ou : 

dvBBCA jij jij H 





=

∧∞

∫∑
0

(79) 

( ) ( )2

2

2
1

22
l ld V r

dr rH µµ

∧ +
+ +

−= 
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dvBCB ijj jij ∑ ∫
∞

=
0

(80) 

Avec : 





+≥
−≤

=
mijpour
mijpour

Aij ,0
,0





+≥
−≤

=
mijpour
mijpour

Bij ,0
,0

m : est l'ordre de B-spline.  

[ ]ijA  et [ ]ijB sont des matrices.

{C} : les coefficients Ci 

E : l'énergie 

Ce système possède des solutions si le déterminant de (IV.4) est nul. On obtient 

ainsi l'équation séculaire de degré q, sa résolution donne q racines réelles de E.  

Si toutes les racines sont simples, à chaqune d'elle correspond une fonction 

d’onde qψ , définie à un facteur près. 

IV.2. Traitement analytique des solutions : Séries entière  
Pour effectuer une meilleure comparaison avec nos calculs. Nous allons utiliser 

une solution complètement analytique (Séries entière) de l'équation de Schrödinger 
dans le cas d'une vibration moléculaire quelconque stimulée par le potentiel de Morse 
[2]. 

Les solutions de l'équation de Schrödinger par les séries entière pour l = 0 

Sont : 

𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑉𝑉0 �1 −
𝑛𝑛+12
𝛼𝛼
�
2

 (81) 
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Où : 

V0 : énergie de dissociation de la molécule 

𝛼𝛼 = �2𝑚𝑚
ħ2
𝑉𝑉0  (82) 

Pour les différentes valeurs de n, les fonctions d'onde correspondantes 

s’écrivent :     

  𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒
−𝑥𝑥
2 𝑥𝑥𝐾𝐾 1

𝑟𝑟
� 𝛼𝛼𝑝𝑝𝑥𝑥𝑝𝑝

𝑛𝑛
𝑝𝑝=0   (83) 

Avec : 

 𝐾𝐾2= 𝛼𝛼2 �1 −
𝑛𝑛 + 1

2�
𝛼𝛼

�   (84) 

 𝛼𝛼𝑝𝑝 =
(𝑝𝑝 − 𝛼𝛼 + 𝑘𝑘−, , , )

𝑝𝑝(𝑝𝑝 + 2𝑘𝑘)
𝛼𝛼𝑝𝑝−1                                   (85)

 𝑥𝑥 = 2αe−(𝑟𝑟−𝑟𝑟0)   (86) 

IV.3. Développements numériques 

D'après l'étude analytique si dessus, nous allons calculer les énergies de 

vibration rotation de la molécule HBr, dont on connait les valeurs et les états propres. 

La recherche des solutions de l'équation de Schrödinger se fait par l'introduction 

d'une base contrôlée de type B-splines. Nous allons utiliser le système matriciel 

suivant : 

[ ] }{ (87)iA BE C O− =



Chapitre IV : Traitement analytique et développement numérique.             

32 

Avec : 

   [B] : matrice représentant la partie probabilité  

   [A] : matrice renfermant la partie cinétique et la partie du potentiel 

 {Ci} : les coefficients Ci  

     E : est l 'énergie  

Les constantes relatives à la molécule HBr sont données par : 

V0 = 3,754 eV,  X0 = 1.413A°, 
2

0.0021162239005516406 
2µ

=


IV.3.1Calcul des énergies (l=0) : (En ne tenant pas compte du terme de rotation)

Les fonctions B-spline d'ordre "4" avec le pas de 0.1 sont rassemblées dans le 

tableau : 

Tableau IV.1 

Les fonctions B-splines d’ordre 4 

Xi = �(1.66667 × 102)(  𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3� 

Yi = (−500(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 + 200(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 − 20(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) + 2 3⁄ ) 

Zi = (500(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 − 400(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 100(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) − 22 3⁄ ) 

Wi = �(1.66667 × 102)(𝑥𝑥)3� 

Calcul avec les points suivants 

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 𝑋𝑋3 𝑋𝑋4 𝑋𝑋5 𝑋𝑋6 𝑋𝑋7 𝑋𝑋8 𝑋𝑋9 𝑋𝑋10 𝑋𝑋11
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 

IV.3.1.1 Calcul des éléments de la matrice [B]

𝑏𝑏11 = ∫ 𝑋𝑋12
1.1
1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌12

1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍12

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1

21.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 𝑏𝑏12=∫ 𝑌𝑌1𝑋𝑋2
1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍1𝑌𝑌2

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1𝑍𝑍2

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

                 [1]



Chapitre IV : Traitement analytique et développement numérique.             

33 

 𝑏𝑏13=∫ 𝑍𝑍1𝑋𝑋3
1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1𝑌𝑌3

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

   𝑏𝑏14=∫ 𝑊𝑊1𝑋𝑋4
1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 𝑏𝑏15  = 𝑏𝑏16  = 𝑏𝑏17  = 0 

   𝑏𝑏21=∫ 𝑋𝑋2
1.2
1.1 𝑌𝑌1𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌2

1.3
1.2 𝑍𝑍1𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍2𝑊𝑊1

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑏𝑏22=∫ 𝑋𝑋22
1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌22

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍22

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊2

21.5
1.4 𝑑𝑑𝑑𝑑 

       𝑏𝑏23=∫ 𝑌𝑌2𝑋𝑋3
1.2  
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍2𝑌𝑌3

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊2𝑍𝑍3

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

IV.3.1.2. Calcul des éléments de la matrice [A]

𝑎𝑎11 =∫ 𝑋𝑋1𝐻𝐻𝐻𝐻1
1.1
1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌1𝐻𝐻𝑌𝑌1

1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍1𝐻𝐻𝑍𝑍1

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1𝐻𝐻𝐻𝐻1

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎12=∫ 𝑌𝑌1𝐻𝐻𝑋𝑋2
1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍1𝐻𝐻𝑌𝑌2

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1𝐻𝐻𝑍𝑍2

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎13=∫ 𝑍𝑍1𝐻𝐻𝑋𝑋3
1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊1𝐻𝐻𝐻𝐻3

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎14=∫ 𝑊𝑊1𝐻𝐻𝑋𝑋4
1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎21  =∫ 𝑋𝑋2
1.2
1.1 𝐻𝐻𝑌𝑌1𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌2𝐻𝐻

1.3
1.2 𝑍𝑍1𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍2𝐻𝐻𝐻𝐻1

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎22 =∫ 𝑋𝑋2𝐻𝐻𝐻𝐻2
1.1
1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑌𝑌2𝐻𝐻𝑌𝑌2

1.2
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍2𝐻𝐻𝑍𝑍2

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊2𝐻𝐻𝐻𝐻2

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑎𝑎23=∫ 𝑌𝑌2 𝐻𝐻𝐻𝐻3
1.2  
1.1 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑍𝑍2𝐻𝐻𝐻𝐻3

1.3
1.2 𝑑𝑑𝑑𝑑+∫ 𝑊𝑊2H𝑍𝑍3

1.4
1.3 𝑑𝑑𝑑𝑑 

          Pour trouver les énergies et les états propres tirée du système algébrique 

homogène précédent, on compose la matrice [G] sous la forme : 

[ ]BEAG −=                                                    (88)

Les résultats obtenus sont rassemblés dans les tableaux suivants : 

Le tableau 02 représente les énergies fondamentales et excitées du pas 0.1 [1-2] 
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Tableau IV.2 

Energie (ev) E analytique E numérique 

 𝐄𝐄𝟎𝟎 -3.66539 -3.68425 

 𝐄𝐄𝟏𝟏 -3.4913 -3.4511 

 𝐄𝐄𝟐𝟐 -3.32157 / 

 𝐄𝐄𝟑𝟑 -3.15601 / 

Le tableau 03 : représente les énergies fondamentales et excitées du pas 0.1 

Tableau IV.3: 

Energie (eV) Analytique 

(eV) 

 

E numé 

[0.8-2] 

E numé 

[0.2-2.1] 

E numé 

[0.8-2.1] 

E numé 

        [1-2] 

E numé 

[0.8-1.9] 

 𝐄𝐄𝟎𝟎 -3.66539                       -3.6829 -3.64042 -3.68286 -3.68544 −3.66501 

 𝐄𝐄𝟏𝟏 -3.4913 -3.533 -3.2761   -3.50059 -3.60587 −3.48535 

 𝐄𝐄𝟐𝟐 -3.32157 -3.5011 -3.2339 -3. 34365 -3.46088 −3.28955 

 𝐄𝐄𝟑𝟑 -3.15601 -3.2162 -3.1540       /      / −3.06348 
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  Le tableau 04 représente les énergies fondamentales et excitées du pas 0.05 

Tableau IV. 4  

      Le tableau 05 représente les énergies fondamentales et excitées du pas 0.08 

Tableau IV. 5  

Energie(ev) E analytique E numérique 

E0 -3.66539 -3.64711 

E1 -3.4913 -3.58104 

E2 -3.32157 -3.5088 

E3 -3.15601 / 

Energie (ev) E analytique E numérique 

E0 -3.66539 -3.43429 

E1 -3.4913 -3.28531 

E2 -3.32157 / 

E3 -3.15601 / 
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Le tableau 06 les énergies fondamentales et excitées pour les différents pas sont 

regroupées. 

     Tableau IV. 6 

IV.4. Représentation des états  

Les fonctions d'ondes correspondantes aux énergies calculées sont représentées 

graphiquement à partir de la combinaison linéaire suivante : 

( ) ( )∑= xBCx IIψ

Où : 

Ci : sont les coefficients correspondants à chaque énergie.  

               Bi(x) : sont les fonctions B-splines.  

Nous avons trouvé que les B-splines d'ordre "4", contient quatre fonctions 

indicés (Xi, Yi, Zi, Wi) ces fonctions sont définies dans les intervalles suivantes : 

x𝜖𝜖 [x1,x2] = a1⇒ B1(x) = X1 

x ∈ [x2,x3] = a2⇒ B1(x) = Y1 

x ∈[x3,x4] = a3⇒ B1(x) = Z1 

x ∈ [x4,x5] = a4⇒ B1(x) = W1 

Energie(ev) E 

Analytique 

E 

Numérique 

E 

Numérique 

E 

Numérique 

E 

Numérique 

E 

Numérique 

E 

Numérique 

Intervalle - [1-1.8] [0.8-2] [0.8-2] [0.2 -2.1] [0.8-2.1] [1-2]

Pas - 0.05 0.08 0.1 0.1 0.1 0.1 

 E0 -3.66539 -3.64711 -3.43429 -3.6682 -3.64042 -3.68286 -3.60587 

 E1 -3.4913 -3.58104 -3.28531 -3.53300 -3.2761 -3.50059 −3.49603 

 E2 -3.32157 -3.5088 / -3.5011 -3.2339 -3. 34365 / 

 E3 -3.15601 / / -3.21628 -3.1540 / / 
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x ∈ [x2,x3] = a2⇒ B2(x) = X2 

x ∈ [x3,x4] = a3⇒ B2(x) = Y2

x ∈ [x4,x5] = a4⇒ B2(x) = Z2

x ∈ [x5,x6] = a5⇒ B2(x) = W2 

Jusqu’à :

.

.

.

.

.

x∈[xn, xn+1] = an ⇒Bn(x) =Xn 

x∈[xn+1,xn+2] = an+1 ⇒Bn(x) =Yn 

x∈[xn+2,xn+3] = an+2 ⇒Bn(x) =Zn 

x∈[xn+2,xn+3] = an+3⇒Bn(x) =Wn 

Donc : ( )xψ  se coïncide avec l'une des fonctions Ψ ai(x) dans l'intervalle 

correspondant.  

( ) ( )1 1 1 1 1a x C B x C Xψ = =  

( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 1 1 2 2a x C B x C B X C Y C Xψ = + = +

( ) ( ) ( ) ( )3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3a x C B x C B X C B X C Z C Y C Xψ = + + = + +

( ) ( ) ( ) ( )4 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 4 4a x C B x C B X C B X C W C Z C Y C Xψ = + + = + + +

( ) ( ) ( ) ( )5 1 1 2 2 3 3 1 2 3 3 4 4 5 5a x C B x C B X C B X C W C Z C Y C Xψ = + + = + + +
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( ) ( ) ( ) ( )6 1 1 2 2 3 3 3 3 4 4 5 5 6 6a x C B x C B X C B X C W C Z C Y C Xψ = + + = + + +

( ) ( ) nnnna WCxBCx
n

==
+2

ψ

Mais ce qui nous intéresse c'est R(x) : 

R(x) = 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝛹𝛹𝑎𝑎1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝑎𝑎1
𝛹𝛹𝑎𝑎2(𝑥𝑥)

𝑥𝑥
  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝑎𝑎2

𝛹𝛹𝑎𝑎3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝑎𝑎3
⋮
⋮

𝛹𝛹𝑎𝑎𝑛𝑛+2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝑎𝑎𝑛𝑛+2⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

Exemple : 

La courbe de la figure 1, a été tracée de la manière suivante : 

 L’intervalle choisi est [0.8 – 1.9].

 Le pas  0.1.

 Les fonctions B – splines d'ordre "4" sont rassemblées dans le tableau suivant :

Les fonctions B-splines d’ordre "𝟒𝟒" 

Xi = �(1.66667 × 102)(  x − 𝑥𝑥𝑥𝑥)3� 

Yi = (−500(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)3 + 200(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 − 20(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) + 2 3⁄ ) 

Zi = (500(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3 − 400(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + 100(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) − 22 3⁄ ) 

Wi = �(1.66667 × 102)(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 4 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)3� 

 Les coefficients qui correspondent à l'énergie fondamentale sont :

Ci= 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

−0.0032325690311606
−0.0330376965723975
−0.1651329729867083
−0.4270879907705474
−0.6190731677214654
−0.5465867479307313
−0.3032113073713094
−0.1236092777698984⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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  Dans l'intervalle : 

a1= [0.8,0.9] on a Ψa1 (x) = C1B1 (x) = (-0.0032325690311606)X1 

a2= [0.9, 1] on a Ψa2(x) = C1B1(x) + C2B2(x) = C1Y1 C2X2= 

(0.0032325690311606)Y1

+(−0.0330376965723975)X2 

        Donc la fonction finale est : 

R(x) = 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝛹𝛹𝑎𝑎1(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑎𝑎1
𝛹𝛹𝑎𝑎2(𝑥𝑥)

𝑥𝑥
  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑎𝑎2

𝛹𝛹𝑎𝑎3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑎𝑎3
⋮
⋮

𝛹𝛹𝑎𝑎𝑛𝑛+3(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑎𝑎𝑛𝑛+3⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

IV.5. Courbes des fonctions d'état pas 0.1 [0.8, 1.9] 

Figure (IV.1) représente l’état fondamentale 

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

0.4

0.3

0.2

0.1

Ci r(A°) 
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Figure IV.3 : représente 3ème état excité 

Figure IV.2 : représente le primer état excité 

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

0.4

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

0.3

r(A°) 

Ci 

r(A°) 

Ci 
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Figure IV.4 : représente 4ème état excité 

IV.6. Calcul des énergies en tenant compte du terme de rotation 

( )
2

1
2

J J
m

+


Dans cette partie, on a choisi comme exemple de calcul l'intervalle [0.8, 1.9] 

avec le pas 0.1, et a titre de comparaison, nous avons calculé les énergies dans le 

cadre d'une méthode analytique de résolution de l'équation de Schrödinger avec le 

potentiel de Morse baser sur la méthode de transformation de Laplace [3], au moyen 

de la formule : 

En,l = ħ2

2𝑚𝑚𝑟𝑟2
[J(J+1)C0 - α2(n+1

2
 -𝜉𝜉

2

𝜂𝜂𝜂𝜂
 ) ]

Avec : 

𝜉𝜉2=2𝑚𝑚𝑟𝑟2ħ2

𝐷𝐷0
- 𝐽𝐽(𝐽𝐽+1)

2
 C1 

𝜂𝜂2= 
2𝑚𝑚𝑟𝑟2ħ2

𝐷𝐷0
+ - 𝐽𝐽(𝐽𝐽+1)

2
 C2 

C0 = 1 - 3
𝛼𝛼
  + 3

𝛼𝛼2
  ; C1= - 4

𝛼𝛼
  - 6

𝛼𝛼2
  ; C2=- 1

𝛼𝛼
   + 3

𝛼𝛼2

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

0.4

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

r(A°) 

Ci 
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       𝐷𝐷0 Énergie de dissociation de la molécule, α paramètre de Morse caractérise la 

plage d'action de potentiel. 

          Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau suivant : 

J N En, J analytique En, J numérique 

1 0 - 3.66364 - 3.66712 

1 1 - 3.49029 - 3.48748 

1 2 - 3.32113 - 3.29179 

1 3 - 3.15618 - 3.06589 

2 0 - 3.65947 - 3.6713 

2 1 - 3.48618 - 3.4917 

2 2 - 3.31708 - 3.29626 

2 3 - 3. 15219 - 3.0707 
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Interprétation des résultats 

Le calcul numérique des énergies de vibration et rotation de la molécule HBr 

ont été fait par un outil relativement puissant Mathematica 11.2 

Les calculs numériques de l'énergie de la molécule de HBr (dans le cas de 

potentiel de Morse, et par l'introduction des fonctions B-splines) nous ont permet 

d'obtenir des résultats approchés de l'état fondamental, ainsi les différents états 

excités. 

D'après l'ensemble des résultats on peut noter les remarques : 

- Dans le même intervalle quand on augmente le pas, on obtient des valeurs propres 

meilleurs, exemple l'intervalle [0.8 - 2] avec les pas 0.08 et 0.1    

 Dans le même pas quand on diminue l'intervalle, on a trouvé des énergies

meilleures avec une certaine limite. 

 Les résultats de l'intervalle [0.8 - 1.9] sont les plus proches de calculs

analytiques. 

 Les résultats de calcul d'énergie en tenant compte du terme de rotation sont

très proches de celles calculées analytiquement. 


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Conclusion générale 

Les résultats présenter dans ce travail est dont l'idée directrice concerne 

l'efficacité du choix de la méthode de B- spline dans le calcul des énergies de 

vibration et rotation, et les états correspondants. 

Après une brève introduction, nous avons passé à l'équation de Schrödinger et 

son utilisation dans un potentiel central, en tenant compte des approximations de 

bases (chapitre 1), nous avons ensuite introduit le choix du potentiel (Chapitre 2), 

ainsi que les fonctions d'ondes, fonctions B-splines (chapitre 3). 

Nous avons pu extaire de la méthode B-spline une forme analytique dont les 

coefficients sont calculés numériquement. 

Pour effectuer une meilleure comparaison de nos résultats, nous avons pris un 

cas analytique très soluble, celui des séries entiers (l = 0). Et dans le cas (l≠ 0) la 

solution de l'équation de Schrödinger avec le potentiel de Morse, baser sur la méthode 

du transformer de Laplace (pris de la littérature). 

D'après les calculs obtenus dans ce travail, on peut conclure : 

 Le bon choix de l'intervalle peut donner des résultats satisfaisantes.

 intervalle de calcul doit être inclue tous les fonctions qu'on doit

calculer. 

Afin d'augmenter la précision des résultats, il faut aller plus loin, avec des B - splines 

d'ordre supérieur 5, 6, 7, etc… 

 
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                       Résumé 
 

Dans ce travail, nous avons recherché des énergies de vibrations et de 

rotations et les états correspondants de la molécule de HBr, en 

introduisant une base de fonctions sous forme de B-spline avec de 

nombreuses limites dans des champs spéciaux sur l'équation de Schrödinger, 

en utilisant un potentiel central de type Morse.  
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