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Résumé

Résumé
Dans ce travail on s�intéresse à l�étude de l�image numérique d�un opérateur linéaire borné

sur un espace de Hilbert.

On généralise un résultat de Kippenhahn, on donne une condition nécessaire et su¢ sante

pour que l�image numérique d�un opérateur soit un segment de droite, on montre exactement

que l�image numérique d�un opérateur A est un segment de droite si et seulement s�il existe deux

scalaires complexes � et � tels que A� = �A + �I; puis on détermine l�équation du support de

cette image numérique en termes de � et �.

À partir de ces résultats, on introduit une nouvelle classe d�opérateurs, c�est la classe des

opérateurs dont l�image numérique est un segment de droite, cette classe contient les opérateurs

auto-adjoints, et contenu dans la classe des opérateurs normaux. Selon ces inclusions, on a donné

le nom sous-auto-adjoint aux opérateurs de cette classe. On montre aussi que cette classe est

uniformément fermée, invariante par équivalence unitaire et invariante par transformation a¢ ne.

Dans une autre partie, on détermine une petite région contenant l�image numérique, puis on

discute le cas où l�image numérique est un disque.

En�n, on donne une propriété d�inclusion de l�image numérique de la puissance positive d�un

opérateur auto-adjoint.

Mots clés : Image numérique, rayon numérique, opérateur auto-adjoint, opérateur normal.



Abstract

Abstract
In this work we are interested in the study of the numerical range of a bounded linear operator

on a Hilbert space.

We generalize a result of Kippenhahn, we give a necessary and su¢ cient condition for the

numerical range of an operator to be a line segment, we show exactly that the numerical range

of an operator A is a line segment if and only if there are two scalars complexes � and � such

that A� = �A + �I, then we determine the equation of the straight support of this numerical

range in terms of � and �.

From these results, we introduce a new class of operators, it is the class of operators whose

numerical range is a line segment, this class contains self-adjoint operators and contained in the

class of normal operators. According to these inclusions, we called sub-self-adjoint the operator

of this class. We also show that this class is uniformly closed, invariant under unitary equivalence

and invariant under a¢ ne transformation.

In another part, we determine a small region containing the numerical range, then we discuss

the case where the numerical range is a disk.

Finally, we give an inclusion property of the numerical range of the positive power of a

self-adjoint operator.

Key words : Numerical range, numerical radius, self-adjoint operator, normal operator.
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Symboles et Notations

Symboles et Notations
R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

L (H) : Espace des opérateurs linéaires bornés sur H:

M : Adhérence de M:

M? : Complément orthogonal de M:

PM : Projection orthogonale sur M .

A j F : Compression de A sur F:

V ect fe1; e2; :::; eng : Sous-espace vectoriel engendré par fe1; e2; :::; eng :

D (x; r) : Disque ouvert de centre x et de rayon r:

R (A) : Image de A:

ker (A) : Noyau de A:

Re (z) : Partie réelle de z.

Im (z) : Partie imaginaire de z.

dist : Signe de distance.

jAj : Module de A.

kAk : Norme de A.

h:; :i : Signe de produit scalaire.

� : Signe de somme directe.

I : Opérateur identité.

A� : Adjoint de A:

� (A) : Spectre de A:

r (A) : Rayon spectral de A:

@� (A) : Frontière de � (A) :

conv (� (A)) : L�enveloppe convexe de � (A) :
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Symboles et Notations

�ap (A) : Spectre approché de A:

�p (A) : Spectre ponctuel de A:

�ar (A) : Spectre approché réduisant de A:

� (A) : Ensemble résolvant de A:

W (A) : Image numérique de A:

w (A) : Rayon numérique de A:
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Introduction générale

Introduction générale

Cette thèse s�inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs, on s�intéresse à l�image

numérique d�un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert. La notion de l�image numérique

a été introduite par Otto Toeplitz [48] en 1918 pour les matrices complexes sous le nom "champ

de valeurs" (�eld of values), en 1919 F. Hausdor¤ [26] a prouvé que l�image numérique d�une

matrice complexe est convexe, et dans les années 1929 et 1932 A. Wintner [50] et M. H. Stone

[46] ont étudié la relation entre l�image numérique et l�enveloppe convexe du spectre. Marshall

Stone est le premier qui a utilisé le nom image numérique dans son livre : Linear transformations

in Hilbert space and their applications to analysis (1932). Puis, ils apparurent les travaux de F.

Riesz et B. Sz. Nagy [43], P. Halmos [24], R. A. Horne et C. R. Johnson [28], [29] et R. Bouldin

[8], [9].

L�étude de l�image numérique donne des applications dans plusieurs branches des sciences

pures et appliquées comme dans la théorie des opérateurs et l�analyse fonctionnelle, algèbres

de Banach et C*-algèbres, inégalités des normes, théorie de perturbation, polynômes matriciels,

analyse numérique, physique quantique ...etc.

Soit H un espace de Hilbert complexe, avec le produit scalaire h�; �i, et notons L (H) l�algèbre

des opérateurs linéaires bornés sur H: L�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est dé�nie

par

W (A) = fhAx; xi : x 2 H; k x k= 1g :

Le rayon numérique w (A) d�un opérateur A 2 L (H) est dé�ni par

w (A) = sup fjzj : z 2 W (A)g :

L�image numérique W (A) est un sous-ensemble convexe non-vide de C contenant l�ensemble

des valeurs propres de A. En particulier, Pour les matrices normales W (A) = conv (� (A)) ; où

conv (� (A)) désigne l�enveloppe convexe du spectre de A. Les propriétés géométriques de W (A)

fournissent souvent des informations utiles sur les propriétés analytiques et algébriques de A. Par

5



Introduction générale

exemple W (A) est un point f�g si et seulement si A = �I, W (A) est réel si et seulement si A

est auto-adjoint [23], et si W (A) est un segment de droite, alors A est normal [23].

Vu l�importance de certaines propriétés utilisées tout au long de ce travail, nous avons pour

cela jugé utile de préciser leurs principales propriétés en appendices.

Le premier chapitre de ce travail est consacré au rappel de principales dé�nitions et résultats

concernant l�espace de Hilbert, les opérateurs linéaires bornés, et les spectres.

Le deuxième chapitre est une introduction à la notion de l�image numérique d�un opérateur

linéaire borné sur un espace de Hilbert. Nous donnons une synthèse des dé�nitions et propriétés

principales, nous étudions l�image numérique en dimension deux, principalement le théorème

elliptique de l�image numérique, puis nous présentons la relation entre l�image numérique et le

spectre.

Au troisième chapitre, nous présentons les propriétés principales de l�image numérique des

opérateurs auto-adjoints, normaux, hyponormaux, normaloïdes, convexoïdes et spectraloïdes.

Dans l�article de Kippenhahn [39] (voir sa traduction en anglais [40]), l�image numérique

W (A) d�une matrice A est un segment de droite si et seulement si A est équivalente par trans-

formation a¢ ne a une matrice hermitienne.

Dans le quatrième chapitre, nous généralisons ce résultat, nous donnons une condition né-

cessaire et su¢ sante pour que l�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est un segment de

droite, et nous déterminons son support dans ce cas.

À partir de ces résultats, on introduit une nouvelle classe d�opérateurs, c�est la classe des

opérateurs dont l�image numérique est un segment de droite, cette classe contient les opérateurs

auto-adjoints et contenu dans la classe des opérateurs normaux. Selon ces inclusions, on a donné

le nom sous-auto-adjoint aux opérateurs de cette classe. On montre aussi que cette classe est

uniformément fermée, invariante par équivalence unitaire et invariante par transformation a¢ ne.

Parmi les propriétés spectrales d�un opérateur auto-adjoint, si W (T ) = [m;M ] � R (identi-

quement, T est auto-adjoint), alors kTk = max fjmj ; jM jg ; et m;M 2 � (T ) [19]. Nous généra-

lisons ce résultat pour un opérateur sous-auto-adjoint. A la �n du chapitre on étudie quelques

positions de l�image numérique des opérateurs sous-auto-adjoints.

Le cinquième chapitre est consacré a l�étude des régions d�inclusion de l�image numérique.
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On détermine une petite région contenant l�image numérique, puis on discute le cas où l�image

numérique est un disque, et étudier la relation entre le rayon numérique d�un opérateur A et la

norme de Re (A) et de Im (A) :

En�n, on donne une propriété d�inclusion de l�image numérique de la puissance positive d�un

opérateur auto-adjoint.
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Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons tous les outils de base nécessaires pour notre thèse. On donne

une synthèse des di¤érentes propriétés sur l�espace de Hilbert, les opérateurs linéaires bornés et

le spectre d�un opérateur.

1.1 Espace de Hilbert

H désigne un espace de Hilbert complexe muni d�un produit scalaire noté h:; :i :

Proposition 1.1.1 Le produit scalaire h:; :i dé�nit une norme sur H, tel que

kxk = (hx; xi)1=2 8x 2 H:

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Cauchy Schwarz)

Pour tous x; y 2 H; jhx; yij � kxk kyk :

Proposition 1.1.2 Si x; y 2 H tels que jhx; yij = kxk kyk, alors x et y sont colinéaires.

Lemme 1.1.1 (Identité de polarisation)

Pour tous x; y 2 H

4 hx; yi =
3X
k=0

ik


x+ iky; x+ iky

�
;

8



Préliminaires

où i est l�unité imaginaire des nombres complexes (i2 = �1) :

Dé�nition 1.1.1 On dit que deux vecteurs x; y de H sont orthogonaux si hx; yi = 0, on note

x?y:

Théorème 1.1.2 (Théorème de Pythagore)

Si x et y sont deux vecteurs orthogonaux d�un espace de Hilbert, alors kx+ yk2 = kxk2+kyk2.

Dé�nition 1.1.2 Une famille de vecteurs fxi ; i 2 J; xi 2 Hg est dite orthogonale si pour tous

i; j 2 J tels que i 6= j on a hxi; xji = 0.

Proposition 1.1.3 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls d�un espace de Hilbert est libre.

Dé�nition 1.1.3 Le complément orthogonal M? d�un sous-ensemble M de H est dé�ni par

M? = fx 2 H; hx; yi = 0;8y 2Mg :

Théorème 1.1.3 Si F est un sous-espace fermé de H; alors H est la somme directe orthogonale

de F et F?; notée par H = F � F?.

Dé�nition 1.1.4 Une famille de vecteurs fxi ; i 2 J; xi 2 Hg est dite orthonormée (orthonormale)

si

hxi; xji = �i;j =

8<: 1 si i = j

0 si i 6= j
:

Dé�nition 1.1.5 Une famille de vecteurs fxi ; i 2 J; xi 2 Hg est dite totale (ou complète) dans

H si le sous-espace engendré par cette famille est dense i.e fxi ; i 2 J; xi 2 Hg? = f0g.

Dé�nition 1.1.6 Une suite orthonormée totale d�un espace de Hilbert est appelée base ortho-

normée (ou base Hilbertienne).

Théorème 1.1.4 Un espace de Hilbert de dimension in�nie est séparable si et seulement s�il

possède une base orthonormée.

9



Préliminaires

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Soient H et K deux espaces de Hilbert.

Notation 1.2.1 L (H;K) désigne l�espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K et si

H = K; on note L (H;H) = L (H) :

Dé�nition 1.2.1 Pour A 2 L (H), l�image de A est l�ensemble dé�ni par

R (A) = fAx; x 2 Hg

et le noyau de A est l�ensemble dé�ni par

Ker (A) = fx 2 H; Ax = 0g :

Dé�nition 1.2.2 La norme d�un opérateur A 2 L (H) est dé�nie par

kAk = sup fkAxk ;x 2 H; kxk = 1g :

Théorème 1.2.1 Soit A 2 L (H) : Alors

kAk = sup fjhAx; yij ; kxk = kyk = 1g :

Théorème 1.2.2 (Identité de polarisation généralisée)

Si A 2 L (H) ; alors pour tous x; y 2 H; on a

4 hAx; yi =
3X
k=0

ik


A
�
x+ iky

�
; x+ iky

�
:

Dé�nition 1.2.3 Un opérateur P 2 L (H) est dit projecteur si P 2 = P .

Dé�nition 1.2.4 Soit A 2 L (H) :

(1) Un sous-espace fermé E de H est invariant par A lorsque A (E) � E:

10



Préliminaires

(2) Si un sous-espace fermé E de H est invariant par A et admet un supplémentaire topo-

logique qui est aussi invariant par A; on dit que E est réduisant pour A: Ce qui est équivaut à

l�existence d�un projecteur P sur H tel que R (P ) = E et AP = PA:

Dé�nition 1.2.5 Une suite d�opérateurs (An) de L (H) converge uniformement (en norme) vers

un opérateur A 2 L (H) si

kAn � Ak �! 0 quand n �!1:

Dé�nition 1.2.6 Si H = H1 � H2; K = K1 � K2 et A 2 L (H;K) ; alors A prend la forme

matricielle

A =

0@ A11 A12

A21 A22

1A ;
où Aij 2 L (Hj; Ki) :

Si A12 = A21 = 0; alors A est la somme directe de A11 et A22 , on écrit A = A11 � A22:

Dé�nition 1.2.7 L�opérateur adjoint d�un opérateur A 2 L (H) est l�unique opérateur A� 2

L (H) tel que

8x; y 2 H; hAx; yi = hx;A�yi :

Proposition 1.2.1 Soit A 2 L (H). Alors

(i) Ker (A�) = (R (A))?.

(ii) R (A�) = (Ker (A))?.

Dé�nition 1.2.8 Soit F un sous-espace fermé de H: La projection orthogonale de H sur F est

l�opérateur noté PF dé�ni par

8x = x1 + x2; x1 2 F et x2 2 F?; PF (x) = x1:

Proposition 1.2.2 Un opérateur P 2 L (H) est une projection orthogonale si et seulement si

P 2 = P = P �.

Dé�nition 1.2.9 Pour un sous-espace fermé F de H, on appelle compression de A sur F et on

note A j F la restriction de l�opérateur PFA sur F , (où PF est la projection orthogonale sur F ).
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Préliminaires

Proposition 1.2.3 Soit A 2 L (H). Alors A = 0 si et seulement si hAx; xi = 0 pour tout x 2 H:

Dé�nition 1.2.10 Un opérateur A 2 L (H) est appelé compact si lim
n!1

(Axn) = 0, pour toute

suite orthonormée (xn) de H:

Proposition 1.2.4 Soit A 2 L (H) un opérateur compact. Si (xn) est une suite faiblement

convergente vers x 2 H, alors (Axn) est fortement convergente vers Ax:

Dé�nition 1.2.11 Un opérateur A 2 L (H) est appelé auto-adjoint (ou hermitien) si A� = A:

Théorème 1.2.3 Un opérateur A 2 L (H) est auto-adjoint si seulement si hAx; xi est réel pour

tout x 2 H:

Dé�nition 1.2.12 Tout opérateur A 2 L (H) peut s�écrire sous la forme A = B + iC , où

B =
1

2
(A+ A�) et C =

1

2i
(A� A�) :

B et C sont auto-adjoints, et la forme A = B + iC dite décomposition cartésienne de A:

B est dit partie réelle de A et noté Re (A) et C dit partie imaginaire de A et noté Im (A) :

Dé�nition 1.2.13 Un opérateur A 2 L (H) est appelé positif si hAx; xi � 0 pour tout x 2 H,

on note A � 0:

Si A 2 L (H) est positif tel que hAx; xi = 0 si et seulement si x = 0, on dit que A est

strictement positif.

Notation 1.2.2 Si A;B 2 L (H) deux opérateurs auto-adjoints tels que A � B � 0, on note

A � B:

Proposition 1.2.5 Tout opérateur strictement positif est inversible.

Théorème 1.2.4 Pour tout opérateur positif A 2 L (H), il existe un unique opérateur positif B,

tel que B2 = A: De plus B commute avec tout opérateur commutant avec A: B est appelé racine

carrée de A et est noté
p
A.
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Préliminaires

Proposition 1.2.6 Soit A 2 L (H) : Alors A�A est un opérateur positif.

Dé�nition 1.2.14 Le module d�un opérateur A 2 L (H) est la racine carrée de A�A, on note

jAj =
p
A�A

Théorème 1.2.5 (Inégalité de Cauchy Schwartz Généralisée)

Soit A 2 L (H) un opérateur positif. Alors

jhAx; yij2 6 hAx; xi hAy; yi pour tout x; y 2 H:

Dé�nition 1.2.15 Un opérateur A 2 L (H) est appelé normal si A�A = AA�:

Proposition 1.2.7 Soit A 2 L (H) : Alors, A est normal si et seulement si kA�xk = kAxk ;

8x 2 H:

Dé�nition 1.2.16 Soit H un espace de Hilbert et A 2 L(H), on dit que A est unitairement

diagonalisable s�il existe une base orthonormée feng de H constituée par les vecteurs propres de

A, identiquement, A s�écrit selon cette base sous forme d�une matrice diagonale.

Proposition 1.2.8 Tout opérateur normal en dimension �nie est unitairement diagonalisable,

et plus général tout opérateur normal compact est unitairement diagonalisable.

Dé�nition 1.2.17 Un opérateur U 2 L (H) est appelé unitaire si U�U = UU� = I:

Dé�nition 1.2.18 Soient A;B 2 L (H) : On dit que A et B sont unitairement équivalents s�il

existe un opérateur unitaire U 2 L (H) tel que B = U�AU:

Théorème 1.2.6 Un opérateur A 2 L (H) est unitaire si et seulement si kAxk = kA�xk = kxk

pour tout x 2 H:

1.3 Spectres d�opérateur

Dé�nition 1.3.1 Le spectre d�un opérateur A 2 L (H) est l�ensemble dé�ni par

� (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas inversibleg :
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Préliminaires

Théorème 1.3.1 Le spectre d�un opérateur A 2 L (H) est un sous ensemble compact du plan

complexe.

Dé�nition 1.3.2 L�ensemble résolvant � (A) d�un opérateur A 2 L (H) est le complémentaire

du spectre, i.e

� (A) = f� 2 C; (A� �I) est inversibleg :

Dé�nition 1.3.3

(1) Un nombre � 2 C est une valeur propre de A 2 L (H) s�il existe un vecteur non nul x 2 H

tel que Ax = �x.

(2) Chaque vecteur non nul x 2 H qui satisfait Ax = �x s�appelle vecteur propre de A associé

à la valeur propre �.

(3) L�ensemble des valeurs propres de A est noté �p (A) et s�appelle spectre ponctuel de A, i.e

�p (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas injectifg :

Proposition 1.3.1 En dimension �nie le spectre d�un opérateur A 2 L (H) coincide avec son

spectre ponctuel.

Proposition 1.3.2 Soit A 2 L (H) : Si P est un polynôme à coe¢ cients complexes; alors

� (P (A)) = P (� (A)) = fP (�) ; � 2 � (A)g :

Proposition 1.3.3 Si A 2 L (H) est un opérateur auto-adjoint, alors � (A) est réel.

Dé�nition 1.3.4 Soit A 2 L (H) : Le spectre approché de A est l�ensemble dé�ni par

�ap (A) = f� 2 C; 9 (xn)n � H; kxnk = 1 8n � 0 et k(A� �I)xnk �! 0g :

Dé�nition 1.3.5 Le spectre approché réduisant d�un opérateur A 2 L (H) est l�ensemble dé�ni

par

�ar (A) = f� 2 C; 9 (xn)n � H; kxnk = 1 8n � 0 et k(A� �I)xnk+ k(A� �I)
� xnk �! 0g :

14
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Proposition 1.3.4 Pour tout A 2 L (H) ; @ (� (A)) � �ap (A) ; où @ (� (A)) la frontière de

� (A) :

Dé�nition 1.3.6 Le rayon spectral d�un opérateur A 2 L (H) est le réel positif dé�ni par

r (A) = sup fj�j ;� 2 � (A)g :

Remarque 1.3.1 Si A 2 L (H) ; alors r (A) = limn!1 kAnk
1
n :

Proposition 1.3.5 Le spectre d�un opérateur A 2 L (H) est invariant par similitude, i.e pour

tout opérateur inversible S 2 L (H)

�
�
S�1AS

�
= � (A) :

Théorème 1.3.2 Soit A 2 L (H) est auto-adjoint et soient

m = inf fhAx; xi ; kxk = 1g et M = sup fhAx; xi ; kxk = 1g :

Alors

� (A) � [m;M ] et m;M 2 � (A) :

Proposition 1.3.6 Les vecteurs propres d�un opérateur normal associées aux valeurs propres

distinctes sont orthogonaux.
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Chapitre 2

Image numérique d�un opérateur borné

Introduction

Le présent chapitre est une introduction à la notion de l�image numérique d�un opérateur

linéaire borné sur un espace de Hilbert. On s�intéresse essentiellement à présenter les propriétés

algébriques, topologiques et géométriques de l�image numérique notamment, la convexité, la

bornitude, l�invariance par équivalence unitaire, l�équivalence entre le rayon numérique et la

norme d�opérateur, la forme elliptique en dimension deux, et les inclusions spectrales.

Dans la suite, H est un espace de Hilbert complexe.

2.1 Concepts généraux de l�image numérique

Dé�nition 2.1.1 L�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est le sous-ensemble des nombres

complexes dé�ni par

W (A) = fhAx; xi; x 2 H; kxk = 1g

Proposition 2.1.1 [23] Pour tous A;B 2 L (H) ; tout sous-espace F de H; tout opérateur uni-

taire U 2 L (H) et tous �; � 2 C; on a

(1) W (�A+ �I) = �W (A) + �:

(2) W (A jF ) � W (A) ; où (A jF ) est la compression de A sur F:

(3) W (A�) =
�
�;� 2 W (A)

	
:
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Image numérique d�un opérateur borné

(4) W (Re (A)) = Re (W (A)) et W (Im (A)) = Im (W (A)) :

(5) W (A+B) � W (A) +W (B) :

Preuve (1) ; (3) ; (4) et (5) sont évidentes.

(2) Si x 2 F; alors

h(A jF )x; xi = hPFAx; xi = hAx; P �Fxi = hAx; PFxi = hAx; xi 2W (A) :

Théorème 2.1.1 [29] Soit A 2 L (H) : Alors, pour tout opérateur unitaire U 2 L (H)

W (U�AU) =W (A) :

Preuve Soit U un opérateur unitaire de L (H) et x 2 H tel que kxk = 1: Alors

hU�AUx; xi = hAUx;Uxi 2W (A) :

On dit que l�image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Réciproquement, comme U est surjectif, alors il existe y 2 H tel que x = Uy; identiquement

kyk = kU�xk = kxk = 1; et donc

hAx; xi = hAUy; Uyi = hU�AUy; yi 2W (U�AU) :

Théorème 2.1.2 [42] L�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est un ensemble non vide

et borné.

Preuve

(1) Soit x 2 H; tel que x 6= 0: Alors
�
A
x

kxk ;
x

kxk

�
2 W (A) ; identiquement, W (A) 6= ?:

(2) Soit � 2 W (A) ; alors il existe x 2 H; kxk = 1; tel que � = hAx; xi

j�j = jhAx; xij � kAxk kxk � kAk kxk2 = kAk :

17



Image numérique d�un opérateur borné

Donc pour tout � 2 W (A) ; j�j � kAk :

Théorème 2.1.3 [23] (Toeplitz-Hausdor¤)

Pour tout A 2 L (H) ; W (A) est un ensemble convexe de C:

Preuve Soient hAx; xi et hAy; yi deux points distincts de W (A) ; avec kxk = kyk = 1:

Les deux vecteurs x et y ne sont pas colinéaires. Notons F = vect fx; yg ; par application de

la proposition (2:1:1) (la propriété (2)); on obtient W (A jF ) � W (A) : Comme W (A jF ) est

une surface elliptique (voir la partie suivante), elle contient alors le segment joignant hAx; xi et

hAy; yi ; d�où W (A) est convexe.

Théorème 2.1.4 [23] Si A = A1 � A2 sur H = H1 �H2; alors

W (A) = conv (W (A1) [W (A2)) ;

où conv (W (A1) [W (A2)) est l�enveloppe convexe de (W (A1) [W (A2)) :

Preuve Soient x 2 H1 et y 2 H2 tels que kxk = kyk = 1: Montrons que le segment joignant

les deux points hA1x; xi de W (A1) et hA2y; yi de W (A2) sont dans W (A) :

Soient t; s 2 [0; 1] tels que t2 + s2 = 1: On a

t2 hA1x; xi+ s2 hA2y; yi = hA (tx+ sy) ; (tx+ sy)i 2W (A) :

Inversement, soit z un vecteur unitaire de H. Alors z = x � y; où x 2 H1; y 2 H2; et

kzk =
�
kxk2 + kyk2

�1=2
= 1: On a

hAz; zi = hA1x; xi+ hA2y; yi

= kxk2
�
A1

x

kxk ;
x

kxk

�
+ kyk2

�
A2

y

kyk ;
y

kyk

�
;

donc

hAz; zi 2 conv (W (A1) [W (A2)) :

18



Image numérique d�un opérateur borné

Théorème 2.1.5 [29] Soit A 2 L (H) : Si H est de dimension �nie, alorsW (A) est un ensemble

compact de C:

Preuve Soit � la sphère unité de H: L�application g : � �! C; x 7�! hAx; xi est continue.

En e¤et : Pour tout x; y 2 � on a

hAx; xi � hAy; yi = h(Ax� Ay) ; xi+ hAy; (x� y)i :

Alors,

jg (x)� g (y)j = jhAx; xi � hAy; yij

� 2 kAk kx� yk :

Ce qui exprime la continuité de g: Comme la sphère unité de H est compacte, alors W (A)

est compacte.

Théorème 2.1.6 [24] Soit A 2 L (H) un opérateur compact. Si 0 2 W (A) ; alors W (A) est

fermée.

Preuve Si � un point adhérent deW (A) ; alors il existe une suite (xn)n2N de vecteurs unitaires

de H telle que hAxn; xni �! �:

Puisque la boule unité fermée B (0; 1) est faiblement compacte dans H (puisque l�espace de

Hilbert est un espace ré�exif), il existe une sous suite (xnk) de B (0; 1) qui converge faiblement

vers x:

Comme A est compact, alors la suite (Axnk) converge fortement vers Ax:

jhAxnk ; xnki � hAx; xij � jhAxnk ; xnki � hAx; xnkij+ jhAx; xnki � hAx; xij

� kxnkk kAxnk � Axk+ jhAx; xnki � hAx; xij :

Par conséquent, (hAxnk ; xnki) converge vers hAx; xi ; identiquement � = hAx; xi :

Si � = 0; l�assertion est claire.
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Si � 6= 0; il est clair que x 6= 0; alors

�

kxk2
=

�
A
x

kxk ;
x

kxk

�
2 W (A) :

Car kxk � 1; alors � est dans le segment joignant 0 et �

kxk2
:

Si 0 2 W (A) ; alors par la convexité deW (A) ; � 2 W (A) ; identiquement,W (A) est fermée.

Dé�nition 2.1.2 Le rayon numérique d�un opérateur A 2 L (H) est le réel positif dé�ni par

w (A) = sup fj�j ;� 2 W (A)g :

Exemple 2.1.1 Soit H = l2 l�espace de Hilbert des suites complexes de carée sommable et soit

A 2 L (H) dé�ni par la matrice ci-dessous

0BBBBBB@
1 0 0 :::

0 1
2r

0 :::

0 0 1
3r

:::

0 0 0 :::

1CCCCCCA ;

où r � 1:

Lorsque x est un vecteur unitaire dans H; alors

kxk2 = (jx1j2 + jx2j2 + jx3j2 + :::) = 1:

Donc,

hAx; xi = (jx1j2 +
1

2r
jx2j2 +

1

3r
jx3j2 + :::) � (jx1j2 + jx2j2 + jx3j2 + :::) = 1:

D�où, W (A) � ]0; 1] :

Pour le vecteur unitaire x = (1; 0; 0; 0; :::) dans H; on a hAx; xi = 1. Alors, w(A) = 1.

D�autre part, pour tout " > 0, on peut choisir un entier positif n tel que 1
nr
< "; donc pour le
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Image numérique d�un opérateur borné

vecteur x = (0; :::; 0; 1; 0:::); où 1 est la ni�eme composante, nous avons hAx; xi = 1
nr
< ". Par la

convexité de l�image numérique, on obtient W (A) = ]0; 1] :

Théorème 2.1.7 [23] Le rayon numérique dé�nit une norme sur L (H) :

Preuve

(1) Si w (A) = 0; alors hAx; xi = 0 8x 2 H; ce qui implique par l�identité de polarisation

généralisée que A = 0:

(2) Pour tout � 2 C

w (�A) = sup fj�j ;� 2 W (�A)g

= sup fj�j ;� 2 �W (A)g

= sup fj��j ;�� 2 �W (A)g

= j�j sup fj�j ;� 2 W (A)g

= j�jw (A)

(3) Pour tous A;B 2 L (H)

w (A+B) = sup fj�j ;� 2 W (A+B)g

� sup fj�j ;� 2 (W (A) +W (B))g

= sup fj�+ �j ;� 2 W (A) et � 2 W (B)g

� sup fj� j+j �j ;� 2 W (A) et � 2 W (B)g

= sup fj�j ;� 2 W (A)g+ sup fj�j ; � 2 W (B)g

= w (A) + w (B) :

Théorème 2.1.8 [23] (Norme Equivalente)

Pour tout A 2 L (H)

w (A) � kAk � 2w (A) :
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Preuve Si � = hAx; xi avec kxk = 1; alors par l�inégalité de Cauchy Schwartz j�j �

kAxk kxk ; et donc w (A) � kAk :

D�autre part, d�après l�identité de polarisation généralisée, pour tous x; y 2 H

4 jhAx; yij � jhA (x+ y) ; (x+ y)ij+ jhA (x� y) ; (x� y)ij+ jhA (x+ iy) ; (x+ iy)ij

+ jhA (x� iy) ; (x� iy)ij

� w (A)
�
kx+ yk2 + kx� yk2 + kx+ iyk2 + kx� iyk2

�
= 4w (A)

�
kxk2 + kyk2

�
:

Comme kAk = sup fjhAx; yij ; kxk = kyk = 1g ; alors kAk � 2w (A) :

Théorème 2.1.9 [23] Si w (A) = kAk ; alors r (A) = kAk :

Preuve Si w (A) = kAk = 1; alors il existe une suite des vecteurs unitaires (xn) telle que

hAxn; xni �! � 2 W (A) ; j�j = 1;

et comme jhAxn; xnij � kAxnk � 1; alors, on obtient kAxnk �! 1: Donc

k(A� �I)xnk2 = kAxnk2 � hAxn; �xni � h�xn; Axni+ kxnk2 �! 0;

d�où � 2 �ap (A) et donc r (A) = 1:

Théorème 2.1.10 [23] Si R (A) ? R (A�) ; alors w (A) = 1

2
kAk :

Preuve Soit x un vecteur unitaire de H: On peut écrire x = x1+ x2; tel que x1 2 ker (A) ; et

x2 2 R (A�):

Comme
�
R (A�)

�?
= (R (A�))? = ker (A) ; alors

hAx; xi = hA (x1 + x2) ; (x1 + x2)i = hAx2; x1i ;
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car Ax1 = 0; et hAx2; x2i = hx2; A�x2i = 0: Donc

jhAx; xij � kAk kx1k kx2k

� kAk
2

�
kx1k2 + kx2k2

�
=

kAk
2
;

puisque x est arbitraire, nous avons

w (A) � 1

2
kAk � w (A) :

2.2 Théorème elliptique de l�image numérique

Théorème 2.2.1 [23] Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert de dimension deux:

Alors W (A) est une ellipse dont les foyers sont les valeurs propres de A:

Preuve On peut choisir A comme une matrice triangulaire supérieure.

A =

0@ �1 a

0 �2

1A ;
où �1 et �2 sont les valeurs propres de A:

Si �1 = �2 = �; nous avons

A� �I =

0@ 0 a

0 0

1A ; et W (A� �I) =
�
z : jzj � jaj

2

�
:

Donc W (A) est un cercle de centre �, et de rayon
jaj
2
:
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Si �1 6= �2; et a = 0; nous avons

A =

0@ �1 0

0 �2

1A :
On pose que x = (f; g) ; alors hAx; xi = �1 jf j2 + �2 jgj2 = t�1 + (1� t)�2; tels que t = jf j2,

et jf j2+ jgj2 = 1: Donc W (A) est un ensemble convexe (combinaison de �1 et �2 est un segment

qui joigne �1 et �2).

Si �1 6= �2; et a 6= 0; nous avons

A�
�
�1 + �2
2

�
I =

0@ �1��2
2

a

0 ��1��2
2

1A ;
e�i�

�
A�

�
�1 + �2
2

�
I

�
=

0@ r ae�i�

0 �r

1A = B;

où
�1 � �2
2

= rei�: W (B) est une ellipse de centre (0; 0) ; et petit axe jaj ; et les foyers sont (r; 0)

et (�r; 0) : Donc W (A) est une ellipse dont les foyers sont �1; �2; et grand axe a une inclination

de � avec l�axe réel.

2.3 Image numérique et spectre

Proposition 2.3.1 [27] Soit A 2 L (H) : Alors

�p (A) � W (A) :

Preuve Soit � 2 �p (A) et soit x un vecteur unitaire associé à �: Alors

� = � hx; xi = h�x; xi = hAx; xi ;

donc � 2 W (A) :

Théorème 2.3.1 [29] (Inclusion spectrale)
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Le spectre d�un opérateur A est contenant dans la fermeture de son image numérique.

Preuve On sait que la frontière du spectre d�un opérateur A est contenue dans leur spectre

approché �ap (A) et que l�image numérique W (A) est convexe. Il su¢ t donc de montrer que le

spectre approché d�un opérateur est contenu dans la fermeture de son image numérique:

Soit � 2 �ap (A) et soit (xn) une suite de vecteurs unitaires, telle que

k(A� �I)xnk �! 0:

Par l�application de l�inégalité de Cauchy Schwartz

jh(A� �I)xn; xnij � k(A� �I)xnk �! 0:

Alors hAxn; xni �! �: D�où � 2 W (A):

Théorème 2.3.2 [23] Si W (A) = [m;M ] ; alors m;M � � (A) :

Preuve

m 2 W (A) implique l�existence d�une suite de vecteurs unitaires (xn)n2N telle que hAxn; xni !

m; donc

jh(A�mI)xn; xnij =



(A�mI)1=2 xn


2 �! 0;

d�où k(A�mI)xnk �! 0 et m 2 � (A) :

Pour M 2 W (A); on obtient k(MI � A)xnk �! 0. D�où M 2 � (A) :

Théorème 2.3.3 [23] Si � 2 W (A) ; avec j�j = kAk ; alors � 2 �p (A) :

Preuve Soit � = hAx; xi ; kxk = 1; alors

kAk = j�j = jhAx; xij � kAxk � kAk :

Identiquement, jhAx; xij = kAxk kxk ; donc 9� 2 C; Ax = �x:

D�où � = hAx; xi = h�x; xi = �: Ainsi, Ax = �x; et par conséquent, � 2 �p (A) :
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Théorème 2.3.4 [19] Soit A 2 L (H) : Alors

1

dist (�; � (A))
6


(A� �I)�1

 6 1

dist
�
�;W (A)

� ;
avec � =2 � (A) pour la première inégalité et � =2 W (A) pour la deuxième inégalité.

Théorème 2.3.5 [27] (Hildebrandt)

Soit A 2 L (H) : Alors

conv (� (A)) = \
S2G

W (SAS�1);

où G est l�ensemble des opérateurs inversibles de L (H) :

On a besoin d�utiliser le théorème suivant

Théorème 2.3.6 [43] (Rota)

Pour tout opérateur A de L (H)

r (A) = inf
�

SAS�1

 ; S inversible de L (H)	 :

Preuve (Théorème de Rota)

Comme r (A) 6 kAk ; alors r (SAS�1) 6 kSAS�1k pour tout S inversible de L (H) et comme
le rayon spectral est invariant par similitude, on obtient

r (A) 6 inf
�

SAS�1

 ; S inversible de L (H)	 :

Réciproquement, soit � 2 C tel que � > r (A) : Construisons S� inversible de L (H) tel que

kS�AS�1� k < �:

Posons

T� =
1X
n=0

��2n (A�)nAn;

cette série est convergente, puisque

lim
n





(A�)nAn�2n





1=n 6 limn
�
k(A�)nk kAnk

�2n

�1=n
=
r2 (A)

�2
< 1:
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De plus

T� � I =
1X
n=1

��2n (A�)nAn > 0;

alors T� est strictement positif, et par conséquent T� est inversible.

Notons que A�T�A = �2 (T� � I) ; choisissons S� par S� = (T�)1=2 : Pour tout x 2 H; on a



S�AS�1� x

2 =


S�AS

�1
� x; S�AS

�1
� x
�

=


A�T�A

�
S�1� x

�
; S�1� x

�
< �2



T�
�
S�1� x

�
; S�1� x

�
= �2 kxk2 :

D�où kS�AS�1� k < �: Cela complète la preuve.

Preuve (Théorème (2:3:5))

[�] On a � (A) � W (A): Alors conv (� (A)) � W (A); donc conv (� (SAS�1)) � W (SAS�1)

pour tout S 2 G; et comme le spectre est invariant par similitude on obtient conv (� (A)) �

\
S2G
W (SAS�1):

[�] Soit � =2 conv (� (A)) : Montrons que � =2 \
S2G
W (SAS�1); identiquement, il existe un

opérateur inversible T de L (H) tel que � =2 W (TAT�1): Comme conv (� (A)) est compacte, il

existe un disque ouvert D contient conv (� (A)) ; mais son adhérence ne contient pas �: On peut

supposer sans perdre les généralités, que D est le disque unité ouvert, ainsi en particulier r (A) <

1: D�après le théorème de Rota il existe opérateur inversible T de L (H) tel que kTAT�1k 6
(1+r(A))

2
< 1; d�où W (TAT�1) � D et par conséquent � =2 W (TAT�1):
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Chapitre 3

Image numérique de certains opérateurs

Introduction

L�objectif de ce chapitre est de donner une synthèse des di¤érentes propriétés sur l�image

numérique des opérateurs auto-adjoints, normaux, hyponormaux, normaloïdes, convexoïdes et

spectraloïdes.

3.1 Opérateurs auto-adjoints

Théorème 3.1.1 [23] Un opérateurs A 2 L (H) est auto-adjoint si et seulement si W (A) est

un intervalle de R:

Preuve Si A est auto-adjoint, nous avons pour tout x 2 H; hAx; xi = hx;Axi = hAx; xi;

donc W (A) � R:

Inversement, si hAx; xi 2 R pour tout x 2 H; alors h(A� A�)x; xi = 0; 8x 2 H; donc l�iden-

tité de polarisation généralisée implique que h(A� A�)x; yi = 0 8x; y 2 H; et par conséquent A

est auto-adjoint.

Théorème 3.1.2 [23] Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint et W (A) l�intervalle réel

[m;M ] : Alors

kAk = max fjmj ; jM jg :
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Preuve D�après les théorèmes (1:3:2) et (2:1:9) ; on a � (A) � [m;M ] ; et m;M 2 � (A) ; et

donc

kAk = r (A) = max fjmj ; jM jg :

Remarque 3.1.1 [49] Si A 2 L (H) est un opérateur auto- adjoint, alors

r (A) = w (A) = kAk :

Théorème 3.1.3 [23] (Théorème de Bondixson-Hirsch)

Si A = B + iC est la décomposition cartésienne de A 2 L (H), alors

W (A) � W (B) + iW (C) :

Preuve La preuve est évidente.

3.2 Opérateurs normaux et hyponormaux

Théorème 3.2.1 [49] En dimension deux, si A est normal, alors W (A) est un segment de

droite.

Preuve Soient u et v deux vecteurs propres unitaires correspondant aux valeurs propres

distinctes � et � respectivement.

Alors, la proposition (1:3:6) implique que les deux vecteurs propres sont orthogonaux, donc

linéairement indépendants. Ainsi u et v forment une base de H:

Soit x vecteur unitaire dans H et p; q 2 C tels que x = pu+ qv: Alors

hAx; xi = hp�u+ q�v; pu+ qvi = jpj2 �+ � jqj2 :

D�autre part,

1 = kxk2 = kpu+ qvk2 = kpuk2 + kqvk2 = jpj2 + jqj2 :
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Donc W (A) est un segment de droite joignant � et �:

Théorème 3.2.2 [49] Soit A 2 L (H) : Si W (A) est un segment de droite, alors A un opérateur

normal.

Preuve Soit � un point sur le segment de droite ayant une pente �: W
�
e�i� [A� �I]

�
est

alors inclus dans l�axe des réels. Ainsi, le théorème (3:1:1) implique que
�
e�i� [A� �I]

�
est un

opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple, que A est un opérateur normal.

Remarque 3.2.1 [23] Si A 2 L (H) est un opérateur normal, alors r (A) = w (A) = kAk :

Théorème 3.2.3 [23] La fermeture de l�image numérique d�un opérateur normal est l�enveloppe

convexe de son spectre.

Preuve Il su¢ t de prouver que tout demi-plan fermé de C contenant � (A) et aussi contient

W (A). On peut supposer que � (A) � f�; Re� � 0g et que l�axe imaginaire est une ligne d�appui

de conv (� (A)) :

Supposons que (a+ ib) 2 W (A) avec a > 0 et hAx; xi = a+ ib; kxk = 1:

Soit Ax = (a+ ib)x+ y; où hx; yi = 0: Soit c 2 R+� : Alors c =2 � (A) et nous avons

dist (c; � (A)) � k(A� cI)xk ;

identiquement,

c2 � k(a� c+ ib)x+ yk2 = (a� c)2 + b2 + kyk2 :

D�où 2ac � a2 + b2 avec a > 0 et c > 0; ce qui est impossible, puisque c est arbitraire.

Théorème 3.2.4 L�image numérique d�un opérateur unitairement diagonalisable est l�enveloppe

convexe de leur spectre ponctuel.

Preuve Si A 2 L (H) un opérateur unitairement diagonalisable, alors il existe une base

orthonormée feng de H et une suite f�ng des nombres complexes tels que Aen = �nen pour tout
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entier positif n, d�où

W (A) = fhAx; xi ; x 2 H; kxk = 1g

=

(*
A

 1X
n=0

hx; eni en

!
;
1X
n=0

hx; eni en

+
; x 2 H; kxk = 1

)

=

( 1X
n=0

�n jhx; enij2 ; x 2 H; kxk = 1
)

=

( 1X
n=0

�nan; an � 0;
1X
n=0

an = 1

)
;

donc W (A) est l�ensemble de toutes les combinaisons convexes des valeurs propres de A, identi-

quement, W (A) = conv (�p (A)) :

Théorème 3.2.5 [23] Les points extrêmes de la fermeture de l�image numérique W (A) d�un

opérateur normal A sont les valeurs propres de A si et seulement si W (A) est fermée.

Preuve Soit W (A) est fermée. On peut supposer que � = 0 est un point extrême et que

W (A) � f�; Im� � 0g et hAx0; x0i = 0 2 W (A) ; d�où h(A� A�)x0; x0i = 0: Puisque l�opéra-

teur
1

i
(A� A�) � 0; donc (A� A�)x0 = 0:

Par conséquent, x0 est un élément du sous-espace fermé F = fx;Ax = A�xg : Puisque A est

normal, alors 8x 2 F

A�Ax = AA�x = AAx;

et donc le sous-espace F est invariant par A; et A jF est auto-adjoint. Évidemment, W (A jF ) �

W (A) et W (A jF ) � R d�après le théorème (3:1:1) : D�où

W (A jF ) � W (A) \ R = f0g ;

donc A jF= 0 et Ax0 = 0; identiquement 0 2 �p (A) :

La réciproque est vrai pour tout opérateur A: L�ensemble convexe et compact W (A) est

l�enveloppe convexe de ses points extrêmes. Lorsque les derniers sont les valeurs propres de A;
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d�après la proposition (2:3:1) ; on obtient

W (A) � conv (�p (A)) � conv (W (A)) = W (A) :

Dé�nition 3.2.1 Un opérateur A 2 L (H) est appelé hyponormal si A�A > AA�:

Théorème 3.2.6 [19] Un opérateur A 2 L (H) est hyponormal si et seulement si

kA�xk � kAxk ; 8x 2 H:

Théorème 3.2.7 [49] Si A 2 L (H) un opérateur hyponormal, alors les vecteurs propres corres-

pondant à des valeurs propres distinctes de A sont orthogonaux.

Corollaire 3.2.1 [19] Soit A 2 L(H) un opérateur hyponormal. Alors



(A� �)�1

 � [dist(�; conv�(A))]�1 ;
pour tout � =2 conv (�(A)) :

Preuve Pour tout � =2 conv (�(A)) ; on a



(A� �)�1

 = max
�2�(A��)�1

j�j = 1

min
�2�(A��)

j�j =
1

dist(�; �(A))
� 1

dist(�; conv�(A))
:

Théorème 3.2.8 [49] Si A 2 L(H) un opérateur hyponormal et H est de dimension n 2 N�,

alors W (A) est un polygone à n côtés.

Preuve Si fukgnk=1 des vecteurs propres unitaires correspondant à des valeurs propres dis-

tinctes f�kgnk=1, alors chaque vecteur unitaire x de H a la représentation unique

x =

nX
k=1

pkuk, tel que
nX
k=1

jpkj2 = 1:
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Donc

hAx; xi =

*
A

 
nX
k=1

pkuk

!
;

 
nX
k=1

pkuk

!+

=

*
nX
k=1

pkA (uk) ;
nX
k=1

pkuk

+

=

*
nX
k=1

pk�kuk;

nX
k=1

pkuk

+

=
nX
k=1

jpkj2 �k:

3.3 Opérateurs normaloïdes, convexoïdes et spectraloïdes

Dé�nition 3.3.1 [19] Un opérateur A 2 L (H) est dit

(1) Normaloïde, si w (A) = kAk ; identiquement r (A) = w (A) = kAk :

(2) Convexoïde, si W (A) = conv (� (A)) :

(3) Spectraloïde, si w (A) = r (A) :

Remarque 3.3.1 [19] On peut conclure les inclusions suivantes

Auto-adjoint �! Normal �! Hyponormal
%

&

Normaloïde

Convexoïde

&

%
Spectraloïde.

En 1929Wintner [50] a essayé de caractériser l�opérateur A de L(H) satisfaisant conv (�(A)) =

W (A); il a donné l�assertion suivante : conv (�(A)) = W (A) si et seulement si A est normaloïde.

En 1967 P. Halmos [24] a montré que l�assertion de Wintner est fausse. Il a montré qu�il

existe des opérateurs convexoïdes qui ne sont pas normaloïdes et vice versa, il a donné les contres

exemples suivants

(i) Soit

M =

0@ 0 0

1 0

1A :
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Soit N un opérateur normal dont le spectre est le disque fermé D de centre 0 et de rayon
1

2
:

Si

A =

0@ M 0

0 N

1A ;
alors �(A) = f0g [D, et W (A) = conv(W (M) [W (N)) = D: Ce qui dit que A est convexoïde.

Comme kAk = 1 (car kMk = 1), A est n�est pas normaloïde.

(ii) Soit

A =

0@ M 0

0 1

1A :
Puisque kAk = 1, W (A) = conv

�
D [ f1g

�
et w (A) = 1; alors A est normaloïde. Comme

� (A) = f0g [ f1g, alors conv (� (A)) = [0; 1], ce qui résulte que A n�est pas convexoïde.

Proposition 3.3.1 [19] Soit A 2 L(H): Alors A est convexoïde si et seulement si



(A� �)�1

 � [dist(�; conv (�(A)))]�1 ;
pour tout � =2 conv (�(A)) :

Preuve

[=)] Soit � =2 conv (�(A)). Par la transformation A 7�! �A + �; � 2 C�; � 2 C on peut

supposer que le couple (�;A) satisfait

[� < 0; 0 2 conv (�(A)) et conv (�(A)) � fz 2 C; Re(z) � 0g] ;

alors pour tout x 2 H

k(A� �)xk2 = kAxk2 � � [(Ax; x) + (x;Ax)] + �2 kxk2 � �2 kxk2 :

Comme (A� �) est inversible, alors pour tout x 2 H

kxk2 � �2


(A� �)�1x

2 ;
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d�où

[dist(�; conv (�(A)))]�1 = j�j�1 �


(A� �)�1

 :

[(=] Comme conv (�(A)) � W (A), on montre que si � =2 conv (�(A)) alors � =2 W (A): Par

application de la transformation A 7�! �A+ � on peut supposer que

[� < 0; 0 2 conv (�(A)) et conv (�(A)) � fz 2 C : Re(z) � 0g] ;

alors,

� =2 conv (�(A)) et dist(�; conv (�(A))) = j�j ;

c.à.d k(A� �)�1k � j�j�1 :

D�où

�2 kxk2 � k(A� �)xk2 ;

pour tout x 2 H: Par passage a la limite quand � tend vers (�1) on obtient que pour tout

x 2 H:

hAx; xi+ hx;Axi = 2RehAx; xi � 0:

D�où W (A) � fz 2 C; Re(z) � 0g ; donc � =2 W (A):

Lemme 3.3.1 [22] Soit A 2 L(H): Alors

(1) A est spectraloïde si et seulement s�il existe � 2 �(A) tel que j�j = w(A):

(2) A est normaloïde si et seulement s�il existe � 2 �(A) tel que j�j = kAk :

Remarque 3.3.2 Nous remarquons après ces deux conditions que � 2 @W (A) \ �(A) dans les

deux cas.

Proposition 3.3.2 [22] A 2 L(H) est normaloïde si et seulement s�il existe � 2 �ar(A) tel que

j�j = kAk :

Preuve

[(=] Clair (car �ar(A) � � (A))
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[=)] On a : @� (A) � �ap (A) et comme A est normaloïde alors il existe � 2 (@W (A) \ �(A))

tel que j�j = kAk

Donc, il existe � 2 �ap (A) tel que j�j = kAk (i.e) il existe une suite (xn) de vecteurs unitaires

véri�ent k(A� �I)xnk �! 0: Reste à véri�er que k(A� �I)� xnk �! 0 .

Posons pour tout n 2 N; �n = hAxn; xni. Alors

jhAxn; xni � �j = jh(A� �I)xn; xnij � k(A� �I)xnk �! 0:

Donc �n �! �: D�autre part

k(A� �I)� xnk2 = kA�xnk2 � 2Re��n + j�j2 � 2
�
kAk2 � Re��n

�
�! 0;

identiquement � 2 �ar (A) :

Lemme 3.3.2 [22] Soit � 2 W (A) et j�j = kAk. Alors � 2 �ar (A).

Preuve Soit kAk = j�j = jhAx; xij avec kxk = 1: Alors

kAk = jhAx; xij � kAxk kxk � kAk kxk2 = kAk :

On obtient une égalité dans l�inégalité de Cauchy-Schwartz, donc Ax = �x. De la même façon

on obtient A�x = �x:
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Chapitre 4

Image numérique et opérateurs

sous-auto-adjoints

Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude des opérateurs bornés dont l�image numérique est un

segment de droite. Nous généralisons des résultats obtenus depuis les années cinquante. Nous

donnons une condition nécessaire et su¢ sante pour que l�image numérique d�un opérateur est

un segment de droite, nous montrons exactement que l�image numérique d�un opérateur borné

A 2 L (H) est un segment de droite si et seulement s�il existe deux scalaires complexes � et �

tels que A� = �A + �I; puis nous déterminons l�équation du support de cette image numérique

en termes de � et �.

À partir de ces résultats, nous introduit une nouvelle classe d�opérateurs, c�est la classe des

opérateurs dont l�image numérique est un segment de droite, cette classe contient les opérateurs

auto-adjoints et contenu dans la classe des opérateurs normaux. Selon ces inclusions, on a donné

le nom sous-auto-adjoint d�un opérateur de cette classe, et on la notée S (H).

En�n nous donnons quelques propriétés de ces nouveaux opérateurs.
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4.1 Quand l�image numérique est un segment de droite

Théorème 4.1.1 Soit A 2 L (H). Alors W (A) est un segment de droite si et seulement s�il

existe �; � 2 C avec � 6= 0 tels que (�A+ �I) est auto-adjoint.

Preuve Supposons que W (A) est un segment de droite. Soit � la pente de W (A) et soit 


un point de W (A). Alors W
�
ei� (A� 
I)

�
est inclus dans l�axe des réels. Donc, pour � = ei� et

� = �ei�
, l�opérateur (�A+ �I) est auto-adjoint.

Inversement, soit �; � 2 C avec � 6= 0 tels que (�A+ �I) est auto-adjoint. Il est clair que

W (�A+ �I) est un segment de droite de l�axe des réels. Puisque la transformation a¢ ne conserve

les segments de droite, alors W (A) =
1

�
W (�A+ �I)� �

�
est un segment de droite de C:

Théorème 4.1.2 Soit A 2 L (H). Alors W (A) est un segment de droite si et seulement s�il

existe �; � 2 C tels que A� = �A+ �I.

Preuve Selon le théorème (4:1:1), il su¢ t de montrer que l�existence de �; � 2 C avec � 6= 0

tels que (�A+ �I) est auto-adjoint est équivalent à l�existence de �; � 2 C; tels que A� = �A+�I.

Si (�A+ �I)� = �A+ �I, alors

A� = �A+ �I; avec � =
�

�
; et � =

2i Im �

�
:

Inversement, si A� = �A+ �I, alors

A = (A�)� = �A� + �I = j�j2A+
�
��+ �

�
I:

Nous avons deux cas :

(1) j�j 6= 1: Dans ce cas A = �I, où

� =
��+ �

1� j�j2
:

Alors pour tous �; � 2 C avec � 6= 0 tels que (�� + �) 2 R, l�opérateur (�A+ �I) est

auto-adjoint.
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(2) j�j = 1: Dans ce cas A = A +
�
��+ �

�
I, alors �� + � = 0, identiquement, � = 0 ou

(�=�) = ��.

Il est clair que s�il existe �; � 2 C avec � 6= 0 tels que

�

�
= �; et

2i Im (�)

�
= �:

Alors (�A+ �I) est auto-adjoint.

Pour � = ei�, avec � 2 [0; 2�], le système8><>:
�

�
= �

2i Im (�)

�
= �

admet les solutions 8<: � = �ei(
�
2
+k�)

� = � + 1
2
��e�i(

�
2
+k�)

pour tous � > 0, � 2 R et k 2 Z.

Théorème 4.1.3 Soit A 2 L (H) dont l�image numérique est un segment de droite, tel que

A� = �A+ �I , �; � 2 C. Alors

(1) Si j�j 6= 1, alors W (A) est le point f�g, où

� =
��+ �

1� j�j2
:

(2) Si � = 1, alors W (A) est un segment de droite horizontal dont l�équation de leur support

est

Y =
�

2
i; avec Re� = 0:

(3) Si � = �1, alors W (A) est un segment de droite vertical dont l�équation de leur support

est

X =
�

2
; avec � 2 R:
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(4) Si non, W (A) est un segment de droite incliné dont l�équation de leur support est

Y =

�
�1 + Re�
Im�

�
X +

Re�

Im�
:

Preuve

(1) Il est évident d�après le théorème (4:1:2) :

(2) Si � = 1, alors A = A + (�+ �) I, identiquement Re� = 0. Puisque A� = A + �I, alors

pour tout vecteur unitaire x 2 H, on a

hA�x; xi = hAx; xi+ �;

donc

Im hAx; xi = �i=2:

Ainsi, l�équation du support est

Y =
�

2
i:

(3) Si � = �1, alors A = A+ (��+ �) I, identiquement � 2 R.

Puisque A� = �A+ �I, alors pour tout vecteur unitaire x 2 H, nous avons

hA�x; xi = �hAx; xi+ �:

Donc

Re hAx; xi = �=2:

Ainsi, l�équation du support est

X =
�

2
:

(4) Nous avons pour tout vecteur unitaire x 2 H

hA�x; xi = � hAx; xi+ �:
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Alors 8<: Re hAx; xi = (Re�) (Re hAx; xi)� (Im�) (Im hAx; xi) + Re�;

� Im hAx; xi = (Re�) (Im hAx; xi) + (Im�) (Re hAx; xi) + Im�;

donc 8>><>>:
Im hAx; xi =

�
�1 + Re�
Im�

�
(Re hAx; xi) + Re�

Im�
;

Im hAx; xi =
�
� Im�
1 + Re�

�
(Re hAx; xi)� Im�

1 + Re�
:

Puisque j�j = 1, il est facile de véri�er que

�1 + Re�
Im�

=
� Im�
1 + Re�

:

Si � 6= 0, alors � = � (�=�) = �
�
�2= j�j2

�
.

Ainsi,

1 + Re� =
2 (Im�)2

j�j2
et Im� = �2 (Re�) (Im�)

j�j2
:

D�où
Re�

Im�
= � Im�

1 + Re�
:

Alors, nous avons pour tout vecteur unitaire x 2 H

Im hAx; xi =
�
�1 + Re�
Im�

�
(Re hAx; xi) + Re�

Im�
:

Par conséquent, l�équation du support est

Y =

�
�1 + Re�
Im�

�
X +

Re�

Im�
:
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Exemple 4.1.1 Soit

A =

0BBB@
1 0 0

0 1 1� i

0 1� i 1

1CCCA :
Alors

A� =

0BBB@
1 0 0

0 1 1 + i

0 1 + i 1

1CCCA = iA+ (1� i) I:

Donc, d�après le théorème précédent W (A) est un segment de droite dont l�équation de leur

support est Y = �X + 1.

D�autre part, A est normal avec des valeurs propres 1; i et (2� i). AlorsW (A) est l�enveloppe

convexe de ces valeurs propres, identiquement W (A) est le segment de droite reliant les deux

points (i) et (2� i) qui appartient à la droite de l�équation Y = �X + 1.

4.2 Opérateurs sous-auto-adjoints

Dé�nition 4.2.1 Soit A 2 L (H) : L�opérateur A est dit sous-auto-adjoint si son image numé-

rique est un segment de droite, i.e s�il existe �; � 2 C tels que A� = �A+�I. On note l�ensemble

des opérateurs sous-auto-adjoints par S (H) :

Remarque 4.2.1 Nous donnons dans le corollaire suivant une courte preuve pour que dans un

espace de dimensions deux, un opérateur A est normal si et seulement si leur image numérique

est un segment de droite, identiquement A 2 S (H).

Corollaire 4.2.1 Si H est de dimension deux, alors A 2 L (H) est normal si et seulement si

A 2 S (H) :

Preuve Soit A 2 L (H) un opérateur normal et �1, �2 leurs valeurs propres. Si �1 = �2; alors

W (A) = f�1g et A 2 S (H) : Si �1 6= �2 alors l�opérateur S =
�

1

�2 � �1

�
(A� �1I) est normal

dont les valeurs propres 0 et 1. Donc, W (S) = [0; 1], d�où S est auto-adjoint, et par le théorème

(4:1:1) ; W (A) est un segment de droite, identiquement, A 2 S (H) :
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Théorème 4.2.1 La classe S (H) des opérateurs sous-auto-adjoints est uniformément fermée.

Preuve Soit (An) une suite d�opérateurs dans S (H) converge uniformément vers un opérateur

A 2 L (H).

Si A est un opérateur scalaire, alors il est sous-auto-adjoint. Sinon, l�ensemble des indices k

où Ak est un opérateur scalaire est �ni. En éliminant les opérateurs scalaires de la suite (An), on

obtient une sous-suite (A0n) converge vers même opérateur A. Soient (�n) et (�n) deux suites de

scalaires telles que, pour tout n 2 N, (A0n)
� = �nA

0
n + �nI.

Selon le théorème (4:1:3) cas (1), pour tout n 2 N, j�nj = 1; car A0n n�est pas un opérateur

scalaire. Alors, pour tout n 2 N

k�nA+ �nI � A�k = k�n (A� A0n) + (�nA0n + �nI)� A�k

=


�n (A� A0n) + (A0n)� � A�



� kA� A0nk+


(A0n)� � A�

 :

Donc, (�nA+ �nI) converge uniformément vers A
�. Ainsi (�n) et (�n) sont convergent et

A� = (lim�n)A+ (lim�n) I:

Remarque 4.2.2 Par décomposition cartésienne, chaque opérateur A 2 L (H) est la somme de

deux opérateurs sous-auto-adjoints.

Théorème 4.2.2 Soit A 2 S (H). Si � et 
 sont les points extrêmes de W (A), alors

kAk = max fj�j ; j
jg et �; 
 2 � (A) :

Preuve Puisque w (A) = max fj�j ; j
jg et A est normal, alors kAk = w (A) = max fj�j ; j
jg.

Soit �; � 2 C avec � 6= 0 tels que �A+ �I est auto-adjoint. Alors (�� + �) ; (�
 + �) 2 R:

Si �� + � � �
 + �; alors � (A� �I) et � (
I � A) sont des opérateurs positifs. Puisque
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� 2 W (A), il y a une suite de vecteurs unitaires (xn) telle que hAxn; xni �! �: Alors




[� (A� �I)] 12 xn


2 = h� (A� �I)xn; xni �! 0:

Également k(A� �I)xnk �! 0 , et donc � 2 �ap (A) � � (A). De même raisonnement


 2 �ap (A) � � (A).

Proposition 4.2.1 La classe S (H) est invariante par équivalence unitaire et invariante par

transformation a¢ ne.

Preuve Soient A 2 S (H) et U est un opérateur unitaire de L (H), a; b 2 C avec a 6= 0, et

soient �; � 2 C tels que A� = �A+ �I:

(i) On a

(U�AU)� = U�A�U = U� (�A+ �I)U = � (U�AU) + �I:

Alors U�AU 2 S (H).

(ii) Il est facile à véri�er que

(aA+ bI)� =
�a

a
(aA+ bI) +

 
jaj2 �+ ab� �ab

a

!
I:

Alors (aA+ bI) 2 S (H).

4.3 Quelques positions de l�image numérique d�un opéra-

teur sous-auto-adjoint

Proposition 4.3.1 Soient A;A0 2 S (H), avec A� = �A+ �I et (A0)� = �0A0 + �0I. Alors

(i) Le support de W (A0) est parallèle au support de W (A) si et seulement si �0 = �.

(ii) Le support de W (A0) est orthogonale au support de W (A) si et seulement si �0 = ��.

Preuve SiW (A) est un segment horizontal où vertical, alors les deux équivalences sont clairs

d�après le théorème (4:1:3).
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Si �; �0 =2 f1;�1g, alors les vecteurs de direction de W (A) et W (A0) sont

�!
V =

0@ 1
�1 + Re�
Im�

1A et
�!
V 0 =

0B@ 1

�1 + Re�0

Im�
0

1CA
respectivement. Donc

�!
V k

�!
V 0 () �1 + Re�

Im�
=
�1 + Re�0

Im�0
() �0 = �:

Et
�!
V ?

�!
V 0 ()

�
�1 + Re�
Im�

��
�1 + Re�0

Im�0

�
= �1() �0 = ��:

Corollaire 4.3.1 Soient A;B 2 S (H) tels que A� = �AA+�A et B� = �BB+�B: Si �A = �B;

alors (A+B) 2 S (H) et (A�B) 2 S (H) :

Ainsi, les supports de W (A) ; W (B) ; W (A+B) et W (A�B) sont parallèles.

Preuve Si �A = �B; alors (A�B)� = �A (A�B) + (�A � �B) I:

Donc (A+B) ; (A�B) 2 S (H) : Ainsi, daprès la proposition précédente, les supports de

W (A); W (B); W (A+B) et W (A�B) sont parallèles.

Proposition 4.3.2 Le commutateur de deux opérateurs sous-auto-adjoints A et B est aussi un

opérateur sous-auto-adjoint, dont le support de leur image numérique passe par l�origine.

Preuve Soient A;B 2 S (H) avec A� = �A+ �I et B� = �B + �I: Alors

(AB �BA)� = B�A� � A�B�

= (�B + �I) (�A+ �I)� (�A+ �I) (�B + �I)

= ��� (AB �BA) :
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Chapitre 5

Régions d�inclusion de l�image

numérique

Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude des régions d�inclusion de l�image numérique. On donne

au départ une région minimale contenant l�image numérique d�un opérateur linéaire borné et on

discute le cas où l�image numérique est un disque. On étudie la relation entre le rayon numérique

d�un opérateur A et la norme de sa partie réelle et de sa partie imaginaire. Ainsi, nous étudions

des régions contenant l�image numérique de la puissance positive d�un opérateur. A la �n du

chapitre, on donne une propriété d�inclusion de l�image numérique de la puissance positive d�un

opérateur auto-adjoint.

5.1 Région minimale contenant l�image numérique

Théorème 5.1.1 Soit A 2 L (H). Alors W (A) est inclus dans l�intersection du disque D =

D (0; w (A)) et du rectangle R = [a; b]� [c; d], tels que

a = min
�2�(ReA)

(�) , b = max
�2�(ReA)

(�) , c = min
�2�(ImA)

(�) et d = max
�2�(ImA)

(�) :
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De plus

(i) Le rectangle R est contenu dans le disque D si et seulement si

p
kRe (A) k2 + k Im (A) k2 = w (A) :

(ii) Le disque D est contenu dans le rectangle R si et seulement si

w (A) = b = d = �a = �c:

Preuve La décomposition cartésienne d�un opérateur A 2 L (H) est donnée par

A = Re (A) + i Im (A) ; tels que Re (A) =
A+ A�

2
et Im (A) =

A� A�
2i

:

Comme Re (A) et Im (A) sont auto-adjoints, alorsW (Re (A)) etW (Im (A)) sont les segments

de droite [a; b] et [c; d] respectivement.

Ainsi nous avons

W (A) � W (Re (A)) + iW (Im (A)) :

Donc, le rectangle R contenant W (A), d�où W (A) est contenu dans l�intersection du disque

D = D (0; w (A)) et du rectangle R = [a; b]� [c; d] :

(i) R est contenu dans le disque D = D (0; w (A)) si et seulement si

p
kRe (A) k2 + k Im (A) k2 = sup

�2R
j�j � w (A)

et comme W (A) � R, alors

w (A) �
p
kRe (A) k2 + k Im (A) k2:

Donc, R est contenu dans D si et seulement si

p
kRe (A) k2 + k Im (A) k2 = w (A) :

47



Régions d�inclusion de l�image numérique

(ii) On a

kRe (A) k = max fjaj ; jbjg et k Im (A) k = max fjcj ; jdjg :

D�autre part,

kRe (A) k = w (Re (A)) � 1

2
(w (A) + w (A�)) = w (A)

et

k Im (A) k = w (Im (A)) � 1

2
(w (A) + w (A�)) = w (A) :

Alors,

w (A) > j�j ; 8� 2 fa; b; c; dg :

Il est clair que si D = D (0; w (A)) � R, alors

a � 0; c � 0; b � 0; d � 0 et w (A) � min f�a; b;�c; dg :

Par conséquent,

D � R si et seulement si w (A) = b = d = �a = �c:

Remarque 5.1.1 Les trois cas : D � R; R � D et R 6= D \ R 6= D sont possibles selon les

exemples suivants.

Exemple 5.1.1 Soit A l�opérateur de décalage à gauche sur C2 dont la matrice par rapport à la

base standard est 0@ 0 1

0 0

1A :
Alors, daprès le théorème elliptique de l�image numérique (2:2:1) ; W (A) est le disque fermé de

rayon 1=2; centré à l�origine.

Donc w (A) = 1=2, avec les valeurs propres de Re (A) sont a = �1=2; b = 1=2, et les valeurs

propres de Im (A) sont c = �1=2; d = 1=2 .
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D�où

W (A) = D � R =
�
�1
2
;
1

2

�
�
�
�1
2
;
1

2

�
:

Figure 1. Le disque D est contenu dans le rectangle R:

Exemple 5.1.2 Soit A = diag (0; 1; i; 1 + i) : Comme A est normal, alors W (A) est l�enve-

loppe convexe de ces valeurs propres, donc W (A) est le carré dont les sommets 0; 1; i et (i+ 1) ;

identiquement W (A) = [0; 1]� [0; 1].

Alors w (A) =
p
2; donc D est le disque fermé de rayon

p
2 et centré à l�origine.

D�autre part, les valeurs propres de Re (A) sont a = 0; b = 1, et les valeurs propres de Im (A)

sont c = 0; d = 1. Identiquement W (A) = R = [0; 1]� [0; 1] :

Donc, on conclut que R � D:
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Figure 2. Le rectangle R est contenu dans le disque D.

Exemple 5.1.3 Soit

A =

0BBB@
0 1 0

0 0 0

0 0 1

1CCCA :

Alors A = A1 � A2 , où A1 =

0@ 0 1

0 0

1A est l�opérateur de décalage à gauche sur C2 et

A2 = 1 l�opérateur d�identité sur C: Donc

W (A) = conv (W (A1) [W (A2)) = conv
�
D (0; 1=2) [ f1g

�
:

D�où

w (A) = 1 et D = D (0; w (A)) = D (0; 1) :

Le minimum et le maximum des valeurs propres de Re (A) sont a = �1=2; b = 1, respective-

ment. Ainsi le minimum et le maximum des valeurs propres de Im (A) sont c = �1=2; d = 1=2;
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respectivement. Alors

R =

�
�1
2
; 1

�
�
�
�1
2
;
1

2

�
:

Ainsi

D 6= D \R 6= R:

Figure 3. L0intersection D 6= (D \R) 6= R:

Corollaire 5.1.1 Soit A 2 L (H). Si W (A) est le disque D (0; w (A)) (ouvert ou fermé), alors

w (A) = kRe (A) k = k Im (A) k:

Preuve À partir du théorème (5:1:1), si W (A) est le disque D (0; w (A)) alors ce disque est

contenu dans le rectangle R: Donc

w (A) � �; 8� 2 f�a; b;�c; dg :

On a aussi

kRe (A) k � w (A) et k Im (A) k � w (A) :
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Donc

w (A) = kRe (A) k = k Im (A) k:

5.2 Puissance positive d�un opérateur

Soient k un entier positif et A 2 L (H). Notons par Ck =
�
�k : � 2 C

	
pour tout sous

ensemble C de C: L�inclusion W
�
Ak
�
� W (A)k n�est pas vraie en général. Mais il existe des

situations dans lesquelles l�inclusion est valide. Voici un schéma pour que W (A) sera utile pour

estimer W
�
Ak
�
.

Soit � = ei2�=k et eA = A � �A � ::: � �k�1A: Alors W � eAk� = W
�
Ak
�
. On utilise W

� eA�
pour déterminer une région d�inclusion de W

�
Ak
�
:

Proposition 5.2.1 [15] Soit C un sous ensemble convexe de C satisfait C = �C avec � = ei2�=k.

Alors l�ensemble Ck =
�
�k : � 2 C

	
est convexe.

Lemme 5.2.1 [15] Soit T 2 L (H) ; a 2 C et � = ei2�=k pour un entier positif k > 1: Si

gj (z) =
�
ak � zk

�
=
�
a� �jz

�
pour j = 1; :::; k;

alors,

ka�k�1
�
akI � T k

�
=

kX
j=1

gj (T )
� �aI � �jT� gj (T ) :

Théorème 5.2.1 [15] Soit A 2 L (H) et � = ei2�=k pour un entier positif k > 1:

Soit eA = A� �A� :::� �k�1A: Alors
W
� eA�k = (conv " k[

j=1

�jW (A)

#)k

est un ensemble convexe satisfaisant l�inclusion suivante

W
�
Ak
�
= W

� eAk� � W � eA�k :
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Preuve Si eA = A��A�:::��k�1A; alorsW �
Ak
�
= W

� eAk� etW � eA�k = (conv " k[
j=1

�jW (A)

#)k
:

Appliquons la proposition (5:2:1) à C = W (A) ; on voit que W (A)k = W
� eA�k est convexe.

Il reste à montrer queW
� eAk� � W � eA�k :D�après le lemme (5:2:1) ; si gj (z) = �ak � zk� = (a� �jz)

pour j = 1; :::; k; alors

ka�k�1
�
akI � eAk� = kX

j=1

gj

� eA�� �aI � �j eA� gj � eA� : (1)

Maintenant, supposons que b = ak 2 W
�
Ak
�
= W

� eAk� : Alors il existe un vecteur unitaire
� 2 H tel que D�

akI � eAk� �; �E = 0:
Nous considérons deux cas

Cas 1 :

Supposons que
�
gj

� eA� v� di¤érente de zéro pour chaque j = 1; :::; k; dans l�égalité (1) :
Soit K = W

�
aI � � eA� = ::: = W �

aI � �k�1 eA� = W �
aI � eA� :

D�après l�égalité (1), si

�j =

D�
aI � �j eA� gj � eA� �; gj � eA� �E


gj � eA� �


2 2 W

�
aI � �j eA� pour j = 1; :::; k;

donc pour 
 =
Pk

j=1




gj � eA� �


2 ; on a
0 = 
�1

D�
akI � eAk� �; �E = 
�1 kX

j=1




gj � eA� �


2 �j
est une combinaison convexe de k éléments dans l�ensemble convexe K = W

�
aI � � eA� :

Ainsi,

a 2 W
� eA� et ak 2 W � eA�k :
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Cas 2 :

Supposons que si j 2 f1; :::; kg tel que

0 = gj

� eA� � = Y
16q6k;q 6=j

�
aI � �q eA� �:

Alors, il existe k 2 f1; :::; kg et un vecteur non nul y tel que
�
a� �q eA� y = 0 avec a 2

W
�
�q eA� = W � eA� ; donc ak 2 W � eA�k :

Théorème 5.2.2 [15] Soit k > 1 un entier positif. Supposons que A 2 L (H) tel que W (A) � �,

où � est un sous-ensemble convexe de C satisfaisant ei2�=k� = �: Alors,

W
�
Ak
�
� conv

�
zk; z 2 �

	
:

Maintenant, si on considère � comme un ensemble des polygones de k côtés si k > 3 contenant
W (A), alors l�intersection de tous ces � égale a W

� eA� dans le théorème (5:2:1). Donc
W
�
Ak
�
�
n
�k : � 2 W

� eA�o �\
�

�
�k : � 2 �

	
:

5.3 Puissance positive d�un opérateur auto-adjoint

Lemme 5.3.1 [3] Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. Alors,

hAx; xi = hjAjx; xi ; 8x 2 H+;

où H+ est le sous-espace fermé de H dé�ni par

H+ = fx 2 H ; hAx; xi > 0g :

Théorème 5.3.1 [8] Soient A;B 2 L (H) : Si A est positif et AB = BA; alors

W (AB) � W (A)W (B) :
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Preuve On a
p
AB = B

p
A: Alors

hABx; xi =
Dp
AB

p
Ax; x

E
=
D
B
p
Ax;

p
Ax
E

= hBy; yi



pAx


2 = hBy; yi hAx; xi ;

avec y =
�p
Ax
�
=



pAx


 pour pAx 6= 0:

Si
p
Ax = 0; alors Ax = 0 et hABx; xi = hBy; yi hAx; xi pour n�importe quel choix de y.

Théorème 5.3.2 Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. Alors

W (jAj) � W (A) :

Preuve D�après le lemme précédent, et puisque jAj est positif, on obtient

W (jAj) = fhjAjx; xi ; x 2 H; kxk = 1g

=
�
hjAjx; xi ; x 2 H+; kxk = 1

	
=

�
hAx; xi ; x 2 H+; kxk = 1

	
� W (A) :

Théorème 5.3.3 Soit A 2 L (H) : Si A un opérateur auto-adjoint, alors

W
�
A2
�
� [W (A)]2 :

Preuve D�après les théorèmes (5:3:1) et (5:3:2), on obtient

W
�
A2
�
= W (A�A) =W

�
jAj2

�
� [W (jAj)]2 � [W (A)]2
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Théorème 5.3.4 Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. Alors

8n 2 N; W (An) � [W (A)]n :

Preuve Il est clair que si A est positif, alors W (An) � [W (A)]n ; 8n 2 N.

D�autre part, si A est auto-adjoint alors A2 est positif. Par conséquent, si n est un nombre

pair (n = 2k, k 2 N), alors d�après le théorème précédent et le théorème (5:3:1), on obtient

W (An) = W
�
A2k
�
�
�
W
�
A2
��k

� [W (A)]2k = [W (A)]n :

Et si n est un nombre impair (n = 2k + 1, k 2 N) ; alors, on obtient

W (An) = W
�
AA2k

�
� W (A)W

�
A2k
�

� W (A) [W (A)]2k = [W (A)]2k+1

= [W (A)]n :
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Conclusion générale
L�étude de l�image numérique, ces propriétés géométriques, algébriques et analytiques et sa

relation avec le spectre a engendré de nombreux travaux depuis une cinquantaine d�années.

Depuis l�introduction de cette notion par Otto Toeplitz en 1918 et les travaux de F. Hausdor¤,

A. Wintner, M. H. Stone, F. Riesz et B. Sz. Nagy, P. Halmos, R. A. Horne et C. R. Johnson et

R. Bouldin et J. H. Anderson, et récemment le grand nombre des travaux de Chi-Kwong Li et

plusieurs autres auteurs, cette notion nécessite d�être étudié plus profondément.

Dans notre travail on a obtenu des nouveaux résultats et on a généralisé des résultats établis

par di¤érents auteurs dans des articles depuis les années cinquante, nos contributions dans cette

thèse sont

On généralise un résultat de Kippenhahn, on donne une condition nécessaire et su¢ sante pour

que l�image numérique d�un opérateur soit un segment de droite. À partir de ces résultats, nous

introduit une nouvelle classe d�opérateurs, c�est la classe des opérateurs dont l�image numérique

est un segment de droite, cette classe contient les opérateurs auto-adjoints et contenu dans

la classe des opérateurs normaux. Selon ces inclusions, on a donné le nom sous-auto-adjoint

d�un opérateur de cette classe, et on la notée S (H). On donne aussi quelques propriétés de ces

nouveaux opérateurs.

Dans une autre partie, on détermine une petite région contenant l�image numérique, puis on

discute le cas où l�image numérique est un disque.

En�n, on donne une propriété d�inclusion de l�image numérique de la puissance d�un opérateur

auto-adjoint.

Pourtant la réalisation de notre travail me semble est achevée, mais il reste encore quelques

questions ouvertes et suggestions pour des prochains travaux, on cite à titre d�exemple :

1) Pour quel opérateur A 2 L (H), W (A) est un disque ?

2) Pour quel opérateur A 2 L (H), W (A) est symétrique au axe des réels, identique-

ment, W (A�) =W (A) ?

3) Conjecture. Si l�image numérique est un segment de droite, alors elle est l�un des

deux diagonales du rectangle R dé�ni dans la première partie du chapitre 5.
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