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V4

Résumeé

Les équations différentielles impulsives apparaissent naturellement dans
domaines scientifiques comme la physique, la médicine, la théorie du contrdle,
etc.

La grande efficacité de ce type d'équations dans la modélisation de nombreux
phénomenes, en particulier ceux exposés a des changements soudains a court
terme, a encouragé de nombreux chercheurs a les étudier et a préter attention a
leurs aspects quantitatifs et qualitatif.

L’objectif de cette thése est de contribuer au développement de ce domaine en
examinant I'existence et la multiplicité de solutions faibles des problemes
elliptiques non linéaires faisant intervenir I'opérateur p-Laplacien soumises a des
conditions impulsives dans des espaces de Banach. Les résultats obtenus dans
ce travail sont baseés sur les techniques de théoréme de Browder et le théoréme
de Fountain.

Mots clés : équations différentielles impulsives, opérateur p- Laplacien,
solutions faibles, théoréme de Browder, théoréme de Fountain.




Abstract

Impulsive differential equations naturally appear in scientific fields such as physics,
medicine, control theory, etc.

The efficiency of these equations in the modelling of many problems, especially those
exposed to sudden short-term changes, encouraged many researchers to study them
and pay attention to their quantitative and qualitative aspects.

The objective of this thesis is to contribute to the development of this field by
examining the existence and multiplicity of weak solutions of nonlinear elliptic problems
involving the p-Laplacian operator subjected to impulsive conditions in Banach spaces.
The derived results are based on some of Browder's theory and Fountain theory.

Keywords :impulsive differential equation, p-Laplacian operator, weak solutions,
Browder theorem, Fountain theorem.
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Notations

Q : ouvert de R, n € N*,

Vu : gradient de wu.

Auw : Laplacien de u.

Apu = div(|Vu[P~2Vu) : p-Laplacien de w.
X, Y : espaces de Banach.

X* : espace dual de X.

Ny : opérateur de Nemytskii.

A, L, £ L; (i=1,2,3) : opérateur.

w : ouvert de X.

I : intervalle borné ou non.

C(Q) : 'ensemble des fonctions continues dans 2.

C>(Q2) : 'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables dans 2.

D(Q) : T'espace des fonctions différentiables a support compact dans 2.

LP(QY), p € [1,00] : I'espace des fonctions mesurables de puissance p intégrable sur €.

L>(Q) : l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur (2.

Whr(Q) : espace de Sobolev avec dérivées d’ordre 1 dans L?(£2).

Wy P (Q) : espace de Sobolev avec trace nulle.

W-14(Q) : espace dual de W,? ().



Notations

| . ||, : norme dans 'espace L” (€2).

|- |l,,, : norme dans I'espace W™" 7 (Q).

| . || : norme dans 'espace de Banach X.

oo, n=1,2

(fT”Z), n > 3.

2% =

(., .):crocher de dualité.

— : injection continue.

<< : injection compacte.

— : fleche de convergence forte.
— : fleche de convergence faible.
i.e. : Cest-a-dire.

p.p. : presque partout.

essinf : borne inférieure essentielle.

u' = 2 :]a dérivée de la variable u par rapport z.
T




Introduction

Les équations différentielles permettent d’aborder d’un point de vue mathématique des
phénomenes observés, elles apparaissent souvent dans la modélisation de processus de
phénomenes naturels. De nombreux processus réels et phénomenes naturels en biolo-
gie, physique, économie et technologie, subissent des changements brusques au cours
de leurs évolutions, ces changements sont souvent de tres courtes durées et sont donc
produits instantanément sous forme d’impulsions. A titre d’exemple nous citons l'effet
du traitement chimiothérapique sur la dynamique des cellules cancéreuses ainsi que
les effets des tremblements de terre sur la dynamique des populations, les systemes
biologiques (battements du coeur, flux du sang,...), etc. La modélisation de tels phéno-
menes nécessite I'utilisation des modeéles qui font intervenir explicitement et simulta-
nément ’évolution continue du phénomene ainsi que les changements instantanés. De
tels modeles sont dits "impulsives"; ils sont évolutifs de processus continus régis par
des équations différentielles combinées avec des équations aux différences représentant
l'effet impulsif subi. Ce qui a conduit a donnée naissance aux équations différentielles

impulsives (voir par exemple [11, 28, 39]).

La théorie des équations différentielles impulsives initiée en 1960 par V. D. Mil'man et
A. Myshkis [32]. Le développement de cette théorie était relativement lent a cause de
la difficulté de manipulation de telles équations, V. Lakshmikantham, L. Byszewski, D.
Bainov et Simeonov ainsi que d’autres chercheurs ont participé a I'enrichissement et
la popularisation de la théorie des équations différentielles impulsives a partir de 1991
[5,7,8,18,38] a suscité beaucoup d’intérét au cours des dernieres décennies. En particu-
lier, il y a eu un développement appréciable dans la théorie des équations différentielles

impulsives avec moments d’impulsions fixes. Le champ d’applications des équations dif-
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férentielles impulsives est assez large. Les développements récents dans ce domaine ont
été motivés par de nombreux problémes appliqués, en particulier dans la théorie du

controle [24, 26], la dynamique de population [34], et la médecine [23].

D’autre part, de nombreux chercheurs ont commencé a étudier les équations différen-
tielles p-Laplacian avec des effets impulsives, constituent un domaine de recherche d’ac-
tualité fort intéressant.En effet, 'étude de ces équations connait une popularité crois-
sante parmi les chercheurs, le nombre d’articles parus, traitant les questions d’existence,
d’unicité ainsi que la dépendance des solutions de ce type d’équations, témoigne de la
vitalité de la recherche dans ce domaine [2, 3,4, 12, 16, 17, 42]. Différentes approches ont
été appliquées pour étudier I'existence de solutions pour les équations différentielles p-
Laplacien effets impulsives : les théoremes des points critique [3, 12], la théorie du degré

topologique [44], la méthode de Browder [31, 45].

Présentation de la these :
Dans cette thése nous nous intéressons a I'étude de deux d’équations différentielles p-
Laplacian effets impulsives du type elliptique non-linéaire, elle est organisée en trois

chapitres.

Le premier présente des notions et des résultats sur les espaces de Sobolev et nous
rappellerons quelques théorémes d’injections de Sobolev. De plus, nous faisons appel
a la théorie des opérateurs monotones en vue d’étudier les différentes propriétés de
I'opérateur p-Laplacien défini sur un espace de Sobolev. Enfin, la derniére section est
consacrée aux théoreme de Browder et théoréeme de Fountaine, et condition de Cerami

utilisés dans ce travail.

Lobjet du deuxieme chapitre est 'étude de 'existence et la multiplicité des solutions
faibles pour le probléme elliptique non linéaire faisant intervenir 'opérateur p-Laplacien
avec effets impulsives dans R suivant :

(

—A,u = f(z,u), dans 2,

Al (a)) =20 () = I(u(e))). j = 1.2,

U(O) = _U(T)v ul(O) - —UI(T)7
ou A, est 'opérateur p-Laplacien définie par

Ayu = div( U
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Soitp > 1,T>0,0=x20< a1 <+ <Zp < Tpy1 =71,2=[0,TN{z1, -, 20}, f €
C([0,T] < R,R), et I; € C(R,R), j = 1,2, -+ ,n. Al ()"~ (a) = (a2 (o) —
o (2 ) [P~ ().

Appropriée des résultats d’existence et la multiplicité des solutions faibles sont obtenus

moyennant du théoreme de Browder et théoréme de Fountaine est une version symé-

trique du théoréme de passe-Montagne.

On étudiera dans le troisieme chapitre une nouvelle classe de probleme p-Laplacien
avec effets impulsive de la forme :

.

!

PR 4 s (@) [ul P u = f(w,u), @€ [0,T),

—(p() |u

Al ()P~ (7)) = Ii(u(x;)), j=1,2,...,m,

oup>0,T>0,p(x), s(xr) € L>([0,T]) satisfaisant des conditions essinf,c(o71 p(x) > 0,
essinfoepm s(r) > 0,0 = 290 < 1 < @2 < ... < ¥y < Ty = T. [; : R — R sont
des fonctions continues pour tout j = 1,2,...,n, f : [0,7] x R — R est une fonction

continue, A(|u/(z;) [P~ (;)) = Ju'(a] )P~/ (2]) — |u/ (25 ) P20 ().

Poutil utilisé principalement tout au long de ce chapitre est toujours le principe du
théoréme de Browder et du théoréme de Fountain, oul nous avons prouvé a travers ces

deux théoremes I'existence et la multiplicité des solutions faibles du probléme posé.




Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont fréquemment utilisés dans I'étude des équations aux déri-
vées partielles elliptiques. Par conséquent, il est judicieux de donner une bréve intro-
duction sur les espaces de Sobolev avant d’aborder pour résoudre ces équations. Pour
une large introduction sur les espaces Sobolev, ou pour la preuve des résultats que nous
avons annoncés ici, nous référons le lecteur, par exemple, a H. Brezis [13-15] et R. A.
Adams [1].

1.1.1 Les espaces L” (1)

On désigne par L'(2) I'espace des classes des fonctions intégrables sur § a valeurs dans

R muni de la norme :

lull1 = /Q lu(z)|dz, v € L*(Q).

Définition 1.1 (Espace de Lebesgue) [37]
Soit p € R, 1 < p < co. On appelle espace de Lebesgue L*(2) U'ensemble

LP(Q) = {u: Q+— R; umesurable et [ul’ € L'(Q)}.

Soit u € LP(2). On munit Uespace LP(£2) de la norme :

= ([ |U(1:)|pdx);.

8
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Pour p = oo et u : Q2 — R mesurable, on définit || - || par :
|u||oo = ess-sup|u| = inf{M > 0; |u(z)| < M p.p.}.

Proposition 1.1 (Fischer-Riesz)

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oc.

Proposition 1.2 Lespace L est réflexif pour 1 < p < oo, et son dual est L? tel que ;+ ¢ =
1.

Proposition 1.3 L?(Q) est séparable pour 1 < p < 0.

Théoreme 1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (uy,)nen une suite de fonctions de L. On suppose que :

D) lim w,(z) = u(x) p.p. sur Q;

ii) il existe une fonction v € L*(Q) telle que pour tout n, |u,(z)| < v(z) p.p. sur Q.

Alors uw € LY(Q) et |lu, — ull; — 0.

Proposition 1.4 (u,),en une suite de LP(Q2) et u € LP(Q) tels que |lu,, — ul|, — 0. Alors

il existe une fonction v € LP(S)) et une sous-suite extraite (u,, )ren telles que :

D) Up, (x) — u(x) p.p. sur Q.
i) |un, ()| <wv(z) pour tout k p.p. sur Q.

1.1.2 Les espaces de Sobolev W?(])

Soit 2 = I un intervalle borné ou non et p € R avec 1 < p < co. On désigne par D(])

I'espace des fonctions de classe C'*° sur I, a support compact inclus dans /.

Définition 1.2 Lespace de Sobolev W'-?(I) est défini par :

Whe(I) = {ueLp([), Jv € LP(I) tel que /ugp’z —/vgp, V@GD(I)}.

I I

Pour u € WhP(I) on note v’ = v.

Lespace W'P(I) est muni de la norme

lulls.p = Il + [1u']l,-

1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev ﬂ
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Si p = 400, on définit || - ||, par :

[ull1,00 = max(flufloo, [u'llo)-

Quand p = 2, on note H'(I) = Wh2(I). Cet espace muni du produit scalaire
(u,v) g = (u,v) 2 + (W', 0") 2,

et de la norme
1
ullgr = ([[ull3 + [[4/]3) 2,

est un espace de Hilbert.
Remarque 1.1 La norme ||ul|1, , est équivalente a la norme (||u||£—|—\|u’|\§)%, sil<p<oc.

Proposition 1.5 Lespace W? est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif si 1 <

p < oo et séparable si 1 < p < oc.

1.1.3 Lespace W,"(I)

Définition 1.3 Etant donné 1 < p < oo, nous utilisons Wy'? pour désigner la fermeture
de C}(I) dans WhP(I).

Proposition 1.6 Lespace W,'* muni de la norme induite par W'? est un espace de Banach

séparable ; il est de plus réflexif si 1 < p < oc.

1.2 Théoremes d’injections de Sobolev

Dans cette section nous mentionnons quelques théorémes d’injections.

Définition 1.4 [10] Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. On dit que X s’in-
jecte continiiment dans Y s’il existe une injection continue i de X dans Y, c’est-a-dire une

injection i qui vérifie, IM > 0 telle que :

Ve € X, [li@)ly < M.

On note alors
X =Y.

1.2. Théorémes d'injections de Sobolev
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Si X et Y sont des espaces de Banach, on dit que X va s’injecte de maniére compacte dans

Y,etonnote X —<— Y, si:

1) X s’injecte de fagon continue dans Y ;

2) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y.

Quelques théorémes d’injections dans les domaines bornés

Théoreme 1.2 (Théoréme de Rellich-Kondrachov) [14]

On suppose que Q est un ouvert borné de classe C* dans R". On a :

S |-

o Sip < nalors Wh?(Q) —<— L1(Q), pour tout q € [1, p*[ ot z% =

S =

e Sip=mnalors WHP(Q) —— L%(Q), pour tout q € [1,+o0|.
e Sip > nalors WhP(Q) —— C(Q) pour tout q €]n, +ol.

Théoreme 1.3 [14] Soit I un intervalle de R. Il existe une constante M (dépendante seule-

ment de |I| < oo) telle que :
lulloo < Mllull1,p, Yu€ WHP(I), 1< p < oo,

autrement dit W'P(I) — L°°(I) avec injection continue pour tout 1 < p < co.

De plus, lorsque I est borné, on a :

WP(I) < O(I) pour 1 < p < oo,
W (I) < LY(I) pour 1 < q < 0.

Théoreme 1.4 [25] Soit I un intervalle borné de R, alors Uespace LP (I) ol1 1 < p < oo

s’injecte de maniere continue dans L9 (1) pour 1 < ¢ <p
De plus, il existe une constante M > 0 telle que :
lully < Mljullp, Yu € LP(I), 1 < ¢ <p,
et LP(I) —— Li(I) pour 1 < g < p.
Théoreme 1.5 [13] Soit I C R un intervalle borné et p > 1. Alors

Wy? e LP(I).

1.2. Théorémes d'injections de Sobolev
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1.3 Quelques Différentiabilité et points critiques

Les fonctions définies dans ’espace de Banach ont de nombreux concepts dérivés, (voir
[27]).

Définition 1.5 (Différentiabilité au sens de Fréchet)
Soient X un espace de Banach, w un ouvert de X et J : w — R une fonction. Soit u € w.
On dit que J est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet) s’il existe { € X*,
tel que :

Yo € w, J(v)—J(u) = {{,v—u)+o(v—u).

Si J est différentiable, ¢ est unique et on note .J'(u) = ¢. lensemble des fonctions diffé-

rentiables de w —— R sera noté C'(w, R).

Définition 1.6 (Dérivée directionnelle)

Soient w une partie d’'un espace de Banach X et J : w — R une fonction a valeurs réelles.
Siu € wetwv e X sont tels que pour t > 0 assez petit on a u + tv € w, on dit que J admet
(au point u) une dérivée dans la direction v si la limite

lim J(u+tv) — J(u)

t—s0t t

)

existe. On notera cette limite J](u).

Définition 1.7 (Différentiabilité au sens de Gdteatux)

Soient w une partie d’'un espace de Banach X et J : w — R. Soit u € w. On dit que J est
dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en wu, s’il existe
¢ € X* tel que dans chaque direction v € X ot J(u + tv) existe pour t > 0 assez petit, la
dérivée directionnelle J!(u) existe et on a :

lim J(u+ tv) — J(u)

t—0t t

= ({,v).

On posera J'(u) = /.

Remarque 1.2 Si J est différentiable au sens de Fréchet, alors J est différentiable au sens

de Gdteaux.

Définition 1.8 (Point critique)

Soient X un espace de Banach, w C X un ouvert et J € C'(w,R). On dit que u € w est un

1.3. Quelques Différentiabilité et points critiques
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point critique de .J, si J'(u) = 0. Si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point

régulier de J.

Si ¢ € R, on dit que c est une valeur critique de J, s’il existe u € w tel que J(u) = c et

J'(u) = 0. Si ¢ n'est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réguliére de J.

1.4 Opérateurs de Nemytskii

Dans cette partie, nous définissons 'opérateur de Nemytskii. Cet opérateur est intime-
ment lié a la fonction de Carathéodory. Les opérateurs de Nemytskii sont une classe
d’opérateurs non linéaires continus bornés dans les espaces L?, ils prennent leurs nom

du mathématicien Viktor Vladimirovich Nemytskii, (voir [22]).

Définition 1.9 Soit 2 un ouvert borné de R". Une fonction [ : 2 x R —— R est dite de

Carathéodory si, et seulement si

a) f(.,s) est mesurable sur Q) pour tout s € R;

b) f(x,.) est continue sur R pour presque tout = € R.

Définition 1.10 Nous disons que N est un opérateur de Nemytskii associé a une fonction

de Carathéodory f(x,u) de Q2 x R dans R, sil est défini par

(Nyu)(z) = f(z,u(z)).

Proposition 1.7 On suppose que €) est de mesure finie. Soit (u,) une suite dans M qui

converge on mesure vers u € M. Alors Nyu, converge en mesure vers Nu.

Proposition 1.8 Soit 1 < p, ¢ < oo des réels et f : Q x R — R une fonction de Cara-
théodory. On suppose qu’il existe b € L7 (2) et C' > 0 tels que la condition de croissance

suivante :

|f (z, w)| < Clu| +b(z) p.psur Q et pour tout u € R, (1.1)

sont satisfaite. Alors Ny (L? (2)) C L?(Q2) et Ny est un opérateur continu et borné de
LP (§2) dans L7 ().

Preuve. Soit u € L” (Q2) d’apres (1.1) et I'inégalité Minkowski on a

1.4. Opérateurs de Nemytskii
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/If(a:, u(w))|qu§0/|u<x)|pdx+/\b<x)|qu<oo.

Q

Donc Ny (u) € L?(2) est borné.
Montrons maintenant la continuité de N;.

Soit (uy), .y une suite de L? (Q2) convergeant vers u. D’apres la Proposition 1.4, il existe

g € L? () et une sous-suite (u,, ), telles que

Up, — U, |Un, (x)] < g(z) p.psur Q.

k

On en déduit que p.psur Qona f (x, u,, (z)) — f(z, u(zx)) et

If (@, ttn, (2))] < C lug, (2)]5 +b(x) < Clg(z)] +b(2).

D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que Ny (u,,, ) —
Ny (u) dans L9 (€2) . En vertu de l'unicité de la limite, toute la suite (Ny (u,)), converge
vers Ny (u) dans L7 ().

Ce qui prouve que Ny est continu de L (€2) dans L7 (€2). |
Proposition 1.9 [40] Soit €2 un ouvert borné de R"™, p et q deux réels, 1 < p < +o0 et
% + % = 1. Alors Uopérateur défini sur L?(S)) par

u — [uPu,

est a valeurs dans L?(€2). De plus il est continu.

1.5 Théorie des opérateurs monotones

Dans ce que suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application

de X dans X*, (., . ) désigne le crochet de dualité entre X et X*.
Définition 1.11 [21] On dit que

1) A est monotone si :

Vu,v € X, (A(u) — A(v),u —v) > 0.
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2) A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u — v) = 0 implique u = v.
3) A est hémicontinue si pour tous u, v € X, Uapplication t — (A(u+ tv),v) est

continue de R dans R.

Popérateur A : H}(Q2) — H~! défini par Au = —Au est monotone et hémicontinu,

H;(2) étant muni de la norme du gradient.
En effet,
(Au — Av,u —v) = /V(u—v) -V(u—wv)dz
Q
= [lu—v]®
>0, Yu,v € Hy(9Q).

Soient u, v, w € H}(Q) et \ € R.On a:

(A(u+ W), w) = /V(u + \v) - Vw

:/VU'VM—i-)\/VU-vw
Q Q

=a+ \b,

ce qui montre que A — (A(u + A\v),w) est continue.
Remarque 1.3 [21] Si A est continue de X fort dans X* faible, alors A est hémicontinue.

Lemme 1.1 [21] Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu

de X fort dans X* faible.

Définition 1.12 [20] On dit que A est demi-continu si A maps des suites fortement conver-

gentes dans X a des suites faiblement convergentes dans X*

(ze. u, — u quand n — oo implique Aw,, = Au quand n — o0) .
Remarque 1.4 Si A est demi-continu, alors A est hémicontinu.

Définition 1.13 On dit que A est coercive si

(Au, u)
im = +00.
lullx —o0 ||ul|x

Corollaire 1.1 [21] Soit A : X —— X* un opérateur borné, hémicontinu, monotone et

coercive. Alors A est surjectif.
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1.6 Lopérateur p-Laplacien

Le mot “p-Laplacien” est devenu un mot clé dans I'analyse non linéaire et les problemes
impliquant cet opérateur quasilinéaire du second ordre sont maintenant largement étu-
diés dans la littérature. On peut se demander : "pourquoi il y a tant de documents
traitant de ce sujet ?” Nous pensons qu’il y a plusieurs raisons a cela. D’'une part, il y en
a de sérieuses. Il semble que certains modeles mathématiques non linéaires conduisent

a des équations différentielles avec le p-Laplacien.

Maintenant, nous allons donner quelques définitions et propriétés liées a 'opérateur
p-Laplacien [19, 30].

Définition 1.14 Lopérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-

linéaire elliptique du second ordre défini par

ou ou O%*u Ou
ox; ax] 0z;0x;

Ayu = div(|VulP72vu) = |[vulP~ | vulP 2 Au+ (p — 2) Z
7.7_

avec 1 < p < +o0, cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p # 2 et pour

p = 2, le p-Laplacien coincide avec le Laplacien usuel A.

Quelques valeurs de p :

e p=1:
Vu
Aju=d —H
U = IV( |vu| ) )
ou H est 'opérateur courbure moyenne.
e p =2 :on al'opérateur de Laplace
0%u
Agu = Au = —.
2U U 2 ax?

e p = 00 : comme p — 00, on rencontre '’équation A u = 0 ou

ou ou  O%u 0
— O; dx; Or0r;

7]

c’est ’équation I'infini d’harmoniques.
Théoréme 1.6 Pour tout u de W, '?(Q)

WeP(Q) — R, v — a(u,v),
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est une forme linéaire continue. D’otl il existe un unique élément de (W, ?(Q))*, noté A(u),
tel que
a(u,v) = (A(u),v), Yo € Wy P(Q).

Lapplication A : W, 'P(Q) — (W P(Q))*, u — A(u), est notée

2”: 0 8u Q2 8u>
8.1“% &EZ ox;

Proposition 1.10 Lopérateur —A, est borné de W,'?(Q) dans W~19(1).
Preuve. De I'expression de la norme dans un espace dual, on déduit

Yu € Wy (), || = Ap(u)]l-1,q = sup [(=Ap(u), v)].

vEWY P (), [[v]|<1

Pour tout v € W,"*(2), on a

| (—A,(u),v) | < Z Hg;l;

<ZH8371 %

Mellyaor):

Donc

I = Ayl 1.0 < [l
Soit B un borné de W, ?(Q), alors

AM >0, Vu e B, |jul| < M = || — Ay(u)||_1., < M.

Ainsi I'image par —A, d’'un borné B de W, ”(Q) est un borné de W~"4(1). u
Proposition 1.11 Lopérateur —A, est hémicontinu de Wy '*(2) dans son dual W~=19(Q).

Preuve. D’aprés le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

pour tout (u, v, w) € (Wy*(R2))?, lapplication de R dans R

ou ov  Ow
T2 2 —

est continue. ]

Proposition 1.12 Lopérateur —A, est monotone de W, *(2) dans W~14(Q).
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Preuve. lapplication qui a ¢ de R associe |t|’ dans R étant convexe, on déduit que sa

dérivée est une fonction croissante, donc

Y(t,r) € R ([t|P~2t — |r[P~%r) > 0.

v v ., Ou Ov
—A Ay( — P2 p-2 dx > 0.
(~ (1) = (=8, (0)),u— v) /ijg P (e — 5 )de 2 0
Par conséquent —A,, est monotone. u
Proposition 1.13 Lopérateur —A, est coercive de W,'"(Q) dans W~14(1).

Preuve. Comme ) est un ouvert borné de R”, en utilisant I'inégalité de Poincaré, on

obtient
)
<‘Ap<“>’“>:/92 oz, 0= Mhwpr )y
D’ou
A P
lim M: lim [ = +4oo carp > 1.

lull—oo ||l lul|—oo ||u|

Théoreme 1.7 Soit  un ouvert borné de R™.

i) —A, : Wy? — W19(Q) est uniformément continu sur tout ensemble borné de
W ().
i) (—A,)": Wb — Wy P(Q) est continu.

iii) Lopérateur composé (—A,)~*:

W W) < L9(Q),

. np
est compactsil < g < P

Théoreme 1.8 Soit 2 un ouvert borné de R", avec n > 3. Pour p €|1, 00|, nous définis-

sons la fonctionnelle ¥ : W,?(Q) — R par

1
:—/ |Vul|Pdz,
P Ja

alors V est différentiable sur Wy " () et

(U'(u),v) = /Q |VulP2VuVude = (—=A,u,v).
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Preuve. Considérons la fonction ¢ : R"” —— R définie par p(z) = ]lj\x]p, qui est une

fonction de classe C! et V() = |x[P~2z. Pour tout z,y € R, on a
t —
iy P&+ ty) — e(z)

t—s0 t

= |z[P22y.

Par conséquent

lim |Vu(z) + tVo(z)|P — |Vu(x)P

t—0 t

= |Vu(z)[P*Vu(r)Vo(z) p.p. sur Q.

Par le théoréme de Lagrange il existe 6 € R telle que |0| < |¢] et

|Vu+tVolP — [Vul?
t

< ||Vu + 0Vo|P~2(Vu + 0Vv) Vo

< M(|VulP~H Vo] + |VolP) € LH(Q).

Grace au théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

P _ p
lim / Vut tVol? = [Vul” / VulP2VuVoda.
Q Q

t—0 t

Enfin ¥ est Gateaux différentiable et

(U (u),v) :/ |VulP"2VuVudz.
Q

Nous allons maintenant montrer que W, : Wy '*() — (W, *(€2))* est continue. A cet
effet nous considérons une suite (uy)zen dans W,'?(Q) telle que uj, — u dans W, *(9Q).

D’apres la Proposition 1.4, il existe une sous-suite qu'on note aussi (uy) telle que

e Vug(z) — Vu(z) p.p. sur Q quand £k — .
o Il existe w € L'(Q) telle que |[Vuy(z)|P < w(x) p.p. sur Q et pour tout k € N.

Nous avons
(Ul (u) — W (up),v) = / (|VulP~2Vu — |Vug|P~2Vuy,) Vodz,
Q
et

‘ / (|VulP2Vu — |Vug|P~2Vuy,) Vode
Q

p—1

Q Q

p—1

< (/ [VuP2Vu — |Vuk|P—2Vuk|Pp1dx> ’ ||v||W01,p(Q).
0
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Comme on a

W6 (u) — W (un)l| = sup{] (T (u) — Polur),v) |, v e Wy (), [lv]l = 13,

donc -
WG (u) — W (up)]| < (/ | VulP~*>Vu — IVuk|p‘2Vuk|pp1dx> ’
Q
Or
(Vg (2)|P?Vug(r) — |Vu(z) P *Vu(z) p.p. sur Q,
et

VUl 2V — [V [P 2V 7T < M(|Vug? + [Vul?) < M(w + |[Vul?) € LY().

Par le théoréme de la convergence dominée, nous obtenons
_p_
/ [VulP2Vu — |Vug P2V |7-Tdz — 0,
Q

et donc
[P (ur) — e (u)]| — 0.

D’ou V¢, est continue. Par conséquent U est Fréchet différentiable avec ¥/ = .. n

1.7 Quelques théoremes utilisés

Dans cette section, en utilisant le théoreme de Browder et le théoréme de Fountain, on

peut montrer I'existence des solutions faibles du probleme.

1.7.1 Théoréeme de Browder

Théoreme 1.9 (théoréme de Browder) [20]
Soit X un espace de Banach réel réflexif et A un opérateur de X —— X* vérifiant les

conditions suivantes :

i) Aestborné;
ii) A est hémicontinu;
iii) A est coercive;

iv) A est monotone.

1.7. Quelques théoremes utilisés



Chapitre 1. Préliminaires et outils de base

Alors
V" e X*, Ju e X tel que Au = f*. (1.2)

1.7.2 Condition de Cerami

Définition 1.15 (Condition de Cerami) [35]
Soit X un espace de Banach muni de la norme || - ||, et ¢ € C'(X,R). On dit que 1 satisfait

la condition de Cerami (C) si pour tout d € R,

i) toute suite bornée {u,} C X satisfaisant ¢ (u,) — d, ¢'(u,) — 0 posséde une sous
suite convergente ;
i) il existe 6,(, 7 > 0 tel que pour tout u € ¢~ " ([d—6,d+6]) avec ||u| > ¢ ||¢'(w)||.|u| >

T.

Comme X est un espace de Banach réflexif il existe (voir [46] section 17) {e,}>*, C X

et {f,}>2, C X*telque f.(en) = Onm, X =3span{e, :n=1,2,...} et X* =span”’ {f, :
n=12...}

Pour j, k € N, notons X; = span{e;} (span {e;} ie. tout les combinaisons linéaires possibles de ¢;),
Yy, = @F_ X, et Z;, := @2 X;. Clairement X = @;enX; avec dim X; < oo pour tout

j € N.Notons S; :={u e X : ||ul| =7}

1.7.3 Théoreme de Fountain

Maintenant nous énongons le théoréme de Fountain, cet théoréme a été obtenu sous la
condition Palais-Smale (PS) (voir [29, 41]). Bien que la condition (C) soit plus faible
que (PS), le théoreme de déformation bien connu est toujours vrai sous la condition (C)

(voir [9]). Le théoreme de Fountain suivant est sous la condition (C).

Théoreme 1.10 (Théoréme de Fountain) [35]

Soient X, Y}, Z, définis comme ci-dessus. Supposons que ) € C'(X,R) satisfait la condi-
tion (C) et y(—u) = ¢ (u). Pour tout k € N, il existe 7, > r, > 0 tel que

l) bk = infUEZkﬂsTk w(u) e +OO, k— o0,

i) G = maXyey,ns,, ¥(u) <0.

Alors 1 a une suite de points critiques u,, tel que 1)(u,) — 400 quand n — oc.
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Lemme 1.2 [43] Si 1 < p < 2" alors nous avons n;, = supucz, |||ull, — 0, & — oo.

Jul|=1

Théoreme 1.11 (Ascoli-Arzela) [36]

Un sous-ensemble M C C([0,T], E) est relativement compact si, et seulement si :

1) M est équicontinu ;

2) pour toutt € [0,T], M(t) = {x(t) : z(.) € M} est relativement compact dans E.

1.7. Quelques théoremes utilisés
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Probleme elliptique non linéaire
faisant intervenir ’opérateur
p-Laplacien avec effets impulsives
dans R.

Dans ce chapitre (voir [45]), nous allons rappeler un résultats que Keyu Zhang, Jiafa Xu
et Wei Dong [45] I'a établi en 2013.
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2.1 Introduction

Nous traitons dans ce chapitre un probleme elliptique non linéaire faisant intervenir
I'opérateur p-Laplacien impulsive soumise a conditions antipériodiques ou bord, soit €2

un ouvert borné de R.

Nous allons étudier le probléme suivant :
—Ayu = f(x, u), dans,

Al (@) () = I (u(3) . G=1,2,.m, 2.1

w(0) = —u(T), u (0)=—u (T).

\
Ici A, est lopérateur p-Laplacien d’expression A,u = div ( !u/ }piQ u') ,soitp > 1, T >0,

O=xo <1< <Tp <Tpy1 =T,Q=10, TI\A{x1, -+, x,}, f€C(0, T] xR, R),
et;cC(R,R),j=1,2,---,n.

Oou
’ p—2 ’ ’ + P2 ’ + ’ _ P2 / _
Alu (zj)]  u (x;)=|u (.%'j) u (xj ) — |u (asj) u (asj), (2.2)
' (z]) et u' (z;) désignent respectivement les limites droite et gauche de u'(z) en
x =z, pour j =1,2, ..., n,uestla solution faible recherchée.

Dans [42], L. Wang, W. Ge, et M Pei. faisens '’étude du probléme suivant :

—Ayu=f(z,u) xe€(0, 1)\{z1, x2,--, 20},

Al (mj)’pfz u (xj) —oju(z;) =0 je{l,2, ---, n}, (2.3)
u' (0) = pgu (0) =0 o' (1) + pyu (1) =0,
ou iy > 0,y > 0eto; > 0pour j = 1,2, ..., n Elle a démontré par la méthode

de point critique et la méthode des solutions inférieures et supérieures I'existence des

solutions du probleme (2.3).

I. Bogun [12], a étudié le probleme suivant :




—Apu= f(x,u) ze(0, 1)\ {x1, za,-- , 20},

A u/ (xj>‘p_2u/ (xﬂ> :]J (U($])> .]: 17 o, N, (2‘4)
u(1)=u(0)=0, w(z])=u(z;) j=1, -, n
Sous certaines hypotheses précises sur la fonction f et [,, j = 1, ---, n, par le théo-

réme de point critique, il montra que le probleme (2.4) admet une infinite des solutions
faibles.

Cependant, du probléme (2.1) sur le domaine @ = (0, 1)\ {x1, ---, x,}, sous les condi-
tions de Dirichlet (u (0) = u (1) = 0), les auteurs dans [44] ont montré en utilisant la
théorie des degrés topologiques et la théorie des points critiques que le probleme (2.1)

admet infinite des solutions faibles.

les auteurs dans [45], ont montré que le probléme (2.1) admet une solution faible par
du théoreme de Browder. Sous les conditions de Cerami et conditions appropriées sur
f et I; les auteurs ont prouvé l'existence d’un infinite des solutions faibles de probléme
(2.1).

Le taravail de ce chapitre peut étre vu comme une généralisation [45]. Le plan de ce
chapitre est comme suit : section 2, on définit la solution faible du p-Laplacien impul-
sive, section 3, nous introduisons les hypothéses de base et nous démontrons quelques
lemmes. Dans la section 4, on fait la démonstration d’existence des solutions faibles de

probléme (2.1).

2.2 Résultat préliminaire

Nous commencons cette section par la définition de la solution faible du probléme (2.1)

On introduit I'espace des solutions faibles

X ={uew"r (0, T]) : u(0) = —u(T)},

muni de la norme

lul| = (/OT u (z)‘pd:v);, 2.5)

I'espace (X, ||.||) est un espace de Banach réflexif et séparable.
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Pour tout v € X, on multiplie I'équation —A,u = f (x, u) par v et intégrez entre 0 et T,

on obtient
T , T
/ p—2 /
/— (u u) vdr = /f (x, u)vdz, (2.6)
0 0
comme les effects impulsive, et du fait que (zg = 0,2,.1 =T et v (0) = —v (7)), l'inté-

grale a gouche de (2.6) devient

T ’ n x;+1 ’
,p*2 / /pf2 ’
— | |u u | vdr = E — )u u | vdzx
—
0 J xj
n n -
Ip72 ’ xjjrl Ti+1 ,p*2 o
= E —|u uovl| T+ g u u v dx
- Tj - +
j=0 j=0"%;
n
p—2 p—2
- ’ + ’ +\ ’ _ ’ _ 4
s M | e e A e A R
j=1

T ,p72 1o
+ U uvdx
0

n

= Snuthe+ [ i i @7)

En utilisant (2.7) dans (2.6), on obtient

/ i (@)

Alors nous avons le definition suivant

p—2

u (2) v (x)da:+ZIj (u () v () :/0 f o, u(x))v () de.

Définition 2.1 La fonction u € X est une solution faible de (2.1) si pour tout v € X on a

!

[

Nous allons introduire des conditions sur f et I; pour prouver l'existence des solutions

" u (z)v (2) dx—l—ZIj (u(xj))v(z)) —/0 fz, u(z))v(x)de =0. (2.8)

faibles non triviales du probléme (2.1) .
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2.3 Hypotheses

Nous étudions le probléme (2.1) sous les hypothéses suivantes :
Posons F (z, u) = [ f (x, t)dt

(H1) f (z, u) est une fonction décroissante sur u, uniformément sur = € [0, 7], et I; (u)

sont des fonctions croissantes avec u.

(H2) 1l existe o, ; > 0 et y; € [1, p) tels que |[; (u)| < a; + B; lu|”"", pour tout u € R

etj=1,2,...,n.

(H3) Il existe c;, ¢, > 0 telle que f (z, u) < ¢ + ¢ [ul’", pour tous u € R, = € [0, T7.

—pF(CE, u)+f(m7 u)u
[ul

(H4) Il'y a une constante positive a > 0 tels que limy,|—. > a, unifor-

mément dans z € [0, 7.

(H5) p [y I (s)ds — I; (w)u >0, [;'I; (s)ds > 0, pour toutu € R, j =1,2,...,n.

(H6) limjy|— o0 % = 400, uniformément sur x € [0, 7.

(HT) F (x, u) est une fonction paire a propos de u et I; (u) (j =1,2,...,m) sont des

fonctions impaires a propos de u, pour tout x € [0, 7.

Avant de démontrer cette proposition on a besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1 Soit u € X, alors

X —>—= C0, T] et X —<— LP ([0, T7).

Preuve. Soit u € X , et comme u (0) = —u (7") on pose

u(e) = {u(0)+/:u’ (s)ds—l—u(T)—/xTu/(s)ds}.

D’apres I'inégalité de Holder, on obtient
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1 v T,
u(x) = 5{11(0)—1—/ u (s)ds—l-u(T)—/ u (s)ds]
0 T
IR
< —/ u (s)|ds
2 Jo
1, e
< STl 29)
donc
1 @
HuHOO§§T v ull, YueX. (2.10)

D’autre part, pour u € X, nous avons ¢, s € [0, T

/: u () dr

par conséquent chaque ensemble borné dans X est équicontinue en C' [0, T, et par le

(p—1)

T
§/ ‘UI(T))dTST r ull, (2.11)
0

u(t) —u(s)| =

théoreme Arzela-Ascoli (cf. théoreme 1.11, chapitre 1), dou X —— C'[0, T].
D’aprés (2.10) on a
T
Jull, < ) ull, YueX. (2.12)
Ainsi on a montré que I'injection X << L? ([0, 7). La preuve du Lemme 2.1 est ainsi

complete. |

2.4 Résultat principal

Le résultat principal de ce travail est le théoreme qui suit :

Théoréme 2.1 Si 0 < ¢; < (L) " et (H1) — (H3) sont vérifiées. Alors le probléme (2.1)

admet au moins une solution faible.

Lapproche étant variationnelle, on définit tout d’abord la fonctionnelle d’énergie corres-

pondant au probleme (2.1) par
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n u(zy) T
u (m)‘pdx + Z/o I (x)dx — /0 F(z, u(x))dz, (2.13)

J=1

Proposition 2.1 La fonctionnelle .J est de classe C* sur X. Sa différentielle est donnée par

<‘]/ (u), “> = foT

O @ @+ T L e g,
—Jo [z, u(z))v(z)ds Vu,v e X.
On définie les opérateurs Ly, Lo, L3 : X — X* par :
(Li(u), v) = /0 d @ @) (@) de,
(La(u), v) = ij (u () v (z5), (2.15)
(L3 (u), v) = i (2, u(2))v(z)de
On pose
(L(u), v) = (L1 (u), v)y+ (La(u), v) + (L3 (u), v), Yu,ve X. (2.16)

On peut vérifier aisément qu’une fonction u est solution du probleme (2.1) i.e. £ (u) =0
dans X*. La preuve de théoreme (2.1) est donnée par le théoreme de Browder [20].

Cette preuve se fait en trois étapes :
Preuve. Etape 1 : Montrer que £ est borné et hémicontinu.

Nous démontrons en premier lieu que L; (i = 1, 2, 3) sont des opérateurs bornés, en

appliquant I'inégalité de Holder sur les opérateurs L; (i = 1, 2, 3), nous obtenons
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AN
VR
H

-

-

= |ul

(p—1)

pdx>p(/:(v’(x)

/

o]

N
dm)

1

< oo, VYu,velX. (2.17)

Donc L; est un opérateur borné de X dans X*.

On a par 'hypothese (H2) et (H3) et la relation (2.10) et (2.12) , on a pour tout u, v € X

d’autre part

IA

(L2 (u), v)]

IN

IN

IN

Zlf u ()] v (z;)]

n

S (o + B lu (z)[57) o ()]

j=1
S (ay+ 8 el [l

7j=1

n__ (-1 1 o\t )

o (ajw (577) " )nvn

00, (2.18)

v(x)dx

J

e uw)
< / £ (@ u (@) o @) do
0 ( (

< [ ral@r)pe)d

1
< a7 ol + e ull” ol
C1 T P -1
< ST ol () Bl el
< 00, (2.19)
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alors L, L3 sont des opérateurs bornés. Par conséquent, 'opérateur £ est borné.

Ensuite, on démontre que l'opérateur £ est demi-continu de X dans X*. Soient wuy,

ue X,ona

(L1 (uk) = Ly (u), 0)| =

(p—1)

(= g
dx o]l

(2.20)

VAN
/N
O\ﬂ

la derniere intégrale tend vers 0 quand ||ux — u|| — 0, a cause la continuité de 'opé-
rateur de Nemytskii N; (s) = |s|" s (cf. proposition 1.9, chapitre 1), donc L, est un

opérateur continu.

Comme f € C ([0, T] x R, R) et grace au théoréme convergence dominée de Lebesgue

(cf. théoréme 1.1, chapitre 1), on obtient

/OTf(x, uy (x)) do —>/0Tf(x, u(x))dr quand n — oo,

donc

(Lo (ur) — Ls (), v)] = / (f (2, we (@) = f (2, u (@) v (2) dz| — 0 quand k — o.

(2.21)

Et de la méme maniére, on obtient

Z [I; (ug (z5)) — I; (u(x;))] — 0 quand k — oo
ou

n

[(La (ux) = Lo (u), v)| = Y[ (uk (7)) = I (u ()] v (2;)| — 0 quand k — oo,
7j=1
(2.22)
Par conséquent, L, et L3 sont continus, donc 'opérateur £ est continu alors il est aussi

demi-continu de X dans X*
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Etape 2 :Maintenant on vérifient la coercivité de L.

par I'hypothése (H2) et (H3) on a

(L(u), u) = HUHP+ZIJ' (U(%))U(%)—/O f (@, u(@)u(z)de

> ull” = (e + By u ()7 Ju ()] = /0 (er+ ez fu(@)"™) |u(z)] do

j=1

T\? no; (=1 ¢, @p=1) 1 -1
> (1—02 (§> )Hqu— (TJT v +5T v )HuH —nfp; <§T P ),

(2.23)

sicy € (07 (%)_p>, alors limy,| .o (2 = +o0. Donc l'opérateur £ est coercive si
e (0 (5)7).

Etape 3 Maintenant on vérifient la derniere partie de Théoreme de Browder.

par I'hypothese (H1), pour u, v € X, etu # v ona

L) — L), u—1v) = /OT<

> /0 < u () e u (x) — v (2) e v (x)) (ul (z) — v (m)) dx
> all” = ful” ol = ol flull + ol

> (™ = 1ol (lull = [l

> 0. (2.24)

Ainsi d’apres le théoréme de Browder nous pouvons conclure que '’équation £ (u) =0

admet au moins une solution « dans X . Cette solution est une solution faible non triviale

du probléme (2.1) puisque

L (0) # 0. La preuve du théoréeme 2.1 est ainsi complete. ]

Lemme 2.2 Supposons que (H3) — (Hb5) vérifient. Alors la fonctionnelle J satisfait la
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condition de Cerami (C).

Preuve. pour tout d € R, nous supposons que {uy},., C X est borné et

J(ug) — d, J (ug) — 0, k — 0. (2.25)

Promenez-vous si nécessaire a une sous-suite, on peut supposer u, — wu faiblement

convergente dans X, et puis :

(2.26)

En utilisant le Lemme 2.1, et I'injection de X dans C'|0, T, et d’apres la continuité de f

et la continuité de ;, j = 1,2,...,n, nous avons
> (I (un (7)) = I (u () (un (27) = u () — 0, (2.27)
j=1
T
/ (f (z, ug) — f(x, ) (u —u)de — 0 quand k — oo. (2.28)
0

D’apres lim,__.., J (uz) = 0 et u; — u, nous obtenons
<J' (ug) — J

De (2.26) — (2.28) et (2.29), nous déduisons que

I

Par (2.24), nous avons

(), up — u> — 0 quand k — oo. (2.29)

p—2

’

U,

!/

!

p—2 ’ ’ i
u) (uk —u ) dr — 0 quand £ — oo. (2.30)

(el = 1l el =l < [ (™

e ul) (U;g - u/) dr, (2.31)
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et par conséquent ||u, — u|| — 0 quand k£ — oc.Ainsi, la condition (i) de la définition
1.15 a été vérifiée.
Maintenant nous montrons que la condition (i7) du la définition 1.15. Supposons par

contradiction, qu’il y a de suite (uy) C X, telle que

J(ug) —d, || (w)|| s — 0, quand k — o, (2.32)

|ug|| — oo, quand k — oc. (2.33)

par (2.32), il existe une constante ¢y, telle que

J (ug) — ];J (ug) up < 1. (2.34)

I'hypothese (H4) implique que, il existe M > 0 tel que —pF' (x, u) + f (z, u)u > alu|,
pour tout |u| > M etz € [0, T].de plus, —pF (z, u)+f (z, u)u est bornée pour |u| < M
et © € [0, T]. Par conséquent, il existe ¢ > 0 tel que —F (=, u) + (z—l)) flz, u)u >

<%> |u| — ¢, pour tout uw € R, z € [0, T. Par I'hypothése (H5), nous obtenons

n uk(w;)
Tw) =2 (w)w = > / @(m)da:—%@(uk(xj))uk(zj)

(V3
c\
S
/l\
S
B
<
T
+
|
.
—
K
I
T
<
>
~~_
QU
=

v

p
T
/ (9 lug| — c) dx. (2.35)
0o \P

De (2.34) et (2.35), nous obtenons

T
/ lug| dr < pa™' (Tc+e1). (2.36)
0

Par conséquent, il existe e5 tel que ||ug|| . < 5. (H3) implique I'existence d’une constante
q q oo phq

c3, ¢4 > 0, telle que
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F(z, u) <cslul+eqlul’, YueR, ze|0, T]. (2.37)

De (2.37) et I'hypothése (H5), on obtient

1 T 1P n ug(x;)
J(ug) = —/ Uy, da:JrZ/ I; (z)dx
0

1 T
2; [Jur||” — / (3 Jug| + ¢4 lugl”) do (2.38)
0

1
z 3 [urll” = 5T [lunll oo — caT [JullZ,

v

1
5 Huka — 03T€2 — C4T€g.

Y

Il résulte que J (uy) — oo par (2.33), ce qui contredit .J (u;) — d en (2.32), ce qui

montre que J satisfait la condition (C). |

Théoreme 2.2 Supposons que les hypothéses (H2) — (H7) sont satisfaites, alors le pro-

bléme (2.1) admet infiniment des solutions faibles.

Preuve. Soit7), = sup,cz,ns, |lul, , et comme 7, — 0 quand k¥ — oo (voir Lemme 1.2, chapitre 1

en utilisant I'inégalité de Holder et 'hypothese (H5), nous avons pour tout u € 7, et

lull = ric ="

1 T 1P n u(xy) T
J(u) = —/ u d:c—l—Z/ Ij(x)da:—/ F(z, u)dx
0 0

p =170

1 T
> el = [ (ealul + e fup) do

0

1 p=1

> el = T ul, = ca ul
p=1

> el = T gl = okl

N p-t
Z T—CgTP — C4. (239)

Nous avons facilement r, — oo quand £ — oo et
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p )
J(u) > % - c3T% — ¢4 —> 00 quand k — oo, (2.40)

par conséquent

by = inf  J(u) — oo quand k — oo (2.41)

u€Zy, |lull=r

D’autre part, par (H6), on trouve qu’il y a b, ¢ > 0 tels que

F(z, u) >bluf’ —c YueR, z€|0, T]. (2.42)

Puisque toutes les normes d’'un espace normé de dimension finie sont équivalentes,
notez que |||, est une norme de Y}, il existe donc un constante ¢ > 0 tel que

lully = Cllull”, Yu € Y. (2.43)

De (2.10) et (2.42), et 'hypothese (H2), nous avons

1 T P n u(xy) T
J(u) = —/ u d:B+Z/ ]j(x)das—/ F (z, u)dx
0 0 0

p

j=1
1 , T ) n u(xj) -
< Sl | Gl —c)de+ ) (cj + B, |u["™") da
p 0 =1 /0
< 1 P_p p T 3 . . & N[
< =l lull? + T+ (e fu ()] + = fu (2))]
p = Vi
< 1 P_p PN , & 7 T
< =l =l + ) (g llull + = ulll ) +¢
p = Vi
<

1 ", et B (1 =1\ .
(G =00 ) b+ 32 (%l + 22 (575 ) "l ) e
p o= Vi

(2.44)

Nous pouvons choisir b, suffisamment large tel que % — b¢ < 0. Ainsi en utilisant I'hypo-
these (H2) et (H6) qui donnent p > v,, nous affirmons I'existence de constante d}, telles

que

J (u) <0 pour tout u, |lu| > d. (2.45)
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De (2.45) et (2.41), on peut prendre 7, := max {d, 7 + 1}, etdonc ¢y, := max,cy,, ul|=r, J (¥) <
0. Les conditions du théoréme 1.10 sont satisfaites ainsi, J posséde au infiniment de so-
lutions. Alors, le probléme (2.1) admet a infiniment des solutions faibles. Ceci acheve la

preuve du théoréme 2.2. |
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Chapitre 3

Existence des solutions faibles pour
le probleme p-Laplacien avec effets

impulsives

Dans ce chapitre (voir [31]), nous étudions I'existence des solutions faibles pour le pro-
bleme p-Laplacien avec effets impulsives sous les conditions de Dirichlet, nous établis-

sons d’existence en utilisant le théoreme du Browder [20].

38



3.1 Introduction

Ce chapitre, nous apportons notre contribution au développement de I’étude des pro-
blemes elliptique lié a 'opérateur p-Laplacien avec effets impulsives en abordant la
question d’existence d’une nouvelle classe d’équations différentielles impulsives sou-

mises a des conditions aux limites de type Dirichlet de la forme suivante :

(

(@) 4@ P = f @ w) e, 1],

A

u (@) [ () = I (u(2)), G =1,2,0m, (3.1)

u(0)=u(T)=0.

\
Oup>0,7>0,p(x),s(x)e L*([0, T]) satisfaisant des conditions essinf,¢|o, 71 p () >

0, essinf e, s (x) > 0,0 =29 < 21 <29 < ... < xp < Ty = T. [; : R — R sont

des fonctions continues pour tout j = 1,2,...,n, f : [0, T] x R — R est une fonction
continue, /A <‘u/ (xj)‘p_z u (a:])> = |u' () ‘p—2 u (zf) = |u' (z7) |p—2 u' () ouu (a))
et u’ (:c;) représentent respectivement la limite a droite et la limite & gauche de u'(x)
au point de discontinuité z = z; ;pour j = 1,2,...,n.

Dans [41], Y. Tian, w. Ge obtenu des conditions suffisantes pour garantir I'existence d’au

moins deux solutions positives au probleme de valeur limite implsive suivant :

(o) [ P) s @)l = f ) e o],
S\ <p (z;) v (:cj)|p72 u (x])) =1 (u(z;) 7=12,...,n,
o (a) — agu(a) = A, Byu (b) + Byu (b) = B.

OUA<0,B>0,a1, a0 8,8, >0, feC(la, b] x[0, +00), [0, +00)), f(z, 0)#0
pour x € [a, b et [; € C' ([0, +00), [0, +0)),j=1,2,...,n.

Dans le papier de [3], I'’étude porte sur le probléme :

(@) P2 0) =5 @) [l ut A (@ w) = 0 € fa, b,
~A (plap | @) (@) = L () G =1,20m,
o (a) — agu(a) = A, By (b) + Byu (b) = B.




Ou A, B sont des constantes, 0 < p(a), p(b) < +oo; f € C([a, b] xR, R), I; €
C(R,R), j = 1,2,...,n, A est un parametre. Les auteurs ont prouvé l'existence et
la multiplicite de solutions faibles lorsque le parametre se trouve dans des intervalles

différents, en utilisant la théorie du point critique.

En utilisant le méthode variationnelle, dans [2] les auteurs ont prouvé I'existence de

trois solutions faibles de probléeme suivante :

u’!p_2u'),+s(1’) lulP 2 u = \f (z, u) + pg (z, u) = €la, b,
w(a) =u (b) =0.

- (p (2)

Aveca,b € R, a <b; A > 0, 4 > 0 sont des nombres réels: f, g : [a, b] x R — R sont

deux fonctions de Caratheodory sur L!.

Le but de ce chapitre étudions I'existence et la multiplicité des solutions faibles non null

du probleme (3.1) en utilisant le théoreme de Browder [20].

3.2 Résultat préliminaire

Nous nous intéressons a I'existence des solutions faibles non triviales du probleéme (3.1),

nous considérons donc I'espace de Banach réflexif et séparable X, défini par

X ={ueW"?([0, T]): u(0) =u(T) =0}, (3.2)
muni de la norme
lull = /mwkﬂmp+/ﬂwwmw . (3.3)

!

Soit v € X, multiplions ’équation — (,0 () z/|p_2 u') + s (x) |uff?u=f(z, u)parvet

intégrons entre 0 et 7', nous obtenons

—i(mwhum

T
p—2 ,

u (x)) v (x) d:L‘—I—/S (z) Ju ()P u(z) v (z) de = /f (z, u(z))v(x)d.
’ 3.4
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De plus, puisque v (0) = v (T) et A (‘u’ ()" (xj)> = I; (u(x;)),

T

I'inégrale —/ (,0 (2) |u (x) }p—2 u (x))l v (z) dz donne

0

- / (p @] @)

Tiw) v = 3 [ - (oo

T2 p(x;) A (‘“ (x;) " (xj>> v()
— /p(x) ‘u D (@) () dz
+ i p () Ij (u () v (). (3.5)

En utilisant (3.5) dans (3.4), on obtient

T

Jo@d @ @ @+ [s@)u@P @@ e+ 3 ple) () o)

0
T

_ /f (2, u(2))v () de.

0

Alors nous avons la definition suivant :

Définition 3.1 Une solution faible de (3.1) est une fonction u € X telle que

3.2. Résultat préliminaire



pour tout v € X.

Lemme 3.1 [33] Soit v € X, alors

lully < Mo [Jul”,

ou M, ::max{ 1 : L }

essinf, (o, 7 p(2) 7 essinf,¢o, ] 5(%)

Preuve. On

T T S (x
[ wra < [ ju (@) da
0 o essinfep s (@)

)
T
/T p(x) )u’ (x)‘p i+ /T s (z)
o essinfyep, 7 p () o essinfycp 5 (x)

1 1
< .
= max { essinf,eo 7 p (z) essinfie 7 s () }

[ (pw

= Mo [Jull”.

!

u (a:)‘p—l—s(x) fu(@)[") da

pour tout z € [0.7].

Lemme 3.2 [33] Soit u € X. alors

Tr—1 v
|mus(p)\wu
0

ou p, := essinfycpo, 77 p (7).

(3.6)

3.7)

[u ()[" d

(3.8)

Preuve. Lutilisation I'inégalité de Holder, nous permet d’obtenir I'inégalité (3.8), a savoir
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lulle < (T771)7

Tr—1 %
o, < (5=)
P Po

tels que py := essinf,cjo, 71 p () - |

3.3 Hypothéeses

Afin d’établir I'existence des solutions faibles du probleme (3.1) nous proposons les

hypotheses suivantes :
Posons F (z, u) = [ f

(H1) f (z, u) est une fonction décroissante sur u, uniformément sur = € [0, 7], et I; (u)

sont des fonctions croissantes avec u.

(H2) 1l existe o, ; > 0 et y; € [1, p) tels que |[; (u)| < a; + B; lu|”"~", pour tout u € R
etj=1,2....n

(H3) Il existe c;, ¢, > 0 telle que f (z, u) < ¢ + ¢ [ul’~", pour tous u € R, = € [0, T7.

(H4) Il y a une constante positive a > 0 tels que lim,|—. —pF(z, “ﬁrf (z.wu > 4, unifor-
mément dans x € [0, T7.
(H5) p [y I (s)ds — I; (w)u >0, [ I; (s)ds > 0, pour toutu € R, j =1,2,...,n.

(H6) limjy|— o0 Eleu) — 40, uniformément sur z € [0, 77.

|ul?
(HT) F (z, u) est une fonction paire a propos de u et [; (u) (j =1,2,...,n) sont des

fonctions impaires a propos de u, pour tout x € [0, 7.

3.4 Résultat principal

Dans la suite, nous énnoncons notre théoréme d’existence de la solution faible du pro-
bléme (3.1).

Théoreme 3.1 Si0 < 3 < MLO et (H1)—(H3) sont vérifiées. Alors le probléme (3.1) admet

au moins une solution faible.
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On cherche a démontrer I'existence des solutions faibles du probléme (3.1) qui sont

exactement les points critiques de la fonctionnelle d’énergie

u(z;) T
1 p . ; S\ Xr — r, u\x X
6 w) = [ul +;p<x]> O/m )d O/F<, () d. 3.9)

Proposition 3.1 La fonctionnelle ¢ est de classe C' sur X. Sa différentielle est donnée par

—/f (z, u(z))v(z)de. (3.10)

En utilisant ce proposition nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme (3.1).

Preuve. Pour montrer 'existence de la solution faible du probléme (3.1) il suffit de

vérifier les conditions du théoreme du Browder [20] .

On prend les opérateurs Ly, Ly, L3 : X —— X* défini par

T

(3.11)

On pose :
(£ (u), v) = (L (u), v)+ (L (u), v) — (L3 (u), vy, VYu, veX. (3.12)
On peut vérifier aisément qu'une fonction u est solution du probléme (3.1) i.e. £ (u) =0

dans X*. Nous devons montrer que £ vérifier les conditions de théoreme 1.9. Regardons

de plus pres les propriétés de 'opérateur £.
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En appliquant l'inégalité de Holder sur L, on obtient :

(@, ) =| [o@ | @0 @) @ dot [s@) @F e @) ds
< (/p(:c)u' (x)pdx (/p(x)v' (a:)|pdx)
+ (/s () |u(2)|” dz (/s (z) |v(x)pdx)
’ ’ (3.13)
Lutilisation de I'inégalité
(a+0)° (c+d)' P >adPc P +0Pd° (3.14)
et choisissez
a:/p(x) u' (2)[" dz b:/s(m) lu (z)|" dx,
0 0 (3.15)

v (2)[" dx d= /s () |v(x)|? dx,

CZ/TP(m)

I'identité (3.13) devient :

o

p—1
p

<mmmm<(/mww@Wm+/w@umﬂm

(/P (z) [v" (2)[" dz + /s () |v ()" dg:) (3.16)

0
-1
< ul” ol

Sl

<oo VYu,velX.
Par conséquent L, est opérateur borné de X dans X*.
D’autre part, 'opérateur L, est continu.

En effet, on choisir v = u;, — u, on arrive a :
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(L (ur) = Lo (u), ugp —u)| < .
Jo@ (ju @ @) = & @ @)
s [5@) (e @P 2o (0) = @ ()
[ , , g (3.17)
[ @) i) = @ 5 ) e ) d
Jo@ (ju @ u @) = & @ @)
<|° g —ull.

[0 (e P 0) = (P 0)

La derniére intégrale tend vers 0. Par conséquent L, est continu.

La suite (uy) étant faiblement convergente vers u dans X, et comme l'espace X <——

C ([0, T]) (voir Lemme 3.2).

Alors uy, converge fortement vers u dans C' ([0, T7), et en utilisant le théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue, on a

[, w (2) — [t u(z)), Yeel0, T1,

et
f (@, u (@)l < sup |f (2, y)| = K (v) € L' ([0, T).

ye[va M]

De plus, la continuité de f, entraine

T

/f (x, ug (z))dt — /f (x, u(x))dxr quand k — 0.

0

Alors

|(Ls (ur) — L3 (u) ,v)| = — 0 quand k — cc.

/ (f (& ue (2)) — f (2,0 (2))) 0 () da
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Lestimation ci-dessus montrent que 'opérateur L3 est continu. De la méme maniere,

nous montrons que Lo est continu.

De (3.8) et I'hypothése (H3) nous obtenons pour tout u, v € X

(L2 (u), v)| = Zp(fj)fj(u(fﬁj))v(%)

IN

Z o (25) 1 (u ()] o ()]

IN

Z o (25)] (o + B [ ()7 7) [ ()]

IN

D ol (o + 85l ol
j=1

1 i
Tr1\» TN
npl( ) ajwj( . ) b5 | o

Po 0
< oo  Yu, veEX, (3.18)

IN

OU p; = esssup,¢po, 77 P () -

De plus, en utilisant 'hypothése (H3) et I'inégalité (3.7), on obtient

T

(Ls (u), v)] = /f<x, u(2)) v (z) da

[17 G w@l o @) ds

IA

< /(c1 +oo [uf ) fv ()]

p=1 -1
al v |, + ez flull; o],

IA

IA

1 1 1 p=l
T ME o] + (Mop HuH> M ol

IN

1 p—1 p=1 -
My (T My P ) ol
< 0. (3.19)

Les estimations (3.18) et (3.19) montrent que les opérateurs Lo, L sont bornés.
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Nous concluons immédiatement que la condition (i) du théoréme 1.9 est satisfaite

(i.e. 'opérateur £ est continu et borné).

Maintenant, nous montrons que I'opérateur £ est monotone.

I'hypothese (H1) implique que, pour tout u, v € X, on a

(£ — £ (v), u—")

(u)
= /p(w) <

T

’ p—2 ’
u u

()

+

[
/

'V
o\ﬂ
e
—~
=
VR

D’apres 'inégalité(3.14) , nous avons

" (@) -

!

!

(£@)— £(@), u—v) > /Tp<a:>(

T

v (z)

s () [lu (@) u (@) = v (@) v (2)] (u(@) - v (@) do

+/8 (@) (Ju @) u(@) = o (@) v (2)) (u(@) - v(2)de

(el = 1ol Claall = [1oll)

> 0.

v

Par conséquent, 'opérateur £ est monotone.
Enfin, nous prouvons que £ est coercive.

De (3.7) et (3.8), et implique 'hypothese (H2), (H3)

(3.21)
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T T

(o) = [p@ | @ dor [s@lu@P sy o)L lm) )

0

—/Tf(x, u(x))u(x)de

T

=l + 3 ) L) ) - (£ u@)u)ds

0

T
>l = Yo (@) I (u(ag) u (z;) —/f(fv, u(z))u(z)de
j:l 0
n T
1 —1
>l = 3 o) (a4 By @) ) = [ (et alul™) ul da
j=1 0
n - bt
>l 3 ol (05 4+ 85l )l — 75" ], — e [l
j=1
1
TP—1\ » p—1 1
> (1 —caMo) [Jul|” —np, <Oéj( 5 ) +al M&) I
0
Tr—1 %] ,
sy ()l (3.22
Po
Si ¢y € (O, Mio), Timy o0 <£§|1;)Ii YW = 400. Donc lopérateur £ est coercive si ¢, €

(o )

En conclusion, si ¢y € (0, Mi()) toutes les conditions du théoreme 1.9 sont vérifiées, donc
le probleme (3.1) admet au moins une solution faible © € X. La preuve du théoréme 3.1

est ainsi complete. |

Exemple 3.1 Considérons le probléme suivantes

_ ((1 + /) |u}2u> + 5 |u*u= f(x, u) dans [0, 7];

A ([ @) u (@) = o) ®

u(0) =u(m) =0,

et f(z, u) = —sin(%) — cud, [ (u(z1)) = fu(z), My =

avec p = 4, 11 = 3
} . Donc f (z, u) et I; (u(x1)) satisfaite I'hypotheése (H1).

1
max {1, 2+-ﬂ
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D’autre part,

a_ :
|1 (u (1)) < o+ Bl =1,

et donc (H2) est satisfaite avec a;, 5, > Oety; = 3 € [1, 4)

Il découle de la condition (H3) que

f (@, w)| < 1+ ez fuf’,

d’ott ¢; = 1. En conclusion, pour 0 < ¢ < 1 tout les hypotheses du théoreme (3.1) sont

vérifiées, donc le probléme (P) admet au moins une solution faible.

Lemme 3.3 Supposons que (H3) — (Hb5) vérifient. Alors la fonctionnelle ¢ satisfait la

condition de Cerami (C).
Preuve. Pour tout d € R, nous supposons que {u},., C X est borné et

o (up) — d, ¢ (ug) — 0, k— oo. (3.23)

En allant, si nécessaire, a une sous-suite, nous pouvons supposer que u;, — u faiblement

dans X,ona:

7=1
/ (x, ug) — f (z, w)) (up —u)dx (3.24)
0

En utilisant le lemme (3.2) et d’apres la continuité de f et [; , j = 1,2,...,n, nous

avons :
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> o (@) (L (un () = I (u () (ug () = u(2;)) — 0 quand k — oo (3.25)

T
/(f (, ug) — f(z, u)) (ug —u)dex — 0 quand k — oo. (3.26)
0

\ . ’
D’apres lim,_ .o, ¢ (ug) = 0 et uy — u, nous obtenons :

’

<¢/ (ug) — @ (u), up — u> — 0 quand k — oo. (3.27)

De (3.24) — (3.26) et (3.27) , nous avons :

d’autre part, 'inégalité (3.21) donne

T

(3.29)

par l'inégalité (3.28) et (3.29), nous trouvons que ||u; — u|| — 0 quand k¥ — oo. qui

représente exactement la condition (i) du définition 1.15.

Maintenant nous montrons que la condition (i7) du la définition 1.15, Supposons par

contradiction, qu’il y a de suite (u;) X, telle que

!

o (w) — d, || (o)l — 0, k— oc, (3.30)

3.4. Résultat principal
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et

|lug|] — o0, k — o0. (3.31)

De (3.30), il existe une constante £; > 0, telle que

1,
¢ (ur) — ¢ (ur) up < €1 (3.32)
I'hypothese (H4) implique que, il existe L > 0 tel que —pF' (z, u) + f (x, u)u > alul,
Viu| > Letx € [0, T]. de plus, —pF (x, u) + f (z, u)u est bornée pour |u| < L et
€ [0, T]. Par conséquent, il existe ¢ > 0 tel que —F (z, u) + ]l]f (@, wu = 2ul —c,
Vu € R, z € [0, T]. En utilisant ’hypothese (H5), on a

Uk (xj)

cb(uk)—%cb, (ug) up = ZP () / j x)dl’—zl—jfj (u (7)) up (x;)

Jj=1 0
’ 1

+/< (x, uy —i—pf(x uy) k)dm
0

( F(x, u) + f(:c uk)uk)dx
(

v

v

Tt —y T —

L g — c) (3.33)
p

De (3.32) et (3.33), on obtient

T

0

Cela veut dire que, il existe €, tel que ||u ||, < e2. (H3) implique il existe deux constantes

c3, ¢4 > 0 telle que

F(z, u) <cslul+cqlul’ YueR, ze€|0, T)]. (3.35)

Il découle de 'hypothese (H5) et (3.35) que
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ug(x;
0

o (ux) = %uukuu;p(m / 1, () du /F( uy) de

T
1
e / (¢ ux] + ca fuul?) do

0

AV

1
> p gl — esT [Jugll o — caT [Jurlle
1
> ]—) |u||” — esTes — caTeh, (3.36)

ce que prouve que ¢ (uy) — oo par (3.31), ce qui contredi ¢ (ux) — d dans (3.30) . En

conclusion, ¢ satisfait la condition de Cerami (C'), ce qui prouve la lemme 3.3. |

Théoreme 3.2 Supposons que les hypothéses (H2) — (HT7) sont satisfaites. Alors le pro-

bléme (3.1) admet infiniment des solutions faibles.

Preuve. Par 'hypothese (H7), nous savons que ¢ est pair, soit 1, = sup,cz, s, l|ul, , par
la compacité de I'injection de X dans L ([0, T), nous savons que 1, — 0 quand k —
oo (voir lemme 1.2, chapitre 1) . Notez que (3.36), nous avons par (H5) et 'inégalité de

Holder, pour tout u € Zj, et ||u| = 7y := 77;;17

T
b(u) > Z%nunp— / (cs|u] + s |ul?) da

0

1 p—1
> Ellullp — 3T v ull, — ca [lull?
1 p—1
> = lull” = 3T 7 my ||ull — camy ||ul”
N p-1
> ko csT 7 — ¢y, (3.37)

comme r;, — oo quand k — oo, on a:

p )
& (u) > % T — ¢y — 0o quand k — oo, (3.38)
par conséquent

by := inf ¢ (u) — oo quand k — oc. (3.39)
uEZ, |lull=rg
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D’autre part, (H6) implique I'existence d’une constante b, ¢ > 0, telle que

F(z, u) >bluf’ —¢, VueR, xz €0, T]. (3.40)

Comme dans espace normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes,

notez que ||.||;, est une norme de Y}, il existe donc un constante ¢ > 0, telle que

lul? > ¢ Julf’, Vu € Y. (3.41)

(3.8) et (3.41), et 'hypothese (H2), on obtient :

L,
o) = - lul +;p<ay O/fj dm—/F(x, w) dz

IN

IN

T
1 .
1—9|lu|!”+2p% / (0 + 8, P do = [ lup = c)d
0 0

1 B .
5|\uuf’+2p o) (aj )|+ 2 o)

J

= blull}, + T

1 B ,
Sl = ¢l + 3ol (aj ol + 22 HullZé) LT
j=1

IN

J

1 7
1 a TP\ » B, (TPt

——b() ullP 4+ p al( ) u —|——j< ) ul|" | + cT.
(p [l ;:1 A ] -\ Il

(3.42)

IN

Nous pouvons choisir b, suffisamment grand tel que 11) — b¢ < 0. Ainsi, par 'hypothese

(H6) et (H2) qui donnent p > ~;, nous affirmons l'existence de constante dy, telles que

¢ (u) <0, pourtoutu € Yy, |ull > dy. (3.43)

De (3.43) et (3.39) , on peut prendre 7, := max {dj, r, + 1}, etdoncgy, := maxyey,, |uj=r, ¢ (1) <
0. Par conséquent, la fonctionnelle énergie ¢ satisfait les conditions du théoréme 1.10.
Alors ¢ a infiniment des solutions. De maniere équivalente (3.1) un infiniment des solu-

tions faibles. Ce qui compléte la preuve. de Théoreme 3.2. ]

Exemple 3.2 Considérons le probléme suivant :
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- ((x +3) | [ u) 322+ D uf2u=f(x, u) dans [0, T],
Al ()7 (ag) = I (ul), j=1,2,3, (3.44)
u(0) =u(T)=0.

Onprendp =4, 21 = T et
[z, u)=—-n+ (' +4)ud, n>0et( estdéfini par (3.41).
I (u(z))) = /u(z1).

Remarque 3.1 (HG6) peut étre affaiblir que

lim Pz, u)

|u|—00 |U|p

> (p¢)~"  uniformément sur z € [0, 7] (3.45)

Pour I;(u), on peut facilement avoir (H2) et (H7) hold.

Chypothése (H5) donne

/ Ij(s)dSZZWEO
0

p/ I (s)ds — I; (u)u=2Vul >0 YueR.
0

Quant a I’hypothése (H3),ona:

fla,u) = —n+ (T +4)u’
< 4+ (CH+4)u YueR, xelo, T]

donc (H3) est satisfaite.

D’autre part

F(z, u) = /Ouf(x, s)ds

-1 4 )
9,

= —nlul + 1
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donc F'(x, u) vérifier 'hypothese (H7).

Maintenant, nous allons vérifier 'hypothese (H4)

1
+4 _
—pF (x, )+ f(z, w)u = —4|—-nul+ < |u|4 + (—77—1— (C 1+4) u3)u
= 4 |u] —nu
> 3n|ul
d’ou
= 3.

Alors (H3) est satisfaite avec a = 3n.

Finalement, '’hypothese (H6) donne

—1

F g P [ — ul*

lim —(x,4u) = lim nlul 44 [
ful—s [ ful——o0 ul
44 _
R (O

En conséquence, (3.45) (c.-a-d., (H6)) est vrai.

Comme toutes les hypotheses du Théoreme 3.2 sont satisfaites, alors le probleme (3.44)

admet infiniment des solutions faibles.
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Chapitre 4

Anexel : Quelques résultats utilisés

dans les démonstrations

e Inégalité de Holder
Soitu € LP etv € L4. Alors u.v € L' et

/ o] < el o]l

e Inégalité algébrique
(a+b)(c+d)'P >ad’P 4 1Pd P,

Preuve. Soient xr = % ety =

<
a+b c+d

t — t? est concave donc :

e Inégalité de Poincaré

u|lzr < C|Vulle, Yu € WyP(Q) (1 < p < o0).
e Inégalité de Minkowski
Sipe|[l, +oo[etu, v e LP (), alors u + v € LP (Q) et
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/|u—{—v|pdx

|

D=

|

/

Q

upda:) + (/vpdx) .
Q




Conclusion

Dans cette theése, nous avons étudié des problemes elliptiques non linéaires faisant inter-
venir 'opérateur p-Laplacien soumises a des conditions impulsives. Nous avons présenté
les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail. Ainsi,
en utilisant les techniques de la théoreme de Browder et la théoreme de Fountain, nous
avons répondu a des questions concernant l’existence et la multiplicité des solutions
faibles pour certains types des problémes elliptiques non linéaires aux limites impulsive

dans espace de Banach.
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