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Préface

e Préface

Un composite est I’assemblage de plusieurs matériaux non miscibles de nature
différente et dont les qualités se complétent afin d’obtenir un matériau hétérogene dont les
performances sont supérieures a celles de ses composants. Un matériau composite est
constitu¢ d'un renfort (ossature du matériau) qui assure la tenue mécanique et d'une matrice
(enveloppe ou peau du matériau) qui est généralement polymérique (résine thermoplastique
ou thermodurcissable) ou métallique, qui assure la cohésion de la structure et la
retransmission des efforts vers le renfort.

Ce polycopié de cours traite de la mécanique des matériaux composites, et présente
plus spécifiquement les méthodes et les outils nécessaires qui permettent d’analyser la
réponse mécanique de structures composites simples, de type plaque, a partir des propriétés
physiques et morphologiques des constituants et de leur assemblage. Cet ouvrage est
principalement inspiré des cours de mécanique des matériaux composites donné par 1’auteur
au département de génie mécanique de I'université Larbi Tébessi - Tébessa .1l représente en
fait I’effort de plusieurs années d’enseignement. Il est destiné aux étudiants de la spécialité
génie mécanique et ceux des cursus proches tel que le génie civil, qui poursuivent des études
de Master.

Le contenu et la progression de cet ouvrage ont été congus avec trois objectifs :

1. Apporter a I’étudiant de la discipline les éléments nécessaires pour aborder des problémes
de des matériaux composites.

2. Soutenir et contribuer aux efforts de I’enseignement de cette discipline (Mécanique des
Matériaux Composites) en mettant a la disposition de 1’étudiant un document rigoureux et
pratique.

3. Présenter aux ¢tudiants, cette discipline, ses capacités ainsi que ses limites pour qu’ils
enrichissent leurs culture dans le domaine.

Cet ouvrage est divisé en neuf chapitres, le premier présente des généralités sur les matériaux

composites et leurs applications. Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation des

procédés d'obtention des constituants et de fabrication des composites. Dans le troisieme

chapitre nous avons exposé les concepts fondamentaux du comportement élastique des
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matériaux. Nous présentons aussi dans le quatriéme chapitre Les propriétés mécaniques des
composites. Le cinquieme chapitre est dédi¢ au comportement élastique d’un composite
unidirectionnel. Dans le sixiéme chapitre nous avons présenté le comportement élastique d’un
matériau composite orthotrope. Le septieme chapitre a été réservé aux lois de comportement
en dehors des axes d’orthotropie. Dans le huitiéme chapitre nous avons présenté les principes
de base de la théorie des plaques. En fin le neuviéme et dernier cinquiéme chapitre présente la

théorie classique des stratifiés.
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Chapitre 1 : Généralités sur les matériaux composites et leurs applications

1

Généralités sur les matériaux composites et leurs
applications

1.1 Introduction

Les composites sont employés depuis longtemps (briques en argile et paille, arcs et arbalétes
en bois et tendons d’animaux, épées en alliages différents). A partir des années 60, les
matériaux composites commencent a attirer 1’attention pour résoudre des problémes
technologiques, et surtout depuis la découverte des composites a base polymeére ; ainsi les
composites sont devenus les matériaux d'engineering les plus importants et les plus utilisés dans
diverses applications (industrie automobile, articles de sports, aéronautique, industrie maritime
etc..) figure 1.1. Ils apportent de nombreux avantages fonctionnels tel que : 1égereté, résistance
mécanique et chimique, maintenance réduite, liberté¢ de formes.
1.2 Définition d'un matériau composite

Un composite est 1’assemblage de plusieurs matériaux non miscibles de nature

différente et dont les qualités se completent afin d’obtenir un matériau hétérogeéne dont les
performances sont supérieures a celles de ses composants. Un matériau composite est constitué
d'un renfort (ossature du matériau) qui assure la tenue mécanique et d'une matrice (enveloppe
ou peau du matériau) qui est généralement polymérique (résine thermoplastique ou
thermodurcissable) ou métallique, qui assure la cohésion de la structure et la retransmission des

efforts vers le renfort.

A AL

AL

' )

— :>,,m/

fibres UD

Fig.1.1 Constituants de base d’un matériau composite
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1.3 Constituants d’un composite

1.3.1 Matrice

La matrice est 'un des deux principaux constituants de base des matériaux composites. Le role
principal de la matrice est de maintenir les renforts en place et de leur assurer la cohésion et la
protection. Elle permet également la transmission des efforts mécaniques vers les renforts. Elle
est généralement homogene et isotrope. On distingue les matrices céramiques, les matrices
métalliques, les matrices minérales et les matrices organiques. On utilise actuellement surtout
des résines thermodurcissables (TD) que l'on associe a des fibres longues, mais I'emploi de
polymeres thermoplastiques (TP) renforcés de fibres courtes se développe fortement. Les
principales résines thermodurcissables sont les polyesters trés largement utilisés, les résines
époxy (ou époxydes) qui constituent la résine type pour les composites HP et les résines
phénoliques. Les principales résines thermoplastiques utilisées dans les composites sont le

polypropyléne (PP), les polyamides (PA).

Matrices
Oreaniaues Minérales
Thermodurcissables Thermodurcissables Céramiques Métalliques
A 4

Elastomeéres

Fig.1.2 Principaux familles de matrices

1.3.2 Renforts
Le renfort est généralement composé de matériau plus dur que la résine, son rdle principal est
d’assurer au matériau une grande résistance surtout a la traction, et qui se présente généralement
sous forme de fibres (diametres de 5 a 20 um) (figure 1.3) :

e fibres longues unidirectionnelles (carbone, verre)

e fibres longues tissées (tissus 3D et 2D)

e fibres courtes reparties aléatoirement sans directions privilégiées (mat)
Les fibres sont de type organique (fibres en polyamide, polyester, polypropyléne ...) et

inorganiques (fibres de verre, de carbone, ....) ou encore naturelles (cellulose). En général, elles

2
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présentent d’excellentes caractéristiques mécaniques. En fonction de la forme des renforts, on
distingue deux types de composites :

1. les composites a fibres : constitués de fibres continues ou discontinues (fibres
coupées ou courtes). Leur orientation permet de moduler les propriétés mécaniques
du matériau et d'obtenir des matériaux isotropes ou anisotropes.

2. les composites a particules : les particules sont généralement utilisées pour

améliorer certaines propriétés des matériaux.

Composite
a fibres longues

Composite Composite
a particules a fibres courtes

Fig. 1.3 Les structures géométriques des renforts de composites a fibres longues, a fibres
courtes et a particules
1.4 Les principales fibres

Une fibre est un solide a une dimension dont la structure est fortement orientée. On définit une
fibre par sa section moyenne dans la direction transversale. Elle est caractérisée par un diametre
moyen trés faible, de ’ordre de 5 a 30 um, sa longueur totale peut varier de 2 cm a plusieurs
kilometres. Parmi les différents types de fibres utilisées comme renforts on peut citer :

1.4.1 Les fibres de verre

Sous forme massive, le verre est caractérisé par une grande fragilité et une forte sensibilité a
la fissuration. Au contraire, le verre employé¢ sous forme de fibres de faibles diamétres présente
de trés bonnes caractéristiques mécaniques. Ces fibres de verre sont obtenues par extrusion du
verre a travers une filiere percée de trous de 1 a 2 mm de diamétre. Les fibres de verre sont
ensuite ¢étirées jusqu’a obtenir des diamétres de 5 a 15 um a la fin du processus elles sont
enduites et bobinées (roving) (figure 1.4.a).

1.4.2 Les fibres de carbone

Elles sont fabriquées a partir de fibres de polymére de base appelé précurseur qui se présente
lui-méme sous forme de fibres orientées préalablement tissées, et carbonisées sous tension en

plusieurs étapes, oxydation (100 a 200 C°), puis pyrolyse (1500-2500 C°). Selon la température

3
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et le temps de cuisson, les fibres présentent une "haute résistance" (HR) ou un "haut module"
(HM). Généralement on utilise comme précurseur des fibres acryliques élaborées a partir du
poly acrylonitrile (PAN) (figure 1.4.b).

1.4.3 Les fibres d’aramide (Kevlar)

Le poly-para-phényléne téréphtalamide, connu est commercialisée depuis les années 1970 sous
le nom de Kevlar est constitué de noyaux de benzeéne séparés par des groupements amides. La
fibre d’aramide Le Kevlar posséde des propriétés trés intéressantes pour 1’industrie. Elle est
caractérisée par une excellente résistance a la traction, aux chocs et a I’usure. Ce type de fibres
est surtout utilisé dans la fabrication de gilets pare-balles et dans I’industrie aéronautique

(figure 1.4.c).

Fig. 1.4 Les principales fibres: (a) fibres de verre, (b) fibres de carbone, (¢) fibres d’aramide

Tableau 1.1 Caractéristiques mécaniques de quelques renforts de composites

Fibres ¢ (um) p E (MPa) G (MPa) % o (MPa)
Verre E 16 2.54 74 000 30000 0,25 2 500
Verre R 10 2.48 86 000 0.2 3200
Carbone HM 6.5 1.80 390 000 20 000 0,35 2 500
Carbone HR 7 1.75 230000 50 000 0,3 3200
Kevlar 12 1.45 130 000 12 000 0,4 2900
1.4.4 Autres fibres

Il existe diverses autres fibres utilisées pour des applications particuliéres. Ces fibres sont
généralement a faibles module et contrainte a la rupture. Généralement, leur utilisation est
réservée a une recherche de produits a bas prix de revient, des produits & haute isolation
thermique, des produits a bonne conductibilité thermique ou électrique et des produits a haute

absorption acoustique. Parmi ces fibres nous avons:

4
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Les fibres minérales

Elles sont de longueur limitée, a I’exception des types particuliers tels que ceux de 1’amiante,
qui sont maintenant connus par leur caractére toxique et nuisible pour la sant¢é humaine
(cancérogénicité).

Les fibres animales

Ce sont les plus utilisées dans la fabrication des textiles par les filateurs & main, comme la laine
de mouton et la de soie .Toutes les fibres animales n’ont pas les mémes propriétés, et méme au
sein d’une méme espece, la fibre n’est pas homogene.

Les fibres végétales

Les fibres végétales sont des matériaux filamenteux issus de la biomasse. Elles peuvent étre
extraites du fruit, de la tige ou de la feuille d’une plante cultivée, des arbres et des herbes. Elles
sont susceptibles d’étre filées pour fabriqués des fils et des cordes. Elles sont tissées, tricotées
ou tressées pour confectionner des textiles indispensables aux besoins quotidiens de la société.
L’utilisation de fibres végétales (bois, lin, chanvre) comme renforts dans les matériaux
polymeéres, thermoplastiques ou thermodurcissables, en remplacement des fibres de verre, est
un concept déja industrialisé et commercialisé. On trouve ces composites dans les meubles de
jardin, les plinthes et huisseries, les picces d’habillage intérieur d’automobiles de toutes
marques.

1.5 Classification des matériaux composites

Selon leur taux d’utilisation, les composites sont classés en deux grandes classes: les composites
a grande diffusion et les composites hautes performances.

1.5.1 Les composites a grande diffusion

Ils occupent une portion de 95 % des composites utilisés. Ce sont en général des plastiques
armés ou des plastiques renforcés, le taux de renfort est de 30 %. Dans 90 % des cas,
l'anisotropie n'est pas maitrisée car les renforts sont des fibres courtes. Les principaux
constituants de bases sont les résines polyesters avec des fibres de verre. Dans ce cas le renfort
et la matrice sont a des cofts voisins.

1.5.2 Les composites hautes performances

Ils sont principalement utilisés dans 1'aéronautique et sont d'un coft élevé. Les renforts sont
plutdt des fibres longues. Le taux de renfort est supérieur a 50%, et ce sont les renforts qui

influent sur le colt. Les propriétés mécaniques (résistance mécanique et rigidité) sont largement

5
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\

supérieures a celles des métaux, contrairement aux composites a grande diffusion. Des
méthodes de calculs de structures et d'homogénéisations ont ét¢ développées pour les
composites hautes performances.

1.6 Avantages des matériaux composites

Les matériaux composites disposent d'atouts importants par rapport aux matériaux traditionnels.
Ils apportent de nombreux avantages fonctionnels :

légereté

résistance mécanique et chimique

maintenance réduite et liberté de formes

tenue aux chocs et au feu

e isolation thermique et/ou phonique
1.7 Domaines d’application des matériaux composites

Le développement des composites modernes est dii essentiellement aux besoins de plus en plus
poussés de I’industrie, surtout dans les secteurs

e Adrospatial

e Adéronautique
o Défense

e Sport

e Biomécanique

f)

Fig. 1.5 Domaines d’application des matériaux composites : a) Aéronautique b) Militaire
c) Aérospatiale d) Nautique e) Sport f) Energie
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1.8 Les différentes architectures des renforts de composites
Les renforts sont assemblés dans le but de faciliter leur mise en forme. On peut distinguer cing
catégories de renforts : Les mats, tissus UD (unidirectionnels), les tissus bidirectionnels, les et

les tissus multidirectionnels.

)
! o |
D e SRR
- G Y s

@ (b)
Fig. 1.6 Différentes architectures des renforts de composites : a) mats de verre, b) tissu
unidirectionnel (UD), ¢) tissu bidirectionnel

1.8.1 Les mats

Ce sont des nappes de filaments composées de fibres courtes et discontinues, orientées
aléatoirement et maintenues ensemble par un liant soluble (figure 1.6), ce qui offre une
propriété quasi isotrope au composite final. Ce sont des matériaux déformables, peu couteux et
souvent utilisés avec un taux volumique de fibres important (figure 1.6.a).

1.8.2 Les unidirectionnels (UD)

Dans une nappe UD, les fibres sont assemblées parallélement les unes par rapport aux autres a
l'aide d'une trame trés 1égere. Taux de déséquilibre treés grand (figure 1.6.b).

1.8.3 Les tissus bidirectionnels

Le tissu destiné au renfort de composites est une surface souple, constituée par un assemblage
régulier de fils tissés ou torsadés, obtenue par entrecroisement des meches selon deux directions
perpendiculaires, chaine et trame. Ils peuvent avoir différentes armures. On distingue
principalement : la toile ou le taffetas, le sergé et le satin (figure 1.6.c).

e Le taffetas
Chaque fil de chaine passe dessus puis dessous chaque fil de trame, et réciproquement. Le

produit obtenu est plat, relativement rigide, peu déformable pour la mise en ceuvre et caractérisé
par un embuvage important (figure 1.7.a).

e Lesergé
Chagque fil de chaine flotte au dessus de plusieurs (n) fils de trame et chaque fil de trame flotte
au dessus de (m) fils de chaine. Ce type de tissu est caractérisé par une armure a la fois souple

et dense (figure 1.7.b).
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e Le satin
Chaque fil de chaine flotte au dessus de plusieurs (n-1) fils de trame et réciproquement. Ces
tissus ont des aspects différents de chaque coté. Ces tissus sont assez souples et adaptés a la
mise en forme de pieéces a surfaces complexes. Ce type de tissus présente une forte masse

spécifique (figure 1.7.c).

| o [ s O e O oy O o [ o |

|:l—l_|_l_l_l_l N o Ny I I||||||%I||||'__lI
[1 7] ] T o I

A [ |1E :- |.
OUg-T0-  ougeo [uuuuﬁ“

a) b) c)
Fig. 1.7 Différents formes de tissu tissus bidirectionnels pour des renforts surfaciques: a) Le
taffetas, b) Le sergé, c) Le satin
1.8.4 Les multidirectionnels

LI LIE L

Ce sont des structures 3D formées de fibres orientées dans plusieurs directions de 1’espace,
compos¢ de plusieurs couches qui sont liées, par conséquent le risque de délaminage est tres
faible. Les composites renforcés par des tissus multidirectionnels sont caractérisés par une
masse volumique faible et conservent parfaitement leur rigidité. Ils sont préférables pour des
applications demandant de hautes performances, en particulier en aérospatiale.

1.9 Les matériaux composites structuraux

1.9.1 Les monocouches

Les monocouches représentent I’élément de base de la structure composite. Les monocouches
sont caractérisées par la forme du renfort. On distingue les monocouches a fibres longues
(unidirectionnelles UD ou réparties aléatoirement, a fibres tissées (tissus de renfort) et a fibres

courtes (figure 1.8).

Fig.1.8 Monocouches UD (Pli unidirectionnel)
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1.9.2 Les stratifiés

Un stratifi¢ résulte de la superposition de plusieurs monocouches (ou plis) de nappes
unidirectionnelles ou de tissus ayant chacune une orientation propre par rapport a un repere
commun au couches et désigné par le référentiel du stratifié (figure 1.9). Les nappes successives
sont en général orientées différemment (classiquement 0°, 45°, 90°, -45°). [l y a

au minimum quelques couches, et jusqu’a 20 ou 30 couches, pour une épaisseur qui peut aller

de 1 mm a plusieurs mm.

Couches (Phs)

Plagque stratifiée

Fig.1.9 Stratifi¢ composé de plusieurs monocouches avec différentes orientations

fibre +matrice mono couche stratifié structure composite

Fig.1.10 Conception d’une structure composite
On appelle stratifié :
1- Equilibré : un stratifi¢ comportant autant de couches orientées suivant la direction +6
que de couches orientées suivant la direction -0.
2- Symétrique : un stratifié comportant des couches disposées par rapport au plan moyen
(miroir).

3- Orthogonal : un stratifi¢ comportant autant de couches a 0° que de couches a 90°.
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e Code de représentation d’un stratifié
On utilise fréquemment les orientations qui sont représentées sur la figure 1.10. La direction a
0° correspond a la direction de I’application de I’effort ou a une direction privilégiée de la piece
considérée ou bien encore a 1’axe des abscisses du repere choisi. Selon besoin on peut trouver

des réalisations de plis a £30° et a £ 60°.

+90° +45° Z / / / /

Sl NN

Fig.1.11 Orientation des plis d’un stratifi¢

e Plan moyen

On appelle plan moyen le plan qui sépare en deux parties I’épaisseur du stratifi¢. Ce plan moyen

correspond a la cote z=0.

Plan supérieur

Plan moven

Plan inférieur
Fig.1.12 Définition du plan moyen

e Désignation d’un stratifié

La désignation de ces stratifiés est généralement effectuée selon le code suivant :
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1. Chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degrés de I’angle
que fait la direction des fibres avec I’axe de référence (x)

Les couches successives sont séparées par un (/) si leurs angles sont différents

Les couches successives de méme orientation sont désignées par un indice numérique

Les couches sont nommées successives en allant d’une face a I’autre

“wok w

Des crochets (ou parenthéses) indiquent le début et la fin du code

Un exemple est présenté ci-dessous :

30° 90° 90° 45° 0° 45°

Désignation : [30/90,/45/0/45]
Fig.1.13 Désignation d’un stratifié

e Stratifiés symétriques
Un stratifié¢ est symétrique si son plan moyen est un plan de symétrie. Sa désignation ne nécessite
alors que la moiti¢ des couche successives. Si le stratifi¢ a un nombre pair de couches, la
désignation débute sur une face pour finir au plan de symétrie. Un indice (s) indique que le stratifié
est symétrique.

90° 45° 0° 0°45° 90° [90/45°/0]s
Si le stratifi¢ comporte un nombre impair de couche, la désignation est semblable a la précédente,
la couche centrale étant sur lignée.
90° 45° 45° 0°45° 45°90° [90/0/45,°/0]s

La répétition de séquences peut étre indiquée par un indice indiquant le nombre de fois ou une

séquence est successivement répétée.

0° 45°90° 0°45° 90° 90° 45° 0° 90°45°0° [(0/45/90),]s
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1.9.3 Les sandwichs

Ce sont des matériaux composés de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité et de faible
épaisseur enveloppant une ame (ou ceeur) de forte épaisseur et de faible résistance (figure 1.12).
L'ensemble forme une structure d'une grande 1égereté. L’assemblage des peaux avec I’ame se fait
généralement par collage, par soudage ou par polymérisions dans les moules dans le cas des
composites plastiques. Les ames peuvent étre pleines (bois, mousse, ...etc.) ou creuse (alliages
métalliques léger, papier, ...etc.). Les peaux sont généralement des stratifiées ou des feuilles
d’alliage légers. Les ames les plus utilisées sont de type nid d’abeilles, ame ondulée ou mousse
(figure 1.13). Ces structures ont une grande rigidité en flexion et torsion. L’ame de la structure
sandwich résiste principalement aux contraintes de cisaillement et de compression hors plan, les

peaux inférieures et supérieures supportent quant a elles les efforts dans leur plan.

Ame ondulé

Nid d’abeilles

Fig.1.14 Eléments constitutifs d’un sandwich

1.9.3.1 Avantages des sandwiches

Les sandwiches sont caractérisées par une grande 1égereté ; une excellente rigidité a la flexion
et par de bonnes caractéristiques d’isolation.

1.9.3.2 Inconvénients des sandwiches

Malgré les atouts dont disposent les sandwiches ils présentent comme méme des inconvénients :
mauvais amortissement et isolation acoustique, tenue au feu moyenne, problémes de

décollement ame /peau et possibilité et risque de flambage par rapport aux autres structures.
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Procédeés d'obtention des constituants et de fabrication
des composites

2.1 Obtentions des fibres

2.1.1 Les fibres de verre

Les fibres de verre sont largement employées comme renfort pour les composites plastiques a
matrices organiques car elles présentent, par rapport aux autres renforts existants, un excellent
rapport colt/performance. Pour obtenir les fibres de verre on mélange les éléments de base
suivants : la silice d'alumine, le bore et la chaux. Ce mélange est porté¢ a plus de 1200°C a
travers une filiere en platin-rhodium. Les filaments ainsi obtenus sont étirés et deviennent des
fils appelés filaments (figure 2.1). Ces fils assemblés entre eux deviennent des meches et les
meches assemblées entre elles deviennent du roving. Le procédé de fibrage le plus courant
consiste en un étirage mécanique qui donne un fil constitu¢ de filaments parall¢les continus. Le
procédé est appelé Silionne. Le diamétre des filaments qui constituent les fils Silionne peut aller

de 5 a 25 micron. L’unité de mesure du fil est le Tex : 1 Tex = 1 gramme par kilométre de fil.

billes de verre

four électrique
fusion 1000-1100 °C sg,/

ensimage -

bobinage

Fig. 2.1 Processus de fabrication des fibres de verre
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Qualités des fibres de verre
Les fibres de verre constituent le principal renfort, utilisé dans plus de 90% des matériaux
composites, et plus particulierement pour les produits de grande diffusion (GD). Selon usage,
il existe trois qualités de verre :

o fibres E pour les composites grandes diffusions (GD)

o fibres R pour les composites hautes performances (HP)

o fibres D pour les applications dans la construction électrique (circuits imprimés)
Ensimage
Lors de 'opération de fibrage, on dispose a la surface des filaments une dispersion de produits
organiques dans l'eau appelée «ensimage». Les ensimages textiles constitués d'agents collants
et de lubrifiants, conférent aux fils de verre les propriétés requises pour les opérations textiles
retordage, cablage et tissage. Les ensimages plastiques ont pour role le collage des filaments
entre eux, la protection contre l'abrasion et surtout de conférer a la surface du verre une
excellente compatibilité avec la résine et un bon accrochage. L'ensimage permet de coller les
filaments, de lubrifier les fils, de diminuer attaque de I'eau, d’éliminer les charges
¢lectrostatiques et améliorer I'adhérence sur les résines.
2.1.2 Les fibres de carbone
Au cours des derniéres décennies, l'utilisation des fibres de carbone dans le domaine des
matériaux composites a hautes performances s'est développée a cause des propriétés
intéressantes qu’elles peuvent ramener. Elles présentent une excellente rigidité en traction,
cisaillement et méme en compression. Les fibres de carbone utilisées se divisent
essentiellement en deux catégories : les fibres de carbone fabriquées a partir de poly
acrylonitrile (PAN) et celles fabriquées a partir de brais qui est un mélange de houille et de

pétrole.

Fig. 2.2 Bobinage des fibres de verre Fig. 2.3 Bobinage des fibres de carbone
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Les fibres obtenues a base de poly acrylonitrile (PAN)
Les fibres obtenues a partir de poly acrylonitrile (PAN) représentent la majeure partie des
renforts utilisés dans les composites. Ceci est li¢ au fait qu'elles présentent de trés bonnes
propriétés mécaniques tout en ayant un cout de fabrication modéré. Le (PAN) est un
polymére dont la formule chimique est
[-CH2-CH(CN)-]x. Les étapes de fabrication des fibres (PAN) sont les suivantes :
1. Obtention des mono-filaments par filage et étirage du polymeére. Ceux-ci sont ensuite
assemblés en meches contenant plusieurs milliers de fils
2. les meches sont stabilisées par oxydation entre 200 °C et 300 °C pendant une a deux
heures. Durant cette étape, les fils sont maintenus sous tension pour garder 1'orientation
des chaines de PAN
3. une carbonisation sous atmosphere inerte entre 1 000 °C et 1 500 °C.
4. pour améliorer la structure des fibres, on peut réaliser un second traitement thermique
a haute température (plus de 2 000 °C). Ceci permet d'augmenter le caractére

graphitique de la fibre et donc ses propriétés mécaniques.

Fig. 2.4 Fibre de PAN a haut module Fig.2.5 Le brai matériau de base dans
la fabrication des fibres de carbone
Les fibres obtenues a partir de brai

Le brai est un fabriquée a partir d’un résidu de houille ou de pétrole. C’est un mélange
d’hydrocarbures aromatiques. Le brai peut étre filé et former des fibres. Ces fibres sont
cependant tres fragiles et difficiles @ manipuler, comparativement aux fibres de PAN. Le brai,
comme la plupart des matiéres organiques, peut étre carbonisé a haute température sous
atmosphére inerte et produire du carbone. A I’origine, ces fibres de carbone étaient obtenues a
partir de brais isotropes, c’est-a-dire sans orientation particuliere. Elles se caractérisaient par de
faibles résistances a la rupture et de faibles modules de traction, ces propriétés mécaniques étant

liées a I’isotropie du brai. Les fabricants découvrirent rapidement que les brais dits «
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mésophases », obtenus par traitement thermique de brais isotropes sélectionnés et purifiés,
conduisaient a des fibres de carbone a structure orientée axialement et de hautes performances
mécaniques.

Qualités des fibres de carbone

Il existe deux types de fibres de carbone : HM (haut module) et HR (haute résistance). En plus
de leurs excellentes propriétés mécaniques, les fibres de carbone sont caractérisées par une
bonne tenue en température avec une dilatation thermique nulle. Elles ont aussi une bonne
usinabilité et une bonne conductibilité thermique et €lectrique.

Le tableau suivant illustre les propriétés de fibres (haute résistance) HR ainsi que celles des

fibres (haut module) HM.

Fibre GTmax (MPa) Et(GPa) € (%) Gcmax (MPa)
Fibre HR 3400 a 4500 230a 250 14318 2200 a 2800
Fibre HM 2000 a 2500 390 a 450 0.520.6 1300 a 1700

2.1.3 Les fibres d’aramide (KEVLAR)

C'est un polymere de la famille des aramides ou polyamides aromatiques, dont le nom
scientifique est poly-para-phényléne téréphtalamide. Les propriétés exceptionnelles de ce
matériau proviennent de liaisons intermoléculaires fortes entre chaines parall¢les. Sa résistance

a la traction est comparable a celle de 1'acier mais pour une masse de trois a cinq fois moins.

Fabrication

On fait réagir para-phényléne diamine avec le chlorure de terephtalyle dans un solvant
organique pour obtenir le PPD-T. Le polymeére obtenu est dissout dans I'acide sulfurique. A ce
stade, le polymeére est partiellement orienté dans une forme de cristaux liquides. Ce polymere
est extrudé dans une filicre et filé. Les filaments sont refroidis par jet d'air et a la fin ils suivent

les étapes de lavage, séchage et bobinage.
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Qualités des fibres d’aramide
Les fibres d'aramide présentent une résistance a la rupture en traction spécifique de I’ordre de
3045 MPa, en d'autres termes plus de 5 fois celle de 'acier (sous l'eau, 1'aramide est 4 fois plus
fortes) et deux fois plus que celle des fibres de verre ou de nylon. La résistance a la
compression des fibres d'aramide est relativement médiocre. Le comportement de la fibre
d’aramide est ¢lastique sous faible charge et plastique sous forte charge, montrant ainsi une
certaine analogie avec les métaux. Les fibres d'aramide présentent aussi une bonne tenue
thermique. Le module d'¢lasticité en traction conserve a 300°C plus de 80 % de sa valeur a
température ambiante.
2.1.4 Les fibres de bore
Les fils de bore de 100 a 200 micrometres de diamétre sont fabriqués par dépot en continu de
bore (obtenu par réduction du trichlorure de bore a I’hydrogéne), sur un filament de tungsténe
chauffé par effet Joule. Un traitement au carbure de bore est effectué par les filaments entrant
dans les renforts de métaux. Ces fibres a trés hautes performances se caractérisent par une
haute tenue thermique (supérieure a 500°C) et d’excellentes propriétés mécaniques (charge
spécifique de rupture de 3,5 GPa, module d’¢élasticit¢ 400GPa). Mais leur cofit élevé limite
leurs applications.
2.1.5 Les fibres naturelles
Les fibres naturelles sont d’origine végétale, animale ou minérale. Selon leur origine, elles
peuvent étre classées en trois grandes classes :
1. les fibres végétales qui comprennent :
e les fibres provenant des poils séminaux de graines (coton, kapok)
o les fibres libériennes extraites des tiges de plantes (lin, chanvre, jute, ramie)
e les fibres dures extraites de feuilles (sisal), de troncs (chanvre de manille), et
d’enveloppes de fruits (noix de coco).
2. les fibres animales qui proviennent des poils (toison animale) et des sécrétions (soie);
3. les fibres minérales telles que le basalte et I’amiante.
e Les fibres végétales
Composées de cellulose plus ou moins pure, les fibres végétales se présentent sous forme de
gousses, de tiges (fibres caulinaires), de feuilles ou de séve. Ce type de fibres naturelles sont

les plus utilisées comme renforts dans les composites, en raison de leurs propriétés mécaniques
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intéressantes. Les principales fibres végétales utilisées sont le coton, le lin et le chanvre. Ces
fibres végétales représentent une alternative intéressante aux fibres de verre car elles peuvent

étre brilées. Elles se travaillent facilement avec les technologies du textile (tissage).

/ Mouton
/V Laine
/ Alpaga, Chameau
Animales |~ p .1
Sécrétions > Soie
/ Graine > Coton, Kapok
Fibres naturelles »| Végétales \: Tiges —
Feuilles Jute, Ramie
\ Sisal
\A Noix de Coco
Minérale > Basalte
Amiante

Fig. 2.7 Classification des fibres naturelles en fonction de leur origine
2.2 Matrices organiques et polymeéres
2.2.1 Définition des polymeres
Un polymeére est une macromolécule formée de I’enchainement covalent d’un trés grand
nombre d’unités de répétition qui dérivent d’un ou de plusieurs monomeéres (qui sont également
appelés motifs) et préparée a partir de molécules appelées monomere. Les monomeres sont des
molécules organiques, qui sont constituées essentiellement de carbone (C) et d'hydrogene (H).

L'oxygéne(O) et I'azote (N) sont en faibles proportions.

° Exemple n est tres grand
H,C=CH, —= H,C—CH, —>= *—{—C—C—}—
2 2 2 2 \ In
TR . i H2 H2
¢thylene unité de répétition
monomere polyéthyléne
polymere
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2.2.2 Exemple de polymeéres usuels

Polyéthylene
Le polymeére le plus utilisé est le polyéthyléne (PE). C’est le matériau d’emballage par
excellence.
H,C=CH,  *»—f-C—C——
H2 H2
Polypropylene

Le Polypropyléne (PP) est un plastique dur. On le retrouve dans tous les matériaux de plomberie.
H
H,C=CH —f-c—Cc——
2 | H2 | n
CH, CH,

e Polychlorure de vinyle

Le polychlorure de vinyle (PVC) est un polymére utilisé pour la fabrication des chaussures synthétiques

womon e E

Cl 2 Cl

et des disques.

2.2.3 Différents types de polyméres

11 existe deux types de polymeres : les homopolyméres et les copolymeres :

e Les homopolymeéres

Les homopolymeéres sont des polymeéres qui ne possédent qu’une seule unité. Parmi les
homopolymeres, on peut citer le polyéthyléne. Il existe, au sein des homopolyméres, différentes
familles. Parmi les différents types d’homopolymeres, on distingue :

les homopolymeres linéaires

A—A—A—,?\—A—,?\—A—A

les homopolymeres branchés A—,?\ A—A—A
A—A
0
A\A 0 A/A
\A\ﬁ/A/
A—A—A—A-A—A—A
o A"LA
Les homopolymeres étoilés ) AT A
A A A
A
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Les copolyméres
Les copolyméres sont des polymeéres qui possédent plusieurs unités. Comme pour les
homopolymeres, les copolymeéres peuvent se classer dans différentes familles. On parle alors
de modes de copolymeres.
H
Exemple *+C—C%—EC—C+*
H, H, '" H, | :

2 2 2 Ph

copolyéthylénestyréne
Notons A et B deux unités différentes du copolymere. Parmi les différents modes de

copolymeéres, nous trouvons :

le mode statistique. —A—B—A—B—B—B—B—A—A—B—

le mode alterné A—B—A—B—A—B—A—B—A—B—A

le mode séquencé A—A—A—A—A—A—B—B—B—B—B—B—
A ‘g

le mode greffé B_B/B/B B\B\B—B \B\B—B

2.2.4 Définition des plastiques

Les plastiques sont des matériaux caractérisés par leur grande déformabilité et par leur aptitude
au moulage. IIs sont en général facilement modelables a chaud et sous pression. Ils présentent
une bonne résistance aux chocs, aux variations de température, a I’humidité, et aux détergents.
Leur mise en forme est relativement facile ce qui les rendent utiles et pratiques dans plusieurs
domaines tel que : emballage, batiment, automobile, €lectricité, etc. Il existe grande diversité
des matériaux plastiques avec des propriétés tres variées. On les classe généralement en trois
grandes catégories: les thermoplastiques, les thermodurcissables et les élastomeres.

Les thermoplastiques

Sous l'effet de la chaleur, les thermoplastiques ramollissent et deviennent souples. On peut
alors leur donner une forme qu’ils garderont en refroidissant. La transformation est réversible
et renouvelable un grand nombre de fois, les thermoplastiques sont ainsi facilement recyclables.
Cependant ils ne sont pas biodégradables et ont une « durée de vie » de plusieurs centaines

d’années. Ce sont les maticres plastiques les plus utilisées (notamment PE et le PVC).
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Les thermodurcissables

Ces plastiques prennent une forme définitive au premier refroidissement. Ils deviennent durs et
ne se ramollissent plus une fois moulés. La technique de fabrication est difficile & mettre en
ceuvre mais elle produit des matériaux tres solides et trés résistants aux agressions chimiques et
a la chaleur.

Les élastomeéres

Les ¢lastomeres sont ¢élastiques et se déforment et tendent a reprendre leur forme initiale et
supportent de trés grandes déformations avant rupture. Ce ne sont pas réellement des «
plastiques ». Issu du latex d'Hévéas (arbre d’Amazonie), le caoutchouc naturel est resté
longtemps le seul élastomere connu mais les méthodes modernes de fabrication ont permis
d’obtenir une grande diversité de matériaux en ajoutant des additifs, accélérateurs, agents
protecteurs (anti UV, anti oxygene,...) et en les combinant a d'autres matériaux (métaux,
textiles, autres plastiques...). On distingue trois grandes catégories qui présentent chacune de
nombreux produits aux propriétés variées. Les ¢lastomeres présentent des caractéristiques bien
spécifiques : grande élasticité, bonne étanchéité, fort pouvoir amortissant...employés
essentiellement en tant que pneumatiques, on les utilise également sous la forme de joints, de
tubes et tuyaux, de membranes, de dispositifs antivibratoires,...dans de nombreux domaines
d’activités : automobile, industrie, aéronautique, médecine.

2.3 Fabrication des composites

L’¢laboration d’un matériau composite se déroule généralement en trois opérations
indispensables qui sont :

1. Imprégnation du renfort par la résine

2. Mise en forme a la géométrie de la picce dans des moules

3. Durcissement du systéme

2.3.1 Moulage au contact

C’est un procédé manuel pour la réalisation de structures a partir de résines thermodurcissables.
Son principe consiste a imprégner manuellement les renforts disposés dans un moule a
température ambiante et sans pression. Apres durcissement de la résine, la piece est démoulée.
Le moulage au contact est peu couteux utilisé pour produire des pieces de formes quelconques

mais a cadence tres faible.
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Cas d'utilisation
e Procédé pour petites séries : de 1 a 1000 picces / an
e Picces de grandes a trés grandes dimensions
Avantages
e Offre la possibilité de produire des pieces de forme variées et complexes
e Pas de limite dimensionnelle des pieces réalisées par ce procédé
e Obtention de surfaces lisses
e Propriétés mécaniques moyennes a bonnes
e Moules simples, peu couteux, rapides a réaliser
Inconvénients
e Une seule face lisse
e Nécessité de finition (détourage, percage, etc.)
e Faible cadence de production par moule
e Espace de travail important

e Conditions de travail médiocres

1 moule

2 agent de démoulage
3 gelcoat

4 résine avec fibres

5 rouleau ébulleur

6 matériau composite

Fig. 2.8 Schéma simplifié¢ du procéd¢ de moulage au contact

2.3.2 Moulage par projection

Ce procédé peut étre réalis¢é d’une fagon manuelle ou bien méme robotisée. Il permet la
réalisation de pieces a partir de résines thermodurcissables a température ambiante et sans
pression. Les matieres premieres sont mises en ceuvre a l'aide d'une machine dite "de projection”

comprenant :
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1. un dispositif de coupe - projection du renfort

2. un ou deux pistolets projetant simultanément la résine

Les fils coupés et la résine sont projetés sur la surface du moule puis compactés a l'aide de
rouleaux et d'ébulleurs. La résine pré accélérée est catalysée en continu lors de sa projection.
Cas d'utilisation

Production de pi¢ces de moyennes a grandes dimensions

Recherche de réduction des coflits par rapport au contact

Petite et moyenne série

Avantages

Trés larges possibilités de forme et de dimensions

Travail simplifié, la mise en forme obtenue directement par la projection

Productivité plus élevée qu'au contact

Moules simples, peu onéreux, rapides a réaliser

Inconvénients

Une seule face lisse

Propriétés mécaniques moyenne

La qualité du produit dépend de la qualit¢ de la main d'ccuvre

Conditions de travail trés médiocres

1 moule

2 agent de démoulage

3 gelcoat

4 pulvérisation des fibres et de la résine
5 rouleau ébulleur

6 matériau composite

A alimentation du premier composant
B alimentation du second composant

C alimentation en air sous pression

D alimentation en fibres

E pistolet de découpe de fibres et de
pulvérisation des deux composants et des
fibres découpées.

Fig.2.9 Schéma simplifi¢ du procédé de moulage par projection simultanée
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2.3.3 Enroulement filamentaire
Le moulage par enroulement filamentaire permet 1'obtention de corps creux en bobinant sur un
moule (mandrin) différents renforts continus imprégnés de résine.
Ce procédé est limité aux formes de révolution.
Fibres de

varre, carbone
ou kevlar

&

Résine

- e 5 Sl ST D

Mandrin
en rotation

Fig.2.10 Moulage par enroulement filamentaire
Cas d'utilisation
Production en série des de piéces de révolution
Pieces nécessitant une résistance ¢élevée
Avantages
Obtention de pieces a fort taux de renforts (environ 70 %) apportant des caractéristiques
mécaniques ¢levées- Orientation possible du renfort pour optimiser les contraintes que subit la
piece- Possibilité sur un matériel adapté de réaliser simultanément la partie cylindrique et les
fonds d’une méme picce. (Citerne par exemple)
Inconvénients
L’inconvénient de ce procédé est surtout d’ordre économique parce qu’il est onéreux a cause
du colit élevé matériel utilisé et du temps de mise en ceuvre- Les pieces n'ont pas un aspect
lisse a l'extérieur, ce qui peut €tre un inconvénient pour les pieces visibles.
Les applications
On fabrique par cette technique, des tubes pour installations pétrolieres, des tuyaux pour le
chauffage urbain, pour [’assainissement ou pour 1’adduction d’eau. Ces tuyaux sont

généralement réalisés avec un renfort de fibres de verre et une résine polyester ou époxyde. Le
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procédé d’enroulement, compte tenu des hautes caractéristiques mécaniques qu’il permet
d’obtenir, est également utilisé pour la fabrication de :

- Corps de fusée

- Arbres de transmission

- Bouteilles de gaz comprimé

2.3.4 Moulage par pultrusion

Le procéd¢ est destiné a la réalisation en continu de profilés de sections constantes.

Des renforts continus, rovings divers, mats et tissus en bandes de largeurs appropriées, tirés par
un banc de traction situé¢ en fin de ligne de production, sont successivement prédisposés de
fagon précise, imprégnés de résine et mis a la forme désirée par passage a travers une filiere
chauffée dans laquelle s'effectue le durcissement de la résine.

Cas d'utilisation

Réalisation de profilés en quantités significatives (plusieurs milliers de metres linéaires).
Avantages

Toutes formes de sections, méme creuses, angles vifs

Aspect de surface lisse, moyen

Tres grande résistance mécanique, surtout longitudinale

Bonne productivité : 0,2 a 2,5 m/min selon résines et sections

Trés faible part de main d’ceuvre

Bonnes conditions de travail et d'hygiéne niveau de productivité

Inconvénients

Pas de possibilité de variation de sections

Profilé nécessairement rectiligne

Investissement relativement élevé

1 rouleau continu de fibres

2 rouleau de mise sous tension
3 résine

4 fibre imbibée

I 5 cuisson

@ 6 étirage
—_ @ 7 produit fini.

Fig. 2.11 Schéma simplifié¢ du procédé de pultrusion
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2.3.5 Moulage par injection R.T.M

Le moulage par injection de résine liquide R.T.M (Resin Transfer Molding), s'effectue entre
un moule et un contre-moule rigides. Le renfort (mats, préforme, éventuellement tissus) est
disposé dans le moule. Une fois celui-ci solidement fermé, la résine, accélérée et catalysée, est
injectée sous faible pression (1.5 a 4 bars) a travers le renfort jusqu'au remplissage complet de
'empreinte. Apres durcissement de la résine, le moule est ouvert et la picce démoulée.

Cas d'utilisation

Procédé pour moyennes séries : 1000 - 10000 pieces/an

Avantages

Deux faces lisses

Dimensions jusqu'a 7 m?

Qualité non dépendante de la main d'ceuvre

Qualité constante

Cadence de production élevée

Bonnes conditions de travail et d'hygi¢ne

Inconvénients

Limité aux formes peu ou moyennement complexes

Nécessité d'effectuer des finitions post moulage

Vide optionnel

4

Canne d’injection de la résine
renfort

contre
moule

moule

[

Fig.2.12 Moulage par injection R.T.M
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Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

Propriétés mécaniques des composites

3.1 Homogénéisation micromécanique

Un matériau composite est principalement composé de 1I’ensemble matrice et renfort. Puisque
le renfort est lui le responsable de la tenue mécanique du composite, son ajout augmente et
influence les propriétés mécaniques de la matrice renforcée. Soit un composite composé d’un

pli unidirectionnel (Figure 3.1).

1l

fibres matrice

Fig.3.1 Constituants d’un matériau composite
Ce matériau par sa nature est hétérogene, ces propriétés dépendent de celles de ces composants

(fibres et matrice). Pour étudier les propriétés de ce composite, on suppose qu’il est homogene
et on prend en considération ses propriétés moyennes vis-a-vis des charges externes appliquées.
L’un des facteurs essentiels dans la détermination des caractéristiques d’un matériau composite
est la proportion relative du renfort et de la matrice. Celle-ci peut étre exprimée en fraction
volumique ou bien en fraction massique. La fraction massique est facile a mesurer lors de
I’¢laboration d’un composite. La fraction volumique quand a elle, est plutot utilisée dans les
modeles théoriques qui décrivent le comportement mécanique de ces matériaux.

3.2 Loi des mélanges

3.2.1 Fractions volumiques

Soit un volume (v.) d’un matériau composite d’un volume (v¢) de fibres et d’un volume (v,)

de matrice. La fraction volumique de fibres est définie comme

v
V=2 (3.1)
vC
La fraction volumique de matrice est définie par:

_Um (3.2)

T =
Ve
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Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

v¢ : volume des fibres

Vi : volume de la matrice
V. : volume du composite
Sachant que :

Ve = U +Vf (3.3)
Alors :
% Vs + U, %
UC UC UC UC
Ce qui conduit a :
Vn=1-Vf (3.5
Et:
Vi=1-V, (3.6)

3.2.2 Fractions massiques
De la méme maniére on peut exprimer la fraction massique en fonction des masses (w. , wg et
Wy, ) respectivement du composite, des fibres et de la matrice. La fraction massique de fibres

est définie comme suit :

w
w, = (3.7)
WC
La fraction volumique de matrice est définie par:
Wmn (3.8)
W, = —
m WC
Avec :
wy : masse des fibres
W, : masse de la matrice
W, : masse du composite
Sachant que :
We = W + Wy (3.9)
Alors :
Wr Wy Wrt W, W,
We+W, =—+—=——"-=—=1
FEEm T w, W, W, (3.10)
Ce qui conduit a :
W =1—-W; (3.11)
Et:
We=1-Wp, (3.12)

3.2.3 Relation entre fractions volumiques et fractions massiques
La masse volumique d'un matériau est la masse de ce matériau par unité de volume. Elle est
notée (p) et est déterminée par la relation :

(3.13)
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L'unité de p dépend des unités choisies pour la masse (m) et le volume (V). Dans la relation
précédente :

W : masse

V : volume

p : masse volumique
D’apres la relation (3.13) :

La masse des fibres, de la matrice et du composite est donnée par les relations suivantes :

Wp = Py Uy (3.14)
Wp = 0. U (3.15)
We = 0. V¢ (3.16)

La masse totale du composite est donnée grace a la relation (3.9):
We = Wi + Wy
Ou bien :
Pe-Ve = Py Vi + Py Vr (3.17)
Si on divise cette relation par le volume du composite, on obtient I’expression de la masse

volumique du composite en fonction des fractions volumiques.

p. = m.v—m+pf.&=pm.Vm+pf.Vf (3.18)

vC vC
Ou bien :
Pe = P (L =Vr) + pp. Vs (3.18)
Le volume du composite est donnée par la relation (3.3):
Ve = Uy + Vg

Ou bien si on substitue avec les relations (3.14), (3.15) ,(3.16), (3.7)et (3.8) :

We _ Wm  Wr (3.19)

pc pm pf

Si on divise cette relation par la masse du composite, on obtient :

1 (w 1 (w w w. 1 wr (1 1 1
_<_C> = <_m + _f> —m <_> + L <_> =W, <_> + Wy <—> (3.20)
we\p,) wel\py P we\pn) welp, P, Py

L’expression finale de la masse volumique du composite en fonction des fractions massiques

est donnée par la relation suivante :
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1 _ (Wm N Wf> (3.21)
pc pm pf
Alors :
1 (3.22)
pc Sl ———
Wor | Wy

On peut ainsi établir une relation entre les fractions massiques et les fractions volumiques en

partant des définitions suivantes : La masse des fibres est donnée par la relation (3.7) :

w
f
W, = —
f w,
Donc :
_ Wy _PeVr Py
f WC pc' UC pc f
Finalement :
o,
Wy = " vy (3.23)
Pe
De la méme maniére on aboutit a :
yo)
w, =2V, (3.24)
Pe

Si on remplace les expressions de la masse volumique (3.18) et (3.22) respectivement dans les

relations (3.23) et (3.24) on obtient :

Wy = < Pr ) v (3.25)

Et:

Vin (3.26)
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Exercice 3.1
Une structure en composite doit étre réaliser en un composite contenant une proportion Vyen
volume de fibres. La structure a réaliser a un volume v.. Calculer les masses de fibres et de

matrice nécessaires a la réalisation de cette structure dans le cas des composites suivants :

Composite
masse volumique masse volumique
des fibres pr [Kg/m’] de la matrice pn[Kg/m’]
Verre/Epoxy 2500 1200
Carbone/Epoxy 1900 1200
Kevlar/Epoxy 1500 1200

On donne : Vy=50 %, ve = 0.01 m’
Solution

Soit : Vi=50 %, ve = 0,01 m’
Fraction volumique des fibres :

Vr
UC

v; = V.1, = 0,5.0,01 = 0,005 m®

Vs

Sachant que :
Ve = Vr + Uy
Uy =V, — vy = 1—10,005 = 0,005 m>
Masse des fibres :
Wp = pVs
Masse de la matrice :
Wi = 0, Um
Composite : Verre/Epoxy
Wp = pUf = 2500.0,005 =12,5Kg
Wi = p0,,Vm = 1200.0,005 = 6,0 Kg
Composite : Carbone/Epoxy
Wp = pvp = 1900.0,005 =9,5Kg

Wi = p, Um = 1200.0,005 = 6,0 Kg
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Composite : Kevlar/Epoxy

Wp = pvp = 1500.0,005 = 7,5Kg

Wi = 0, Vm = 1200.0,005 = 6,0 Kg
3.3 Détermination des propriétés élastiques d’un pli unidirectionnel
Un composite unidirectionnel est constitué de fibres paralleles disposées dans une matrice
(Figure 3.1). Ce type de matériau constitue la configuration de base des matériaux composites
a fibres, d'ou l'importance de son étude.
3.3.1 Module d'élasticité longitudinal
Des expressions simplifiées et pratiques des modules peuvent étre obtenues en faisant une
approche tres simplifiée du comportement mécanique de la cellule ¢lémentaire du matériau
composite unidirectionnel. Le module d"Young longitudinal est déterminé dans un essai de
traction longitudinale (Figure 3.5). L'hypothése simplificatrice est de supposer une déformation

identique dans la fibre et dans la matrice.

I Fibre
) 1L

Matrice ‘

___________ — I
v

—
< J Al
Lo B g

A
y

Fig.3.2 Cellule élémentaire sollicitée longitudinalement

Sous I’action d’une force de traction le composite s’allonge d’une quantit¢ (AL). La

déformation dans ce cas est définie par la relation :

_4 3.28
Cette déformation est identique dans la fibre et dans la matrice :
& = &n = & = & (3.29)
Nous savons que pour un matériau ¢élastique et si on applique la loi de Hooke:
32
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Et:
Oom = Eme, = Ene (3.31)
La force F dans les fibres et dans la matrice peut étre exprimée par :
Fr = 05 Sf = Efg, S (3.32)
Et:
Fp = omSm = EméaSm (3.33)
St et Sy, représentent respectivement les sections transversales des fibres et de la matrice.

La force totale appliquée dans le sens longitudinal est :

FL=FL=F+E, (3.34)
Ou bien :
Si (S) est la section transversale du composite, nous avons :
Fy (3.36)
O, = 01 = ?

Si on substitue la relation (3.35) dans (3.36) on obtient :

Considérons la section transversale du composite comme montré sur la figure 3.3 :

O, = 01 =

] F »
h_# ‘;X .’.*
]

AR

Sm St
Fig.3.3 Section transversale du composite
Sachant que :
=2 _ 3.38
U v, S.dx S, (3-38)
Et:
Uy, Spmdx S,
=1 =— 3.39
™y, S.dx S, (3-39)
La relation (3.37) devient :
o, = 01 = ofVs + oV (3.40)
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Ou bien encore :
o, =01 = ofVy + o (1 - V) (3.41)
Cette contrainte moyenne est liée a la déformation de la cellule par le module d'élasticité

longitudinal dans le sens longitudinal :

o,=0,=E¢ (3.42)
La combinaison des relations (3.41) et (3.42) conduit a I’expression du module de Young

longitudinal :
g =% orVs + o (1 — V) .

L L '

Sachant que :

&, =& = é&n (3.44)
Alors :
E, = Vs + om(1 = Vy) _ ivf +om (1 - Vi) = EfVs + En(1 = Vf) (3.45)
éL & Em

E, = EfV; + Ep(1—-Vf) (3.46)

Cette expression est connue sous le nom de loi de mélanges qui permet de calculer le module
de Young dans la direction des fibres.

3.3.2 Module d'élasticité transversal

Le module d'¢lasticité transversal ou module d’Young transverse peut étre déterminé par un
essai de traction transverse dans le quel le composite est sollicité en traction par rapport a une
direction perpendiculaire aux fibres (Figure 3.8). On considére une cellule élémentaire
représentative (CER) constituée de fibre de hauteur (hr) entourée de matrice de hauteur (hm)

sollicitée en traction (o2 ou ot ) par rapport a la direction transverse (2 ou T) (Figure 3.9).

T 251

A

hw/2 v Matrice
A

h¢ Fibre
7'y 5

hm/2 il Matrice

Fig.3.7 Cellule élémentaire sollicitée transversalement
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Exprimons 1’expression des fractions volumiques des fibres et de la matrice en fonction des

hauteurs des couches (matrice + fibre).

vy Sr.e hq.L.e h
p=t=d =1 =7 (3.47)
Ve Sce  (hs+hp).Le (he+hp)
Avec :
L : longueur de la CER
e : épaisseur de la CER
De méme :
V=1V, = —m 3.48

La force F> imposée selon la direction transverse est complétement transmise dans la fibre et
dans la matrice conduisant a des contraintes égales.

Om = O = Oy (3.49)
Les déformations résultantes dans la fibre et dans la matrice dans la direction transverse sont

données grace aux relations :

& = — 3.50
E, (3.50)
Et:
O
&y = — (3.51)
Em

L’allongement transverse dans la cellule ¢élémentaire représentative (CER), résultant des
allongements dans la fibre et dans la matrice est donnée par la relation suivante:
ALy = ghy + e b, (3.52)
Et la déformation transverse :
e = {;‘f + 8,n D ——
he + hy, (hs + hp) (hf + hm)
Si on substitue (3.47) et (3.48) dans (3.53) on aboutit a :

& (3.53)

& =&Vr+ enVin = &Vr + en(1—Vf) (3.54)

La combinaison des relations (3.50), (3.51) et (3.54) conduit a:

O: O: O
& =E—i= Vi + en(1—V)) =E—jvf+i(1—vf)
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Dans cette relation (Ep) représente le module d’Young transversal. Ceci conduit apres
simplification a:
1 1 1
— ==V, +—(1-V,
Finalement :
1V 1-V
— -t u (3.55)
Er Ef En,
Cette expression est connue sous le nom de loi de mélanges inverse et permet de calculer le
module de Young transversal dans la direction perpendiculaire a celle des fibres.

La relation (3.55) peut étre écrite sous une autre forme adimensionnelle :

Em EnVi En(1-V;) E, E,
_m _ + =V +(1-V)=1+4+V(—=—-1
Alors :
Er 1
= 3.56
Em 1+Vf(g—’;l—1) (3:50
De méme :
Er E/V; E(1-V;) E E E E
f_EfVy | Er i f f f f
- ==V,+(1-V))==V,+(1-V,)=—=1 V(l——)
E, Ef+ E. Eff+( f)Em i+ ( f)Em +Vy E,
Alors :
Er 1
— = 3.57)
1w (1)

Exercice 3.2
On donne les caractéristiques d’'un composite élaboré a partir de fibres de verre et d 'une

matrice époxyde.

masse des fibres wr =4Kg
masse de la matrice w,, = 6Kg
module d’Young des fibres Ef =100 GPa
module d’Young de la matrice E, =5 GPa
masse volumique des fibres p, =2500Kg. m™3
masse volumique de la matrice p,, = 1200 Kg. m~3

1. Déterminer les fractions volumiques du renfort et de la matrice

2. Déterminer les modules d’élasticités longitudinal E; et transversal Erp

36
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Université Larbi Tébessi de Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

Solution
La fraction volumique des fibres est donnée par la relation :

Yr Yr
B Ve B Vr + Uy

Vs

Sachant que la masse volumique des fibres est donnée par la relation :

w
f
Pr ="
f g
Alors :
w
'Uf = _f
Py
De méme la masse volumique de la matrice est donnée par la relation :
Wm
o
Alors :
Wm
Uy = —
m pm
Donc :
Yr 4
Py 2500
V. = = = 0,2424
o Wp w4 6

Pr  Pm 2500 7 1200
Vn=1—-V;=1-0.2424 = 0.7576
Le module d’élasticité longitudinal E; est donné par la relation :
E, =VpEp + (1 —V;).Ep
E;, =0,2424.100 + (1 — 0,2424).5 = 28,03 GPa
Le module d’élasticité transversal Er est donné par la relation :
B Ef. By
Vi.Em + (1 —V}).Ef
£ = 100.5
T'70,2424.5 + (1 — 0,2424).100

Er

= 6,496 GPa

37
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Université Larbi Tébessi de Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

Exercice 3.3
Le renfort d’'un composite a fibres longues et continues représente 35 % de sa masse. Ces fibres
de carbone ont un module d’élasticité de 150 GPa. La matrice organique de ce composite est
caractérisée par un module d’Young qui vaut 4.5 GPa. Si on donne les masses volumiques
des fibres et de la matrice :
py = 2200 Kg.m™ et p =1100Kg.m™>.

1. Déterminer le module d’Young de ce composite s’il est chargé dans une direction qui

coincide avec celle de ses fibres.
2. Déterminer le module d’Young de ce composite s’il est charge dans une direction

transversale par rapport a celle de ses fibres.

3. La rigidité spécifique p—c pour le premier cas.
c

Solution
La fraction massique des fibres est donnée par la relation :

Wr Wr
Wg=—=—"—=10,35
We  Wr+ Wy

Alors :
0,35. (W + wp,) = wy
0,35Wf + 0,35w,, = Wy
0,35wy, = 0,65w¢
Wy = 0,538w,,

La fraction volumique des fibres est donnée par la relation :

wr 0538wy, 0538

e Y P _ Py __ P
Ve VrtUp ﬁ_l_h 0,538Wm+% 0,538+i
Pr Pm Py P Pr P
0,538
_ 2200
0538, 1

2200 " 1100

Ve

Module d’Young longitudinal E} :
E, =ViEf +(1—V;).Ep
Ef =150 GPa
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Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

E,, = 4,5 GPa
E;, =0,211.150 + (1 — 0,211).4,5 = 35,20 GPa

La rigidité spécifiqgue = pour le premier cas :
Pc

E. =E;, =35,20GPa
Pe = Vf'pf + (1 - Vf)'pm
p. =0,211.2200 + (1-0,211).1100 = 1321,1 Kg.m™3

E. 35200 26 644 MPa
p, 13211 77 Kg.m™3

Exercice 3.4
Le renfort d’un composite a fibres longues, continues et alignées représente 30 % de son
volume. Le module d’Young de ce composite s’il est chargé dans une direction qui coincide
avec celle de ses fibres vaut 40.98 GPa et 3.40 GPa s’il est chargé dans une direction
transversale par rapport a celle de ses fibres. Sachant que la rigidité du renfort de ce composite
est supérieure a celle de sa matrice :

1. Déterminer le module d’Young des fibres de ce composite.

2. Déterminer le module d’Young de la matrice de ce composite.

Solution

E;, = 4098 GPa
Er = 3.40 GPa
Ve =03

Vp=1-V, =07
Module d’Young longitudinal
E, = EfV; + EppVi = EfVy + Epp (1 - Vf) (1)

Module d’Young transversal

E¢E
f=m
Er =———— 2
T EfV + EnVy 2)
D apres les relations (1) et (2) nous avons :
40.98 = 0.3E¢ + 0.7E,, (1)
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EfE
340 = 0.7Ef]; g.3Em (2)
De ’équation (1) :
E; =136.6 — 2.33E,,
On remplace dans [’équation (2) :
3.40 — (136.6 — 2.33E,,)Ep,
0.7(136.6 — 2.33E,,) + 0.3E,,
_ 2
840 = e T iE,
Alors :
—2.33E2 + 141,12E,, —325.10=0
Cette équation admet deux racines :
o —141.12 + 129.94 9399 =24
mi —4.66
—141.126 — 129.94
m2 = T3 = 58.16

e Premiere possibilité:
E,, =24 MPa
D’apres la relation (1) :
Ef = 136.6 — 2.33E,, = 136.6 — 5.592 = 131 MPa
Ef =131 MPa
e Seconde possibilité:
Ef = 58.16 MPa
Ef = 136.6 — 2.33E,, = 136.6 — 135.51 = 1.08 MPa
Ef =1.08 MPa

Seule la premiere possibilité est retenue car il est bien évident que : Ef > E,

3.3.3 Module de cisaillement
Le module de cisaillement Gyt est déterminé a partir d’un essai de cisaillement schématisé sur
la figure 3.10. On considére une cellule ¢lémentaire représentative (CER) d’un composite

unidirectionnel, constituée de fibre et de matrice. Les contraintes de cisaillement dans la fibre
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et dans la matrice sont égales (iso contraintes) car la contrainte T est supposée imposée sur la

cellule entiere composée de fibre et de matrice.

b

T‘“

Matrice I
/ Matrice Ym

h m / 2 i 1 jl/
he 1 Fibre I — / Fibre
1,L .
hm/2 1 Matrice ! / Matrice O
v am/ 2

- - -

Fig.3.8 Cellule ¢lémentaire sollicitée en cisaillement

“y

A
\ 4

Les déformations de cisaillement (distorsions) dans la fibre et dans la matrice (Figure 3.8)

s’expriment par les relations suivantes :

Ve = G_z]; (3.58)
Et:
T
Y = a (3.59)
Les déformations engendrées dans la fibre et dans la matrice sont données par les relations
suivantes :
& = hs. 7, (3.60)
Et:
Sn = hm. 7, (3.61)
La déformation totale dans la cellule (CER) est :
0= 0+ op (3.62)
Ou bien :
0= hy. 7+ b7, (3.63)

L’angle de cisaillement global dans la cellule est :
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o
r= he + My (3.64)
Si on remplace (3.63) dans (3.64) on obtient :
he .y + hp. 7, h h
= mz(h o >7f+<h TR >7m (3.65)
f m f m f m
Sachant que :
hy
Ve= "<
(hy + hn)
Et:
o
Vp=1-Vs = —-——
" T (b + h)
Alors :
7= Vs + 5,(1=Vf) (3.66)
Cet angle est li¢ a la contrainte de cisaillement par le module de cisaillement Gyt par la relation :
T
y== (3.67)
Grr
En combinant les relations (3.66) et (3.67), on aboutit a :
=y Vity (1-V)=—=—V, +—(1-V})
V=YV T 7 er"6 " 6, r (3.68)
Ce qui conduit a :
1 Ve 1=V,
L= T (3.69)

— =24

Gr Gy Gm
Il y’a une certaine analogie entre cette relation (3.69) et la relation (3.55) qui exprime le module
de cisaillement transversal E.

3.3.4 Coefficient de Poisson

Le coefficient de Poisson caractérise 1’aptitude d’un matériau a se comprimer (Figure.3.9). 11
traduit le rapport de 1’allongement relatif transversal e et longitudinal g, :

&r=-—u.¢g (3.70)
Le coefficient de Poisson est un parametre essentiel dans la caractérisation des propriétés
¢lastiques d’un matériau. Il est inaccessible par mesure directe ; toute fois il est déterminé par

mesure expérimentale grace a la relation suivante :

(o =D (L= 1)

Al lO lO ér

A L-Ly (L=-L) g
Lo Lo

v= (3.71)
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Al/2

Lo AL

A
\ 4

& B
< Ll

Fig.3.9 Coefficient de Poisson
Pour déterminer le coefficient de Poisson pour le cas d’un matériau composite, considérons

une (CER) de ce matériau (Fig.3.13).

_ § A0
I e i
h Fibre

)

v !

hm/2 * Matrice H

N e -

Al

A
\ 4

Fig.3.9 Cellule ¢lémentaire représentative sollicitée dans la direction des fibres
Pour un essai de traction 1’allongement relatif du composite dans le sens transverse est défini

par :
& =& =— (3.72)

L’allongement relatif du composite dans le sens longitudinal est défini par :
& =& =& = é&n (3.73)
Les déformations dans la matrice et dans les fibres sont données par les relations :
&m = —Un. & (3.74)

Et:
& = —Ur. & (3.75)

D’un autre coté I’allongement relatif transversal de la CER est :
Ah = Ahg + Ahyy, (3.76)
Sachant que d’une fagon générale la déformation relative est définie par le rapport de

I’allongement a la longueur initiale:
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B AL
)
Alors :
Ah
f
2r =T
Et:
Ah,,
&m = h_
m

Ainsi la relation (3.76) devient :
Ah = g he + & m. hiy
Si on substitue (3.74) et (3.75) dans (3.80), on obtient :
Ah = —vr. & hy — Uy & Ay

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

D’autre part la déformation totale de la CER dans le sens transversal est donnée par la relation :

Ah
&H = ——
27 hy + hy
Ou bien :
; :—Uf.gl.hf—vm.gl.hm: _y hs 0y ho, .
2 hs + Thi+hym ™het+hy) "
Or:
h
_ f
W‘m+%
Et:
o
O
Alors :

& = (—Ufo - um(l - Vf)) &

Finalement on aboutit a I’expression du coefficient de Poisson transversal vy :

&2 ér
Uit = —g— = _8_ = Ufo + Um(]. - Vf)
1 L

Uyt = Ufo + Um(]. - Vf)
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Chapitre 3 : Propriétés mécaniques des composites

3.3.5 Méthodes analytiques pour la détermination des modules d'élasticité du pli

La comparaison entre les valeurs des modules déterminées expérimentalement sur des
unidirectionnels et évaluées par la loi des mélanges a montré que seules les formules (3.46) et
(3.89) donnent des valeurs proches de celles obtenues expérimentalement. De plus, cette
méthode ne permet pas d'évaluer le module de cisaillement Gpr,. Une approche plus précise
consiste a développer des modeles qui prennent en considération la géométrie des fibres et leur
arrangement a l'intérieur de la matrice. En considérant un arrangement cylindrique (cellule
¢lémentaire constituée d'une fibre entourée d'un cylindre de résine la résolution du probléme
d'¢lasticité correspondant permet d'aboutir a des solutions analytiques exactes représentant le
comportement du composite constitué¢ d'une répartition uniforme de cette cellule. Les modules

indépendants obtenus par cette approche sont :

a) Module d'élasticité longitudinal

4Vr (1 = Vp) (v — vm)?
Ve 1 1-V;

KnTCnt K

E, =E/Vy + En(1+ V) + =~ EcVr + Ep(1 = V)

(3.88)

b) Coefficient de Poisson v, 1

V(1= Ve) (v — vm) (ﬁ - %f)

V 1 1-V
0 T ST
R, + G, K; (3.89)

Uit = Ufo + Um(l - Vf) +

¢) Module de cisaillement Gyt
Gr(1+V;) + G (1 —Vp)
"G (1-Ve)+ Gn(1+ V)

GLT = (3 90)

d) Module de compressibilité (matrice)
En (3.90)

T3(1—V,) + Gu(1+ V)

K

e) Module de compression latéral K;,

Vr
K, =K+
Lo om w—x 2 Gr=Gm) 1=V (3.91)
£ om 3 Km + %G,
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f) Module de cisaillement transversal Gy,

| " l

Grpr = G |1 +
T e )
Gr =G ' 2Ky + 3G, f

(3.92)

g) Module d'élasticité transversal
Le module de Young transversal est calcule a partir des modules précédents grace a la relation
d’¢élasticité :

2

1 1 v2,r (3.93)
2K, Y 26, T2 E,

ET:

Exercice 3.5

Un composite verre / époxy est constitué de fibres longues avec une fraction qui représente

70 % de son volume.

On donne les masses volumiques des fibres et de la matrice :

py = 2500 Kg.m™ et p =1200Kg.m™>.
1. Déterminer la masse volumique de ce composite
2. Déterminer les fractions massiques Wyet Wy, des fibres et de la matrice
3. Déterminer le volume de ce composite si sa masse est de 4 Kg

4. Déterminer la masse des fibres et de la matrice qui correspondent a ce cas

Solution
1) La masse volumique du composite
D’apres la loi des mélanges nous avons :
Po = Py (1 - Vf) + pf.Vf
Sachant que Vy=0.7
Vn=1-V;=1-0.7=0.3
p, = 1200.(0.3) + 2500.(0.7) = 2110 kg.m™3

2) Fractions massiques des fibres et de la matrice

w
Vyf—_jc
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Et:
Wm
Wy, = —2
m w,
En plus :
Wm = Py Um
Alors:
W  PpVUr PV P 2500
=L T T Ty 2 22 (0.7) = 0.8294
we  we  pov. p 72110
Et:
W = Ym _ PmVm_ Pn-Vm_ Pm o, =@(03)=01706
mw, W, pove p, " 2110 '

On remarque bien que :
Wr + Wy, = 0.8294 + 0.1706 = 1

3) Volume du composite

wce=4 Kg

Sachant que :
We = P Ve
Alors :

b= et 1896x1073 m?
. 2110

4) Masses et volumes des fibres et de la matrice

Volume des fibres

Sachant que :

Alors :

vr = Vp.v, = (0.7)x1.896x1073 = 1.327.107> m?
Volume de la matrice
Um

V., =
m v(;
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Alors :

Vi = V. v = (0.3)x1.896x1073 = 0.5688.1073 m3
Masse des fibres

Sachant que :
Alors :

W = pp. vy = 2500x(1.327x1073) = 3.3175Kg

Masse de la matrice

Sachant que :
Wm = Py Um
Alors :
W =P, . Un = 1200x(0.5688x1073) = 0.6826 Kg
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Comportement élastique d’un composite
unidirectionnel

4.1 Généralités sur le comportement élastique des matériaux

4.1.1 Loi de comportement élastique

C’est grace a la propriété €lastique des corps déformables qu’on a pu relier la déformation a la
contrainte et établir une relation entre les deux phénomeénes (loi de Hooke). Dans un milieu
continu, les champs de déformations g;; et de contraintes oy sont lies par les lois de
comportement. Ces lois caractérisent le comportement mécanique de ce milieu. Dans le
domaine de I’€lasticité lin€aire, les contraintes oy; et les déformations g sont reliées par le

tenseur de constitution noté C.

[o] = [C]. [€] (4.1)
En notation indicielle :

0ij = Cijri€n (4.2)
Le comportement ¢€lastique d’un milieu continu est aussi caractérisé par une relation linéaire
liant les déformations aux contraintes:

[e] = [S]. o] (4.3)
En notation indicielle :

€ij = Sijk10k1 (4.4)
Cijia1 €t Sijiq représentent respectivement les tenseurs de rigidité€ et de souplesse. Compte tenu

de la symétrie des deux tenseurs oj; et g; selon le principe de réciprocité de Cauchy, on peut

dire que ces deux tenseurs sont aussi symétriques. A cause de sa symétrie, le tenseur d’élasticité

fait apparaitre (21) coefficients au lieu de (36).

0-11 811
/022\ Ciz Gy Coz Cou Cos Gy &2

033 | Ciz3 Cy3 (33 (34 C35 Csg| €33 (4.5)
032 Cia Cos Csy Cuu Cus Cuel| €32
031/ Cis Cps C35 Cus Css Csg|\ 31
[C1s Cp6 C36 Cys Cse Ceel 612

012
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Et:

€11 S11 S12 S1z S1a Sis Si6] 044
/ezz\ Stz Si Siz Sas Sus Sae azz\
€33 { _|S13 Sa3 S33 S34 S3s 033 (4.6)

32/ “1S14 S24 Sz Sis Sas Sael| 032

%2
w
(o)}
—

€ o
31 Si1s Szs S35 Sas Sss Sse 31
€ o
12 [S16 S26 Sz Sae Sse  Seed 12

4.1.2 Différents types des matériaux

4.1.2.1 Notation de I’ingénieur

Les composantes des tenseurs de contraintes et de déformations peuvent étre réduites a six
composantes indépendantes a cause de la propriété de symétrie de ses deux tenseurs. Pour des
raisons de commodité et de simplification de 1’écriture, la notation tensorielle peut étre

contractée en utilisant la notation suivante appelée notation de 1’ingénieur :

011 01
072 03
03

011 012 013 Oas
[o] =021 022 O3 = (0)=|g,;=05, | =] 0, (4.15)
031 032 033 013 = O34 O
012 = 021 O¢
311 &
£
€11 €12 \ 52
[e] = [€21 €22 523 = (&)= 523 = 532 | = €, (4.16)
€31 €32 g3 = / &s
€12 = €6

4.1.2.2 Matériaux anisotropes
Ce sont des matériaux avec des propriétés qui varient selon une direction bien déterminée et
ne présentent pas de plans de symétrie. Les tenseurs de rigidité et de souplesse sont caractérisés

par 81 coefficients et en raison de la symétrie des tenseurs de contraintes oj; et de déformations
&, 1l y a une réduction a 21 coefficients qui sont indépendants. Les distorsions angulaires sont
exprimées en fonction des déplacements :

Y23 = 2833 , Vi3 = 2&13 , Y12 = 2613 (4.17)
La loi de Hooke s’écrit sous forme matricielle :
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011 C11 Ciz Ciz Gy Cis Gl jeqq

/022\ C12 sz Cz3 Cz4 Czs CZ6 &Ero

033 | = Ciz Ca3 C33 (34 (35 (36| €33 (4.18)
032 Cia Cop C3yp Cuy Cus Gyl €32

031/ Cis Cps C35 Cus Css Csel\ ©31

12 Ci6 Cz6 C36 Cag Cse Ceel ‘612

En inversant (3.18), on obtient :

11 S11 S12 S1z S1a Sis Sie] o4
fn| Sz S: Sas Su Sas Sl o

[ €33 | = S13 S23 S33 S3a S35 S3eff 033 (4.19)
€32 S1a S2a Sza Saa Sas Sael| 32
831/ Sis Sas S35 Sis Sss Sse|\ 931
€12 S16 S26 S36 Sas Sse Seed 012

4.1.2.3 Matériau monoclinique
Si le matériau a un plan de symétrie il est dit monoclinique (Figure. 4.1), quelques constantes

du tenseur de constitution sont nulles et le comportement peut étre décrit par 13 constantes

indépendantes:
011 C11 Ciz Ci3 00 Ci6] /811
/022\ Ciz Cyy Cy3 0 0 Cz6 /522\
033 | _|Ci3 Ca3 (33 0 0 C36|| 33 | (4.20)
032 0 0 0 Cu Cus O €32
031 0 0 0 ¢ Cis O 531/
012 [C16 Ca6 (36 0 0 Ceel 612
/ 2
=
X2 ) /1 1

Fig. 4.1 Symétrie par rapport un plan

4.1.2.4 Matériau unidirectionnel
Le matériau unidirectionnel est un matériau possédant un axe de symétrie, par exemple ’axe ¥4,
c'est le cas pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans une matrice (Figure. 4.2). 1l est

souvent appelé orthotrope de révolution. Dans ce cas la relation d’élasticité s’écrit :
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011 C11 G2 Gy 0 0 0 1,11

(022\ Ciz Gy Gy 0 0 0 £59
93 | _ €1z Gz (i 0 0 0 |fess (4.21)
032 0 0 0 %(sz - 623) 0 0 €32
031 / 0 0 0 0 Cee O €31
012 | 0 0 0 0 0 Cee| ‘612

La forme inverse s’écrit :

£11 S11 S12 S12 0 0 0 1,044

/522\ S12 S22 Sa3 0 0 0 /022\

[ €33 I= S12 S23 Sz 0 0 0 033 (4.22)
€32 0 0 0 %(522 —S,3) 0 0 032
831/ 0 0 0 0 See O 031
€12 | 0 0 0 0 0 See| ‘012

Fig. 4.2 Matériau unidirectionnel

4.1.2.5 Matériau orthotrope
Se sont des matériaux qui possedent 3 plans de symétrie orthogonaux deux a deux (Figure. 4.3),
ces derniers ont les mémes propriétés ou caractéristiques mécanique, ce qui réduit le nombre

des coefficients indépendants a 9.

- % ] xi -xz

s
Z= gf

F
-

Fig. 4.3 Matériau orthotrope
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Pour ce type de matériaux, la relation d’¢lasticité s’écrit :

011 C11 Ciz Cis 0 0 0 1 /€11
/022\ Ciz Gy Cy3 0 0 0 /522\
033 _ |Gz (3 (33 0 0 0 [ ¢33 | (4.23)
0 0 0 C4s O 0 €32
031 0 0 0 0 Css O 531/
012 [ 0 0 0 0 0 Ceed 12

En inversant ce systéme on obtient :

€11 [S11 S12 Si3 0 O 0 1 /911
/522\ S12 S22 823 0 O 0 /022\
€33 |_ S13 S23 Sa3 0 0 0 O33 (4.24)
0 0 0 54,4 0 0 032
531/ 0 0 0 0 S5 O 031
€12 [0 0 0 0 0 Seed ‘912

En fonction des modules de I’ingénieur, les coefficients de souplesse sont définis comme suit :

[ L —VI12 —VI13 0 0 0 ]
E1 E1 E1
"oy ] -via 1 -vas 0 0 0 e
Eq E> E>
20 |z ozvas L 2 (4.25)
o3 |_| E1  E»  E3 €3 '
o4 0 0 0 — 0 0 |44
0'5 G23 85
|06 | 0 0 0 0o 1 0 | €6 |
G13
0 0 0 0 0 L
L G2 |

Ejj et Gj; sont respectivement : le module de Young ou é€lasticité longitudinal et Coulomb ou
cisaillement transversal et vj; est le coefficient de Poisson. La relation entre les modules de

Young et les coefficients de Poisson s’écrit en notation indicielle:

o (4.25))
4.1.2.6 Matériaux transversalement isotrope
Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope qui comporte un axe ou un plan
d'isotropie (Figure.4.4). Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques donc:
Cp2 =C33 , Cip=0C3, Css = Cee (4.26)
Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients indépendants et la loi de

comportement s'écrit:
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011 €11 Ciz Cyp 0
/022\ Ciz (2 Cp3 0
| 033 | Ciz Cp3 (3 0
032 - 0 0 0 sz;(:zz
031 0 0 o0 0
012 0 0 O 0
Ha
Y =)

o
g

H'a

0
0
0
0
Ces
0

€11
€22
€33

€32
€12

(4.27)

N oo OO O

66 |

L 4

Hz

Fig.4.4 Matériau isotrope transverse

4.1.2.7 Matériau quasi isotrope transverse

Dans ce type de matériaux, le nombre de coefficients indépendants se réduit a 6 coefficients et

la loi de comportement s'écrit:

011 [C11 Ci2 Ci3
022 Ciz Gy Cy3
033 | _|Ciz (3 Cs3
o921 o 0 0
\031 / 0 0 0
012 0 0 0

4.1.2.8 Matériau quasi isotrope

(4.28)

SO OO O

Dans ce cas, le nombre de coefficients indépendants se réduit a 3 coefficients et la loi de

comportement s'écrit comme suit:

(4.29)

011 [C11 Ci2 Cr2 0 0 0 ] €11
/022\ [Ciz Ci1 Ciz 0 0 0 |(€22
{933 §_|Cin Cip Ciq 0 0 0 €33

o321 o 0 0 Cu 0 O ‘ €32

I31 0 0 0 0 Cu O \831 /

012 0 0 0 0 0 Chql NE12
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4.1.2.9 Matériau isotrope
Un matériau est dit isotrope lorsque ses propriétés physiques ou mécaniques sont identiques

dans toutes les directions, soit :

Ey=E;,=E3=E , Vip=V13=VU;3 =V, G1p=0G13=0G3=GC (4.30)
Ce qui réduit le nombre des coefficients élastiques indépendants a 2 (Cq; et Cy5).
011 C11 G2 Cyp 0 0 0 1 11
/022\ Ciz €11 Cypp 0 0 0 22
o33 | _ |Gz Gz Cn 0 0 0 i €33 | (4.32)
o3, | = 0 0 0 C11—Cy12 0 0 E32 |
031 0 0 0 5 C11=C12 0 531/
012 0 0 0 n {% Cl%ﬁ €12
En termes de constantes de I’ingénieur, la loi de comportement élastique d’un milieu isotrope
s’écrit :
= 2 2 0 0 0
€11 Vo1 v 011
— = % 0 0 O
€22 5 50 /022\
&3 _17 T 58 0 0 0y} 033 |
Y23 | 1 T23 | (4.33)
V31 000 37 0 0 T31/
Y12 00 0 0 & 0f\ry
(0 00 0 0
Avec :
c— E
21 +v) (4.34)

4.1.2.10 Loi de Hooke généralisée pour un milieu isotrope

La loi de Hooke généralisée permet de définir le comportement d’un matériau élastique linéaire,
homogene isotrope et pour un état de sollicitation quelconque. Elle peut étre exprimée en
notation indicielle par la relation suivante

1+v (4.35)
T.O'l‘j

Les composantes du tenseur de déformations normales et tangentielles peuvent étre exprimées

v

grace a la relation (4.35) comme suit :

o5, U
(511 =—+ = (032 + 033)

I E E
Oy, U
&2 = F + E(Un + 033) (4.36)

033 U
€33 = + E(Un + 032)
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Et:
(1+v) 043
€13 = TUB = E =é&31
(1 + U) 073 4.37
523=T023=E=532 ( )
(1+v) 012
€12 = E 012 = 2G =&

E,v, et G, représentent respectivement : le module de Young, le coefficient de Poisson et le
module de cisaillement. L’expression (3.8) s’inverse sous la forme suivante, appelée équation
de constitution d’un milieu élastique :

O-ij

- %y (4.38)
(31 + 2p)

O-ij 6” +2,UEL]

i (ou encore noté G), A sont dit coefficients de Lamé et oj;le trace du tenseur de contraintes oj;.

Ces coefficients sont donnés par les relations qui suivent :

B (BA+2pw)  G(3A+2G) (4.39)
 A+p A+G
Nous avons aussi :
. A2 (4.40)
204w 20+6)
Et:
K=o =20+ (4.41)
FEten fin :
1= vE
T (1-2v)(1+v) (4.42)

La loi de comportement est caractéris€e par deux écritures différentes. On utilise soit les
coefficients de Lamé (p) et (A), soit le module de Young (E) et le coefficient de Poisson (v).
On préfere souvent I’emploi de ces deux dernieres grandeurs qu’on peut facilement les
déterminer par un simple essai de traction. Le tableau suivant résume la valeur de ses grandeurs

pour quelques matériaux.

56
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Département Génie Mécanique Université Larbi Tébessi - Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 4 : Comportement élastique d’un composite unidirectionnel
______________________________________________________________________________________________________________________________|]

Tableau 4.1 Caractéristiques mécaniques pour quelques matériaux usuels

Matériaux E (GPa) U p(kg/dm3)
Acier de construction 210 0.285 7.8
Acier Inox 18-12 203 0.29 7.9
Fonte grise 9023120 0.29 7.1a7.2
Aluminium 71 0.34 2.6
Zinc 78 0.21 7.15
Verre 60 0.25 2.8
Caoutchouc 0.2 0.5 1.8
Graphite 250 a 350 0.3a04 1.75a1.92
Elastomeére 0.2 0.5 1

4.2 Comportement élastique d’un composite unidirectionnel

Un composite unidirectionnel est constitué de fibres continues paralleles qui sont placées dans
une matrice (Figure 4.5). Pour étudier le comportement élastique de ce type de composite, on
consideére une cellule élémentaire représentative (CER) constituée d’une fibre supposée

cylindrique, entourée d’un cylindre de matrice (Figure 4.6).

3

S

Fig.4.5 Composite unidirectionnel
La cellule élémentaire représentative (CER) posseéde un axe de révolution noté (1,L) appelé :
direction longitudinale. La direction perpendiculaire aux fibres noté (2,T), est appelée direction
transversale. Un composite unidirectionnel est aussi appelé isotrope transverse ou bien
orthotrope de révolution car il est isotrope dans la plan normal a la direction (1,L). Le plan

transverse est repéré par les directions (2,T) et (3,T’) qui sont équivalentes (Figure 4.6).

==

w7\
#

Fig.4.6 Cellule ¢lémentaire représentative (CER)
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4.2.1 Comportement en souplesse et en rigidité
Le comportement élastique d’un composite unidirectionnel est décrit par les constantes de
rigidité de la matrice de rigidité Cj; et par les constantes de souplesse de la matrice de souplesse

Si;. Dans ce cas la loi de Hooke s’€écrit selon les formes suivantes :

o=|[cle (4.43)
Avec :
o : tenseur de contrainte
o : tenseur de déformation
C : matrice de rigidité
Et sous forme matricielle :
o,] [cu ¢z ci 0 0 0 g,
o, Ci2 Cz2 Co3 0 0 0 s,
o3| |Crz Ca C2 0 0 0 | & (4.44)
o]l o0 0 Slea-cxw) 0 0 e
Os 0 0 0 0 Css 0 | €5
os] 1o o0 o0 0 0 Ces L5

La seconde forme ou forme inverse permet d’exprimer les déformations en fonction des

contraintes et de la matrice de souplesse :

e=|[S]o (4.45)
o : tenseur de contrainte
o : tenseur de déformation
S : matrice de souplesse
Sous forme matricielle :
e[S Si2 Sk 0 0 0 o]
&3 Si2 S22 S 0 0 0 |o;
€| _|S12 S23 S22 0 0 0 |o; (4.46)
&4 0 0 0 2s»n-s3) 0 0 o,
Es 0 0 0 0 Ses 0 | o5
&6 |0 0 0 0 0  Ses]) 06 |

Les matrices de rigidit¢ et de souplesse sont inverses I'une de 1’autre et permettent de
caractériser le comportement ¢€lastique d’un composite unidirectionnel, elles sont définies par
5 coefficients indépendants de rigidité : Ci1,Ci2 ,C22 ,Cas et Ces et 5 coefficients indépendants
de souplesse : S11,S12,522 ,S23 et Se.

4.2.2 Modules de I’ingénieur

Les modules de I’ingénieur sont le module de Young E, le coefficient de Poisson v et le module

de cisaillement G. Ces modules sont mesurés grace a des essais de traction et de cisaillement
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simples. L’usage de ses modules quantifiables (mesurables) et plus pratique que celui des
constantes de rigidité Cjj et de souplesse S;; . Les modules de I’ingénieur sont liés aux de rigidité
Cij et de souplesse Sjj par des relations simples déduites a partir d’essais simples de traction et
de cisaillement.
4.2.3 Traction longitudinale
Considérons un composite unidirectionnel soumis a une traction longitudinale suivant la
direction longitudinale (1,L) (Figure 4.7). Dans ce cas toutes les contraintes sont nulles sauf la
contrainte G :

o1#0 oi=0 i=23..6 (4.47)
En fonction des constantes de rigidité les équations de 1’¢lasticité (4.2) s’écrivent :

c1=Cre1t+Cr2e2+Cr2¢3
0=Cper+Crner+Cres (4.48)

0=Crre1+Cor362+Coe3
Avec: g1=¢g5=¢€=0

A partir de ces équations :

Ci2

g2=g3=———"—¢] (4.49)
C2+Cy3
Et:
2Cp2 ]
o1 =|Cip—————|€&1 4.50
( C2 +Co3 ( )

A partir des relations (4.49) et (4.50) on peut déduire le coefficient de Poisson vir et le module

de Young dans la direction longitudinale Er :

2¢,
Er=Cyy—-——""— (4.51)
Cox+C23
Et:
VLT = _ G
Ca+Ca (4.52)

En fonction des constantes de souplesse Sij, les équations de 1’¢élasticité (4.45) s’écrivent :

e1=81101
e2=S10] (4.53)
e3=8Snoj

Avec: ea=¢€5=2g=0

A partir des relations (4.53), nous avons :

59
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Département Génie Mécanique Université Larbi Tébessi - Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 4 : Comportement élastique d’un composite unidirectionnel
______________________________________________________________________________________________________________________________|]

e 1 4.54)
Sit S ’

Le module de Young longitudinal Er est déduit par identification a partir de cette relation

(4.54) :

O]

1
EL = —— (4.55)
S11
A partir de ces mémes s relations (4.53) nous avons aussi:
e2=810o] (4.56)
Et:
1
g]:—,o'l (457)
S11
Alors :
£2_512 (4.58)
&1 S

Le coefficient de Poisson dans la plan (L,T), vir déduit par identification a partir de cette

relation (4.58) :

__Sn (4.59)

Fig.4.7 Cellule élémentaire représentative en traction longitudinale

4.2.4 Traction transverse
Si le composite unidirectionnel est soumis a une traction transverse suivant la direction (T)
(Figure 4.8), le champ de contraintes se réduit a :

o270  o;=0 | i=#2 (4.60)
Et dans ce cas, les équations de 1’¢lasticité (4.43) en fonction des constantes de rigidité Cj
s’écrivent :

0=Crie1+Cr2e2+Cr2¢3

02=CpertCxertCones (4.61)

0=Cre1+Ce2tCaes
Avec: g4=¢5=¢g=0

60
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Département Génie Mécanique Université Larbi Tébessi - Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 4 : Comportement élastique d’un composite unidirectionnel
______________________________________________________________________________________________________________________________|]

La résolution du systeme d’équations (4.61) conduit a :

__C12(C23—C22)
)

B Ci,—CuCa» (4.62)
2 -2 2
02=(C22+C12(C222 C23)+ C11C23]'g2 (4.63)
Ci,=Ci1iC2
2 _
ooe [uj (4.64)
Cip=CnuCa

A partir des relations (4.62),(4.63) et (4.64) et par identification, on peut déduire
respectivement :le module de Young transverse (Et) et les coefficients de Poisson vrL et v 1
dans les plans (T,L) et (T,T’) :

C3,(C22=2Co5)+CriC

Er=Cxn+ > (4.65)
%/2 - Cii C)zz
Cp\Cxn—-C
vy = 1; 23 22 (4.66)
Cio—CuCoa
Et:
2 _
e (4.67)

C1,=C1Ca
En fonction des constantes de souplesse Sjj, les équations qui décrivent le comportement

¢lastique (4.45) s’écrivent :

e1=Spo:2
£2=820 (4.68)
c3=820>

Avec: g4=g5=¢g6=0

A partir des équations de la relation (4.68), nous avons :

£ _ Si (4.69)
g2 S»
Alors :
S
1=, (4.70)
S22
Et:
£2_52 4.71)
g3 S
Alors :
E2= ﬁé‘g (4.72)
S 23
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Et:
1

o2=—¢&>2 (4.73)
S22

On peut déduire a partir des relations (4.73),(4.70) et (4.72), respectivement , le module de
Young transverse (Et) et les coefficients de Poisson vt et v r1 dans les plans (T,L) et (T,T’) en

fonction des constantes de souplesse Sjj:

1
Er=—o (4.74)
S22
yoy = =12 (4.75)
S22
Et:
vopr = -2 476
S (4.76)

On note : L=1, T=2 et si on compare les relations (4.74) et (4.75) avec les relations (4.55) et

(4.16), nous aurons :

1
Er=E;=—
5 (4.77)
vir = v = -2 (4.78)
S 11
Et:
1
S22
S
VIL = V2]~ -=12 (4.80)
S22
Donc :
EL __ 1
vir S1 (4.81)
Et:
E 1
L= (4.82)
VL S
Alors :
EL _Er (4.83)
VLT VTL
Ou bien en notation indicielle:
Ei_Ej (4.84)
Vij Vi
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IG

l

(0}
Fig.4.8 Cellule élémentaire représentative en traction transversale

Exercice 4.1
Déterminer les coefficients de Poisson v et v»; d’une plaque composite constituée de 70 %
de volume de fibres. On donne: vy = 0.2 et vy = 0.3 Ei=40 GPa  E>= 10 GPa
Solution
Le coefficient de Poisson vi> est donné par la loi des mélanges
V12 = UFVr + Um(l - Vf)

v, = (0.2)x0.7 + (0.3)x0.3 =0.23

Coefficient de Poisson vz;

D’apres la relation :

Ei_Ej
Vij Vi
Nous avons :
Ei_E2
Vi2 V2i
E 10

V2 =—j.m =E(0.28)=0.62

4.2.6 Cisaillement longitudinal
Un essai de cisaillement longitudinal est réalisé dans le plan qui coupe la fibre dans le sens

longitudinal dans le plan (1,2) ou bien (1,3) (figure 4.9). Pour ces deux cas nous aurons :

os#0  oi=0 i=*s5 (4.85)
Ou bien :
o5#0  o;=0 %6 (4.86)
Si on considére le second cas (o6#0) alors :
c1=e2=c3=c4=65=0 (4.87)
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En fonction des constantes de rigidité Cj;, les équations d’¢lasticité (4.44) s’écrivent :

0] [Cu Ciz Ci 0 0 0ol
0 Crn Cx Cx 0 0 0 | o
C C C 0 0 0
0 _ |G 23 22 ; 0 (4.88)
0 0o 0 0 E(C” ~Cx) 0 0 | o
0 0o 0 0 0 Css 0 || 0
_0-6_ L 0 0 0 0 0 C66__g6_
De ces équations on peut écrire :
o6=Cé6-£6 (4.89)
Sachant que :
06 =Gi2-€6 =GLT €6 (4.90)
On peut déduire que :
Ceé6 =G12=GLT (4.91)

De la méme maniére et si on utilise les équations de ’¢lasticité en fonction des constantes de
souplesse S;j on obtient :

1 4.92
Gp=Grr=— ( )
S 66

Sachant que pour un pli unidirectionnel les deux plans (1,2) et (1,3) sont équivalents car les

deux directions 2 et 3 (T et T”) sont identiques, alors :

1 493
Grr=Grr'=Cys = — (4.93)
S66
) Ge
XQI I
1

O mmmp

Fig.4.9 Cellule ¢élémentaire représentative en cisaillement transverse dans le plan (1,2)
4.2.7 Cisaillement transverse
Un essai de cisaillement transverse est réalisé dans le plan transverse (T,T”) ou bien (2,3) .Dans
Cce cas nous avons :
047&0’ es 0 ci:O, gi:O’ iz 4 (4.94)

En fonction des constantes de rigidité Cj;, les équations d’¢élasticité (4.2) conduisent a :

1 4.95
64=5(C22—C23)-84 ( )
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Or:
04=G23-¢4=GTr'-84 (4.96)

On comparant les deux relations (4.51) et (4.52), peut déduire le module de cisaillement

transverse Grr:

GTT’zé(CZZ_CZS’) (4.97)
De méme, si utilise les équations de 1’¢lasticité en fonction des constantes de souplesse S;j
on obtient :
Grri= (4.98)
2(S22-523)

Le module de cisaillement transverse Grr peut étre exprimé en fonction du module de Young

transverse (Er) et du coefficient de Poisson (vrr°).D’apres les relations (4.76) et (4.79) :

vTT = _523
S22
Et:
B 1
F=—
S22
Nous avons :
1
S23=- v (4.99)
Et:
1
Su =T (4.100)
Si on substitue (4.98) et (4.99) dans (4.100), on obtient :
1
Grr'=—F""x
2[1+VTT,] (4.101)
Er ErT
Finalement :
Grr=——2TL (4.102)
7' — /7 .
2A1+v )
Ou bien en notation indicielle :
E>
G23 =— (4103)
2(1+v 3)
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Exercice 4.2
Déterminer le module de cisaillement G2 d’un composite unidirectionnel (verre/époxyde),
réalisé en fibres de verre et d 'une matrice époxyde et dont les caractéristiques sont portées sur

le tableau suivant :

Ef En Ve Vi Vy
75 GPa | 4.5 GPa | 0.2 0.3 0.65
Solution
Fibre
La fibre de verre est supposée isotrope, le module de cisaillement des fibres est donné par la
relation :
+y s
Soit :
Gy :ﬁ =31.25 GPa
Matrice

La matrice époxyde est isotrope, son module de cisaillement est donné par la relation :

G 21+v,,)

Soit :

4.5
="~ _—173GP
G 2(1+0.3) ¢

Module de cisaillement du composite G
D’apres la loi de mélange, le module de cisaillement de ce composite est donné par la

relation :
1 Ve 1-V,
1 % -
Gz Gy G

Soit :

1 0.65 0.35

= —— +-""=10.00208 + 0.20231 = 0.2044
G, 3125 173 *

Gy, = 4.8923 GPa
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4.2.8 Compression hydrostatique latérale
C’est un essai qui se fait sans déformation longitudinale, il permet de caractériser la
compressibilité d’un matériau composite. La figure ci-dessous présente un CER d’un matériau
unidirectionnel soumise a une compression latérale. Dans ce cas nous avons :

c2=o03=—P ’04:(55:(562(), gl=0’ o1 =0 (4.104)

P est la pression hydrostatique imposée. En fonction des constantes de rigidit¢ Cjj, les

¢quations d’¢lasticité¢ (4.44) conduisent a :

c1=Cre2+tCr2¢3 (4.105)
c2=—"P=Crner+Cre; (4.106)
03=—P=Cpec2+Cre; (4.107)
Les déformations transversales sont nulles :
c4=e5=56=0 (4.108)
A partir des relations (4.106) et (4.107), on peut déduire :
E2=E3 (4.109)
Si on substitue (4.109) dans (4.107) et (4.105), on obtient respectivement:
~P=4g5(Cn+C2) (4.110)
Et:
c1=2C,e; (4.111)

La dilatation surfacique dans le plan (T,T’), notée & est exprimée par la relation :

( -P J ( -P ] - 2P (4.112)
Es= &2t e3= + =
C2n+Co2 Cn+Cx C2+Cx
Donc :
iy 4.113
PZT(C22+C23)~SS ( )
On peut déduire le module de compression latérale Ky sans déformation longitudinale.
(4.115)

1
K= E(C” +C23)
En fonction des coefficients de souplesse 1’expression du module de compression latérale Ki.

est donnée par :

i (4.116)

52
2 S+ S3-2212
S

K=
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(LL)

Fig.4.10 Cellule ¢lémentaire représentative en compression hydrostatique latérale

Récapitulation

a) Les modules de I’'ingénieur en fonction des constantes de rigidité Ci;:

2¢? __ Cp c3(Can-2Cn)+CiC?
EL=Cp-——""— T et e Er=Co+ =5 =
Co+Co23 Cir=C1iCo
CIZ(C23_C22) 2 - 1
TL:# VTT':M GTT':*(CZQ_CZS)
Cip = CuCa Ciz_CIICZZ 2
1
Grr =Ces6 KL=3(C22+C23)

b) Les modules de I’ingénieur en fonction des constantes de souplesse Sjj :

£ 1 _ S Er = 1 G 1
=— VLT =~ T = LT =
L S S S22 S66
1
vm = -1 vip = -2 Grri =5 | K17 S]
S22 S22 2(522-523) 2{522+523—2”J
S

c) Les constantes de rigidité Cj; en fonction des modules de I’ingénieur :

Ci1 = EL +4virKpr

Ci2 = 2K rvir

Cyz = Gr+K),

Cy3 = —Grrt+K;,

Cee = Gy

d) Les constantes de souplesse Sjj en fonction des modules de I’ingénieur :
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Si=— Sy =— Ses = ——
L Er Grr
szz_m SZ3=_VTT'
Er Er
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Exercice 4.3

Déterminer les constantes de rigidité et de souplesse pour un composite unidirectionnel avec

les caracteéristiques suivantes :

El=E; 45 GPa

Er=E; 10 GPa
VIT= V2 0.31
Gir=Gp2 4.5 GPa
Grr = G23 4 GPa

1. Calcul des constantes de souplesse Si

1 1 1 —Vir _ —Vi2 _ 0.31

Si1 =—=—=—=-—=10.0222 Sip = = —0.0069
"7 E TE 45 127 f E; 45
5—1—1—1—01 5—1—1—1—02222
27 E. T E, 10 " G G, 45
—Vrr! V23
Son = =
23 Er E,
w3 est calculé d’apres la relation suivante :
Gt = _ Er
T 2(1 + VTT’)
Ou bien :
Gy = 22
27201+ vya)
De cette relation on tire :
Vo3 = 26,3
10 — 2(4)
Vo3 = W =0.25= Vrr!
Alors :
VTTI V23 025
Spr=———=——"-=———=10.025
23 E; E, 10
2. Les constantes de rigidité Cj;
Ci1 = E; + 4virKyp Ci2 = 2K vir Ca2 = GirtK,
Cy3 = —GrrtK; Ces = Gir
K1 : coefficient de compressibilité
1
KL = 52
2 (S + 8,32 ﬁ)
22 7923 Si1
1
K, = =7.071

(0.0069)2
2 (o.1 —0.025 — 2m)
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Ci1 = EL +4virKpr

Ci1 =45+ 4(0.31)%7.071 = 47.718
Ci2 = 2K rvir

Ci, = 2(7.07)(0.31) = 4.384

Cy, =45+ 7.07 =11.071

Cy3 = —Grrt+K;
Cp3 = —4.5+7.07 = 3.071
Cos = 4.5
Finalement :
[ 0.0222  -0.0069 -0.0069 0 0 0
—0.0069 0.1000 —0.0250 0 0 0
—0.0069 —0.0250 0.1000 0 0 0
Si=l 0 0 025 0 0
0 0 0 0 02222 0
0 0 0 0 0 02222

(47718 4384 4384 0 0 0]

4.384 11.071 3071 0 0 0

4.384 3.071 11.071 0 0 0

Cil 0 0 4 0 0

0 0 0 0 45 0

0 0 0 0 0 45|
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Comportement élastique d’un matériau composite hors
axes principaux

5.1 Composite orthotrope

Les matériaux composites orthotropes sont constituées de la superposition de couches
unidirectionnelles ou a base de tissus. Les tissus sont généralement formés par des fils
unidirectionnels croisés a 90° dans deux sens appelés respectivement chaine et trame (Figure
5.1). Ces couches posseédent trois plans de symétrie orthogonaux deux a deux. Un composite
orthotrope possede deux directions principales (1,L) dans la direction chaine et (2,T) dans la

direction trame. La troisiéme direction qui est orthogonale au plan des couches est notée (3,T°).

5.2 Comportement en souplesse et en rigidité

Le comportement élastique d’un composite orthotrope est décrit par la loi de 1’¢lasticité linéaire
(loi de Hooke) qui lie les contraintes aux déformations par des coefficients appelés constantes
de rigidité¢ Cjj ou bien par les constantes de souplesse S;j. Dans ce cas la loi de Hooke s’écrit

selon les formes suivantes :
oij = Cijki- &kl (5.1)

Ou bien :

&ij = Sijki- Okl (5.2)
Les deux tenseurs Cijjxi et Sijki appelés tenseurs de constitution sont symétriques, ce qui permet
d’utiliser une écriture matricielle condensée des deux relations (5.1) et (5.2). Soient la premicre

forme qui donne les contraintes en fonction des déformations et de la matrice de rigidité:
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o, [cu Cin Cis 0 0 e ]
g Ci2 Cxn Cz 0 0 0 | e
o3| _|Ci Cx C2 0 0 |l &3 (5.3)
Yy 0 0 0 Cc, 0 0 |e
os| 1o 0o 0 0 cs5 0 |es
o5l L0 0 0 0 0 Culles)

Etla seconde forme ou forme inverse qui permet d’exprimer les déformations en fonction des contraintes

et de la matrice de souplesse :

€] S Sz Si3 0 0 ||o;

&) Siz S22 S 0 0 0 |o;

€3 | _(S13 S23 S33 0 0 ||os (5.4)
’y 0 0 0 sS4 0 0o,

&5 0 0 0 0 S5 0 |os

gl Lo 0 0 0 0 S4)o04]

Les matrices de rigidité et de souplesse sont inverses 1’une de 1’autre et permettent de caractériser le
comportement élastique d’un composite unidirectionnel, elles sont définies par 9 coefficients
indépendants de rigidité¢ : Ci1 ,Ci2 , Ci3, Co2 ,Co3 , Cs3, Cas ,Css et Cgs et par 9 coefficients
indépendants de souplesse : Si11,S12, Si3, S22 ,S23 , S33, S44,Sss €t See

Les deux matrices Cj et S;j sont inverses 1’une de I’autre, on peut alors écrire :

522533—553 813823812833 _ L
S S AR Cix= Cys =

11 AS 12 AS S 44

S11533—S§3 S12823 = 813852 _ L
o9y PI3 Ci3= Css5 =

22 AS 13 AS S'ss

SuSzz—ng _S12813—823811 -t
24P D2 Cr; = Ces =

Cs3 S 23 AS Ss6

Avec: AS =812 S5 —S11 S5~ S2 S5~ S5 Sh + 281282 Sis

5.2.1 Traction dans le sens chaine

Au cours d’un essai de traction sens chaine (1,L), toutes les contraintes sont nulles sauf la
contrainte 61 (Figure 5.2):

0'1750 O'i:0 i=23,.0 (55)
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L,

chaine

Fig.5.2 Composite orthotrope en traction longitudinale

En fonction des constantes de souplesse Sij, les équations de 1’¢élasticité (5.4) s’écrivent :

e[Sy Sz Si3 0 0 0 o]
&) S22 S22 S 0 0 0 0
€3|_|Si3 S S 0 0 0|0 (5.6)
£, 0 0 0 Su 0 0|0 '
&5 0 0 0 0 S5 0|0
_86_ L 0 0 0 0 0 S66__ 0 i
Ce qui conduit a :
§1=S110,  2=S120,  §3=S130, &4=&5=¢5=0 (5.7)
Des relations (5.7) on peut déduire :
1
o]=—¢
1 S1 1 (5.8)
gr=12,, (5.9)
S11
S13
£3=—""¢] 5.10
1 (5.10)

A partir des relations (5.8), (5.9) et (5.10) on peut déduire le module de Young dans la direction

(1,L) , sens chaine (EL ou bien E;) ainsi que les coefficients de Poisson (vit ou bien vi2) et

(vLT ou bien vi3):

1
Er=E;=—
) (5.11)
VLT =Vi2 = _S12 (5.12)
S
VLT = VI3 SRS (5.13)
S

5.2.2 Traction dans le sens trame
Dans un essai de traction sens trame (2,T), toutes les contraintes sont nulles sauf la contrainte
o> (Figure 5.3):

c2#0 oi=0 i#2 (5.14)
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En fonction des constantes de souplesse Sij, les équations de 1’¢€lasticité (5.4) s’écrivent :

& St Sz Siz 0 0 0| 0
& Sz S S»z 0 0 0 |o;
& S S S 0 0 0 0
3|_|S3 S5 S33 (5.15)
&y 0 0 0 S44 0 0 0
Es 0 0 0 0 S55 0 0
_‘96_ L 0 0 0 0 0 S66__ 0 i
Ce qui conduit a :
€1=5120, £2=8220, €3=S230, ¢&4=¢e5=¢66=10 (5.16)
Des relations (5.16) on peut déduire :
1 (5.17)
o= —_ &2
S22
81=M82 (5.18)
S11
S (5.19)
E3— — &2
S22

A partir des relations (5.17), (5.18) et (5.19) on peut déduire le module de Young dans la
direction (2,T) , sens trame (Et ou bien E») ainsi que les coefficients de Poisson (vrL ou bien

v21) et (vrr ou bien v3):

1 (5.20)
Er=E,=—
S22
o __S (5.21)
VIL — V2] —
S22
B 823 (5.22)
VIT' = V3=~
S22
(52' trame I

chaine

G2

Fig.5.3 Composite orthotrope en traction transversale
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5.2.3 Traction transverse
C’est une traction la direction (3,T’). Dans ce cas toutes les contraintes sont nulles sauf la

contrainte 63 (Figure 5.4) :
o3#0 oi=0_ i=3 (5.23)

En fonction des constantes de souplesse Sij, les équations de 1’¢lasticité (5.4) s’écrivent :

&g St Sz Siz 0 0 0| o
&) Si2 82 S 0 0 0| o0

€3 Si3 S Sz 0 0 o

0
= (5.24)
&y 0 0 0 S44 0 0 0
s 0 0 0 0 S55 0 0
_‘96_ L 0 0 0 0 0 S66__ 0 i
Ce qui conduit a :
£1=S130; ’5225230'3, £3=53303; , cq4=¢c5=¢c¢=10 (5.25)
Des relations (5.25) on peut déduire :
1
o3= S 33 €3 (5.26)
S 23
2= & 2
S 33 (5.27)
S
e1=21 (5.28)
S22

A partir des relations (5.26), (5.27) et (5.28) on peut déduire le module de Young dans la

direction (3,T”) (E1> ou bien Ej3) ainsi que les coefficients de Poisson (v ou bien v31) et (vrrou

bien v32) :
1
Er=Es= (5-29)
33
_ . __513 (5.30)
vr'L = V3= _5733
_ __852 (5.31)
vr'r —v32 =
S33

On peut déduire a partir des relations (5.11), (5.12), (5.13), (5.20),(5.21), (5.22) , (5.29),(5.30)

et (5.31) respectivement une relation entre les modules de Young et les coefficients de Poisson

1
Er _ Su_ __ I _Ei (5.32)
vir  _S12 Sz vz

S22
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1
Er _S» __ 1 _E (5.33)
v, _Si2 Sz v
S22
A partir des relations (5.32), (5.33), on peut déduire que:
E; E>
v v (5.34)
1
B S L _E (5.35)
VLT Sz Sz vis
S
1 (5.36)
Er _ S33 __ 1 _E;z
vrr  _Si3 S13 v3i
833
A partir des relations (5.35), (5.36), on peut déduire que:
E; E;
Vs v (5.37)
1
Er _ S» __ L _E (5.38)
vrrr  _ S23 S2 v
S22
1
Er _ S _ I _Es (5.39)
vrr 82 S23  v3
833
A partir des relations (5.38), (5.39), on peut déduire que:
Ey _Es
Vs v (5.40)

Finalement la relation entre les modules de Young et les coefficients de Poisson s’écrit en

notation indicielle:

=t=—4 (5.41)
5.2.4 Essai de cisaillement

Un essai de cisaillement dans le plan de la couche (L,T) ou bien (1,2) (figure), correspond a

I’état de contraintes suivant :

G6¢0,Gi:0,i¢6 , E1=€2=¢63=64=65=10 (5.42)
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En fonction des constantes de rigidité Cj;, les équations d’élasticité (5.2) s’écrivent :

Fo0] [cu €2 €3 0 0 0 0]
0 Ciz Cx2 Cp3 0 0 0 |0
01 _ |Ciz C3 Cx2 0 0 0 )0 (5.43)
0 0 0 0 Cy4q 0 0|0 '
0 0o 0 0 0 Cs55 0|0
_0-6_ L 0 0 0 0 0 C66__g6_
De ces équations on peut déduire :
c6=C66-¢6 (5.44)
Le module de cisaillement peut étre déduit directement a partir de la relation (5.44) :
G G C ! 5.45
LT =Gr2=Ce6 = .
Ses (5.45)
De la méme maniére on peut déterminer les modules de cisaillement dans des essais
transversaux dans les plans (1,3) et (2,3):
G =G 3=Cs= (5.46)
Lr'=G13= =< .
557 645
Et:
G G3=C ! 5.47
r'=G23= = .
“g, ( )

La relation qui lie les contraintes aux déformations (5.4) pour un composite orthotrope peut

s’écrire de la maniére suivante :

L —Vi2 —Vi3 0 0 0
£ Ey E

& _ o,
E E, E>
€2 Vi3 —Vn L 0 0 0 G2
&3 _| E: E-» E; O3
&4 0 0 0 e 0 0 |94 (5.48)
€s G2 1 Os
& 0 0 0 0 — 0 | o,

G2 |
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Fig.5.4 Composite orthotrope en cisaillement

Exercice 5.1

Déterminer les constantes de rigidité et de souplesse pour un composite orthotrope dont les

caractéristiques sont présentées dans le tableau suivant :

E=E; 30 GPa
E>=Er 20 GPa
E;=Ep 10 GPa
VI2=VLT 0.14
VI3=VLT 0.30
V3= VI 0.32
Gi2=GLr 4 GPa
Gi3=GLr 3.5 GPa
G23=Grr 2.5 GPa

1. Calcul des constantes de souplesse S

511=i=i 512=_£=_E 544=i—i=04
E; 30 E; 30 G,z 25
522=i=i=0.05 513=—E=—E=—0.01 555=i=i=0.2857
E, 20 E; 30 G5 3.5
533=i=i=0.1 523=—@=—E=—0.016 566=i=1=0.25
E; 10 E, 20 Gy, 4
[ 0.0333 —0.0046 -0.01 0 0 0 ]
-0.0046  0.05 -0.016 0 0 0
| —0.01  -0016 0.1 0 0 0
Sy 0 0 0 04 0 0
0 0 0 0 02857 0
0 0 0 0 0 0.25]
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2. Les constantes de rigidité Cij
Les matrices Cjj et Sjj sont inverses ['une de [’autre, donc :

Cij =S
A= 1—vipvag — VagVap — Vi3 Va1 — 2V51 Vap Vi3
EE>Es
E; E
Vij Vi
E 20
Vyy = E—j Viz = 350.14 = 00933
E; 10
V3, = E_2 Vo3 = (%) 0.32 =0.16
E3
V31 = E_l Vi3 = %03 =0.1
1— — — -2
A= Vi2 Va1 — V23 V32 — V13131 V21 V32 V13 — 0.000149462
E,E,E;
1 E,E;A (20)(10)(0.000149462) '
oo Vst Vs _ 0.09333 + (0.1)(0.32) _ 11926
12 E,EsA (20)(10)(0.000149462) ~
C _ 1 - V13 V31 _ 1 - (03)(01) _ 21 63309
22 E,E;A (30)(10)(0.000149462) '
C _ V32 + V12 V31 _ 0.16 + (014)(01) — 38805
23 E E;A (30)(10)(0.000149462) ~
. Vst Vs _ 0.1+ (0.09333)(0.16) _ 28448
13 E,EsA (20)(10)(0.000149462) ~
= 1-viavp: _1-(014)(0.09333) 11,0053
33 E,E,A (30)(20)(0.000149462) '
C44 = 623 == 25
C55 = Gl3 = 35
Coo = G12 =4
[37.7404 4.1926 38448 0 0 0]
4.1926 21.63309 3.8805 0 0 0
c 3.8448 3.8805 11.0053 0O 0 0
oo 0 0 25 0 0
0 0 0 0 35 0
0 0 0 0 0 4
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Exercice 5.2

Déterminer les constantes de rigidité et de souplesse pour un composite orthotrope réalisé en

carbone/époxyde dont les caractéristiques sont portées sur le tableau suivant :

Ej 181 GPa
E 10.3 GPa
E; 10.3 GPa

Vi2 0.28
Vi3 0.27
23 0.60

G2 7.17 GPa
Gis 3.0 GPa
Gas 7.0 GPa
1. Calcul des constantes de souplesse Si

1 1
S;; =—=—=0.0055 __ Va2 _ 028 _ 1 _1_
El 181 SlZ El 181 0.0015 54_4 s 0.1428
= N N322
s =2 -1 _ 00970 s.=_ 3 027 oo1a s..=t =1 03333
22—E_2—m— . 13 = E_1_ 181 . 55_613_ =V
S L = 0.0970 S vos 060 0.0582 S = ! ! = 0.1394
33T F, 103 87 F, 103 " G, 717
[ 0.0055 —0.0015 —0.0014 0 0 0
—0.0015 0.0970 —0.0582 0 0 0
o —0.0014 —0.0582 0.0970 0 0 0
A ) 0 0 0.1428 0 0
0 0 0 0 0.3333 0
0 0 0 0 0 0.1394
2. Les constantes de rigidité Cij
Les matrices Cjj et Sjj sont inverses ['une de [’autre, donc :
Cy =Si'
[185.4740 6.9911 6.8716 0 0 0
6.9911 163718 9.9240 0 0 0
o 6.8716  9.9240 16.3628 0 0 0
v 0 0 0 7.0028 0 0
0 0 0 0 3.0003 0
0 0 0 0 0 7.1736
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Donc :
C,; = 185.4740 C, = 6.9911 Cy, = 16.3718
Cys = 9.9240 C,5 = 6.8716 Csz = 16.3628
C,s = 7.0028 Css = G;3 = 3.0003 Cee = G, = 7.1736

5.3 Loi de comportement en dehors des axes d’orthotropie

Les matériaux composites stratifiés sont ¢laborés par superposition de couches successives
(Figure 5.5). La direction des fibres (chaines) peut étre décalée d’une couche a I’autre avec un
angle 0 dit angle d’orientation des fibres ou de la couche. Lors de 1’étude du comportement
¢lastique des stratifiés, il est indispensable de choisir un systéme d’axes de référence pour le
stratifié¢ entier. Le comportement ¢lastique de toutes les couches sera ramené a ce systeme de
référence. Considérons un composite constitué d’une couche unidirectionnelle de directions
principales (Figure 5.6). Le plan (1,2) est confondu avec le plan de la couche, la direction 1
coincide avec la direction des fibres sens chaine. Dans le systétme d’axes de référence du
stratifié (1°,2°,3), la direction 1 des fibres forme avec la direction 1’ un angle 6. Le systéme de

référence du stratifié (1°,2°,3) est noté aussi (x,y,z).

U

Fig. 5.5 Composite stratifi¢ (empilement de couches successives)

3

Fig. 5.6 Axes principaux (1,2,3) d'une couche et référentiel (1',2',3") du stratifié
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5.4 Matrices de rigidité et de souplesse
La loi de comportement d’une couche unidirectionnelle par rapport au systéme d’axes

principaux (1,2,3) s’écrit :

o=Cs (5.49)
Ou bien :
e=8So (5.50)
Soit en écriture matricielle :
(o, [Cu Cin Ci 0 0 e,
o, Ciz Cx Coi; 0 0 0 |,
o;| |Ciz Cax Cx 0 0 0 | &
_ ; (5.51)
oy 0o 0 0 3(c22—c23) 0 0 | &4
Os 0 0 0 0 Css 0 ||¢5
%61 | 0 0 0 0 0  Cegs|L%6 ]
Et:
e[S Sz Si 0 0 0 o]
& Si2 S22 S 0 0 0 |o;
€3|_|S12 Sz Sx 0 0 0 |o; (5.52)
£q 0 0 0 25»-S3) 0 0 |oy, '
es| Lo o o0 0 Ses 0 ||os
s L0 0 0 0 o
Et pour une couche orthotrope constituée d’un tissu :
o] [cu Ciz Ciz 0 0 0 \er]
o) Ci2 Cxn Cy 0 0 0 | e
o3| _|Ciz Cx Cx2 0 0 0 | &;s (5.53)
Oy 0 0 0 Cu O 0 | &y
o 0 0 0 0 Css 0 | é&;5
o5 ] |0 0 0 0 0  Ces ) €6 |
Et:
i | [Su Sz S;3 0 0 0 o]
& Si2 S22 S 0 0 0 |o;
€3|_|Si3 S S 0 0 0 oy (5.54)
£ 0 0 0 Sy 0 0 |o,
sl Lo 0o 0 0 s 0 |os
2] L0 0 0 0 0 S4los)
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5.5 Rappel sur les changements de base
Soient deux systémes de coordonnées cartésiennes définis dans I’espace R>, le premier systéme

(R) muni d’une base & = (g;,6,,83). Tout changement de base de ce systéme de coordonnées
est défini par une matrice de changement de base A=aj;; qui permet d’exprimer les vecteurs de

la nouvelle base € = (g',6',6'3) en fonction de ’ancienne base & = (g,,62.83)

e'1=ajejtapertases
€'2=azejtanertae; (5.55)

é's=aszejtaszertasses

Ou bien :
e\ lan an alé
€2 |=|ax ax az|e: (5.56)
e's) lasz asz aszlle;
e'; el
ér|=4eé; (5.57)
e's €3

La relation inverse permet d’exprimer les vecteurs de la base g; en fonction des vecteurs de la

base g :
e e';
ér|=4'lé, (5.58)
€3 e's

Dans le cas des bases orthonormées directes, la matrice de passage [A] est symétrique, son

déterminant vaut 1 et son inverse est confondu avec sa transposée [A]", donc on peut écrire :

AT =[] (559
Et:

ej e';

ér|=4" e (5.60)

€3 e’

Soit une base orthogonale g;, une deuxiéme base @', est obtenue par rotation d’un angle 6 autour
de la direction g, (Figure 5.5). Les vecteurs g, et g5 sont dans ce cas confondus. La relation de

passage entre les deux systémes s’écrit :
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é'1=cosB¢;+sinbe,

e,=—sinfg;+cosbg, (5.61)
e'3=e;
La matrice de passage [A] est définie comme suit :
cos@ sin@ 0
[A] =|—sind cos 0 (5.62)
0 0 1
Si on calcule le déterminant de cette matrice, on obtient :
det A = cos 0 cos 0 — sin 6’(— sin 6’)= cos’0 +sin’0=1 (5.63)
La matrice de passage inverse [A]"! ou bien [A]" est définie comme suit :
cos@ —sin@ 0
[A]T = [ATI =|sinf cos® 0 (5.64)
0 0 1
Et les relations du passage inverse s’écrivent :
el cos@ —sin@ 01| &';
é>|=|sin@ cos@ 0]|¢', (5.65)
é3 0 0 1\e's
Finalement :
é;=cosBg';—sinfg',
é'r=—sinf¢;+cosbe, (5.66)
e'3=e3
Sous forme matricielle :
ei= A.6; (5.67)
Et:
-1 5, (5.68)

\ 4

Fig.5.7 Changement de bases
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5.5.1 Tenseurs d’ordre deux

Un tenseur d’ordre deux est désigné par Ti dans la base g; (k1=1,2,3) et s’exprime dans la
base g', par:

T'j=aikajiTu (5.69)

Dans DI’expression (5.69), (i,j,k,1=1,2,3) et aj et aw sont les ¢léments des matrices de

changement de base. Dans une base orthonormée directe, la relation de changement de base

s’écrit :
T'j = a;Thaik (5.70)
Ou bien sous forme matricielle :
T'=A.T.AT (5.71)
Et la relation inverse s’écrit :
T=A".T" 4 (5.72)

5.5.2 Notation de I’ingénieur

En élasticité lin€aire, les tenseurs de contrainte g; et de déformation g; qui sont symétriques,

peuvent étre d’une fagon compacte et simplifiée. Cette représentation qui s’appelle notation de
I’ingénieur est basée sur une représentation vectorielle des tenseurs de contrainte et de

déformation. Ainsi, le tenseur de contrainte o s’écrit :

ol ol
o022 o2
o1l O12 OJ3
_ _|o33| _|0O3
oj=|012 02 023|F = (5.73)
023 o4
o3 025 033
O]3 05
o2 o6
Et le tenseur de déformation g;s’écrit :
gll E]
&22 €2 5.74
g1l €12 &3 (5.74)
£33 €3
Eij=|&12 €22 €23|7 _ =
7/23_2‘923 &4
13 &23 €33 _
Y 137283 £s
7/]2=2‘912 £6
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Dans cette représentation les indices doubles sont contractés en indices simples avec la

convention suivante :

11 = I 23 ou 32 = 4
22 = 2 13 ou 31 = 5
33 = 3 120u?2l = 6
En notation indicielle :
Ci = G4 € gi =g, pour a=1,2,3 sii=j (5.75)
Et:
Gii =Gy el 2g; =gy pour f=9-i-j siiFj (5.76)

5.5.3 Changement de base cas d’une rotation autour de la direction g,

Si on emploie la notation de I’ingénieur, la relation entre les contraintes i exprimées dans la
base g; et oi’ dans la base @', obtenue par rotation autour de la direction g,, s’écrit en se

basant sur la relation de changement de bases :

o'=A.0.A4" (5.77)
Avec:
cos sin@ 0
[4]=|-5sin® cos® 0
0 0 1
Et:

cos@ —sin@ 0
[A]Tz sin@ cos@ 0

0 0 1
Donc la relation (5.77) devient :
0'11 0"12 0'13 COSQ Sil’le 0 o]] o2 o3 COSG —Sin(9 0
o' o' o'x|= —sin@ cos@ 0 o2] O22 023 sin @ cos 6 0 (578)
c'i3s o' 033 0 0 1oz o3 o33 0 0 1

Apres calcul et identification, on trouve :
o'11=011€08°0+ 2 5;,5in0cosO+ g5,sin’0
o0'2=015in?0+ 2sinbcos 0+ ,,cos’6

0'33= 033
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o' = —613Sin9+623COS9
o';3= 01300S9+023Sin9
o'1p=—0715in0cos0—qg;,5in’0+ 5;,c05°0+ 5,,sin6 cos

En utilisant la notation de I’ingénieur :

o'y O [ cos?6 sin 260 0 0 0 2sinfcos 0 | oy
o'y oy sin 260 cos 20 0 0 0 —2sinBcos 0 || 0,
0'33 _ (o _ 0 0 1 0 0 0 O 33 (5 79)
'3 e 0 0 0 cos@ —sin6 0 O 53
o's3; Oy 0 0 0 sin@ cos@ 0 o3
10'12] [Ox | |—sinOcos® sinbcost 0 0 0 cos ?0 —sin’0 || 0, |
Ou bien :
‘o', | cos?6 sin 20 0 0 0 2sin@cos O || o]
o'y sin 260 cos 26 0 0 0 —2sinfcos b || o,
o' 0 0 1 0 0 0 c
= . I (5.80)
o'y 0 0 0 cos@ —sinf 0 o
o's 0 0 0 sin@ cos@ 0 o
| 0's | |—sinfcos® sin@cost 0 0 0 cos’0 —sin’0 || o4 |
Et sous forme condensée :
o'=Tco (5.81)

To représente la matrice de changement de base de contraintes ou matrice de passage de la base
¢; vers la base g'. Le changement de base inverse s’obtiennent en inversant la relation (5.81) :

c=77.¢c (5.82)
Remarque

Pour une rotation d’un angle 0 autour de la direction g, , la matrice inverse Tgl est obtenue

en effectuant un changement de I’angle 6 avec -0.

5.6 Loi de comportement d’une couche hors axes principaux

Pour le cas d’une couche hors axes principaux, les matrice de rigidité [C’] et de souplesse [S’]
exprimées dans la base (1°,2°,3) du stratifié sont obtenues en effectuant un changement de base
sur les matrices de rigidité [C] et de souplesse [S], rapportées a la base (1,2,3) du systéme d’axes
principaux. Le changement de base (1,2,3) vers (1°,2°,3) se fait par rotation d’un angle -6. Par
rapport a la base (1,2,3), la loi de comportement élastique s’écrit :

c=Ce (5.83)
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Et par rapport a la base (1°,2°,3) :
o'=C¢' (5.84)

D’apres la relation (5.81), ’expression de la formule de changement de base des contraintes
est définie comme suit :
o=Teo

Et celle des déformations :
e'=Tee (5.85)

To et Te représentent les matrices de passage
T's et T-'¢ représentent les matrices de passage inverse
La combinaison des relations (5.81) et (5.83) conduit a :
o'=TcC.& (5.86)
Et en tenant compte de I’inversion de la relation (5.85), la relation (5.86) devient :
0'=TsC. T'ee=C’.¢’ (5.87)
Ce qui permet de déduire I’expression de la matrice de rigidit¢ C’, exprimée dans la base
(1°,2°,3) du stratifié:
C'=TsC. T's (5.88)
De la méme maniere, on peut déduire I’expression de la matrice de souplesse S’, exprimée dans
la base (1°,2°,3) du stratifié:
§'=T.S. T (5.89)
Dans le cas d’une couche d’un composite unidirectionnel ou orthotrope hors axes principaux,
le passage se fait par une rotation d’un angle (-0) et les relations (5.88) et (5.89) deviennent :
C'=T!s .C T: (5.90)
Et:
S'=T!: .S Ts (5.91)

Les matrices de passage To et T: et passage inverse T-'s et T-!; sont données grice aux relations

suivantes :
cos %0 sin 20 0 0 0 2sin@cos 0 |
sin 20 cos %6 0 0 0 —2sin @ cos 0
B 0 0 1 0 0 0
To= 0 0 0 cos@ —sin6 0 (5.92)

0 0 0 sin@ cosé 0

| —sin@cos @ sin@cos@ 0 0 0 cos >0 — sin *0 |
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cos 20 sin 20 0 0 0 sin 6 cos 6
sin 26 cos °60 0 0 0 — sin @ cos 0
0 0 1 0 0 0
Te= 0 0 0 cos@ —sind 0 (5.93)
0 0 0 sin@ cos@ 0
|—2sin@cos @ 2sinfcos@ 0 0 0 cos >0 — sin ?0 |
cos %0 sin 260 0 0 0 — 2sin 6 cos 6|
sin 20 cos %60 0 0 0 2 sin @ cos 6
-l - 0 0 1 0 0 0 (5.94)
7 0 0 0 cos@ —sind 0 ’
0 0 0 sin@ cos@ 0
| sin @ cos @ —sinOcos @ 0 0 0 cos 20 — sin *0 |
cos 20 sin 20 0 0 0 —sin @ cos 6 |
sin 20 cos °60 0 0 0 sin 6 cos 6
. 0 0 1 0 0 0 (5.95)
0 0 0 cos@ —sinf 0 ’
0 0 0 sin@ cos@ 0
| 2sin@cos @ —2sinBcos @ 0 0 0 cos *0 — sin 0 |

La combinaison des relations (5.90) et (5.91) avec les relation (5.92),(5.93), (5.94) et (5.95)
permet de déterminer I’expression finale de la matrice de rigidité [C’] et celle de la matrice de
souplesse [S’] exprimées dans la base (1°,2°,3) du stratifi¢:

Matrice de rigidité¢ [C’] exprimée dans la base (1°,2°,3) du stratifié

C'iy C'i2 C'ys 0 0 C's5 |
C'i2 C'»2 C'23 0 0  C's
C'i3s C'2s C'2 0 0 C's6

5.96

0 0 0 Cly Clys 0 (5:96)
0 0 0 C'ys C'ss 0

|1C'ts C'26 C'36 0 0  Clss

Matrice de souplesse [S’] exprimée dans la base (1°,2°,3) du stratifi¢

(S'1; S'1z Sz 0 0 S|
S'12 S22 S 0 0 S
Sr Sr Sr 0 0 Sr

13 23 33 36 (5.97)

0 0 0 Sy Sy 0
0 0 0 S'ys S'ss 0
S'i6s S'26 S'36 0 0 S'ss
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La relation d’¢lasticité (5.84) par rapport a la base (1°,2°,3), en fonction des constantes de

rigidité s’écrit:

O Cn Cp Ciz 0 0 C'is || €xx

O yy C'ip C»n Cl3 0 0  C'x|€w

Oz |_[C3 C2 C 0 0  C's6 | €z (5.98)
o, 0 0 0 Cu Cus 0 |7

Oz 0 0 0 Clys C'ss 0 ||[7x

(e

w | |Cs Ca C'36 0 0  Cls6 7w

La forme inverse des équations d’¢lasticité par rapport a la base (1°,2°,3), en fonction des

constantes de souplesse s’écrit:

Exx | Sy Sz Sz 0 0 S'16|%x

Ey | S'12 S22 S 0 0  S'2|%y

€z |_S'13 S'23 S'33 0 0 S350z (5.99)
7l 0 0 0 Sy S 0 |0y

Y xz 0 0 0 S S'ss 0 |0y
7w | S'is S'26 S'3s 0 0 S| %x |

5.6.1 Constantes de rigidité dans le cas d’un composite unidirectionnel

Pour un composite unidirectionnel, I’expression des constantes de rigidit¢ C'; exprimées dans

la base (1°,2°,3) du stratifié sont obtenues grace a la relation (5.42) :

C=T's .C. T:
Avec:

ci Ci Con 0 0 0 1

Crz Cxn Co; 0 0 0

Crz Cz Co 0 0 0

1

0 0 0 3(C22—C23) 0 0

Ces 0
0 0 0 0 0 Ces

Dongc, les constantes de rigidit¢ C'; d’un composite unidirectionnel dont la direction des fibres

(chaine) fait un angle 0 avec la direction (x) ou bien (1°) de la base (1°,2°,3) ou bien (X,y,z)

sont données dans le tableau qui suit:
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Tableau 5.1 Constantes de rigidité d’un composite unidirectionnel dont la direction des
fibres fait un angle 0 avec la direction (x)

C’11 = C11c08* 0+ Cypsin* 0+ 2(Cy, + 2Cq4)sin? O cos? 6 C'14=0
C'12 = (C11 + Cyp — 4Cgg)sin? O cos? O+ Cy,(sin* O+ cos* 6) C15=0
C’13 = C15 c0s%20+ Cy3sin?0 C'h =0
C'yy = C115i* 0+ Cypco8* 0+ 2(Cyy + 2Cq¢)sin?Hcos? C's=0
C’y3 = C15 Sin*0+ Cy3c05%0 C’33=Cy;
C'16 = (C11 — C13 — 2C46)sinBcos30 + (Ci5 — Cyp + 2Cqg) sinOcos O C'345 0
C'h6 = (C11 — C1z — 2Cgg)sin3OcosO+ (Cry — Cyp + 2Ceq)sinbcos3 6 C'5,=0
C’36 = (C12 — Cy3)sinfcosb C35=0
Clhy = %((;22 — Cy3) c0s20+ Cygsin?0 Cae =0

Cee = 0

1
Cas = <Cee —E(sz - C23)> sin@cos0O

1
C,55 = E(CZZ - 623) Sin29+ C66C052€
C,66 = (Cll + CZZ - 2(612 + C66))Sin29COS29+ C66(Sin49+ COS4H)

5.6.2 Constantes de souplesse dans le cas d’un composite unidirectionnel

Pour un composite unidirectionnel, I’expression des constantes de souplesse S'; exprimées

dans la base (1°,2°,3) du stratifi¢ sont obtenues grace a la relation (5.91) :

S=T'; .S Ts
Avec :

'Si Si2 Si2 0 0 0]

Si2 S22 823 0 0 0

Sz S23 S 0 0 0

0 0 0 2Syp—-S3) 0 0

0 0 0 0 Ses 0
0 0 0 0 0 Sl

Les constantes de souplesse S'; d’un composite unidirectionnel dont la direction des fibres

(chaine) fait un angle 0 avec la direction (x) ou bien (1°) de la base (1°,2°,3) ou bien (X,y,z)

sont données dans le tableau qui suit:
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Tableau 5.2 Constantes de souplesse d’un composite unidirectionnel dont la direction des
fibres fait un angle 0 avec la direction (x)

S11 = S11¢05* 0+ Sy55in* O+ 2(Sy5 + 2Se6)sin? O cos? 0 S$4=0
S5 = (S11 + Spz — Sgg)sin? Ocos? O+ S;,(sin* 0+ cos* ) S$s=0
S’13 = S15 05?0+ S,3s5in0 S%, =0
S’y = S1185in* 0+ Sy,c08* 0+ 2(S15 + 2S46)sin? O cos? 6 S =0
S%y3 = Sy5 sin2 0+ S,3c0s%0 S’33 =S5,
S16 = (2(S11 — S12) — S¢e)sinOcos30 + (2(S13 — Syz) + See) sinOcosh S'sp7= 0
S%6 = (2(S11 — S12) — S¢) sin30cosO + (2(S1, — Sz3) + Seg)sinbcos> 0 S5 =0
S’36 = 2(S12 — Sy3)sinfcos S =0
S’4a = 2(Sy5 — Sy3) 020+ Sgesin? 6 S =0
S'45 = (Se6 — 2(Sa2 — Sz3))sindcosO

S’ss = 2(Sy5 — Sy3) Sin? 0+ Sgecos?0

S’s6 = 2((S11 + S22 — 2512) — See)sin® O cos? 0+ See(sin* 0+ cos* )

5.6.3 Constantes de rigidité dans le cas d’un composite orthotrope

Dans le cas d’un composite orthotrope, I’expression des constantes de rigidit¢ C'; exprimées

dans la base (1°,2°,3) du stratifié¢ sont obtenues a partir de la relation (5.42) :
C=T!s.C T:
Avec :
Cii Cr2 Ci3 0
Cr2 C»n Cy 0
Ci3 Cys Cn 0
0 0 0 Cyu 0
0 0 0 0 Cs5 0
0 0 0 0 0  Ces)

S © S
S S D D

Donc, les constantes de rigidit¢ C% d’un composite orthotrope dont la direction des fibres

(chaine) fait un angle 6 avec la direction (x) ou bien (1’) de la base (1°,2°,3) ou bien (x,y,z)

sont données dans le tableau qui suit:
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Tableau 6.3 Constantes de rigidité d’un composite orthotrope dont la direction des fibres
fait un angle 0 avec la direction (x)

C'11 = C11€08* 0+ Cypsin* 0+ 2(Cy, + 2C46)sin? O cos? 6 C'14=0
C'12 = (C11 + Cyp — 4Cgg)sin? O cos? O+ Cy,(sin* O+ cos* 6) C15=0
C’13 = C13 0520+ Cy35in?0 C'h =0
C'yy = C115i* 0+ Cypco8* 0+ 2(Cyy + 2Cq¢)sin?Hcos? O C's=0
C’y3 = C13 Sin*0+ Cy3c05%0 C’33=C33
C'16 = (C11 — C13 — 2C46)sinBcos30 + (Cip — Cyp + 2C4) sinOcos O C'5455 0
C'h6 = (C11 — C1z — 2C44)sin3OcosO+ (Cry — Cyp + 2Ceq)sinbcos3 6 C'5,=0
C’36 = (C13 — Cy3)sinfcosb C35=0
C'4s = Cyq 0?0+ Csssin?6 C'he =0
C'ss = (Cgs — Cuq)SinBcosb Cse =0
C'ss = Cyy Sin? 0+ Csscos?6

C's6 = (Cr1 + C2z — 2(C13 + Cog) )sin? Ocos? O+ Cop(sin* 0+ cos*6)

5.6.4 Constantes de souplesse dans le cas d’un composite orthotrope

Pour un composite orthotrope, I’expression des constantes de souplesse S'; exprimées dans la

base (1°,2’,3) du stratifié sont obtenues a partir de la relation (5.43) :
§'=T' .S To

Avec:

Siy Sz Si3 0
Si2 S22 S 0
Si3 S» Sz 0
0 0 0 Su 0
0 0 0 0 S5 0
0 0 0 0 0 Sg

S S S
S S S S

Les constantes de souplesse SY; d’un composite orthotrope dont la direction des fibres (chaine)

fait un angle 0 avec la direction (x) ou bien (1”) de la base (1°,2°,3) ou bien (x,y,z) sont données

dans le tableau qui suit:
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Tableau 5.4 Constantes de souplesse d’un composite orthotrope dont la direction des fibres
forme un angle 0 avec la direction (x)

§11 = S11¢05* 0+ Syp5in* 0+ (251, + See)sin®Ocos? 0 S$14=0
S5 = (S11 + Szz — Sgg)sin? O cos? O+ S;,(sin* 0+ cos* ) Ss=0
S’13 = S13 c0s? 0+ S,3sin?0 S%, =0
S%5, = S1185in* 0+ Sy,c08* 0+ (2515 + See)sin?Ocos? 0 S =0
S’y3 = Sy3 sin? 0+ S,3c0s%0 S’33 = S33
S16 = (2(S11 — S12) — S¢e)sinBOcos30 + (2(S13 — S2) + See) sinOcosO S'3p5= 0
S%6 = (2(511 — S12) — S¢e) sin30cosO + (2(S12 — Sz2) + See)sinbcos3 0 S35 =0
S’36 = 2(S12 — Sy3)sinfcos S =0
S’4s = S44 05?0+ Ssssin? 0 S =0
S'4s = (Ssg — Su4)sinfcosb

S’ss = Sy4Sin? 0+ Sg5 cos?0

S’c6 = 2(2(S11 + Sp2 — 2515) — Sge)sin?@cos? O+ Sge(sin* @+ cos* 6)

5.6.5 Expression des modules de I’ingénieur hors axes principaux
5.6.5.1 Essai de traction suivant la direction x
Dans cet essai 1‘effort de traction est appliqué suivant la direction (x) du composite. Dans ce
cas toutes les contraintes sont nulles sauf oxx
gxx:o-’1¢0’g’,-:0 i+ 1 (5.100)

z,3

P

Fig.5.8 Traction suivant la direction x (composite orthotrope)
Pour le cas d’un composite unidirectionnel, en fonction des constantes de souplesse S’j;, les

équations d’élasticité s’écrivent :

fn=S"1/0 (5.101)

gyyZS’]2O-xx (5102)

£22=8'130 (5.103)
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yyzzyx2=0 (5.104)
Vxy = 8'16 Oxx (5.105)
Le module de Young Ex dans la direction (x) est déduit de la relation (5.101) :
Ex:ﬁ:L (5.106)
exx S

En fonction des constantes de souplesse Sjj et en utilisant les valeurs portées sur le (Tableau
5.1) pour un composite unidirectionnel et les valeurs portées sur le (Tableau 5.2) pour un

composite orthotrope la relation (5.106) devient :
1
= S11¢05*0+ Syp5in* 0+ (251, + See)sin®Ocos? 0 (5.107)
X
Cette expression peut étre exprimée en fonction des modules d’¢lasticité mesurée suivant les

axes principaux (1,2,3) et selon le cas, composite unidirectionnel ou orthotrope, sachant que :

1 S 1 1
Er=— vir=-=£ Er=— Giur=_—
S S S22 S66

Alors (5.107) devient:

1 1 1 1 v
— =—cos*0+ —sin* 0+ (— —2-L
E, E Er Grr Ep

)sinzé’cosze (5.108)

Les déformations &yy et €., dans les directions transversales sont reliées a la déformation exx

par combinaison des relations (5.101),(5.102) et (5.103) :

SI
Ey = e (5.109)
S'11
Et:
SI
fn=" ey (5.110)
S'11
De ces deux relations (5.109) et (5.110), on peut déduire les coefficients de Poisson vy et v, :
SI
V=12 (5.111)
S'11
Et:
LS (5.112)
Xz S']]
En fonction des modules de I’ingénieur, ces mémes relations, s’expriment comme suit :
vir ) 1 1 1 .
=E (— 40+ sin* —(—+———) 29 29)
Vay \E, (cos sin*0) EVE TG sin“@cos (5.113)
Et:
ViT: VIT:
Viz = Ey (i cos?0+ —= sin20) (5.114)
E, E,
Pour le cas d’un composite unidirectionnel :
VLT =VLT' (5.115)
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5.8.2 Essai de traction suivant la direction y
Cet essai permet de déterminer le module de Young Ey suivant la direction (y) ou bien (2°), qui
relie la contrainte oyy a la déformation &yy. Dans ce cas le chargement Gyy est obtenu si on fait

tourner 1’axe (x) d’unangle ™ g¢. Dans larelation (5.108), 0 est remplacée par ™ | ¢
2 2

1, 1 1 1w
— =S, =—sin*0+ —cos*+ (——2—)sin2900529
E, "2 E Er Gr E

(5.116)

z,3
rd
.2’

V
Oyy
/ \
X,l’

Fig.5.9 Traction suivant la direction y (composite orthotrope)

>
>

5.6.5.2 Essai de cisaillement transverse

L’essai de cisaillement transverse permet de déterminer le module de cisaillement transverse

Gy, dans le plan (x,z) ou bien (1°,3). Cet essai correspond a 1’état de contraintes suivant :
Gu=0's#0 oy=0 i#5 (5.117)

b

En fonction des constantes de souplesse S’j;, les équations d’élasticité s’écrivent :

fax = (5.118)
£yy =0 (5.119)
Ezz = (5.120)
yyZZS'45O'xz (5.121)
Ve =8"550z (5.122)
Yy = (5.123)

L’essai de cisaillement transverse engendre des déformations de cisaillement v,, et y , . Le

module de cisaillement transverse Gy, est déduit a partir de la relation (5.122) :
1
Gy = 2= (5.124)
Vxz S'55
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Pour un composite orthotrope et en considérant les valeurs portées sur le (Tableau 5.2) la
composante S'ssde la matrice de souplesse peut étre exprimée en fonction des modules de

I’ingénieur et la relation (5.124) devient :
1

1
= sin’0 + — cos?6
Gyz Grr) Grr (5.125)

Pour le cas d’un composite unidirectionnel et en considérant les valeurs portées sur le tableau
5.1 et en prenant en considération la relation :

Er

Grp) = ==
T =20 + vipp)) (5.126)

L’expression du module cisaillement transverse Gy, devient :

1 201+ vep, 1
L2t vimd ey o2 (5.127)
ze ET LT/

5.6.6 Etat de contraintes planes

Un ¢état de contraintes planes est un état de contraintes a deux dimensions pour lequel les
composantes du tenseur des contraintes sont indépendantes de la coordonnée (z).Les plaques
composites sont généralement de faible épaisseur, la direction 3 est abandonnée dans ce cas et
les équations établies précédemment dans le cas général se simplifient d’une fagon remarquable
et on peut adopter par exemple dans le plan (X,y), I’hypothése suivante :

Oz = Oyz = Oxz; =0 (5.128)
Le tenseur de contraintes s’écrit dans ce cas, et en utilisant la notation de I’ingénieur, le vecteur

de contrainte dans le plan (1,2) s’exprime par :

o'l ol
o'22 o2
Oxx Oxy 0 0 0
o'=lon aw 0= , |7|, (5.129)
0 0 0
0
o' o6

1» 12
4@4.
4

Fig. 5.10 Etat de contraintes planes dans le plan (1,2)
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p J4 q p p p
|

Cet état de état de contraintes correspond a :

' # 0 i=126
o= 0 i=345 (5.130)
En fonction des constantes de souplesse S’;, les équations d’élasticité s’écrivent :
ey ] S S Sz 0 0  S'us|o’;]
&' S'12 S22 S 0 0  S'|0';
5| Sz S'23 S’ 0 0 S'3| 0
g, 0 0 0 S S 0|0 (5.131)
sl 0 0 0 Sy Sss 0|0
1€'s] S'is S'26 S'3s 0 0  S's|0
Donc :
e'1=8110'1t81202t8'160'6 (5.132)
§2=8"120"1+8220'2+8"260'¢ (5.133)
g'3=8"130"11t8"230'2+8"360'¢ (5.134)
£a=0 (5.135)
£'5=0 (5.136)
g'6=8"160'1tS260'2+S'660'¢ (5.137)

A partir de la relation (5.134), on peut déduire 1’existence d une déformation suivant la direction
3:
e'3=S130"11+ 82362 +8"360'6
Ou bien :
Ezz=8"130xxt 8230yt 8360
En fonction des constantes de rigidité C’;, les équations d’élasticité s’écrivent :

o' Cii Cp2 Clys 0 0 C'is | €
o' C'i2 C» C'3 0 0  C'zx| ¢

0 | |Ci3 C2 Cz 0 0 Cs|é
. _ 013 023 022 C,44 C,45 036 03 (5138)
0 0 0 0 C'ys C'ss 0 |0
10's] [C'is C'26s C'ss 0 0  Clss) €]
Soit :
o'1=C'11€'1tC'1262+C'138'3+C'166's (5.139)
0'2=C'12¢6'1+C'2282+C'2383+C'2¢'s (5.140)
0=C'138'1+C'2382+C'3383+C'36¢'s (5.141)
o'6=C'16&"1TC'26&'2+C'36'3+Cls6 s (5.142)
De la relation (5.141), on tire :
&'3= _i(C'138'1+C'235'2+C'368'6) (5.143)

C'33
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Si on substitue (5.143) dans la relation (5.141), on obtient :

1
c'1=C'11e"1+C'12¢e"2+C';3 [— C'3s (C'136'1+C'236'2+C'36 5'6)] +C'16¢'s  (5.144)
Soit aprés arrangement :
2
C'i;3C' C'i;3C'
c'1=|C'11— : 811+(C/]2_13’23J8!2+(C116_13’36j816 (5145)
33 C'33 C'33
De la méme maniére, on peut déterminer les expressions de ', et '
2
C'i;3C' c’ C'2C'
o'2= (C'IZ_B, 23]8’1 +| C'a2- ,23 g'at (C'M - 23, * J5'6 (5.146)
C'33 C'33 C'33
Et:
C'13C'36 C'23C'36 C'3%
a's :(C'16_]5'1+(C'26_J5'2+ C'is——, |&'s (5.147)
C'33 C'33
En posant :
0. = _Ci3C'3
i =TT (5.148)
i,j=1,2,6
Par raison de symétrie du tenseur Cl;:
Q'ij = Q’ﬁ (5.149)

Les trois relations (5.145), (5.146) et (5.147) peuvent étre regroupées et réécrites sous la forme
matricielle suivante :

a1} |9 9Qn Qe
o'2|=|Qn On Oy|é? (5.150)
a's) 9% Q2w Qs l\e's

Les facteurs Q'; sont appelés les constantes de rigidité réduites dans un ¢tat de contraintes

planes et la matrice [Q’] est appelée matrice de rigidité réduite.

Récapitulation:
c'i#0 i=1,2,6
c'i=0 i=34,5
e %0 i=1236 (5.151)
g'i=0 i=4,5

Les relations de I’¢lasticité en fonction des coefficients de souplesses s’écrivent :

e'l S S'i2 S'is || o1
E2=18"12 S22 S| o2 (5.152)
e's S't6 S'26 S's6 \O's

Les relations de 1’¢lasticité en fonction des coefficients de rigidité s’écrivent :
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o'l O 9 Qs el
a'2|=|Qp O Ouxl|eé? (5.153)
a's) 19 9w Qs \é's
Les constantes de rigidité réduites Q'; sont exprimees en fonction des constantes de rigidité

C'j par la relation suivante :

Q'_C!.._w
A N (5.154)

i,j=12.,6
Les matrices Q';et S; sont inverses I’une de Iautre.

5.6.7 Matrice de rigidité réduite d’un composite orthotrope par rapport a ces axes
principaux
Par rapport aux axes principaux (1,2,3), les constantes de rigidité C;; sont calculées a partir du

Tableau (5,2) en annulant la valeur de I’angle 6 (0 =0). Compte tenu de la relation (5.154), les

composantes Q'; de la matrice de rigidite réduite exprimées dans les axes principaux (1,2,3)

sont données comme suit :

Q11=C11_C1—32 ng—czz_CBZ Q12=C12_M
33 C33 C33
Q=0 Oss = Cos Q15=0
Dans le cas d’un composite unidirectionnel :
C12 = Cy3
(33 = (3

La matrice de rigidité réduite dans les axes principaux s’écrit de la forme suivante :

Ql] QIZ 0
0=0;,, 0, 0 (5.155)
0 0 Qg
100
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Tableau 5.5 Coefficients C'j exprimés en fonction des coefficients C;

C'11=Cy C14=0
C'y2 = Cq C15=0
C'13 = Ci3 C24=0
C22 = (3 C25=0
C'23 = (23 C'33=C2
C'16=0 C'34=0
C'26=0 C’3,=0
C36=0 C'35 =10
C'4s = Cyq 05?0+ Csssin? 6 C'as =0
C4s =0 C's6 =0
C’ss = Css C’s6 = Cos

Récapitulation

Par rapport aux axes principaux (1,2,3), I’état de contrainte planes est définie comme suit :

ci#0 i=126
ci=0 i=345
e # 0 i=12236

Les relations de 1’¢lasticité en fonction des coefficients de souplesses s’écrivent :

£l S Sz 0 |[o;
e2|=|S2 S22 0 |o>
&6 0 0  Ses |\ o6

Avec :
e3=81301*t82302
Les relations de 1’¢lasticité en fonction des coefficients de rigidité s’écrivent :
o1 O 91 0 &
o2|=|Qp; Q@ 0 |eé

o6 0 0 Qg \es
Avec :

1
8= ——(C1381 + C2382)
Gs3

Les constantes de rigidité réduites Q; sont exprimées en fonction des constantes de rigidit¢ Cj;

par la relation suivante :
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p J4 q p p p
|

Ci3C ;3 o (5.156)
Q,,-=C,~J-——C33 i,j=126

Les matrices Q;et S; sont inverses 'une de I’autre, on peut déduire les composantes de la

matrice de rigidité réduite Q;en fonction de celles de la matrice de souplesse S;;:

S22 S
On=—"—"—" "> CPpn=""""75
S1182-87 S1182-87
S _ |
Q22:—2 Qg6 =
S11822-87; S66

Et si on exprime les constantes de la matrice de souplesse S;en fonction des modules de

I’ingénieur on obtient :

ErL EL vir Er
QJI_ ] - E Q12:— =VLTQ22
—virvee  g_ 2 Er I-virvrn
vir
Er
Er Er Er
Q22 l—V v R ET E Qll _
rrvm o2 =1 L Q¢ = Gurr

Ev

Tableau 5.6 Cocfficients Q’i]. exprimés en fonction des coefficients Qj;

Q'., = Q11 c08*0 + Qyysin* 0 + 2(Q12 + 2Q¢¢) sin” 0 cos? 6
11

Q',, = (Q11 + Q22 — 4Q46) sin® 0 cos? O + Q1,(cos* 6 + sin* )
Q1 = (Q11 — Q12 — 20Q6) sin® 0 cos® 0 — (Q11 — Q12 — 2Q46) Sin> B cos O
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 0 + 2(Q12 + 2Qe6) sin* 6 cos* 6

,66 = [Q11 + sz - Z(le + Q66)] Sinz 0 COSZ 9 + Q66(COS4 0 + Sin4 9)

e = (@11 — Q22 — 2Q66) sin® 6 cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Q46) Sin O cos> 0
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Exercice 5.2

Un composite unidirectionnel est soumis a un état de déformations dans le plan (x,y) (figure).
Les fibres sont orientées a 0=30° par rapport a la direction (x). Les caractéristiques

mécaniques de ce de composite sont données comme suit :

El=E; 40 GPa
Er=E; 10 GPa
VLT = Vi2 0.32
Gir=Gp2 4.5 GPa

Si on suppose que le composite est en état de contraintes, déterminer :
1. Les contraintes oxx, Oyy et Oxy dans le systeme d’axes (x,y)

2. Les contraintes dans le systeme des axes principaux du composite (L,T)

On donne : 4
frx = 1077 T I ' by,
Eyy = —510_3 / I
Exy = 2.1072
Exx
Gl/ > R
X

/

1- Calcul de contraintes Ox«, Oyy et Oxy dans le systéme d’axes (x,y)
Matrice de rigidité réduite Qj; par rapport axes principaux du composite (L,T) (6=0)
Pour un pli unidirectionnel avec des fibres orientées a 0°, la matrice de rigidité (par rapport

aux axes principaux) est donnée par la relation :

Ql] QIZ 0
QIZ Q22 0
0 0 Qg
Avec :
0, =—=b - B 40 — 41.05]1 GPa
2 E 2 E> 10
I-yi, =L -y, =2 1-(0.32F
ErL E; 40

Er E> 10
0,,="-L0,,=20,,=—-(41.051)=10.263 GPa
22 E; 11 E; 11 404( )
0,=vir 0y =vi20, =(0.32)10.263 =3.284 GPa

Q66:GLT:G12:4'5 GPa
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Finalement :

41.051 3.284 0
Qij =|3284 10.263 0
0 0 4.5

Calcul des matrices de rigidité réduites Q’ij hors axes principaux
Q';; = Q11c05% 0 + Q4 5in* 0 + 2(Q12 + 2Qe¢) sin® O cos* 6
"1, = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin® 0 cos? B + Q1,(cos* 6 + sin* )

Q"1 = (Q11 — Q12 — 2Qsg) Sin* B c0s® 0 — (Q11 — Q12 — 2Q6¢) Sin’ 6 cos 6
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 6 + 2(Q12 + 2Qe6) Sin* 6 cos* 6

Qs = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qs6)] sin® 6 cos? 6 + Qee(cos* 6 + sin* )
’26 = (Q11 — Q22 — 2Q%6) sin® 6 cos 6 + (Q11 — Q12 — 2Q¢¢) sin B cos® 6
Calcul de la matrice de rigidité réduite Q’;j hors axes principaux (0= 30°)

0=30°

.9_1 .20_1 .39_1 it g =
sinf = sin?f =2 | sin®6 =g sin*6 =
73 3 73 9
cost9=7 coszﬁzz cos39=? C0549=E
" =28339 GPa = 12.945 GPa " = 9515 GPa
" =8299 GPa " =956l GPa . =3.77 GPa

Donc :
28339 8.299 9.561
[Q']30-=18.299 12945 3.77| en GPa
9561 3.77 9.515

Contraintes oxx, oyy et oxy dans le systeme d’axes (x,y) :

o'l Q' 9 Qs e
c'2|=10'1 O Q| ¢
ao's) |9 9% Qslé's
Ou encore :
O xx Q'11 Q,12 Q,16 & xx
ow |=19 1 Q2 Qx| ew
O xy O Q2% Q'ss|\en
104
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Ouxx 28.339 8.299 9.561]/10 433
Oyy | =101 8299 12945 3.77 || =5]1073 = | 94 | MPa

Oxy 9.561 3.77 9.5151\20 267
Oxx = 433 MPa
Oyy = 94 MPa
Oxy = 267 MPa

2- Calcul de contraintes oy, or et ovr dans le systeme d’axes principaux (L,T)
On utilise les formules de changement de bases pour les contraintes, pour ce cas, on effectue

une rotation 6=30° par rapport a l’axe (x) :

o=Tso
oy, cos?6 sin?6 2sinfcoso Oxx
or | = sin?6 cos?6 —2sin@cosd || Cyy
oLr —sinfcosf sinbcosf cos?0— sin?Ol \Oxy
Soit :
3 1 3]
oL, 411- ;} %/g 433 580
<0T)= 13 __<94)=<_53) MPa
ot 4 4 2 [\267 —135
—/3 V3 1
L 4 4 2
o, = 580 MPa
or = —53 MPa

oir = _135 MPa

A A

T
; 94' 267 L 53 I 135

) )
47 T o i
433 580
9,/ 2 >

[
»

A ‘
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Exercice 5.3
Un composite unidirectionnel (carbone/époxyde), réalisé en fibres de carbone et d 'une matrice
epoxyde et dont les caractéristiques sont portées sur le tableau suivant est soumis a un état de

contraintes planes :

Ef Em V12 GlZ
181 GPa 10.3 GPa 0.28 7.17
1) Déterminer la matrice de souplesse

2) Le Coefficient de Poisson vy,

3) La matrice de rigidite réduite Q;
4) Le champ de déformation &; correspondant a [’état de contraintes donné est

représenté sur la figure

ol o2 012
2 MPa -3 MPa 4 MPa
Icsz= -3 MPa
c1=2 MPa
=)
X2
1L ,

O12= 4 MPa

Solution

1. Calcul la matrice de souplesse Si; dans le plan (x1,x2)

1 1 Vig 0.28
511 = E_l = m = 0.0055 512 = _E_l = —m = —0.0015
1 1 1 1
522 = E_z = m = 0.0970 S66 = G_lz = ﬁ = 0.1394

Soit :

0.0055 —0.0015 0
Sij=|—0.0015 0.0970 0
0 0 0.1394
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2. Calcul du coefficient de Poisson v,

D’apres la relation :

Ei_Ej
VU V]l
Nous avons :
Er_E2
VI2 V2i
E> 10.3
Voyj=——.vir= 0.28)=0.01593
21 E; 12~ 181 ( )
3. Calcul de la matrice de rigidité réduite Qj
0, =—2=! 181 = 181.8112 GPa

I
I- szlz;j 1-(0.28y 7 > 03

E20, = 103(181 8112)=10.346] GPa

Q =
22 E;

0,,=v120,,=(0.28)10.3461 =2.8969 GPa
Q66=G12:7'17 GPa

Donc:

181.8112 2.8969 0
Q;=| 2.8969 10.3461 0
0 0 7.17

La matrice de rigidité peut étre calculée directement en inversant la matrice de souplesse S
_ ol
Oy =Sy
4. Calcul du champ de déformation &ij

D’apres la loi de Hooke, nous avons :

c=8S.0
&l Sy S 0 ol
g2 =[Sz S» 0 | o2

Y12 0 0  Ses \oi2
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Alors :
£l 0.0055 —0.0015 0 2 0.0155
g2 |=|-0.0015 0.0970 0 -311073=]-02940 (1073
715 0 0 0.1394 || 4 0.5576

Exercice 5.4
Un composite unidirectionnel (carbone/époxyde), réalisé en fibres de carbone et d 'une matrice
époxyde et dont les caractéristiques sont portées sur le Tableau 1, est soumis a un état de
contraintes planes (Tableau 2). Si les fibres sont orientées a un angle 6=60° par rapport a la
direction (x) (figure).

1) Déterminer la matrice de souplesse S’;j hors axes principaux

2) La matrice de rigidité réduite Q’;; hors axes principaux

3) Le champ de déformation &; hors axes principaux, correspondant a [’état de

contraintes donné est représenté sur la figure

Ef Em V12 GlZ
181 GPa 10.3 GPa 0.28 7.17
o1 o2 O12
2 MPa -3 MPa 4 MPa
o= -3 MPa
T\ I / L
o= 2 MPa
=)
/ Xz
I |
O12= 4 MPa
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Solution
1. Calcul la matrice de souplesse S’ij hors axes principaux

D’apres ’exercice 7.2, la matrice de souplesse S par rapport aux axes principaux est :

0.0055 —0.0015 0
Sij=|—0.0015 0.0970 0
0 0 0.1394

Sachant que 6=60°, cos0=0.500 et sin6@=0,866
Les composantes de la matrice de souplesse S’;j hors axes principaux sont calculées grdce aux

formule de passage entre les deux systemes principaux et du composite.

§11 = S11c05* 0+ Sypsin* 0+ (251, + See)sin?Ocos? 0

S12 = (S11 + Sa2 — Se)sin?Ocos? O+ S;,(sin* O+ cos* 6)

S’y = 8115in* 0+ Sy,c08* 0+ (251, + Sgg)sin?Ocos? 6

S'6 = 2(2(S11 + Saz — 2513) — See)sin? O cos? 0+ Sge(sin* @+ cos* 0)
S%6 = (2(511 — S12) — S¢e) sin30cos@ + (2(S15 — Sz2) + Seg)sinbcos3 0

1 = 0.0055(0.5)* + 0.097(0.866)* + (2(—0.0015) + (0.1394))(0.866)2(0.5)* = 0.0804
S, = (0.0055 + 0.097 — 0.1394)(0.866)2(0.5)2 + (—0.0015)((0.5)* + (0.866)*) = —0.0078
S’ = 0.0055(0.866)* + 0.097(0.5)* + (2(~0.0015) + (0.1394))(0.866)%(0.5)2 = 0.0347

S’s6 = 2(2(0.0055 + 0.097 — 2(—0.0015)) — 0.1394)(0.866)2(0.5)?
+ 0.1394((0.5)* + (0.866)*) = 0.1139

S%6 = (2(0.0055 — (—0.0015)) — 0.1394)(0.866)3(0.5)
+ (2((—0.0015) — 0.097) + 0.1394)(0.866)(0.5)* = —0.0469

Soit :

0.0804 —0.0078 0
Sy =|—0.0078 0.0347 -0.0469
0 -0.0469 0.1139

2. Calcul de la matrice de rigidité réduite Qjj hors axes principaux

La matrice de rigidité réduite Qj par rapport aux axes principaux
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0,=-—=Lr - 181 o = 181 8112 GPa
-y E2 (0282
£l 181
10.3

E>
= =< =—(181.8112)=10.3461 GPa
0, E1Q” ]81( )

0,=v120,, =(0.28)10.346] =2.8969 GPa

Calcul des matrices de rigidité réduites Q’;j hors axes principaux
Q';; = Q11 ¢05* 6 + Qy sin* 0 + 2(Q12 + 2Q46) sin® 6 cos* 6
12 = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin? 0 cos? 0 + Q1,(cos* 6 + sin* 6)
Q"1 = (Q11 — Q12 — 2Qg6) sin” 6 cos® 8 — (Q11 — Q12 — 2Qs6) sin* 6 cos 6
Q',, = Qq15in* 6 + Q3 cos* B + 2(Q12 + 2Q4) sin® 6 cos? 6
"o = Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qg6)] sin? 0 cos? 0 + Qgg(cos* B + sin* 9)
Qe = (Q11 — Q22 — 2Q¢6) sin> 0 cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Q4) Sin 6 cos* 6

Calcul de la matrice de rigidité réduite Q’; hors axes principaux (6= 30°)

0= 60°
6=1 g =2 1= o=
cos 6 = cos’0 =7 | cos’0 =2 cos* 0 =
N B a0
sin 0= —- szezz sin39=? Sm49:E
= 23.6467 GPa ' =109.3793 GPa ' = 367357 GPa
= 32.4626 GPa ' =20.0535 GPa . = 541930 GPa
Donc :

23.6467 32.4626 20.0535
[Q'l6oe = | 32.4626 12.945 54.1930| en GPa
20.0535 54.1930 36.7357

3. Calcul du champ de déformation &;
Le champ de déformation ¢, €2 et y12 dans le systeme d’axes (x,y) est donné d’apres la loi de

Hooke par la relation:

c=8So
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gl S S'i2 S'is| o1
g2 |=|S'12 S22 S| 02
V12 S'16 S'26 S'é6 \o6
Soit :
£l 0.0804  —0.0078 0
&> |=1—-0.0078 0.0347  -0.0469
V1 0 -0.0469  0.1139 |
£l 0.0804 —0.0078 0 2
gr |=1-0.0078 0.0347 -0.0469 || -3 1073 =
715 0 -0.0469  0.1139 || 4

Exercice 5.5

o]

o2

o6

0.1842
-0.3073 1073
0.5963

Une plaque constituée d’un composite unidirectionnel est soumise a un état de contraintes

planes dans le plan (x,y) comme montré sur la figure. Les fibres sont orientées respectivement

a 6=0° et 90° par rapport a la direction (x). Les caractéristiques mécaniques de ce de composite

sont données comme suit :

Er=F; 40 GPa
Er=E; 10 GPa
VIT= V2 0.32
Grr= G 4.5 GPa

Si on suppose que le composite est en état de contraintes, déterminer :

1. Les contraintes Oxx, Oyy et Oxy dans le systeme d’axes (x,y)

2. Les contraintes dans le systeme des axes principaux du composite (L,T)

On donne :
& = 1071
Eyy = 0
&xy =0
Solution
1°" cas : 6=0°

TZ,Y

X
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1- Calcul de contraintes Ox«, Oyy et Oxy dans le systéme d’axes (x,y)
Matrice de rigidité réduite Q;; par rapport axes principaux du composite (L, T) (6=0)
En supposant que la plaque est dans un état de contraintes planes, pour déterminer les

contraintes Oyy, Oyy,Oxy, il faut déterminer au préalable la matrice de rigidité réduite

rapportée aux axes principaux (L,T):

Q]] Q]Z 0
Q]Z Q22 0
0 0 Qg
Avec :
0, =—=b - B 40 — 41.05]1 GPa
2 Er 2 E> 10
I-yi, =L 17—y, =2 1-(0.32F =
ErL E; 40

Er E> 10
0,==L0, =220, =——(41.051)=10.263 GPa
22 EL 11 EI 11 404( )

0, =vir 0y =vi20, =(0.32)10.263 =3.284 GPa
Finalement :

41.051 3.284 0
Qij =|3284 10.263 0
0 0 4.5

La matrice de rigidité réduite, rapportée aux axes (x,y) est ensuite calculée a partir des

expression suivante :
Q',, = Q11 c0s* 0 + Qz, 5in* 0 + 2(Q12 + 2Qg6) Sin? 0 cos?
"1, = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin® 0 cos? B + Q1,(cos* 6 + sin* )

Q', = (Q11 — Q12 — 2Q4) sin® B cos® 6 — (Q11 — Q12 — 2Qs) sin® 6 cos 6
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 6 + 2(Q12 + 2Qes) sin* 6 cos* 6

Qe = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qsp)] sin® 6 cos? O + Qes(cos* 6 + sin* )
6 = (Q11 — Q22 — 2Q66) Sin® 8 cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Qes) Sin 6 cos® 6
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Calcul de la matrice de rigidité réduite Q’;j hors axes principaux (6= 0°)

sinf =0 sin’0 =0 |sin®6=0 sin*6 =0
cos9=1 cos?’@=1 |cos?0=1 cos*d =0
Q',, = 41.051 GPa Q',, = 10.263 GPa Q.. = 45 GPa
' = 3.284GPa " =0GPa =0 GPa

Donc :
41.051 3.284 0

[0l =1 3.284 10263 0 en GPa
0 0 45

Contraintes Oxx, Oyy et Oxy dans le systéme d’axes (x,y) :

o) (91 Qn Ol e
o'2|=|0' O Ol e
o's) 9% 9% Qel\é's
Ou encore :
O xx Q'11 Q,12 Q,16 & xx
ow |9 9 Qx| éew
ow) Q% 9% Qs éen
Oxx 41.051 3284 01/10°1 4105.1
(O'yy) =103 [ 3.284 10.263 0 ]( 0 > = ( 328.4) MPa
Oxy 0 0 4.5 0 0

2- Calcul de contraintes oL, or et oLt dans le systéme d’axes principaux (L,T)
On utilise les formules de changement de bases pour les contraintes, pour ce cas, on effectue

une rotation 6=30° par rapport a l’axe (x) :

O-’=To'. O
oy, cos?6 sin?6 2sinfcoso Oxx
or | = sin?6 cos?6 —2sin@cosd || Cyy
oLr —sinfcosf sinbcosf cos?0— sin?6l \Oxy

Soit :

oy, 1 0 0174105.1 4105.1
(aTHo X 01(328.4)=(328.4) WPa
oLr 0 0 1 0 0

o, = 4105.1 MPa
or = 3284 MPa
oir = 0 MPa
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Ces résultats sont représentés sur la figure suivante :

A or =328.4 MPa

T

v

o; = 4105.1 MPa

WL

}

2 ieme cqy : G=9 opr =0 MPa

-«—

Les fibres sont supposées orientées dans la direction inverse de [’application de [’effort de

traction. La direction des fibres fait un angle de 90° avec la direction x.

TZ.Y

X

90°

I- Calcul de contraintes oxx, oy et Oxy dans le systeme d’axes (x,y)
Matrice de rigidité réduite Q; par rapport axes principaux du composite (L,T) (6=0°)
41.051 3284 0
Q;=|3284 10.263 0
0 0 4.5
La matrice de rigidité réduite, rapportée aux axes (x,y) est ensuite calculée a partir des
expression suivante :
Q';; = Q11c05% 0 + Qz; 5in* 6 + 2(Q12 + 2Qe¢) sin® O cos* 6
Q',, = (Q11 + Q22 — 4Q46) sin* 0 cos? O + Q1,(cos* 6 + sin* )
Q'1¢ = (Q11 — Q12 — 2Q%6) sin® 0 cos® 0 — (Q11 — Q12 — 2Qs¢) Sin’ 6 cos 6
Q',, = Qq15in* 6 + Q2 cos* 0 + 2(Q12 + 2Q4) sin® 6 cos? 6
Q'ss = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Q)] sin” 6 cos? 6 + Qg (cos* 6 + sin* 9)
"6 = (@11 — Q22 — 2Q66) sin® 0 cos 6 + (Q11 — Q12 — 2Q¢s) Sin 6 cos> 6
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Calcul de la matrice de rigidité réduite Q’;j hors axes principaux (6= 90°)

sinf =1 sinf0 =1 |sin®6=1 sin*g =1

cos =0 cos?’0=0 |cos?0=0 cos*d =0

10.263 3.284 0
[Q'l9s = | 3.284 41.051 O en GPa
0 0 4.5

Contraintes oxx, oy et oxy dans le systéeme d’axes (x,y) :

o) [Qn Qn Qe
c'2|=10'1, O Q| ¢
o's) 9% 9% Qe\&'s
Ou encore :
O xx Q'11 Q,12 Q,16 & xx
ow =9 9 Qx| éew
ow) Q% 9% Qs éen
Oxx 10.263 3.284 01/1071 1026.3
(O'yy) =103 [ 3.284 41.051 O ]( 0 > = ( 328.4) MPa
Oxy 0 0 4.5 0 0

2- Calcul de contraintes oy, or et ovr dans le systeme d’axes principaux (L,T)
On utilise les formules de changement de bases pour les contraintes, pour ce cas, on effectue

une rotation 6=30° par rapport a l’axe (x) :

o=Tso
oy, cos?6 sin?6 2sinfcoso Oxx
or | = sin?6 cos?6 —2sin@cosd || Cyy
oLr —sinfcosf sinbcosf@ cos?0— sin?6l \Oxy

Soit :

93 01 O 1026.3 1026.3
or |=11 0 O 3284 | =| 3284 MPa
oLt 0 0 -1 0 0

o, = 3284 MPa
op = 1026.3 MPa
oL = 0 MPa
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Ces résultats sont représentés sur la figure suivante :

or = 1026.3MPa

RARARAABARARR)

—
—>
—>
> o, = 3284 MPa

—

[, >
—
—>
—
| —
«— —

Exercice 5.6 o,r =0 MPa

Une plaque constituée d’un composite unidirectionnel est soumise a un état de contraintes
planes dans le plan (x,y) comme montré sur la figure. Les fibres sont orientées respectivement
a 6= 30° et 45° par rapport a la direction (x). Les caractéristiques mécaniques de ce de

composite sont données comme suit :

Ei=FE; 40 GPa
Er=E; 10 GPa
VLT = V2 0.32
Grr=Go2 4.5 GPa

Si on suppose que le composite est en état de contraintes, déterminer :
1. Les contraintes oxx, Oyy et Oxy dans le systeme d’axes (x,y)

2. Les contraintes dans le systeme des axes principaux du composite (L,T)

On donne :

&y = 101
&)y = 54.107
£ry = 3.107

1’ cas : G=30°

La direction des fibres fait un angle de 30° avec la direction x.

TZ.Y
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1- Calcul de contraintes Ox«, Oyy et Oxy dans le systéme d’axes (x,y)
Matrice de rigidité réduite Q;; par rapport axes principaux du composite (L,T) (6=0°)
41.051 3.284 0
Q;=|3284 10.263 0
0 0 4.5

La matrice de rigidité réduite, rapportée aux axes (x,y) est ensuite calculée a partir des

expression suivante :
Q',, = Q11¢0s* 0 + Qz, 5in* 0 + 2(Q12 + 2Qg6) Sin? 0 cos?
12 = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin? 0 cos? 0 + Q1,(cos* 6 + sin* 6)

Q', = (Q11 — Q12 — 2Q4) sin® B cos® 6 — (Q11 — Q12 — 2Q) sin® 6 cos 6
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 0 + 2(Q12 + 2Qes) sin* 6 cos* 6

"o = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qs6)] sin? 0 cos? 0 + Qgg(cos* B + sin* 9)
"o = (Q11 — Q22 — 2Qe6) Sin® B cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Qg6) Sin 6 cos® 6

Calcul de la matrice de rigidité réduite Q' hors axes principaux (6 = 90°)

_ intp — __
5 sin* @ e

3
cos36?=T COS49=E

sinf = sin?@ = sin® @ =

o

cos 0= cos? O =

ol -
A w| e

28.339 8299 9561
[Q')30- = | 8.299 12.945 3.770| GPa
9561 3.770 9.515

Contraintes oxx, oy et oxy dans le systéeme d’axes (x,y) :

o) (91 Qn Ol e

a'2|=10Q O Q|

a's) Q1 Q2 Ql\é's
Ou encore :

O xx _Q'u Q’]Z Q'M_ & xx

oy =19 9 Qx| éew

ox) 9% 92 Qsllew

Oxx 28.339 8.299 9.561 1071 3568.876
Oyy | =103 8.299 12945 3.770((54x 10-2|= | 1642.03 | MPa

Oxy 9561 3.770 9.5151\ 3 x 102 1445.13
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2- Calcul des contraintes oL, or et oLt dans le systéeme d’axes principaux (L,T)
On utilise les formules de changement de bases pour les contraintes, pour ce cas, on effectue

une rotation 6=30° par rapport a l’axe (x) :

O-’=To'. O
oy, cos?6 sin?6 2sinfcosd Oxx
or | = sin?6 cos?6 —2sinfcosd || %vy
oLt —sinfcosO sinbcos@ cos?0— sin*6l \Oxy

Soit :

3568.876 4338.642
( 1642.03 ) = ( 872.257 ) MPa

1445.13 —111.756

|
N = l\.)| N|<|
. &

%‘L‘-Mr—* S~ w
w
oGl w sl

o0, = 4338.642 MPa
or = 872257 MPa
oL = —111.756 MPa

Ces résultats sont représentés sur la figure suivante :

or = 872.257 Pa

lllllllllll

7

o, = _111.756 MPa

v

o, = 4338.642 MPa

I

2eme cqg : G=45°

La direction des fibres fait un angle de 30° avec la direction x.

TZj

X

45°
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1- Calcul de contraintes Ox«, Oyy et Oxy dans le systéme d’axes (x,y)
Matrice de rigidité réduite Q;; par rapport axes principaux du composite (L,T) (6=0°)
41.051 3284 0
Q;=| 3284 10.263 0
0 0 4.5
La matrice de rigidité réduite, rapportée aux axes (x,y) est ensuite calculée a partir des

expression suivante :

Q',, = Q11¢0s* 0 + Qz, 5in* 0 + 2(Q12 + 2Qg6) Sin? 0 cos?
12 = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin? 0 cos? 0 + Q1,(cos* 6 + sin* 6)
Q' = (Q11 — Q12 — 2Qg6) sin” 6 c0os® 8 — (Q11 — Q12 — 2Qs6) Sin* 6 cos 6
Q',, = Qq15in* 6 + Q3 cos* B + 2(Q12 + 2Q4) sin® 6 cos? 6
"o = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qg6)] sin? 0 cos? 0 + Qgg(cos* B + sin* 9)
e = (Q11 — Qa2 — 2Q¢6) sin® 0 cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Qsg) sin 6 cos® O

Calcul de la matrice de rigidité réduite Q' hors axes principaux (6 = 45°)

sin@ = sin’6 = sin3 6 = sin*0 =

cos 6= cos’ 0= cos3 0 = cos* 0 =

N = N -
B B

SIS
=%=1S

18970 9970 7.697
[Q']4se = 9.970 18970 7.697 | GPa
7.697 7.697 11.186

Contraintes oxx, oyy et oxy dans le systeme d’axes (x,y) :

o) [0 9, Qulle

o'2|=|0Q' O Ol e

o's) 9% 9% Qel\é's
Ou encore :

O xx _Q'u Q’]Z Q'M_ & xx

oy =19 9 Qx| éew

O xy Q15 9% Qs \ewy

Oxx 18970 9.970 7.697 1071 2666.290
Oyy | =103 9.970 18970 7.697 ||54x10-2|= |2252.290 | MPa

Oxy 7.697 7.697 11.1861\ 3 x 102 1520.928
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2- Calcul de contraintes oL, or et ovr dans le systéme d’axes principaux (L,T)
On utilise les formules de changement de bases pour les contraintes, pour ce cas, on effectue

une rotation 6=30° par rapport a l’axe (x) :

O_’=To'.0-
oy, [ cos?0 sin?6 2sinfcosd Oxx
or | = sin?6 cos?6 —2sinfcosd || %vy
oLt | —sinfcosO sinbcosO@ cos?0— sin?6 \Oxy
Soit :

_1 1 —_

7 72 1
oy, 1 1 2666.290 3980.208
or |=|1 = = —=11{2252.290|=( 938.372 MPa
ow) |4 * 1520.928 —201

— - 0

) |

o;, = 3980.208 MPa
o = 938.372 MPa
oL = —201 MPa

Ces résultats sont représentés sur la figure suivante :

or = 938.372 MPa

lllllllllll

7

ot = _201 MPa

v

o, = 3980.208 MPa

WA
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Chapitre 6 : Comportement en flexion des stratifiés composites

Comportement en flexion des stratifiés composites

6.1 Définition d'une plaque

Une plaque est un solide délimité par deux plans paralléles distants I'un de l'autre d'une distance
h(x,y) petite par rapport aux deux autres dimensions (longueur et largeur), notée h(x,y) (Figure
6.1). Le plan (O,x,y) est dit plan de référence. L.’axe Oz correspond a la direction de 1’épaisseur.
En fonction de l'ordre de grandeur de h(x,y) par rapport aux autres dimensions, on introduit
l'adjectif mince au épaisse aux plaques et aux coques. Cependant, ce qualificatif n'implique pas
seulement une caractéristique géométrique, mais définit aussi un rdle particulier des
déformations dites de cisaillement transversal (CT). Cette influence est d'autant plus importante
que les structures sont minces car I'épaisseur h(x,y) varie en sens inverse de l'influence du de
cisaillement transversal CT. La plaque peut étre constituée d'un matériau homogene
(composite) ou non (isotrope).

6.2 Classification des plaques

Les ¢léments de plaques en flexion du type déplacement peuvent étre classés en deux catégories
: les €léments basés sur la théorie de Kirchhoff (cisaillement transversal négligé) et les éléments
basés sur la théorie de Hencky- Mindlin-Reissner (avec cisaillement transversal).

6.3 Champ de déplacement

La théorie générale des plaques est basée sur I’expression des déplacements en tout point
M(x,y,z), sous la forme d’un polyndme limité généralement au troisiéme degré. Le champ de

déplacement s’écrit sous la forme suivante :
u(x,y,2) = u(x,y,0) + z¢x (x,¥) + 229 (x,y) + 22 P (x, )
v(x,y,z) =v(x,y,0) + zp,(x,y) + zz¢y(x, y) + z3¢y(x, y) 6.1)
w(x,y,2) = w(x,y,0) + 2o, (x,y) + 2%, (x,¥)
Le déplacement d’un point quelconque M(x,y,z) est écrit sous la forme d’une série de la variable
(z) a coefficients en (x,y) a partir d’un point de référence Mo(x,y,0) appartenant au plan de

référence (O,x,y). Le champ de déplacement du point Mo(x,y,0) est désigné par :

Ug =u(x'y'0) =uo(x'J’)
Vo = v(x,y,O) = Vo(x:)’)
Wo =u(x,y,0) =WO(ny) (62)

121
Polycopié de cours : Matériaux Composites
Département Génie Mécanique Université Larbi Tébessi - Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 6 : Comportement en flexion des stratifiés composites

Fig. 6.1 Elément de plaque

6.4 Schémas du premier ordre

Les schémas du premier ordre sont basés sur 1'hypothése de Kirchhoff qui stipule que les
sections droites restent droites aprés chargement. L'expression mathématique de cette
hypothése consiste a développer les déplacements de tout point M(X, y, z) de la plaque, notés
u, v et w en polyndomes du premier degré en z en fonctions des déplacements d'un point de
référence du plan de référence My (X,y, 0), notés uy, vy et wy. Dans la théorie de plaques, on
ramene le comportement des points de la plaque a celui de la surface moyenne et on suppose
un champ de déplacement selon la variable z. Le champ des déplacements s'écrit alors :

ux,y,z) = ulx,y,0) + z¢.(x,y)
v(x,y,2) = v(x,y,0) + 2z, (x,y) (6.3)
w(x,y,z) =w(x,y,0)

Ou bien :
u(x:)’: Z) = uo(x:Y) + Z(px(x,y)
v(x,y,2) = vo(x,¥) + 2y, (x,y) (6.4)
W(x')" Z) = Wo(x'}’)
Dans la relation (6.4) :
U, Vo: déplacement en membrane
wy: déplacement transversal (fleche)

@y , @y : rotations des sections droites respectivement dans les plans (x, z) et (y, z)
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R
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Fig. 6.3 Schématisation des déformations dans le cas des théories du premier ordre

u(x.v.z)=u’(x. v

wx, v,z)5

Fig. 6.4 Composantes de déplacement par rapport a la direction (x) dans un schéma du
premier degré
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wix, v z)q4w’(x. v)

Fig. 6.5 Composantes de déplacement par rapport a la direction (y) dans un schéma du
premier degré

6.5 Champ de déformation

Dans le cas d’un schéma du troisiéme ordre, le champ de déformation est déduit du champ de

déplacement grace a la relation :

_1(au oy
i = 2\ax; T ax; (6.5)

Donc :

ou 0Ju, o0, 0y, Oy
gxx_&—g‘kzg"‘z gﬁ'Zg
oV ov oo oy )
gyy =—=—0+Z_y+zz_y+z3ﬂ
oy oy oy oy oy
ow 0wy

€2z = g = E + (PX(X' Y) + ZZqu(X' Y)

< ov ow owg o9, , oy,
Yy, = 28yz _E+E_ ((py+E)+z<2\vy+E> +z (3(py+ ay)

ou ow ow, o oy,
[ Pl (‘Pﬁg)”(“’x* ai)”z(“’x* )

du ov [Ou, OV o oo 0 0 o 0P
—+—=(—°+—°)+z O D) g (W Ny s (90, DOy
oy 0Ox oy 0Ox oy  0ox oy ox oy  0x

(6.6)

Vay = 2Exy =

124

Polycopié de cours : Matériaux Composites
Département Génie Mécanique Université Larbi Tébessi - Tébessa
Dr. DEGHBOUDJ Samir



Chapitre 6 : Comportement en flexion des stratifiés composites
______________________________________________________________________________________________________________________________|]

Et dans le cas d’un schéma du premier ordre les équations (6.6) devient :

ou Oug o0,
€xx = x ox Zaa—x
ov  0vg @y
Eyy = @ = g + ZE
ow 0wy
€2z = 5 = E =
oV ow ow, (6.7)
sz = 28yz =§+a—y=(py+a—y
ou ow 6W0
o = B S T Tt o
Txy = ZSXY 2; ZZ (% aav_) ( . y)

6.6 Champ de contraintes
Pour le cas d’un stratifi¢ unidirectionnel ou orthotrope constitué¢ de (k) couches, la relation qui

lie les contraintes aux déformations dans la couche, rapportée au référentiel du stratifié s'écrit

comme suit :
Oxx C'yy Chp O3 0 0 C'16 Exx
Oyy C'iz C'yp C'yg 0 0 C'26 /EJ’J/\
Ozz | _|C'13 C'p3 C'33 0 0 C'36 €zz |
% 1 L0 0 0 Chu Cu O Vyz' (6.8)
)00 0 s /
Oxy 1C'16 C'26 C'sg 0 0 C,66- Vxy

C';j représentent les coefficients de rigidité de la couche (k) du stratifié. Les déformations sont
exprimées en fonction de la variable (z), ceci implique que I’expression des contraintes est aussi
un polynome en (z). La théorie des plaques est basée sur la simplification du probléme de
I’analyse du comportement mécanique d’une plaque en 3D (x,y,z) a un probléme a deux
dimensions (x,y).Cette hypoth¢se stipule que les contraintes normales au plan de la couche (o)
sont négligeables dans la plaque par rapport aux autres composantes (Gxx , Gyy €t Oxy) :
Opp = 033 =0 (6.9)
En tenant compte de cette hypothéese les équations de 1’¢lasticité (6.7) deviennent :
Oxx C'y1 C1p C'is 0 0 C'i6] /&xx
/GW\ C'iz C'op (23 0 0 C'26 EJ’J/\
C'is C'az ('3 0 0 C's | | 522 | |
Oyz | 0 0 0 Cu Cuis O Vyz
o
=) |00 0 oo 0f\)
1C6 C26 C36 0 o C 664, Vxy

(6.10)

Oxy
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Cette relation peut étre réécrite en séparant les contraintes et déformations de cisaillement

transverse des plans (x,z) et (y,z) :

ow| [Cu Ci o Cuz Cus 0 0 | €x
Ty C'i2 C'22 C'23 C'2s 0 0 |l €m
0 | _|Ciz C23 C»2 C'36 0 0 |e (6.11)
o C'is Cx% C'36 Cle 0 0 || 7
o, 0 0 0 0 Clys Clys || 72
o | |0 0 0 0  C'ys C'ss)L7x ]

Dans cette relation 1’état de contraintes Gxx , Oyy €t Oxy €t celui des déformations exx , €yy, Yxy €t
€2 correspond a un état de contraintes planes. Si on applique les résultats liés a cet état de
contraintes, on peut exprimer les contraintes dans la couche (k) en fonction des coefficients de

la matrice de rigidité réduite Q'; :

Oxx Q11 Q12 Q16 0 0 ] Exx
Oyy Q12 Q22 Q' 0 0 Eyy (6.12)
Oxy | =|Q16 Q26 Q6 0 0 Yy
O—yz 0 0 0 C,44 C,45 J ]/yZ
Oz 0 0 0 (45 C's5l \Vaz
Avec :
, , , 6.13
Ezz = _Cl_ (C 13&xx T C 23€yy T C 36yxy) ( )
33
Et:
, . CCls .. (6.14)
ij:Cij_C'—% 5 l,]:1,2,6
Sachant que le tenseur [Q’] est symétrique :
Qy=0Q% (6.15)

6.7 Résultantes et moments
Soient Nx, Ny et Nxy les composantes qui représentent les résultantes par unité de longueur de
la plaque des contraintes normales suivant les directions (x) et (y) et des contraintes de

cisaillement dans le plan (x,y) comme illustré sur la (Figure 6.6) :
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Fig. 6.6 Résultantes en membrane par unité de longueur de la plaque
des actions exercées sur un ¢lément de plaque

Le champ des résultantes en membrane, noté N(x,y) est défini par :

",
Ve = [ ands 6.16)
iy,
Ou bien :
Nel  2ron
NCy)=|Ny|= ] [oyy]dz (6.17)
ny —h/2 ny

Ces résultantes sont relatives a I’unité de longueur d’une section droite du stratifié. La résultante
de l’action exercée sur un élément de surface de la plaque de longueur (dy) et normal a la

direction x est la superposition d’une résultante normale:

dR, = Ny.dy (6.18)

Et d’une résultante de cisaillement :
dRyy = Nyy.dy (6.19)

Z

dRyy

) / arY

Fig. 6.7 Résultantes par unité de longueur de la plaque
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En passant d’une couche a une autre du stratifié, les contraintes sont discontinues, la relation

(6.17) devient :

Nx n k O-xx
NCy)=|Ny|= Z layy] dz (6.20)
ny k=1p;_, Oxy

6.8 Résultantes en cisaillement

Les résultantes en cisaillement sont définies de la méme maniére par la relation suivante :

Q(xy)—[Q" Z j (o] d (6.21)

Les résultantes en cisaillement sont définies par unité de longueur du stratifi¢ (Figure 6.8).

-ty

Fig. 6.8 Représentation schématique des résultantes en cisaillement
6.9 Moments de flexion-torsion
Les contraintes de traction et de cisaillement exercées sur un élément de plaque du stratifié
génerent des moments résultants de flexion et de torsion qui sont définis par unité de longueur.

Ces moments sont donnés par la relation suivante :

M,
Me(x,y) = | My | = [ffyy] dz (6.22)
Mxy ny k

Dans la relation (6.22), My et My sont les moments de flexion suivant les directions x et y, My,

représente le moment de torsion (Figure 6.9).
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Fig. 6. 9 Représentation schématique des moments de flexion et de torsion
6.10 Relations fondamentales des plaques dans le cas d’un schéma du premier ordre
6.10.1 Equations du mouvement
Les relations fondamentales ou €quations d'équilibre des plaques sont données par la forme
¢lémentaire des équations de mouvement. Si le repére choisi est galiléen et si on suppose que
les efforts de volume exercés sur la plaque (champ de gravité, champ magnétique...) ne sont pas
négligées, la relation fondamentale de la dynamique s'écrit localement suivant les axes x, y et z

comme suit :

6aij

axj +fl = pa; ll.] = 1’2’3 (623)

Ou bien sous forme matricielle :

00,y N 00yy N 00y,

0x dy 0z I = Pl
do do. do.
a;y + a;y + a;’Z +f, = pa, (6.24)
do do. do.
xz+ yz+ ZZ+fZ=paZ

dx dy d0z
fy, fy et f,: sont les forces volumiques appliquées

ay, ay et a,: sont les composantes du vecteur d’accélération et p la masse volumique

6.10.2 Equations de mouvement relatives aux résultantes en membranes

Les relations fondamentales relatives a un ¢lément de plaque sont obtenues par intégration des
équations (6.24) sur D’épaisseur du stratifié. L’intégration de la premiére équation du

mouvement conduit a :
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h h h h h
2 00y 2 aO'xy 2 00y, 3 7
f_ﬂ ox d”J_n dy d“J_n 3z d“f_gfx dz = f_ﬂpax dz (6.25)
2 2 2 2 2
D’apres la relation (6.16) :
h
JE 00,y dy = 6&

1o I (6.26)
De méme :
h
f 200y . _ Ny (6.27)
_% dy dy
Et:
h
200,  (h h
J_ T dz = o, (E) — 6, (— E) (6.28)

Ces contraintes représentent les contraintes de cisaillement exercées sur les faces extérieures et
inferieures du stratifié. Ces contraintes sont souvent négligées. Dans le cas ou c’est nécessaire

de considérer ces contraintes, on note :

h 6.29
Oxz (E) = Tix ( )
Et:
h 6.30
Oxz <_ E) = Tox ( )
Donc la relation (6.28) devient :
? 90, (6.31)
f_% 97 Az = 75 — Tox
Le dernier terme de la premiére équation du mouvement est :
(6.32)

h
2
fhfde=Fx
2

Le second membre de 1’équation (6.25) fait intervenir les composantes du vecteur déplacement
(u,v,w) en fonction de (X,y,z) et du temps (t). Pour le cas d’un schéma du premier ordre :
u(x,y, z) = ug(x,y) + zox(x,y)
v(x,y,2) = vo(x,y) + 2y (x, )
W(x:y;z) = WO(ny)
Nous avons :
h h 82 82¢ az R 82¢ h
2 2 Ug Uy (2 2
[ an = [ (2 )0 [ 2 e
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Donc, on peut noter :

% azuO 62¢x (634)
f_%pax 2= ps 5 T R50
Avec:
g (7.35)
Py = f L Pz
Et:
g (6.36)
R = f_ﬁpz dz
2

L’expression finale de la premicre équation de mouvement devient :
IN, N 0Ny *uy 0%, (6.37)

ox "oy tht T m=aga t R
De la méme maniére, 1’intégration de la deuxiéme équation de mouvement conduit a :
dN, 0N v, 0°¢ (6.38)
y Xy 0 y
- F, —y=p.——+R
dy ox Ty TYSAGE TR
Avec :
h
Oyz (E) = Ty (6.39)
h
o2 (~3) = 2 (6.40)
Et:
h
2
fhfy dz =F, (6.41)
2

6.10.3 Equations de mouvement relatives aux résultantes de cisaillement

L’intégration suivant de la troisiéme équation de mouvement conduit a :

h h h h h
2 00, 2 doy, 2 00y, 2 (2
f_ﬁ_az dz+f_ﬁ 3y dz+f_ﬁ X dz+f_ﬁfzdz—f_ﬁpazdz (6.42)
2 2 2 2
Dans cette relation (6.42) le second terme s’écrit comme suit :
h h
2 day, Jd (2
f_ﬁ 3y dz = @f_ﬁayz dz (6.43)
2 2
Or, I’expression de I’effort tranchant Qy est donné par :
h
2
fhayz dz = Qy (6.44)
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Alors, la relation (6.43) devient :

h
fz aayzdz B 6&

De méme, le troisiéme terme s’écrit :
h h
2 90, 9 (z 90,
f_ﬁ 9% dz = &f_a Oz AZ = 9% (6.46)
2 2
Quand au premier terme, il s’écrit comme suit :
h
2 do. h h
J_g—af dz = 021 (3) = 2 (~3) (6.47)
Les contraintes o, (E) et oy, (— E), représentent les composantes de pression exercées sur les
2 2
faces inferieure et supérieure de la plaque. Soit en utilisant la notation suivante :
h h
q=q(xy) = 0y (5) — Oyz (— 5) (6.48)
Ainsi :
70
200, ,
f_ﬁ 3 dz =q (6.49)

Le dernier terme de I’équation (6.42), s’écrit en prenant en considération la relation (6.35):
h

2 0*w,
f_ﬁpaz dz = psa, = psWZO (6.50)
Si on substitue les relations (6.45),(6.46), (6.49) et (6.50) dans la relation (6.42), on obtient :
(’)Qx+6Qy+ CE - *wy 651
Ox W q z_psatz (6.51)
Avec :
h
F, = f ’ fdz (6.52)
"2

6.10.4 Equations de mouvement relatives aux moments
Les équations de mouvement relatives aux moments sont obtenues en multipliant par (z) les
deux premicres équations de la relation (6.24), et en intégrant suivant I’épaisseur du stratifié.

Considérons la premicre équation :
h

h h h
2 00y 2 00y 2 00y, Z Z
J_QZ % dz+f_ﬂszz+J_ﬂz P dz+J_ﬂzfxdz— thpax dz (6.53)
2 2 2 2
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Or, les expressions des moments de flexion et de torsion sont sonnées par :
h

fzhzaxx dz =M, (6.54)
Et:
h
2
f_ﬁzaxy dz = My, (6.55)
Si on substitue les relations (6.54) et (6.55) dans la relation (6.53), on aboutit a :
oM, _ oM, f% 00, f% Y f% ] 6
9% 3y _%z 5, %2 _Ezfx z= _Ezpax z (6.56)

Si on utilise la méthode d’intégration par parties, le troisiéme terme de cette relation se calcule

de la maniére suivante :

h
z 0oy, % 2z h h h h h
fhz 9z dz = [Zo—xz] h _fho—xz dz = Eo-xz (E) +Eo-xz <_E) —0Qx = E(Tlx + z-Zx) —Qy (657)
2

De méme, le second membre de I’équation () :
h

h h h
Z Z tu, 0%*¢ 0*uy (2 0%d. (2
thpax dz =fhpz< pread 6t2x> dz = pTE f_%pzdz+ atzx f_%pzzdz (6.58)

D’apres la relation (6.36 ), nous avons :

Et si on pose :

h
2 6.59
f_ 0 pz2dz = Ly, (6.59)
Alors, le second terme de I’équation (6.56) devient :
h
2 azuO 62¢ 6.60
J_EZPade=RF+ xy?f (6.60)
Iy, est le moment d’inertie par rapport au plan (O,x,y). Finalement la relation (6.56) devient :
OMy OMy, h d%u, 9%
X - _ = X 6.61
— 5 5t ) = QH Py =R— 1y =5 (6.61)
Avec :
h
= fzhzfx dz (6.62)
2

P, représente la composante des moments des forces volumiques exercées. De la méme
manigére, la deuxiéme équation de la relation (6.24) devient :

0%, az¢y

oM, oM
y xy 0 I, ——
ot ot

h
W+W+E(le+rzy)_Qy+Py=R

(6.63)
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Avec:
P, = f hzfy dz (6.64)
2

Les relations (6.37),(6.38),(6.51),(6.61) et (6.63) constituent les équations d'équilibre ou
¢quations du mouvement dans le cas de la théorie classique des plaques. Elles s'appliquent aussi
bien a des plaques homogénes (isotropes) qu'a des stratifiés (composites).

Finalement on obtient les équations de mouvement

| e %+ag;y+Fx+ax—12x=psa;;° a;ﬁx
 iéme %+ag”+Fy+r1y y—Ps%J“ %

3 ieme aaix+aa&+ +FZ=P5%

4 feme 6£x+ag4—;‘y+g(qx+m)—0x+l’x=R%+I"y%
> %+m;%+§(rw+f2y)—0y+1’y=R%“W%

La combinaison des trois derniéres relations d'équilibre permet d'écrire une nouvelle équation
du mouvement indépendante des résultantes de cisaillement :
9*M, 0*M 9*M
e
0x? dy? d0xdy
6.11 Loi de comportement d’un stratifié multicouches

+q (6.65)

6.11.1 Hypothéses de la théorie des stratifiés
La théorie classique des stratifiés est basée sur 1’utilisation d’un schéma du premier ordre. Elle
s’appui sur I’hypothése de base qui consiste a négliger le cisaillement transverse:

Vg = Vyz = 0 (6.66)
Dans le cadre d’un schéma du premier ordre, les composantes nulles du cisaillement

transverse deviennent :

A Aw g
7x2_25xzzg+gz(ﬂx+gzo (6.67)
Et:
v w A,
Ty =282 =t =0 5m =0 (6.68)
Alors :
200
= (6.69)
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Et:
owg
¢y, = ' (6.70)

Pour le cas d’un schéma du premier ordre Le champ de déplacement est donné par les équations

suivantes :

u(x:y;z) = uO(ny) + Z(px(x,y)
v(x,y,2) = vo(x,¥) + 2oy (x, ) (6.71)
W(x')"z) = Wo(x'}’)

Si on substitue les relations (6.69) et (6.70) dans la relation (6.71), on obtient :

W,
(u(x')"z) - uo(x'}’) _ZE

iv(x. 7.2) = o) ~ 250 (672
w(x,y,2) = wo(x,y)

Dans le cadre de cette théorie et dans le cadre d’un schéma du premier ordre, la déformée de la

normale au plan moyen (O,x,y) est un segment de droite [AB], normal a la déformée de ce plan

moyen.
6.11.2 Champ de déformations

Le champ de déformation s’écrit en tenant en considération les relations (6.66), (6.69), (6.70)

et (6.72):

ou _ouy 09, duy 0w,

BT T x Pax | ox | ok

_Ov_ vy 0*w,
W Ty o
. = ow 0w,
7z - -
GVGZ 8waz ow, (6.73)
Ty = By =g oy Tyt =0
ou ow 0wy
yxzzzg’(z:§+ 19): =0t 0x -

ou ov <8u0 6v0) N (8(px N %)

N <8u0 8V0) 0*wy
dy ox \oy = oOx z oy  0OX

= 26xy = oy Tax) T Paxay

Txy

Le tenseur de déformation en un point quelconque (M) est donné par I’expression suivante :

Exx Exy 0
[‘9] | E€xy Eyy 0 (674)
0 0 0
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Ou bien en notation matricielle (notation de Voigt) :

& xx
(€)= & (6.75)

gxy
D’aprés la relation (6.73), le champ de déformation est composé de la superposition de
déformations en membrane qui s’expriment en fonction des déplacements (uo,vo) dans le plan

(x,y) et de déformations en flexion et torsion qui sont notées respectivement :

Ouyg
0 Ox
& xx
U0l o (6.76)
0
#9) | Oup , v
| Oy Ox |
Et:
__ azwo_
S{x 6(2);0
er=|ely|= s (6.77)
S
& 2
Y 2za Lid!
Ox0y

Les déformations en flexion et torsion s’expriment par :

g = z.k(x,y) (6.78)
Avec :
[ Fw,
3
K Fw,
K, y)=| % | = 57 (6.79)
Kyy
) Fwy
“ ooy

La matrice [x(x,y)] estappelée matrice des courbures de la plaque stratifiée sollicitée en flexion.
Les angles de rotations sont exprimés en fonction du déplacement transversal wy(x,y) en

utilisant la notation suivante :

W
Oy = — 6.80
k= (6.80)
Et:
Wo
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Si on substitue (6.80) et (6.81) dans (6.71), le champ de déplacement devient :

u(x,y,z) = ug(x,y) — z6,
v(x,y,2z) = vo(x,y) — 26y (6.82)
W(x')"z) = Wo(x'}’)

Finalement, le champ de déformation s’écrit sous la forme suivante :

E=& + ém (6.83)
Ou bien en notation matricielle :
gxx ggx Kx
[5yy] = gg),y +z Ky] (6.84)
Erz 623/ Kyy
Ou bien encore :
e=&x,,2) = en(x,y) + &(x,¥) = en(x,y) + zx(x,y) (6.85)

6.11.3 Champ de contraintes
Dans le cadre de la théorie classique des stratifié¢s, le champ de contraintes pour une couche

(k) est donné par la relation :
Oy Q11 Q12 Q16
Y ! ! !
Oxy | =|1Q16 Q26 Qs
Tyz 0 0 0 C'ar C'ys
Oxz 0 0 0 C4s Css

0 0
o Q12 Q2 Q' 0 0
0 0

] gxx
Eyy
| Yoy (6.86)
J Vyz
sz
Or, d’apres la relation (6.66 ), nous avons :

Yez = Vyz =0

Alors, la relation (6.86), devient :

/O'xx\\ [Q'11 Q12 Qs 0 0 ] /Exx\
Oyy IQllz Q22 Q' 0 0 I Eyy
| oxy I=|Q’16 Q% Qe 0 0 | | 7y | (6.87)
\Gyz 0 0 0 Cl44 C’45 Yyz
%) Lo 0 0 (s Csl e
Ce qui conduit a :
O'xx:Q']jé‘xx+Q']28yy+Q']67xy (6.88)
oy =0 next et 07,y (6.89)
oxy = Q1sex Q256w+ 667 (6.90)
O'yz = 0 (691)
oxz =0 (6.92)
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Sous forme matricielle, les équations (6.88)-(6-90), deviennent :

Oxx Exx
[Jyy] =Q'y [gyy] (6.93)
O-XJ/ 7xy
Avec :
Q'II Q,IZ Q,16
Qlk — QIIZ Q122 Q126 (6.94)

Q% Q2% s,
Q’k est la matrice de rigidité réduite de la couche (k). Si on combine les relations (6.94), (6.95)

et (6.85), on obtient :

Oxx Q11 Q12 Q16 Eax Q11 Q12 Q16 Kx
[O-W] =[Qi2 Q22 Q2 Syl +z Q12 Q22 Q2 [Ky] (6.95)
%2yl |Qte Q26 Qoo k J},)cy Q16 Q26 Qsel, Kxy
Ou bien :
ox(x,y,2) = Qe (x,y) + zQix(x, y) (6.96)

ok représente les contraintes dans la couche (k)

Z varie dans la zone : he 1<z < hg

hi et hy.1 représentent les bornes supérieure et inferieure de la couche (k)

La matrice de rigidité réduite Q’x varie d’une couche a I’autre ce qui engendre une discontinuité

du champ de contraintes entre les différentes couches.

A 4
Auméro de /\4

i

la couche

R

Fig.6.10 Numérotation des couches d’un stratifi¢
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6.11.4 Expressions des résultantes et moments

6.11.4.1 Résultantes en membranes

L’expression des résultantes en membranes est donnée par la relation :

Nx O-XX
N(x,y) = [ Ny [Jyy] dz
ny k Thy—y
La substitution de la relation (6.97) dans (6.98), conduit a :
n hy
N(x,y) = z f [Qhe, () + 2Qjx(x, y)]dz
k=1hg_4

z Qke,,(x,¥) de-i-QkK(x y) fzdz]

hg—1 hg—1

Et en intégrant par rapport a 1’épaisseur :

NGy) = (Z(hk i) Qk> an(5) +3 (Z(h . )) K6, )

Si on introduit les matrices suivantes :
A= Z(hk — hy—1) Qp,
k=1

Ou bien en notation indicielle :

Aij = Z(hk —hy_1) (Ql,])k
k=1

n
Ou bien en notation indicielle :
n
1 !
= Z E — 1) (Qij)k
k=1

L’expression finale des résultantes en membrane devient :

Et:

— h?-1) Qk

Nl»—\

N(x,y) = A.&n(x,y) + B. x(x,y)
Et sous forme matricielle :

Ny A1 A1z Age Exx Bi1 Biz Bis
Ny (=141, Az Az ‘%)/y +|B12 Bz By
Nyy Aig Aze Asel, eﬁy Bis Bz6 Bes

N
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(6.100)
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(6.102)
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(6.104)

(6.105)

(6.106)
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6.11.4.2 Moments de flexion et de torsion

Le champ des moments est donné par la relation :

M, hy Oxx
Me(x,y) = | My | = Z z [Uyy] dz (6.107)
Mxy k=1"Tk-1 |Oxy k
Si on substitue la relation (6.97) dans (6.107), on obtient :
n hi
M (x,y) = Z f 2. Qk- &, (x,y) + 2% Q. k(x, y) ] dz (6.108)
k=1hy_,

Le développement de cette relation (6.108), conduit au résultat suivant :

My (x,y) = %[Z(hzk R ) (Q;j)k] &n(6,7) +§ > % (h} — -y (Q;j)k] K5y (6.109)

En notant:
11
=3 [Z 7 (hi = hi1) Q;’c] (6.110)
k=1
Ou bien en notation indicielle :

1[x L
Dy =3 LZ 5 (it = 1) (Q{j)k] 6.111)

Sachant que d’apres la relation (6.104), nous avons :

— h%_1) (Qi,j)k

Nl»—k.[;

.10
n
k=1
Alors, I’expression finale des moments devient :

M(x,y) = B. g (x,y) + D. x(x,y) (6.122)

Et sous forme matricielle :

M, Bi1 Biz By Exx D11 Dy, Dis Kx
Mf(x: }’) = My = BlZ BZZ 326 gg)/y + D12 Dzz D26 [ Ky ] (61 13)
xy Bie Bas Beely &y Dig D26 Deely, LFxy

Les moments de flexion et de torsion sont exprimés en fonction des courbures en flexion et en
torsion et des déformations en membrane.

6.11.5 Equation constitutive d’un stratifié

L’équation constitutive d’un stratifi¢ permet d’exprimer les résultantes et les moments en
fonction des déformations en membrane et des courbures. Elle s’obtient par regroupement des
relations (6.106) et (6.113), ce qui ramene a une seule expression matricielle écrite sous la forme

suivante :
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Ny Ay A1z A Bix Bz Big _62;;_
NY [Alz Azy Az Bz By Bze] 513)/3/
Ny _|A16 426 Aes Bic Bzs Bes &y
M, Bi1 Biz Bige D11 D1z Digl| x,
My| B B Bz Diz Dz Dasl|
[ My | l316 Bys Bss Dis D2 D66J [ Koy |

Et sous forme compactée :
N
[Mf] - [g g] [817? ]

6.11.5.1 Calcul des contraintes et des déformations

(6.114)

(6.115)

L’équation de constitutions permet d’exprimer les résultantes en membrane (Ny, Ny, Nyy) et les

moments de flexion et de torsion (M, My, My,), en fonction des déformations en membrane

(e » ey, €%) et des courbures (ky , Ky, ky,) . Dans le calcul de structures composites stratifiées,

on est souvent amen¢ a déterminer les déformations en membrane ainsi que les moments de

flexion et de torsion.
6.11.5.2 Calcul des déformations en membrane
En partant des relations (6.105) et (6.112) :

N=A¢,+B.«

Et:
My =B.en +D.x
En inversant la premiere équation, nous aurons :

en=A"L.N+A1.B.x

Si on substitue la relation (6.116) dans la seconde relation, on obtient :

My = B.ATLN+(D—-B.ALB).x

Si on introduit les notations suivantes :

C*=B.A"1=-p*T
D*=D—-B.A"Y.B=D+B.B*

Ce qui permet d’écrire :

em =A"N+B*.x
Et:
My=C".N+D".x
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Soit sous forme matricielle :

-1 20 ©120

A partir de la relation (6.120), nous avons :
x=D"'M;—D"'.C".N (6.122)
Et en substituant (6.122) dans (6.119), on obtient :
&n =A"N+B*(D*".M; —D*'.C*.N) = (4"—B*.D""".C*).N+B".D""".M;  (6.123)

Les deux expressions (6.123) et (6.122) sont regroupées et écrites sous la forme
matricielle suivante :

[«Sm] _ [A~ B~] [N] (6.124)
K c~ DMy
Avec :
A =A"—B*.D*"t.c* (6.125)
B~=B*.D*"
C~=-D"t.C"
D~=D""!

6.11.6 Modes de stratification particuliers

Selon la séquence d’empilement, on distingue :

6.11.6.1 Stratifié équilibré (Angle ply laminate)

Ce stratifi¢ comporte autant de couches orientées suivant la direction +0 que de couches

orientées suivant la direction -0.

- 45° plan moyen

-45° +z l

Fig. 6.2 Stratifié équilibré

6.11.6.2 Stratifié symétrique (Symetric laminate)
Le plan moyen du stratifié¢ est un plan de symétrie. La notation dans ce cas se limite a la moitié

des plis en commengant d’une face et en s’arrétant au plan moyen a coté du quel on ajoute le

symbole (s).
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+90°

+45°

|

+45°

+90°

Fig. 6.3 Stratifi¢ symétrique : [90°/45°/0]s
6.11.6.3 Stratifié croisé (Cross ply laminate)

Ce stratifi¢ est constitué¢ exclusivement de la séquence [0/90°] qui se répéte (n) fois.

|-

Fig. 6.4 Stratifié croisé
6.11.6.3 Stratifié orthogonal

Ce stratifi¢ comporte autant de couches orientées suivant la direction 0° que de couches
orientées suivant la direction 90°.

Exercice 6.1

Déterminer les matrices [A], [B] et [D] pour le cas d’un stratifié croisé comportant deux
couches orientées a 0° et 90° [0/+90], de méme épaisseur (h=I1mm). On donne la matrice de

rigidité réduite dans les axes principaux:

126.68 3.10 O
Q;=| 3.10 11.07 O en GPa.m3
0 0 6.6

Solution

Calcul des matrices de rigidité réduites Q’jj hors axes principaux (couche a 90°)
Q',, = Q11¢0s* 0 + Qz, 5in* @ + 2(Q12 + 2Qg6) Sin? 0 cos?
"1, = (Q11 + Q22 — 4Q46) sin® 0 cos? O + Q1 (cos* 6 + sin* 6)

Q"1 = (Q11 — Q12 — 2Qgs) sin? 6 cos® 6 — (@11 — Q12 — 2Qes) sin® 6 cos 6
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 6 + 2(Q12 + 2Qe6) sin* 6 cos® 6

Qe = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qsp)] sin® 6 cos? O + Qee(cos* 6 + sin* )
Q'ye = (Q11 — Q22 — 2Q4) sin® B cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Qes) Sin 6 cos® 6
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0 =90°
sin@=1 | sin?0 =0 |sin?=1 |sin*6=1 T ho0
A 4 0=
= 2 = 3 = 4 = 4
cos@=0 |cos’0=0 |cos°0 =0 |cos*0=0 2) 90° ‘hz
4 +2
Alors :
11.07 3.10 0
[QTop- =|3.10 12668 0| en GPa
0 0 6.6
hy =—=1mm = -0.001m
hO = 0
h, =+1mm = +0.001m
n : nombre de couche (n=2)
Premieére couche :
k=1 Q1 =Qq
Deuxiéme couche :
k=2 Q2 = Qiope
La matrice [A] est donnée par la relation :
n
Ajj = Z(hk — he-1) (),
k=1

Ajj = (hy — ho)Qlgze + (hy — h1)QL 450
A;j = (0—(—0.001))Q¢- + (0.001 — 0) Qe

126.68 3.10 0 11.07 3.10 0
Ay = 10_3[ 3.10 11.07 O l+10‘3[3.10 126.68 0

0 0 6.6 0 0 6.6

13775 6.2 0
A;; =107 62 13775 0 | en GPam

0 0 13.2
La matrice [B] est donnée par la relation :
n

1 !
B;j = Z E(hzk — h?_1) (Qij)k
k=1

—_

1
Bij = = (h% — h%)) Q450 + E(hzz — h?1) Qg

1 1 1
Byj = 5 (0°—(=0.001)*)Qge + 5 (0.001° = 09 Q500 = 5 107°(Q4s <) +5107°(QL452)

N| =N

+-10"°

B;; =-10"°
2

ij =5 3.10 126.68 0

0 0 6.6

310 1107 O

[126.68 310 O
0 0 6.6

[11.07 3.10 0 ]

68.875 310 0
B;;=10"° 62 68875 0| en GPa.m?
3.10 0 66
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La matrice [D] est donnée par la relation :
n
11 ,
Dy =3 [z > (hi — hi—1) (Qij)k]
k=1
1 3 3 ! 1 3 3 !
Dij = E(h1 — h5)Qo- + § (h3 — hi)Qq¢e

Dy = (0% — (=0.001)*) Qg0 + = ((0.001)? = 030" se0 = = 10-9(Q"acr) +=10-°(Q" c0)
1] 3 . Q+45° 3 . Q—45° 3 Q+45° 3 Q—45°

DL-]-=§ 3.10 1107 O +§10_9 3.10 126.68 O
0 0 6.6 0 0 6.6

1 137.75 6.2 0
107°

1 12668 3.10 O
107°

[11.07 3.10 0 ]

6.2 13775 0
0 0 13.2

459166 2.0666 0
D;; =107°[ 2.0666 459166 0 | en GPa.m®

0 0 2.2
Exercice 6.2

Déterminer les matrices [A], [B] et [D] pour les cas suivants :
a) Un stratifié [+45/-45]
b) Un stratifié symétrique [+45/-45]
¢) Un stratifié asymétrique [+45/0/-45]
Chaque couche a une épaisseur de 6 mm et contient 60 % en fraction volumique de fibres de
carbone et 40 % en fraction volumique de résine époxyde.
(Les fibres et la matrice sont supposées des matériaux isotropes).
On donne :

E= 220 GPa vr=0.2

En=3.6 GPa Vin =0.35

Solution
On applique la loi de mélange pour déterminer les caracteéristiques mécaniques du composite
a partir de celles de ses constituants.
Module de Young longitudinal :
Ey, = Ey = EfVp + EpViy = EfVp + Ep (1 - V)

E, = E; = 220(0.6) + 3.6(0.4) = 133.44 GPa
Module de Young transversal :

11y (0-y)
Er E, E E,,
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1 1 _06 04_01138
Er E, 220 T35

E; = E, = 8.78 GPa
Module de cisaillement :

Pour un matériau isotrope, nous avons :

C= E
214 v)

Module de cisaillement des fibres :

G br 220 91.66 GP

= = = . a
721+ y)  2(1+02)
Module de cisaillement de la matrice :
E 3.6
Gy = = =133 GPa

21+ v, 2(1+0.35)
Module de cisaillement dans la plan (L,T)/(1,2) :

1 1 (1-v) 06 04
[ Gf o+ Gn  91.66 * 1.33
G,r = 3.254 GPa
Coefficient de Poisson dans la plan (L,T)/(1,2) :

= 0.30729

vir = Viz = VeV + vV = v Vp + Vm(l - Vf)

vir = viz = 0.2(0.6) + 0.35(0.4) = 0.26

E_E
Vij Vi
E 8.78
2 (0.26) = 0.017

21T V12 T 13344
Calcul de la matrice de rigidité réduite Q;

Pour un pli unidirectionnel avec des fibres orientées a 0°, la matrice de rigidité (par rapport

aux axes principaux) est donnée par la relation :

Q]] Q12 0
Q]Z Q22 0
0 0 0
Avec :
0, =—2=%L . Ei 13344 — 134.03 GPa
-2 Eroog o Ex 1-(0.26p-578
vir Viz g 133.44
ErL E;
ET 8.78
_Er 134.03)= 8.82 GPa
0= "Qn=" Qu T35 27 134.03)

Op=virQ; =vi20,;,=(0.26)8.82 =2.29 GPa
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Ous=Grr=Gi2=3.254 GPa

Finalement :

134.03 2.29 0
Q;=| 229 8482 0
0 0 3254

Calcul des matrices de rigidité réduites Q’jj hors axes principaux
Q'1; = Q11 c05* 8 + Qa3 sin* 6 + 2(Q12 + 2Qs6) sin” 6 cos* 6
"1, = (Q11 + Q22 — 4Q¢6) sin® 0 cos? B + Q1,(cos* 6 + sin* )
Q1 = (Q11 — Q12 — 20Q66) sin® 0 cos® 0 — (Q11 — Q12 — 2Q46) Sin> B cos O
Q',, = Q11 5in* 0 + Qz; cos* 6 + 2(Q12 + 2Qe6) sin* 6 cos* 6
Qe = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qsp)] sin® 6 cos? O + Qee(cos* 6 + sin* )
e = (Q11 — Qa2 — 2Q¢6) sin® 0 cos 0 + (Q11 — Q12 — 2Qsg) sin 6 cos® O

1 cas : stratifié [+45/-45]
1. Calcul de la matrice de rigidité réduite Q’;j hors axes principaux (0= 45°)

0= 45°

sin@ = cos 0=\/2—§ “hl
1 v ho=0
in2@ — 20— _ A
sin’0 = cos?’ 6 2\/_ 2) -a5° "hz N
2
sin30 = cos36 = —
14
sin*@ = cos*0 = 7
Alors :
40.11 33.61 31.3
[Q']45c = [33.61 40.11 313 | en GPa
31.3 31.3 34.57
0=-45°
V2
sinf =cos 0= ——
12
sin’0 = cos’ 0= 5
2
sin30 = cos3 6 = —£
1 4
in*o = g =—
sin cos )
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Alors :
40.11 33.61 -31.3
[Q']_4sc=133.61 40.11 -31.3 en GPa
—-313 -—-31.3 34.57
h; = —=0.006 m
ho = 0
h, = +0.006 m

n : nombre de couche (n=2)

Premiere couche :

k=1 Q1= Q44 -

Deuxieme couche :

k=2 Q;=0., -

La matrice [A] est donnée par la relation :

Aij = Z(hk — hy—1) (QL’])k
k=1

Aij = (h'l - hO)Q-,I-45° + (hZ - hl)Q,_4_50
Aij = (0—(=0.006))Q} 450 + (0.006 — 0)Q" 45

40.11 33.61 -31.3 40.11 33.61 -31.3
A =6.107° [33.61 40.11 —31.3] +6.1073 [33.61 40.11 -31.3
—-31.3 —-31.3 34.57 —-31.3 -—-31.3 34.57

481.32 403.32 0

A;;=1073 [403.32 481.32 0
0 0 474.84
La matrice [B] est donnée par la relation :

(h? — h?,_1) (Qi’j)k

en GPa.m

=

Il
M=
N| —

=
1l

1
1
(h?1 = h?)) Q450 + > (h?, —h*))Q., -

! 1 ! - ! - !
(0°— (=0.006)*)Q} 450 + 5(0.0062— 09)Q 450 = —18.1076(Q450) + 18.107°(Q" 450)

Bij =

N| =N =

Bij =

40.11 33.61 -31.3
+18.10°° [33.61 40.11 -31.3
—31.3 —-31.3 34.57

40.11 33.61 -31.3
—-31.3 —-31.3 34.57

0 0 —-1126.8
B;j = 10_6[ 0 0 —-1126.8| en GPa.m?
—1126.8 —1126.8 0

La matrice [D] est donnée par la relation :
n
11 ,
Dy =3 Lzlz (hi — hi-1) (Qij)k]

1 1
Dij = 3 (hi = hg)Qis - + 3 (h3 = QL4 -
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1 ! 1 ! —_ 1 — !
Dyy = 5 (03— (=0.006)*)Q} 45 + 5 ((0.006)° = 02)Q" 450 = 72.10*(Q}a52) +72.107°(QL 2)

40.11 33.61 -—-31.3
D;; =72.107° [33.61 40.11 -31.3
—-31.3 —-31.3 34.57

40.11 33.61 -—-31.3
+72.107° [33.61 40.11 -31.3
—31.3 —-31.3 34.57

5775.84 4839.84 0
D;; =107° [4839.84 5775.84 0
0 0 0

2 cas : stratifié [+45/-45]s

—h; = h; =0.006m
h, =0 (2) -45° ho

n : nombre de couche (n=4) —

Premiére couche : (3) -45° hs l"‘z

k=1 Qi =Qus ha

Deuxieme couche :

k=2 Q=0

Troisieme couche :

k=3 Q3 = Q’—4 °

Quatrieme couche :

k=4 Qi = Q:r45°

La matrice [A] est donnée par la relation :

Aij = Z (hk - hk—l) (Ql,,l)k
k=1

Ajj = (hy — ho)Qisso + (hy — h)QLy o + (hy — hy)Q 450 + (hy — h3)Qsse

A;j = (—0.006— (—0.012))Q} 450 + (0 — (—0.006))Q", - + (0.006 — 0)Q", -
+(0.012 — (0.006)) Q" 45

Ajj = 0.012Q} 450 + 0.012Q 450 = 12.1073(Q}45- + QL4 <)

en GPa.m3

40.11 33.61 -31.3
Ay =12.107° [33.61 40.11 —31.3] +12.107%|33.61 40.11 -31.3
—-31.3 -31.3 34.57 —-31.3 -31.3 34.57

962.64 806.64 0
A;;=1073 [806.64 962.64 0 l en GPa.m
0 0 829.68
La matrice [B] est donnée par la relation :

40.11 33.61 —31.3]

n
1 !
B;j = z E(hzk —h%,_1) (Qij)k
k=1
B--—l(h2 — h%)Q} +l(h2 — h%)Q! ++1(h2 — h%)Q! +1(h2 — h%3)0Q;
j = 2 1 0 +45° 2 2 1 —45° 2 3 2 —45° 2 4 3 +45°
1

1 1
Bij = E((0.006)2— (=0.012)%)Q}, 4ze + 5 (02 = (=0.006)»)Q" 45 + 5 ((=0.006)? — 02)Q’ 45

1
+5((0.012)*— (=0.006)*)Q’4s-

By = ~(~108 1079)Q, +l(—36 1079)Q! + 136 107)Q! +1(108 107) Q450 = 0
=5 . Qias0 > . Q450 o 20 Q=45 ) . Qas0
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B;j|0 0 O

000]
0 00

Pour un stratifie symétrique : [B] = 0
La matrice [D] est donnée par la relation :

n
1 1 '
Dy = 3 [Z E(h?‘ -h_) (Qij)kl
k=1
1 . 3\ 1 5 3y’ Lo 3Q! - (13 o
Dij _ §(h1 _ hO)Q+4 o + §(h2 — hl)Q—45o + §(h3 - hz)Q—4 o+ §(h4 - h3)Q+4’50

1 3 3 -9/ 1 3 3 -9/
Dy =5 ((=0.006)* = (=0.012)?). 10~Q} 452 + 5 (0° = (0.006)*). 10°Q" ys-

1 3 3 -9’ 1 3 3 -9/’
+5 ((0.006)° = 0%). 107°Q 450 + 5 ((0.012)°~(0.006)* =). 107 Q} 450

1 1 1 1
Dy =5 (=216 + 1728). 107°Q}, + +5(216).10°Q 45 +5(216).107°QL45: + 5 (1512). 10°Q} 45

40.11 33.61 -—-31.3 40.11 33.61 -—-31.3
33.61 40.11 -31.3|+72.107°(33.61 40.11 —31.3]

—31.3 —-31.3 34.57 —31.3 —-31.3 34.57
40.11 33.61 -31.3 40.11 33.61 —31.3]

+72-10_9[33.61 40.11 —31.3l+504.10‘9[33.61 40.11 -31.3
—31.3 —-31.3 34.57 —31.3 —-31.3 34.57

D,:j = 504’ 10_9

46.21 38.72 27.04
Dij = 10_6 [38.72 4’6.21 27-04’
27.04 27.04 39.82

en GPa.m3

3 cas : stratifié [+45/0/-45]

—hy = h; = 0.003 + 0.006 = 0.009 m 3

h
—hy = h, = 0.003m hh
n : nombre de couche (n=3) (2) 0° " 7y
Premiere couche : ’ hs 2
k=1 Q1 = Qs 4

Deuxieme couche :
k=2 Qy=0Q
Troisieme couche :
k=3 Qé = Q’—45°

La matrice [A] est donnée par la relation :
n

Ajj = Z(hk — hy_1) (ij)k
k=1

Ajj = (hy — ho)Q4ase + (hy — hy)Qpe + (hy — hy)QL, -
A;j = (—0.003— (—0.009))Q} 450 + (0.003 — (—0.003)) Q- + (0.009 — 0.003)Q", -
Ajj =6.1073Q} 45- + 6.1073Qg0 + 6.1073Q" 450
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______________________________________________________________________________________________________________________________|]

40.11 33.61 31.3 134.03 2.29 0
A;;=6.107° [33.61 40.11 31.3 ] +6.1073 [ 2.29 8.82 0 ]
0

31.3 31.3 34.57 0 3.254
40.11 33.61 -31.3

+6.10‘3[33.61 40.11 -31.3
—-31.3 —-31.3 34.57

en GPa.m

1285.5 417.06 0
A;;=107° [417.06 534.24 0 l
0 0 434.36
La matrice [B] est donnée par la relation :
n

1 !
Bij = Z E (hzk - hzk—1) (Qij)k
k=1

1 2 2 ! 1 2 2 ’ 1 2 2 '
Bi; = E(h 1= h%0)Q4ase +§(h 2 —h*1)Qp + +§(h 3 —h%)0Q 450
0 0 —2253.6
By = 10_6[ 0 0 —2253.6| en GPa.m?
—2253.6 —2253.6 0

La matrice [D] est donnée par la relation :
n
11 ,
Dij =3 LZ;E (hii = hi—1) (Qij)k]

1 1 1
D;j = §(hf — h) Q45 + §(h§ — h3)Qq- + 3 (h3 — h)Q 450

22183.84 15770.7 0
D;j = 10_9[ 15770.7 18930.24 0 en GPa.m3
0 0 16237.33
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Chapitre 8 : Rupture et endommagement des composites unidirectionnel

Rupture et endommagement des composites
unidirectionnel

8.1 Endommagement des composites

La dégradation dans les matériaux composites est un phénomeéne complexe qui résulte de
différents modes d’endommagements souvent couplés, comme la fissuration matricielle, le
délaminage entre les couches, la rupture des fibres, etc... (Figure 8.1). L’origine de
I’endommagement est la création de microfissures ou de vide dans la structure du matériau.
L’apparition de ses microfissures affecte et influence le comportement du pli unidirectionnel.
Un matériau est dit vierge s’il est dépourvu des micro-défauts. L’accumulation de ces défauts
conduit a une rupture de la couche du composite. La théorie de I’endommagement permet de
décrire I’évolution de 1’¢état structurel du composite entre 1’état vierge et I’amorce de la fissure

macroscopique (Figure 8.2).

Fissuration

Couche a 90°

Délaminage

AT

< Fissuration
Couche 4 0°

Rupture des fibres  longitudinale

Figure 8.1 Différents modes d’endommagements d’un composite

Endommagement et fissuration

Chargement

\ Rupture

Amorcage de la fissure

Seuil d’endommagement

Figure 8.2 Evolution de I’endommagement d’un composite
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Chapitre 8 : Rupture et endommagement des composites unidirectionnel

8.2 Mécanismes d’endommagement et de rupture dans les composites

Dans un composite stratifié, sous 1’effet de sollicitations mécaniques ou thermomécaniques,
monotones ou cycliques, les principaux modes d’endommagement qui peuvent apparaitre, sont
généralement classé classés en quatre catégories:

8.2.1 Fissuration transverse

Dans un stratifi¢ a fibres longues, la fissuration transverse est en général le premier mode
d’endommagement observé dans la matrice du pli le plus désorienté par rapport a ’axe de
sollicitation. Ainsi des fissures transverses peuvent apparaitre et constituer des zones
d’amorg¢age pour d’autres mécanismes d’endommagement plus dangereux. Ce type de fissures
traversent toute 1’épaisseur des couches. Des micro-défauts au sein du matériau (comme des
vides, des fibres cassées, le décollement fibre/matrice ou des microfissures de la matrice)
peuvent étre a 1’origine de ces fissures amorcées par une forte concentration de contrainte
locale. Ces fissures sont assez rectilignes et généralement perpendiculaires aux interfaces entre

les couches adjacentes (Figure 8.3).

Figure 8.3 Exemples de fissuration transverse d’un composite

8.2.2 Fissuration longitudinale
Il s’agit de fissures qui sont analogues aux précédentes et qui apparaissant toujours dans la
matrice, elles sont perpendiculaires aux interfaces des couches (Figure 8.4), mais traversent

toute 1’épaisseur des couches orientées a 0° par rapport a I’axe de sollicitation.
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Figure 8.4 Fissuration longitudinale d’un composite

8.2.3 Délaminage entre couches

C’est un mécanisme de décohésion entre les couches qui apparaissent sur le bord libre ou/et a

I’intérieur de la structure (Figure 8.5). A cause des contraintes inter laminaires €élevées pres des

bords, le délaminage s’amorce généralement a cet endroit, puis progresse en séparant les

couches.

Couche du composite 7

Délaminage

Délaminage

Figure 8.5 Délaminage des plis d’un

8.2.4 Rupture des fibres

matériau composite stratifi¢

C’est le dernier mécanisme dans son apparition et qui va généralement conduire a la rupture

finale de la structure composite (Figure 8.6). La rupture finale d’un composite est le résultat de

I’accumulation de divers mécanismes:
e la rupture des fibres

e la rupture transverse de la matrice
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Chapitre 8 : Rupture et endommagement des composites unidirectionnel

¢ la rupture longitudinale de la matrice

e la rupture de I’interface fibre-matrice
Généralement, un mécanisme n’est pas isolé¢, mais divers mécanismes coexistent. Ces
mécanismes se développent suivant la nature des matériaux et les conditions de sollicitations

mécaniques imposées.

rupture longitudinale _ L o
T i R nlpru.ﬁ trangverze de
K e B M f dicol i matrice
& o s | ecohésion =) ruprure d fibre
|'[ o ) B mupture fibre-matmice : =
|:: Coihap |
5 | et N IE
See N R § | .'I
el b et r
|8 B HaiE] | s _;j

Figure 8.6 Rupture de la fibre
d’un matériau composite

Figure 8.7 Différents mécanismes
d’endommagement dans un
matériau composite

Dans un matériau composite unidirectionnel soumis a des sollicitations mécaniques, la rupture
des fibres surgit lorsque la contrainte de traction or dans une fibre atteint la contrainte a la
rupture of, de la fibre. La rupture de la fibre produit une concentration de contraintes au
voisinage de la rupture. La redistribution de ces contraintes, et par conséquent le processus de
rupture résultant, dépend principalement : de la contrainte a la rupture des fibres, de la capacité
de la matrice a absorber I'énergie libérée, des propriétés de l'interface fibre-matrice, etc. La
Figure 8.8 présente les différents mécanismes de rupture de la matrice associés a la rupture
d'une fibre. La fissuration de la matrice peut se produire, soit par fissuration transverse lorsque
la contrainte en traction o, dans la matrice atteint la contrainte a la rupture omu de la matrice,
soit par fissuration longitudinale lorsque la contrainte de cisaillement tm dans la matrice atteint

la contrainte en cisaillement a la rupture tmu, généralement au voisinage d'une fibre.
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Figure 8.8 Différents mécanismes de rupture de la matrice associés a la rupture d'une fibre
8.2.5 Composite unidirectionnel soumis a une traction longitudinale
Considérons un composite unidirectionnel soumis a une traction longitudinale, 1'initiation de la
rupture se produit généralement soit par rupture des fibres lorsque la déformation a la rupture
des fibres est plus faible que celle de la matrice (efn< emu) (Figure 8.9), soit par rupture transverse
de la matrice dans le cas contraire (er> &mu) (Figure 8.10). En admettant I'égalité des
déformations dans la fibre et dans la matrice (iso strain), la loi des mélanges s'écrit au moment
de la rupture :
Teu = OpuVy + (Om)ep, (1= Vr) (8.1)

Avec:
ocu st la contrainte a la rupture du composite, or la contrainte a la rupture des fibres et (om)efu
la contrainte dans la matrice pour une déformation égale a la déformation &g, a la rupture des
fibres. La contrainte (om)ern est inférieure a la contrainte a la rupture omu de la matrice, donc :

Ocu < 0 Vp + 0 (1= V) (8.2)
L'expression retenue pour la contrainte a la rupture du composite est :

Ocu = 0, V5 + O'mu(l - Vf) (8.3)

Dans le cas ou la déformation a la rupture de la matrice est inférieure a celle des fibres (Figure
8.9), la contrainte a la rupture est donnée par I'expression :

Ocy = (O'f)gmqu + O'mu(l - Vf) (84)
(of)emu est la contrainte dans la fibre au moment de la rupture de la matrice.
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8.3 Moyen de controle de I’endommagement des composites

Les méthodes de détection et quantification de I’endommagement d’un stratifié composite sont
généralement classées en deux grandes classes, les méthodes de caractérisation directes, qui
permettent de suivre I’endommagement en 1’observant directement et les méthodes de
caractérisations indirectes.

8.3.1 Méthodes de caractérisation directes

8.3.1 Microscopie optique

C’est une méthode de caractérisation trés simple, basée sur son I’observation directe de
I’endommagement a 1’aide d’un microscope optique. Cette observation peut étre faite a la fin
de D’essai aprés démontage de 1’éprouvette. Elle peut étre également effectuée in/situ,

c’est/a/dire au cours de I’essai, sans I’interrompre. Dans ce cas, une caméra munie d’un
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microscope optique a faible grossissement est utilisée. Cette derniere méthode peut Etre affinée
par la premicre. Cette technique présente cependant 1’inconvénient de ne donner qu’une
représentation 2D des endommagements.

8.3.2 Radiographie X

La radiographie aux rayons X est en général utilisée pour visualiser directement les fissures
transverses et évaluer les surfaces de délaminage. Afin de faire apparaitre ceux/ci, il est
nécessaire d’utiliser un opacifiant aux rayons X. Ce dernier est déposé sur les bords libres de
I’éprouvette et pénétre par capillarit¢ dans les endommagements. La tomographie haute
résolution (high Resolution Computed Tomography) est une technique trés intéressante, elle-
méme basée sur des rayonnements X. Elle permet d’acquérir des images 3D de I’ordre du
micron ou inférieur au micron, des caractéristiques internes du matériau et de sa structure. Cette
technique a démontré ses preuves en ce qui concerne la mise en évidence d’endommagements
dans des structures composites fibre de carbone / époxy.

8.3.2 Méthodes indirectes de caractérisation

8.3.2.1 Emission acoustique

L’émission acoustique est une technique sensible a la croissance et la multiplication de défauts
dans un matériau soumis a une sollicitation mécanique. Cette détection est possible au moment
de la relaxation des contraintes, durant laquelle nait I’émission. Elle ne permet en aucun cas la
détection de défauts statiques ou non évolutifs initialement présents dans le matériau. La
détection est effectuée a I’aide de capteurs piézoélectriques qui transforment les ondes
mécaniques du matériau en signaux ¢lectriques. Ce signal est ensuite amplifié avant d’étre
analysé (Figure 8.8). Un couplant est en général utilisé entre le matériau et le capteur pour

assurer une bonne transmission des ondes.
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Figure 8.11 Contrdle de I’endommagement des composites par émission acoustique
8.4 Critéres de rupture
Les critéres de rupture ont pour objectifs de permettre 1’évaluation de la résistance mécanique
des stratifiés. D'une maniere générale, la résistance mécanique d'un matériau correspond a une
dégradation irréversible : soit a la rupture réelle du matériau si le matériau est fragile, soit a la
limite du domaine ¢€lastique s’il est ductile (Figure 8.12). Dans le cas des matériaux composites,
la limite du domaine ¢lastique est généralement liée a 'apparition de la microfissuration : micro
ruptures dans la matrice, ruptures de fibres, décohésion fibres-matrice, etc. Les critéres de
rupture d'une couche d’un stratifié¢ peuvent étre classé€s suivant :

e des critéres en contraintes maximales,

e des critéres en déformations maximales,

e des critéres interactifs, souvent appelés critéres énergétiques.

A — ]'I,':FTL'nz'f'

f=— limite élastiqne

¥
Y

(a) (b)

Figure 8.12 Criteéres de rupture des matériaux : a) matériau fragile b) matériau ductile
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8.4.1 Critéres en contraintes maximales

8.4.1.1 Critéres dans les axes principaux

Les critéres en contraintes maximales sont basés sur les contraintes a la rupture suivant l'axe
longitudinal en traction et en compression notées respectivement : X, X et les contraintes a la
rupture suivant l'axe transversal en traction en compression respectivement : Yy, Y. , la
contrainte a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche S . L'axe longitudinal et l'axe
transversal sont pris suivant les axes des matériaux de la couche (Figure 8.13). Les grandeurs a
la rupture sont les valeurs positives des contraintes a la rupture mesurées dans des essais de
traction, compression ou cisaillement. Dans le cas d'une couche soumise a un état de contraintes
planes (oL,01,0L1) dans les axes des matériaux, les critéres en contraintes maximales stipulent
que la résistance mécanique de la couche est atteinte lorsque l'une des trois contraintes
auxquelles la couche est soumise atteint la valeur de la contrainte a la rupture correspondante.

Les criteres de rupture s'écrivent ainsi sous la forme :

—X. <0, <X, (8.5)
—Y, <op <Y, (8.6)
—S<o,<S (8.7)

Si les six inéquations sont vérifiées, 1'état de contraintes limite n'est pas atteint : la rupture de la
couche ne se produit pas. Si I'une quelconque des inéquations n'est plus vérifiée, 1'état limite est
atteint : la rupture se produit suivant le mécanisme correspondant a la contrainte de 1'inéquation

non vérifiée.

Figure 8.13 Couche soumise a un état de contraintes planes (or,0T,617) dans les axes des

matériaux
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8.4.1.2 Critéres de rupture en-dehors des axes principaux
Dans le cas ou I'état de contraintes est exprimé dans des axes de référence (x,y,z) comme

montré sur la Figure 8.14 , il est nécessaire de se ramener aux axes principaux par une rotation

d'angle (0). Les contraintes exprimées dans les axes principaux sont alors données par la

relation :
01, = Oy (c050)? + 0, (sinB)* + 20y, sinbcos6 (8.8)
o1 = Oxx(sin6)? + 0, (cos0)? — 20, sinbcosd (8.9)
Tur = (0yy—0yx)SiNOC0sO + 0y, (c050)? — 0,y (sinb)? (8.10)

Les criteres (8.5), (8.6) et (8.7) en contraintes maximales s’expriment suivant :

=X < 0xx(c050)? + 0, (sinB)* + 20y, sinfcosh < X, (8.11)
—Y, < 0y, (sinB)* + 0y, (c0s6)? — 20, sinBcosb < Y, (8.12)
=S < (0yy—0yx)sinBcosd + 0y, (cos0)? — 0,y (sinf)* < S (8.13)

Dans le cas d'une traction ou d'une compression en-dehors des axes principaux, les relations

des contraintes (8.11), (8.12) et (8.13) se réduisent par:

—X, < 0,,(cos0)? < X, (8.14)
—Y, < gyy(cosf)* <Y, (8.15)
—S < 0yy(cos0)* < S (8.16)

Figure 8.13 Couche soumise a un état de contraintes planes (or,01,0LT) hors- axes principaux
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